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Communiqué le 12 octobre 1949 par F. CarLsox

Les quantités irrationnelles quadratiques et les substitutions
linéaires

Par FoLkE RybE

Des recherches sur les fractions continues m’ont amené au théoréme suivant:
al + B
y0 + 8’ »
sont des mombres entiers quelcongues avec la seule restriction que ad — Sy # 0.
Soit aussi donnée une équation quadratique wrréductible p0* + q0 + r = 0, dont
les coefficients p, q et r sont des nombres entiers sans aucun facteur commun,
d’ailleurs quelconques avec la seule restriction guw’entraine la condition d’irréducti-

Soit donnée une substitution lindaire dont les coefficients a, B, y et

bilité. Cela posé,- on peut toujours déterminer — et d'une infinité double de
. . .,. A0+ B .
maniéres — une autre substitution linéaire TS L dont les coefficients A, B,

C et D sont des mombres entiers, tels que légquation quadratique donnée peut
§'écrire sous la forme

A6+B _ ab + 8

C6+D 50+

Nous désignerons dans ce qui suit par (a, b) le plus grand commun diviseur
des nombres entiers @ et b. Spécialement, nous poserons (a, 0) = a et (0, b) = b.
Nous désignerons de plus par z = D, (a, bl¢), y = Dy (a, b |¢) un systéme de
solutions de I’équation diophantienne linéaire az + by = ¢, & savoir le systéme
de solutions, pour lequel la valeur absolue de z est aussi petite que possible;
¢'ll y a deux systémes de solutions, pour lesquels les valeurs absolues de z sont
égales et plus petites que pour les autres systémes de solutions, nous désignerons
par =D (a,b|c), y=Dy(a,b]c) le systtme de solutions, pour lequel la
valeur de z est positive. :

Pour démontrer le théoréme en question, il suffit de montrer que des nombres
entiers 4, B, C et D peuvent étre déterminés en exprimant que I’équation

1) 46 + B _ab + 8
f CO+D y0+6

ou, ce qui revient au méme, puisque 6 est un nombre irrationnel, I’équation
1) (46 +B)(y0 +8)—(CO+ D)(al +p)=0
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est identiquement égale & ’équation
2) k(6 + q0 +7)=0,

olt ¥ est un nombre entier, différent de zéro. On obtient ainsi les équations

(3) Ay—Ca=kp
4) A0 +By—Cpf—Da=kq
(5) Bé— DB =kr,

constituant un systéme d’équations diophantiennes linéaires homogénes en A,
B, C, Detk

Inversement, si les équations (3), (4) et (5) sont satisfiées par des nombres
entiers A, B, C, D et k, k # 0, Péquation p6* + q8 + r = 0 peut s’écrire sous
la forme (1). .

Pour que Péquation (3) avec k % 0 admette des solutions en nombres entiers
A et C 1l faut et il suffit, selon la théorie des équations diophantiennes linéaires,
que kp: (y, a) soit un nombre entier. Mais le plus grand commun diviseur des
nombres entiers p et (y, a) peut s’écrire (p, y, a), olt (p, y, @) est le plus grand
commun diviseur des nombres entiers p, y et a. La condition nécessaire et suf-
fisante pour que Péquation (3) aveec k % 0 admette des solutions en nombres
entiers est donc

(7, a)
k= Lk,
@ 7,0

ot k; est un nombre entier, différent de zéro. Le systéme général de solutions
de Péquation (3) peut alors s’écrire

A:k-D(”, ¢ P )+ ¢
YN\ e) 9| (@y,0))  (ya) T
PRI I

Y\ o)l my.a)) (e T

oll n; est un nombre entier quelconque. De méme, pour que ’équation (5) avec
k£ 0, c’est-a-dire

: - DAR—p . P9 _
(5" Bé—Df=k oya " ky # 0,

admette des solutions en nombres entiers B et D il faut et il suffit que

(p ) r
(», 7, a)

ky -

(, B)

180



ARKIV FOR MATEMATIK. Bd 1 nr 15

soit un nombre entier. La condition nécessaire et suffisante pour que ’équation
’ . . . ;.
(5') admette des solutions en nombres entiers, peut pareillement s’écrire

(@, a)’

olt | est un nombre entier, différent de zéro. Le systéme général de solutions
de I'équation (5) peut alors s’écrire

0 _/3 (%0)7’ :8
B=1]-D ] © Hg
e e, . (227 ) tep
P:% (p,'}/,a), p)
5 —8 (7, @) 7 P
D=1 , )
" es e, (o, MO
20 (p, 7, )’ #

oll n, est un nombre entier quelconque.
En substituant les expressions obtenues de 4, B, C, D et %, la quantité %
exprimée en [, dans 1’équation (4), on trouve

ad—By _ad—By _ .
(6) o) ™ ©.5) ng=1-N, 1+#0,
ol
(y, a) (6, B)
7 N=g¢- . —
(7) q .7, 0) ((l_a)_r 65)
(p,%a)’ ’
(y,0)r
. d ,_—i @7 9 v
el I NCY) (20 55)
(0, 7,0) "
—8-D (Y-, —© » \._ ©6p
1((7/,«1) (7, a) (p,%a)) ( rar s ﬁ)
(0, 7,0) "
: y ,—e|_? ). ___ (658
th DZ((y,a) (7 a) (p,%a)) ((y,a)r 65)
(»,7,0)
»ar
) 6  —B (v, 7, )
te DG 6h) (292 5 )
(1’:%0)’ ’
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est un nombre entier. Nous supposons d’abord que N ¢ 0. Pour que 1’équation
(6) admette des solutions en nombres entiers, il faut et il suffit que

N (T “‘?{ﬁ‘fy)

soit un nombre entier. La condition nécessaire et suffisante pour que 1’équation
(6) admette des solutions en nombres entiers peut alors s’écrire

(aa—ﬂy, aa—ﬁy)
%a«)ﬂ g@ﬁy o
(N’ v (&ﬂ))

ol m est un nombre entier quelconque, différent de zéro. Le systéme général
de solutions de ’équation (6) peut alors s’écrire

l:

ad—py _a0—Py
- (v, @) (9, B) N
m=m Dy (aé—ﬂy’aé—ﬁy)7 (aa—ﬂy’aé—ﬂz) (N ad—fy, aa—ﬁy)
(v:@) (9, 0) (v,a) (5, P) e (6,
ad—py
(4, B) )
' (0=, ap) "
(v;a) (6 6)
(8)
ad—fy _ad—py ¥
—m - (¥, ) (%, B)
na=m- Dy (aé—ﬂy,at%—_[iz)’ (aé——ﬁy,qé—ﬁ'y) (N ad—py aa—ﬂy)
(v, @) (4, B) v, a) (5, P8) (e (6 h)
ad—fy
(y; @) .
* (aé—ﬂy’ aé—ﬁy) "
(v,»a) (5, 8)

olt # est un nombre entier quelconque. .

En substituant les expressions (8) de #; et n, avec N déterminé selon (7)

dans les expressions de 4, B, C et D avec
(a_é—_ﬁy 9.@,:,/?,2)

(r.9) (56
l = S m
( N @0—By ad—p ?)
T na 6.8 /.
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A savoir
A= wﬁ%“?gﬂg%#ﬁ - ( —a p_)
(é%ﬁ%?éJﬁ(N’ y’fﬂg%gk ) )’ (.0 | (@7 )
orie
cazf%a ﬁg) 85 —f (o)
Bz(Mg%—ﬁﬂaé— ﬁ Q&B 4. ) (%%awggm;dé)
¥ ) (9, B) (».7,9)
+ (3% g
(©)
.5 (2 L 0 |
i ey el
) ™

(aé—ﬂy aa—ﬂ'y)
(v, 20—pw w0 i) " |00 0

D=

(7’ ) )
a)r
a6 ) @*wﬂn%w&@

c Ny, (m?’O),

L0

(9, B)

nous trouvons les solutions les plus générales du probléme proposé sous une
forme explicite.

Dans le cas ot N =0, les expressions (8) de n; et n, se simplifient aux
suivantes

@d—By
"= aéwﬂ(z ﬂo)us By
( )

(r,0) ° (8,8)

n

(8)
ad—fy
R ¢ /Y) n
2 (aé—-ﬂy ad— ﬁy)
ra ° (4 P)
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et les expressions (9) de 4, B, C et D se réduisent en

(6’/3) { 7 —a P a
Ad=-——22%P . .
(Q’,Q)T 6 ﬁ) l Dl ((%a)’(%a) (P,)’,a))+(7’:a) %l
@y, "
7. 6 —p (v a)r B
B=1Du s @p) L e ™
®.7. ) (@, 7, a)’é’ﬂ
9"
= 6.h __ D - —“ p Y .
((%a)r 58 l 2((y,a)’(%a) (p,y,a))Jr(%a) m
(@, 7,a) "
0] —B (y.:a)r )
D=1-D ng. (1
3 (RRCT] Pa (A T top 70
1 (p,'}’,a)’ ]

Les formules (7), (8) et (9), respectivement (8') et (9'), maintiennent leur
validité dans le cas oi I'un ou Pautre des coefficients a, B, v et 4 =0, ou si
a=0=0, ou si §=9y=0, pourvu que lon remplace partout (a,0) par a,
(0, b) par b, (p,a,0) par (p,a) et (p,0,b) par (p,b).

Note. Ia théorie générale des systémes d’équations diophantiennes linéaires
a été élaborée par Ienaz HeGer, Denkschr. Akad. Wiss. Wien, 14, Abth. II,
p. 1 (1858). Vu la nature trés simple du systéme d’équations diophantiennes
linéaires que nous avons rencontré ici, a savoir les équations (3), (4) et (5),
nous avons pu obtenir des expressions explicites pour les solutions sans avoir
eu besoin de recourir aux investigations laborieuses d’Heger. Récemment le
probléme des systémes d’équations diophantiennes linéaires homogénes a été
élégamment traité par L. W. Grrrrrrd, Bull. Amer. Math. Soc. 42, pp. 734—736
(1946), et W. Givexns, Bull. Amer. Math. Soc. 53, pp. 780—783 (1947). Cependant,

leurs solutions contiennent en général plus de paramétres qu’il ne faut.

Tryckt den 16 december 1949.

Uppsala 1949. Almqvist & Wiksells Boktryckeri AB ‘



