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Mitgeteilt am 26. Mai 1948 durch T. CaArRLEMAN und ARNE BEURLING

Uber die Existenz der beschriinkten automorphen

Funktionen

Von Lxo Uskira

Mit 1 Figur im Text

1. In der klassischen Uniformisierungstheorie werden die einfach zusammen-
hingenden Riemannschen Flichen nach ihrer konformen Abbildbarkeit in drei
Typen eingeteilt. Die Fliache ist vom elliptischen, parabolischen oder hyperbo-
lischen Typus, je nachdem sie eineindeutig und konform auf die Vollebene, die
punktierte Ebene oder den Einheitskreis abgebildet werden kann. Fin zentrales
Problem der modernen Funktionentheorie ist es dann, notwendige und hinreichende
Bedingungen fiir jeden der obigen Fille aufzustellen.

Die Riemannschen Flichen kénnen auch nach anderen Prinzipien klassifiziert
werden. Eine Riemannsche Fliche wird nullberandet genannt, wenn es keine Green-
schen Funktionen der Fliche gibt. Wenn eine Greensche Funktion oder, was auf
dasselbe herauskommt, eine eindeutige und beschrinkte nichtkonstante harmo-
nische Funktion auf der Fliche existiert, sagt man, dass die Fliche einen positiven
Rand hat. Nach NEVANLINNA [2] ist eine Riemannsche Fliche nullberandet oder
hat einen positiven Rand, je nachdem das harmonische Mass ihres Randes Null oder
positiv ist. In Analogie mit der nachstehenden Ausdrucksweise kénnen wir auch
sagen, dass die Fliche vom N ulltypus oder positiven Typus in bezug auf die beschrink-
ten harmonischen Funktionen ist, ]e nachdem sie einen Nullrand oder einen positi-
ven Rand besitzt.

Im Falle einer endlich vielblittrigen Riemannschen Fliche F ist es durch den
Kapazititsbegriff sogleich méglich, notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir
aufzustellen, dass die Fliche einen positiven Rand hat (MyrBERG [2]). Wenn m die
Menge der Hiufungspunkte der Projektionen der Verzweigungspunkte der Fliche
auf der Grundebene ist, so hat F einen positiven Rand dann und nur dann, wenn
die Kapazitit von m positiv ist.

Jeder Riemannschen Fliche vom hyperbolischen Typus entspricht bekanntlich
{z. B. WryL [1]) eine wesentlich diskontinuierliche Gruppe & linearer Substitutio-
nen, die das Innere des Einheitskreises in sich iiberfithren ("Hauptkreisgruppe»).
Die Gruppe G enthilt keine elliptischen Substitutionen und ist bis auf eine lineare
Transformation, die den Einheitskreis auf sich abbildet, eindeutig bestimmt. Um-
gekehrt gehért auch zu jeder wesentlich diskontinuierlichen Gruppe linearer Substi-
tutionen, die das Innere des Einheitskreises in sich iiberfithren, eine bestimmte Klasse
von Riemannschen Flichen, di¢ aufeinander konform abbildbar sind, vorausgesetzt,
dass diese Gruppe keine elliptischen Substitutionen enthilt. Zwei hyperbolische

1 1



LEO USKILA, Uber die Existenz der beschrinkten automorphen Funktionen

Riemannsche Flichen sind dann und nur dann konform dquivalent, d. h. kénnen ein-
eindeutig konform aufeinander abgebildet werden, wenn die entsprechenden Grup-
pen linearer Substitutionen durch eine lineare Transformation auseinander erhalten
werden konnen.

Durch das Obige ist eine Dualitéit zwischen den hyperbolischen Riemannschen
Flichen und den Hauptkreisgruppen ohne elliptische Substitutionen aufgedeckt
worden. Jedem Satze iiber analytische Funktionen auf hyperbolischen Riemann-
schen Flichen entspricht ein analoger Satz iiber automorphe Funktionen und umge-
kehrt. So ist nach MyYrBERG [1] eine hyperbolische Riemannsche Fliche vom Null-
typus oder vom positiven Typus in bezug auf die beschrinkten harmonischen Funk-
tionen, je nachdem die Summe

(1) Z(1—|8:@)),

worin Sy die Substitutionen der entsprechenden Hauptkreisgruppe durchliuft, diver-
gent oder konvergent ist.

2. In dieser Arbeit wollen wir eine neue Typeneinteilung der Riemannschen Fli-
chen einfithren. Kine Riemannsche Fliche ist vom positiven Typus in bezuy auf die
beschrinkten analytischen Funktionen, wenn eine eindeutige und beschrinkte nicht-
konstante analytische Funktion auf der Fliche existiert und vom Nulltypus in bezug
auf die genannten Funktionen, wenn sich jede eindeutige und beschrinkte analy-
tische Funktion auf der Fliche auf eine Konstante reduziert. Die elliptischen und
parabolischen Riemannschen Flichen sind nach den Sitzen von LiouviLie und
Picarp immer vom Nulltypus. Die hyperbolischen Riemannschen Flichen aber
werden dadurch in zwei Typen eingeteilt. Wir wollen die notwendigen und hin-
reichenden Bedingungen fiir das Auftreten dieser beidenn Typen finden.

Jeder analytischen Funktion auf einer hyperbolischen Riemannschen Fliche ent-
spricht vermittels der konformen Abbildung eine automorphe Funktion der ent-
sprechenden Hauptkreisgruppe. Die oben eingefiihrte Typeneinteilung der Riemann-
schen Flichen hat also eine Typeneinteilung der entsprechenden Hauptkreisgruppen
zur Folge. Eine Hauptkreisgruppe ohne elliptische Substitutionen ist vom positiven
Typus in bezug auf die beschrinkten automorphen Funktionen, wenn eine eindeutige
und beschrinkte nichtkonstante automorphe Funktion der Gruppe existiert und
vom Nulltypus in bezug auf die genannten Funktionen, wenn sich jede eindeutige
und beschrinkte automorphe Funktion der Gruppe auf eine Konstante reduziert.

Nach der obengenannten Dualitit sind diese beiden Einteilungen dquivalent. Um
unser Typenproblem zu lésen, kénnen wir entweder die Einteilung der hyperbo-
lischen Riemannschen Flichen in Flichen vom positiven Typus und vom Nulltypus
in bezug auf die beschrinkten analytischen Funktionen oder die Einteilnng der
Hauptkreisgruppen ohne elliptische Substitutionen in Gruppen vom positiven Typus
und vom Nulltypus in bezug auf die beschrinkten automorphen Funktionen vor-
nehmen.

Wir wollen nun das oben formulierte Typenproblem der hyperbolischen Riemann:
schen Flichen auf die Untersuchung der entsprechenden Hauptkreisgruppen zuriick-
fithren und in der Form von geometrischen Eigenschaften des Fundamentalgebietes
der Gruppe die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir aufstellen, dass
eine gegebene Hauptkreisgruppe ohne elliptische Substitutionen vom positiven Typus
in hezug auf die beschrinkten automorphen Funktionen ist.

Das obige Problem, auf das ich durch Herrn Prof. Dr. A. BEURLING aufmerksam
gemacht worden bin, wird in dieser Arbeit durch Anwendung einer Hilfsfunktion

2



ARKIV FOR MATEMATIK. Bd 1 nr 1

von DENjovY [1] in dem Falle vollstindig gelost, dass die Hauptkreisgruppe eine
symmetrische Gruppe vom Geschlecht p = 0 ohne elliptische Substitutionen ist.

3. Es sei B, ein einfach zusammenhingender Teilbereich des Kreises |z| < 1, der
von einer endlichen oder abzihlbar unendlichen Anzahl offener punktfremder Ortho-
gonalkreisbogen

(2) bOa bl’ b2, e .
des Kreises
(3) |z]=1 :H

begrenzt wird.

Die den Seiten b, zugeordneten Bogen des Hauptkreises H werden mit g,
bezeichnet.

Wenn wir B, an einem der Bogen (2), z. B. b,, spiegeln, erhalten wir ein
Kurvenpolygon By, das zusammen mit B, einen Fundamentalbereich B=B,+ B,
einer symmetrischen Fuchsschen oder fuchsoiden
Gruppe @ vom Geschlecht p =0 ohne elliptische Pn
Substitutionen bildet, je nachdem die Anzahl der
Bogen (2) endlich oder unendlich ist.

Es soll unten bewiesen werden, dass die Gruppe
vom positiven Typus oder vom Nulltypus in bezug
auf die beschrinkten analytischen Funktionen ist,
je nachdem Xg; kleiner oder gleich 2 ist.

4. Wenn wir den Bereich By durch die Rie-
mannsche Abbildungsfunktion

(4) z=1x(z)

auf den REinheitskreis

(5) |z <1 : D,
abbilden, werden die Bogen (2) auf gewisse Bogen
(6) bo, &1, bz, . . .

des Einheitskreises Iw[ ==1 abgebildet. Durch Spiegelung an bo erhalten wir zum
Bildbereich 1), von B, das Aussere des -Einheitskreises Do. Der Bildbereich von
B wird dann der Bereich D =Dy + D, sein. Wir betrachten-die Punkte der
offenen Bogen (6) als innere Punkte des Bereiches D.

Die Funktion (4) ist dann eine Hauptfunktion der Gruppe G, d. h. eine automorphe
Funktion, die jeden komplexen Wert hochstens einmal in B annimmt, und die B
auf einen schlichten Bereich D abbildet, der ein Houptbereich genannt wird. Die
inverse Funktion 2 (z) von (4) ist eine in D linear polymorphe beschrinkte einwertige
Funktion, deren Zweige sich gemiss den Substitutionen der Gruppe vertauschen,
wenn der Punkt z in D einen geschlossenen Weg beschreibt.

Jeder in D eindeutigen Funktion entspricht nach (4) eine automorphe Funktion
der Gruppe (¢ und umgekehrt. Wir kénnen unser Problem dann wie folgt formulie-
ren:

Welches sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass in D
eine eindeutige und beschrinkte nichtkonstante analytische Funktion existiert?
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Durch eine lineare Transformation, die D, auf die obere u-Halbebene so abbildet,
dass ein innerer Punkt von einem der Bogen (6), z. B. by, dem unendlich fernen Punkt
der u-Ebene entspricht, erhalten wir als Bild derjenigen Randpunkte von B, deren
absoluter Betrag gleich Eins ist, eine abgeschlossene lineare reelle Punktmenge E,
die in einem endlichen Intervall (a, b) liegt, welches von der reellen u-Achse durch
Weglassung der Bildpunkte w, von bp iibrig bleibt. Den iibrigen Bogen (6) ent-
spricht emme Folge

(7) Wy, We, W3, . . .

offener Bogen auf (a, b), die die Komplementmenge von E bilden. Wir haben also

(8) mE + Do, =b—a.
r=1

Wenn wir jetzt, um ein allgemeines Ergebnis zu erhalten, die Menge E eine belie-
bige abgeschlossene Punktmenge im Intervall (a, ) bedeuten lassen, erhalten wir
die folgende Formulierung unseres Problems: -

Welches sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass eine
ausserhalb einer beschrinkten geschlossenen linearen Punktmenge E eindeutige und
beschrinkte nichtkonstante analytische Funktion existiert?

Eine notwendige Bedingung ergibt sich aus dem folgenden Satz, der zuerst in den
Untersuchungen von Parnvievi [1] und Lixperere [1] vorkommt.

5. Satz von Painlevé-Lindeberg. Es sev f(u) ewne Funktion, die in esnem endlichen,
von etner rektifizierbaren Jordankurve C begrenzten abgeschlossenen Bereich G ausser-
halb einer in G liegenden abgeschlossenen linearen Punktmenge E vom linearen Mass
Null eindeutig analytisch und beschrinkt vst. Dann ist f(u) auch in jedem Punkt von
E regulir analytisch.

Zum Beweise schliessen wir die Punktmenge E in eine endliche oder abziahlbar
unendliche Folge von einfachen rektifizierbaren Kurven I, (v =1, 2, . ..) ein, die
innerhalb G verlaufen, und deren Gesamtlinge beliebig klein gemacht Werden kann,
da die Menge E vom hnearen Mass Null ist. Nach dem Heine-Borelschen Uberdek-
kungssatze konnen wir von diesen Kurven eine endliche Anzahl I, (v ==1,2, ..., n)
8o auswiihlen, dass jeder Punkt der Menge E von einer der Kurvenl’, umschlossen
wird, und dass diese Kurven und C einen zusammenhiingenden Bereich G, be-

schrinken. Die Lange der Randkurve I'= 2 I, sei L.

v=1
Da f(u) nach unseren obigen Voraussetzungen in G ausnahmslos eindeutig und
analytisch ist, konnen wir den Wert von f(u) in einem beliebigen Punkt « von ¢,
durch die Cauchysche Integralformel

f(E df 1 5 (123
Hu) =
[ e

ausdriicken. Wenn wir mit M die obere Grenze von | f(u)l und mit 4 den kiirzesten
Abstand von u nach I" bezeichnen, kénnen wir den Betrag des letzteren Integrals

abschéitzen, wie folgt:
f&)ds| _ ML
E—u | 4
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Da wir L nach dem Obigen beliebig klein machen kénnen, ohne den Wert
von 4 zu verkleinern, kénnen wir durch eine geeignete Wahl der Kurven
I', das Integral iiber I’ beliebig klein machen. Da andererseits f(«) und das
Integral iiber C von der Wahl der Kurven I', unabhingig sind, gilt

_ [HOds
)—J §_u ?

worin die rechte Seite bekanntlich in dem ganzen Bereich & regulir analytisch ist.
Der Satz ist somit bewiesen.

Wenn unsere abgeschlossene Punktmenge E auf dem Segmente (a, b) der reellen
u-Achse vom linearen Mass Null ist, konnen wir sie durch eine rektifizierbare Kurve
C umschliessen. Wenn es eine in der ganzen u-Ebene ausserhalb der Menge E ein-
deutige und beschrinkte analytische Funktion gibt, so muss sie nach dem obigen
Satz dann auch in allen Punkten von E regulir analytisch sein. Nach dem Liou-
villeschen Satz reduziert sich aber diese Funktion auf eine Konstante.

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer ausserhalb einer beschrinkten
abgeschlossenen lineiren Punktmenge E eindeutigen und beschrinkten nichtkon-
stanten Funktion ist also, dass das lineare Mass der Punktmenge E positiv ist. Wir
wollen im folgenden beweisen, dass diese Bedingung fiir die Existenz der obigen Funk-
tionen auch hinreichend ist.

6. Wenn E eine abgeschlossene Punktmenge vom positiven linearen Mass auf
dem Segment (a, b) der reellen u-Achse ist, besteht die Komplementmenge aus end-
lich oder abzihlbar unendlich vielen offenen Intervallen

(7) Wy, Wa, W3, . . .

mit

(8) mE + D|o,|=b--a.
1=1

Wir wihlen nun aus der Folge (7) z. B. die n—1 ersten, und bilden die Menge

n-1
9) {a,b) — 2 w, = Ey,
v=1
die aus n geschlossenen Intervallen
(10) (@v,n, bs,n); y=1,2,...,n

besteht. Die Menge E, nimmt mit wachsendem Wert von n ab
(11) E,>E,> >E >

und konvergiert gegen die Menge E.
Wir bilden jetzt nach einer Idee von DENjoy [1] die Funktion

n —

U
n
,,
Xl

(12) P =eomt nzlj(u——b. ,,)'
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Der absolute Betrag der Funktion f.(u) ist

N v, N
arg ———
(13) fa(w)=c¢ ““”M.
U — Qy . . .
Da arg u—?’—y—' gleich dem Winkel zwischen den vom Punkt u aus nach den
— Uy n
Punkten a,, und b, , gezogenen Geraden ist, und da diese Winkel fiir
v=1,2,...,n abgesehen von u offenbar keine gemeinsamen Punkte besitzen,
gilt fiir jeden Wert von n
n
—gr < Z arg Z—‘Z"’" < 0 in der oberen Halbebene und
=1 " Oun
. u—a
0< Z arg —— " < m in der unteren Halbebene.
r=1 % — b"' n

n—1

Wenn « ein Punkt der Menée Z w, ist, wird jene Summe gleich Null. Ist »

=1
dagegen ein Punkt der Menge (10), so hat die Summe den Wert —z oder +z,
je nachdem man sich der Menge von oben oder von unten nihert.
In der lings E, aufgeschnittenen Ebene 7', gilt demnach

(14) e = |falu)] = em.

Die Funktion f,(w) ist also in T, beschrinkt. Die Schranken sind. von =
unabhingig.

Wenn « in T, geschlossene Wege beschreibt, kehrt arg UTInm v alle Werte

- bw n
von v und » nach dem Anfangswert zuriick, woraus wir d1e Emdeutigkeit der
Funktion f,(u) in T, schliessen konnen.

Um beweisen zu kénnen, dass sich die Grenzfunktion f(u )*‘ hm fn( dieser

eindeutigen beschrinkten Funktion f, () nicht auf eine Konstante reduziert,
bilden wir die Entwicklung der Funktion f,(u) in dem unendlich fernen Punkt
der Ebene. Eine elementare Rechnung

[a]

worin [a] einen Ausdruck bedeutet, fiir welchen — falls a0 beschrinkt ist,
erweist, dass fu(#) in w = oo die Entwicklung «
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C(ln) C(Zn)

(15) fn(u)zl'{'*;"-l-—u?'i""

mit

(16) C=i > (br,n— v n) =— i mEy
v=1

hat. Hieraus folgt fiir die Grenzfunktion f(u) die Entwicklung in u = oo
.G, G

(17) fluy=1+ ” + o

mit

(18) C,=—imkE.

Da wir vorausgesetzt haben, dass die Menge E vom positiven Mass ist, folgt bier-
aus, dass die Funktion f(u) sich nicht auf eine Konstante reduzieren kann. Wir
bezeichnen die Ebene, aus welcher die Punkte der Menge E ausgelassen sind, mit
T. Als Grenzfunktion eindeutiger gleichmissig beschriinkter Funktionen (12) ist
f(w) in T eindeutig und nach (14) gilt

(19) e < |f(u)] < em.

Satz 1. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer ausser-
halb einer beschrinkten abgeschlossenen linearen Punktmenge E eindeutigen und be-
schrankten nichtkonstanten analytischen Funktion ist, dass das lineare Mass der Menge
E positiv 1st.

7. Wir wollen jetzt die Regularitit der ausserhalb einer beschrinkten abgeschlos-
senen linearen Punktmenge E vom positiven Mass eindeutigen und beschrinkten
nichtkonstanten analytischen Funktionen in der Umgebung der Menge E unter-
suchen.

Alle Punkte von E kénnen in zwei Klassen eingeteilt werden. Zur ersten Klasse
werden alle Punkte P der Menge E berechnet, die die Eigenschaft besitzen, dass in
jeder Umgebung des Punktes P eine abgeschlossene Teilmenge von E existiert, deren
lineares Mass positiv ist. Alle iibrigen Punkte von E werden der zweiten Klasse zu-
gefiihrt. Alle Punkte der ersten Klasse bilden eine abgeschlossene Teilmenge von
E, die der Kern der Menge E genannt wird.

Es sei nun f(u) eine ausserhalb der Menge E eindeutige und beschrinkte nichtkon-
stante analytische Funktion. Wir wollen diese Funktion f (u) zuerst in der Umge-
bung eines Punktes P von E untersuchen, der dem Kern von E nicht angehort.

Dann gibt es eine Umgebung U(P) von P mit der Eigenschaft, dass die abgeschlos-
sene Teilmenge ¢ von E, die der Umgebung U(P) angehort, das lineare Mass Null
hat. Nach dem Satz von Painlevé-Lindeberg ist f(u«) noch in den Punkten von e,
also in der ganzen Umgebung U(P) regulir analytisch.

Da dies fiir alle Punkte P von E gilt, die dem Kern von E nicht angehéren, ist
demnach f(u) in allen diesen Punkten regulir analytisch. Die Punkte von E,
die dem Kern von E nicht angehoren, sind somit hebbare Singularititen der Funk-
tionen f(u).

Wir wollen jetzt im Gegenteil beweisen, dass es eindeutige und beschrinkte ana-
lytische Funktionen gibt, die jeden Punkt des Kernes von E als einen wesentlich
singuliren Punkt haben.
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In der Tat ist die in Nr. 6 konstruierte Funktion von Denjoy eine solche Funk-
tion, die durch ihre Konstruktion eindeutig bestimmt ist.

Wenn P ein Punkt des Kernes von E ist, so gibt es also in jeder Umgebung U(P)
von P eine abgeschlossene Teilmenge E, von E, die ein positives lineares Mass hat.
Wenn wir die Funktion von Denjoy fiir die Punktmenge E mit fz(u) bezeichnen und
E, = E — E, die Komplementmenge von E, in bezug auf E ist, gilt infolge des mul-
tiplikativen Charakters der Funktion fz(u)

(20) Iz (u) = /5, (u) - 2. ().

Die Funktion fg, (u) ist regulir ausserhalb der Menge E, und nichtkonstant, da
m E; > 0ist. Da dies fiir jede Umgebung von P gilt, so ist P ein wesentlich singulérer
Punkt von fg, (u). Die Funktion fg,(u) dagegen ist regulir ausserhalb E,, also auch
in den Punkten von E,. Wir kénnen dann nach (20) schliessen, dass der Punkt P
ein singuldrer Punkt von fg(u) ist.

Da dies fiir jeden Punkt des Kernes von E gilt, folgern wir, dass jeder Punkt des
Kernes von E ein wesentlich singulirer Punkt der eindeutig bestimmten Funktion
fe(u) von Denjoy ist. Jeder Punkt von E, der dem Kern von E nicht angehért, ist
dagegen eine hebbare Singularitit von fz(u). Somit haben wir die Frage nach dem
singuldren Charakter der Punktmenge E fiir die Funktion fz (u) vollkommen geldst.

Satz 2. Eine ausserhalb einer abgeschlossenen und beschrinkten linearen Punkt-
menge E vom positiven Mass eindeutige und beschrinkte nichtkonstante analytische
Funktion vst regulir analytisch n allen Punkten von E, die dem Kern der Menge E
nicht angehoren.

Dagegen gibt es ausserhalb E eindeutige und beschrinkte analytische Funktionen, die
in jedem Punkte des Kerns von E einen wesentlich singuliren Punkt besitzen.

8. Da die Eigenschaft der linearen Punktmengen, auf Kreisen oder Geraden
Mengen vom linearen Mass Null bzw. positiven linearen Mass zu sein, gegen lineare
Transformationen offenbar invariant ist (dies ist iibrigens eine Folge des unten bewie-
senen Satzes von Riesz), konnen wir durch Satz 1 unser Problem fiir den Haupt-
bereich D unmittelbar 15sen.

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine in D eindeutige und
beschriankte nichtkonstante analytische Funktion existiert, ist, dass das lineare Mass
der Summe der Bogen (6) 27 untersteigt.

Um dieses Ergebnis auf den Bereich B, ubertragen zu konnen und hlerdurch
zur Lisung unseres Problems zu gelangen, Wollen wir einen allgemeinen, von F, und
M. Riesz [1] und F. Rigsz [1] herriihrenden Satz beweisen.

Satz von Riesz. Bei konformer Abbildung zweier endlichen einfach zusammenhin-
genden Gebiete mit rektifizierbaren Randkurven aufeinander ist das gegenseitige Ent-
sprechen der Rinder ein totalstetiges, d. h. den Nullmengen entsprechen Nullmengen.

Da jedes einfach zusammenhingende endliche Gebiet nach dem Riemannschen
Abbildungssatz auf den Einheitskreis konform abgebildet werden kann, geniigt es,
den obigen Satz fiir den Fall zu beweisen, dass das eine Gebiet der Einheitskreis ist.

Es sei also f(2) eine in dem Einheitskreis |z| <1 eindeutige und beschrinkte ana-
lytlsche Funktion, die den Einheitskreis ausnahmslos konform auf ein endliches von
einer rektlfmerbaren Jordankurve C mit der Linge L begrenztes Gebiet (¢ abbildet.
Wir behaupten, dass dann eine Nullmenge auf dem Einheitskreis |2 |= 1 auf eine
Nullmenge auf C' abgebildet wird, und dass jeder Nullmenge auf C eine Nullmenge
auf dem Einheitskreise entspricht.
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Wir kénnen das Gebiet ¢ mit Hilfe von geradlinigen Polygonen G, die mit wach-
sendem 7 gegen G so konvergieren, dass die Lingen L» der Polygonrinder eine wach-
sende gegen die Linge L der Randkurve C konvergierende Folge bilden, beliebig
genau approximieren. Es sei f»(2) diejenige Abbildungsfunktion, die den Einheits-
kreis auf das Polygon G'» abbildet. Da die Funktionen f»(z), abgesehen von endlich
vielen Punkten, die den Polygonecken von G entsprechen, noch auf dem Einheits-
kreise |z| =1 regulir sind, konnen wir das folgende Integral als Summe von end-
lich vielen Integralen regulirer Funktionen bilden und erhalten

2
(21) [1faté®)|d0 = L.
1]

2
Nach einem Satz von Harpy [1] ist das Integral f | fu(ret®)|do fiir 0 <r <1
eine wachsende Funktion von r. Also ist 0

2
(22) [Ifré®|do < L, 0 <r<l).

Wenn » unbeschrinkt wichst, konvergiert fn(z) auf dem Kreise |z|=r <1
" gleichmissig gegen f(z). Dann konvergiert auch die Ableitung f,(z) in jedem
Kreise |z| =r <1 gleichmassig gegen f (z). Nach {22) erhalten wir dann

I n—» o0
wenn 0 <r <C1 ist.

Nach dieser vorbereitenden Diskussion werden wir durch
(24) Vi) =g

eine Hilfsfunktion ¢ (z) definieren. Da die Abbildungsfunktion f(z) im ganzen Kreise
|2] <1 ausnahmslos konform ist, ist f'(2) in |z| <1 von Null verschieden. Wenn
wir nun g(z) einen wohlbestimmten Zweig der Quadratwurzel bedeuten lassen, er-
halten wir durch (24) eine eindeutig definierte analytische Funktion, die in |2| <1
nirgends verschwindet. '
Nach (23) ist
27
(25) [lore®)Pdo<L (0 <r<1).
. 0

Wenn die Entwicklung der Funktion g(z) im Ursprung

(26) | 9() =2 anz"

N ' n=10

ist, so ist nach (25)

(27) 27 > |anlt < L.
n=0
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Die Summe Z |ax|? ist also konvergent. Wenn nun 7, und r, zwei beliebige
n=0
Zahlen zwischen 0 und 1 sind, gilt demnach

27 %)
(28) [la(rsei®) —g(ried®)2d0 = 22 D) |anle |r2 — 2 ]2,
0 Yon=0

Wenn wir 7; und 7, unabhingig voneinander gegen Eins konvergieren lassen,
wird der Grenzwert von (28) gleich Null. Die Funktion g (rei?) konvergiert also
im Mittel, wenn r—1. Nach dem Satz von Fischer-Riesz (FiscHER [1]) gibt es
dann eine mit ihrem Quadrat summable Funktion ¢ (e*%), so dass
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(29) lim | ] (6% — g (ret®)[2d8 = 0.

r—-1 0

Nach der Schwarzschen Ungleichung ist

(Of 1769 — # ré)[d6)° = ([ 1g2(c59) — g2 () [ d6)°
4]
f

(€9 + g(réi%)]-|g(ei%) — g (rei?) | d0)2

—
ol
P

l (€%) + g(rei®)|2d8- f|-‘7 ¢ — g(ret®)2dé.

o\.o

Das erste Integral ist endlich, da g(e?) und ¢(re?) mit ihren Quadraten sum-
mabel sind, das zweite Integral hat fiir r = 1 nach (29) den' Grenzwert Null.
Es gilt also

(30) lim [1f(€9)— f (rei%)] d6 =o.
r—1 b

Die Funkti}m f(€%) = lim f(re*®) ist somit eine totalstetige Funktion.
r—1

Hieraus kénnen wir leicht die Behauptung ablesen. Das Mass der Bildmenge
einer Punktmenge M auf dem Einheitskreise ist gleich dem Lebesgueschen Integral

(3D IRIAGHIE
M

Wenn M eine Nullmenge ist, so ist auch E eine Nullmenge, da das Integral (31)
dann den Wert Null hat. Wenn M dagegen ein positives Mass hat, so kann f' (¢'9)
nach einem bekannten Satz von Fatou und Riesz (F. und M. Rigsz [1] S. 28) nur
auf einer Randpunktmenge vom Masse Null verschwinden. Es gibt dann also eine
Teilmenge von M, die vom positiven Mass ist, und auf welcher /' (¢*?) von Null ver-
schieden ist. Das Integral (31) hat dann einen positiven Wert, d. h. die Bildmenge
E einer Punktmenge M vom positiven Mass muss auch vom positiven Mass sein. Der
Satz von Riesz ist damit vollig bewiesen.
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Durch den obigen Satz von Riesz konnen wir unsere Ergebnisse sogleich auf den
Bereich B, ubertragen Der Rand von B, ist ja offenbar rektifizierbar, und seine

Linge ist kleiner als Q -2 = w2,

Notwendig und hinreichend, damit die Gruppe & vom Nulltypus sei, ist dann,
dass die Menge der Randpunkte von B,, deren absoluter Betrag gleich Eins ist, ein
positives Mass hat, oder, was dasselbe bedeutet, die Summe X g (Fig. 1) kleiner als
27 ist.

Wir haben also den folgenden, im Anfang behaupteten Satz bewiesen:

Satz 3. Eine symmetrische Haupthkreisgruppe vom Geschlecht p = 0, die keine ellip-
tischen Substitutionen enthilt, ist vom positiven Typus oder vom Nulltypus in bezug
auf die beschrinkten automorphen Funktionen, je nachdem die Summe derjenigen Bogen
des Hauptkreises, die dem Fundamentalbereich der Gruppe nicht angehdren, kleiner
oder gleich 27 ust.
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