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Sur un type particulier d’unités algébriques

Par Trycve NaGELL

§ 1. Introduction

1. Remarques générales. Dans plusieurs travaux j’ai étudié les solutions de 'équa-
tion
E+E =1 (1

en unités £ et E, dans un corps algébrique K; voir Nagell [1]', Hilfssatz IV; [2],
p- 346-347; [3], p. 176-177; [4], [5] et [6]. Chowla [7] a le premier montré que I'équa-
tion (1) n’admet qu’un nombre fini de solutions, résultat qui a été établi indépendam-
ment par Nagell [4], Théoréme 8. Il faut observer que la démonstration de ce résultat
ne donne aucune méthode pour déterminer toutes les solutions.

Désignons par m le nombre de solutions de (1) dans un corps donné K sans compter
la permutation de E et E,. Si 'on a la solution donnée par (1), on a aussi les denx
autres solutions

E'+(~E,EY=1, E{'+(—-EE{YH)=1. (La)

Les trois solutions sont différentes entre elles sauf dans le cag ol E et K, sont les
racines de I'équation 22—z +1=0. Nous dirons que les trois relations (1) et (1a)
forment un triplet. Un triplet est complétement déterminé par une quelconque des
unités qui y entrent. Ainsi une unité donnée appartient & un seul triplet dans le
corps. Il en résulte que le nombre m de solutions de (1) est divisible par 3 quand

le corps K ne contient pas le nombre } —3. Quand K contient ce nombre, on a m=1
(mod 3).

Lorsque E et E —1 sont simultanément des unités dans un corps algébrique nous
dirons que E est une unité exceptionnelle. Si E est une unité exceptionnelle, le nombre
E-1Pest ausgi. En effet, la différence

E-1-1=(1-E)E1
est aussi une unité. On vérifie de méme que les quatre nombres
1-E,(1-E)Y,1-E et (1-EYHY!
sont aussi des unités exceptionnelles. Les six nombres
E,EY1Z1-E,1-E-1, (1-E) et (1-E-1)
1 Les numéros figurant entre crochets renvoient a la bibliographie placée a la fin de ce travail.
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sont différents entre eux, sauf dans le cas ot E?—E +1=0. Exception faite de ce
cas, ils constituent un groupe cyclique d’unités exceptionnelles. Dans le cas d’ex-
ception il y a, parmi ces six nombres, seulement deux qui sont différents entre eux.

Alors le corps contient le nombre V=s.
Si E est une unité exceptionnelle, une solution de (1) est donnée par

E+(1-E)=1.

Inversement, dans la relation (1) les nombres E et E, sont évidemment des unités
exceptionnelles.

D’apres le théoréme de Chowla, il n’y a qu'un nombre fini d’unités exceptionnelles
dans un corps K donné. Désignons par u le nombre d’unités exceptionnelles dans K.
Alors, d’aprés ce que nous venons de dire, nous avons y =2m.

Si E est une unité exceptionnelle, il est évident que toutes les unités conjuguées
sont aussi exceptionnelles.

2, Résultats antérieurs. Dans les travaux [11-[6] j’ai déterminé toutes les solutions
de I’équation (1) dans tous les corps algébriques d’un rang <2. Dans les corps qua-
dratiques et dans les corps cubiques de discriminant négatif il n’y a aucune unité
exceptionnelle, sauf dans les cas suivants: Corps quadratiques possédant ou le
diseriminant —3 avec m=1, ou le discriminant +5 avec m=3. Corps cubiques du
premier rang possédant le discriminant —23 avec m =6, ou le discriminant -31
avec m=3.

Dans une infinité de corps biquadratiques du premier rang on a m =0; méme chose
pour m>0. La valeur maximale de m est =10 correspondant aux corps K ayant le
discriminant 117; voir [5], Théorémes 1-3. '

Pour les corps cubiques non-cycliques du second rang j’ai montré Pexistence
d’une infinité de cas dans lesquels on a m =0; méme chose pour m >0. Cela est aussi
vrai pour les corps cubiques cycliques. Pour la démonstration voir Nagell [6], §§ 4-5.

Pour les corps biquadratiques d’un rang >1 nous avons montré par des exemples
numériques que: Si le rang =2, le maximum du nombre m est >12. Si le rang =3,
et si le corps est non-abélien le maximum du nombre m est >6.

Parmi les autres résultats nous notons: Il existe au moins un corps de degré n>5
tel que m >3(2n —3). Il existe une infinité de corps de degré n > 6 tel que m >3(2n —5).

3. Dans ce mémoire nous allons continuer nos recherches sur 'équation (1) et les
unités exceptionnelles dans les corps d’un rang >2. Le probléme de déterminer
toutes les unités exceptionnelles dans un corps donné peut toujours étre transformé
dans le probléme de résoudre une ou plusieurs équations diophantiennes en nombres
entiers rationnels. Les difficultés augmentent avec le degré et le rang du corps.
Grice & quelques résultats de Ljunggren sur certaines formes binaires cubiques
nous sommes réussis 4 déterminer toutes les unités exceptionnelles dans les deux
corps cubiques cycliques, du second rang, engendrés par les nombres 2 cos (27/7)
et 2 cos (27/9).

Nous considérons aussi des problémes des types suivants : 1°) Lorsque le degré n
et le rang r sont donnés, montrer qu’il y a une infinité de corps K dans lesquels
m =0 et dans lesquels m >0. 2°) Déterminer une limite supérieure de m pour les corps
K de degré et rang donnés. 3°) Déterminer une limite inférieure du maximum de m
pour les corps K de degré et rang donnés.
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§ 2. Remarques sur quelques équations diophantiennes cubiques

4. Tl nous faut quelques résultats sur certaines équations diophantiennes. Il est
facile d’établir le

Théoréme 1. L’équation diophantienne
u® + 3uv — 6uv? 493 = w (2)
n’admet pas d’autres solutions en nombres rationnels u, v et w que
u=v=—w; =0, v=w; u=w, v=0.
Cela est évident en vertu de l'identité suivante
(43 — Buv? + %)% — (3u?y — Juv?)® = (u® + Suv — 6uv® + %) (u? —uv +v2)3.

En effet, 'équation de Fermat
X34+ Y34Z3=0

est impossible en nombres rationnels pour XYZ 0.

Jai déja publié la démonstration du Théoréme 1 en 1922; voir Nagell [9], p. 21,
et aussi [10], p. 232.

Le Théoréme 1 est équivalent au résultat suivant :

Théoréme 2. L’équation diophantienne
28— 3ay? + % = 328 (3
n’admet pas d’aulres solutions en nombres rationnels x, y et z que
x=—z,Y=—22 0= —z, y=2; r=2¢, y==z.

En effet, on passera de I'équation (2) & 'équation (3) par la transformation bira-
tionnelle
z=2u—v, y=u+v,z=w,

On observe que les trois points rationnels sur les deux courbes cubiques (2) et (3)
ne sont pas en ligne droite. On vérifie aisément qu’aucun des points est un point
d’inflexion.

Le résultat particulier suivant est du & Ljunggren [12], p. 10 :

L’équation diophantienne
2 —3xy?+y3=3 (4)

n’admet que les trois solutions suivanies en nombres entiers rationnels :
z=-1,y=-22=-1,y=12=2,y=1

Or, la méthode de démonstration de Ljunggren suffit évidemment pour obtenir le
résultat plus général du Théoréme 2.

Le théoréme de Ljunggren sur (4) est équivalent au théoréme suivant que j’ai
établi en 1919 : voir Nagell [8], p. 11 :
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Théoréme 3. L’équation diophantienne
2+r+1=34 {5)
nwadmet que les deux solutions suivantes en nombres entiers rationnels :
z=1l,y=lz=-2 y=1.

En effet, celle-ci peut s’écrire

(Ei_?)s_ (x_—l P
3 3 ) ¥
De plus, il résulte de (5) en passant au corps engendré par p=3(—1+} —3),

z-0=(1-p)(x+vo),

oY u et v sont des nombres entiers rationnels, tels que y =u* — uv + . On en obtient
évidemment la relation
u® —6uv +3ur? +v3=1

qui peut é&tre transformée dans I’équation (4) par la transformation z=2u-v,
Yy=u+v.

5. Ljunggren a developpé une methode pour résoudre complétement en nombres
entiers rationnels z et y les équations diophantiennes de la forme

F(z,y)=1, (6)
ot F(x,y) signifie une forme binaire cubique & discriminant positif; voir [11]. En
partie, elle est basée sur la méthode p-adique de Skolem; voir [14], [15] et [16].
I1 a vérifié Peffectivité de sa méthode sur 'exemple

-3z +yd=1. {7)
En effet, il a établi le résultat suivant :

Théoréme 4. L’équation diophantienne (7) n’admet que les six solutions suivantes en
nombres entrers rationnels x et y :

z=2,y=-l;2=-38,y=—-2z=-1, y=—1;
z=1,y=0;z=1,y=3; z=0,y=1.

Les racines de 'équation 2% —3x +1=0 sont les nombres 2 cos (27(9), 2 cos (4n/9)
et 2 cos (87/9). Le corps cyclique engendré par ces nombres a le discriminant 81.
Ljunggren a aussi annoncé le résultat suivant :

Théoréme 5. L’équation diophantienne
22+ a2y — 2y —yt=1 (8)
n'admet que les neuf solutions suivantes en nombres entiers rationnels x et y :
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z=0,y=—-1 z=1,y=0; 2=y=-1;
z=2,y=—-Lx=~-1,y=Lo=-1,y=2;
x=—9,y=5r=4,y=-9; =5, y=4.

Les racines de 1'équation 23 + 22 — 2z —1 =0 sont les nombres 2 cos (27/7), 2 cos (47/7)
et 2 cos (67/7). Le corps cyclique engendré par ces nombres a le discriminant 49.

Ljunggren n’a pas publié sa démonstration du Théoréme 5. La vérification du
résultat a été faite par Baulin [13].

Ljunggren a appliqué le Théoréme 4 pour établir le

Théoréme 6. L’équation diophantienne
224+ 1=y> 9)
n’admet que les quatre solutions susvantes en nombres entiers rationnels :
z=0,y=lv=-1,y=1;2=18, y="T, 2= —19, y="T.

Pour la démonstration voir [11], p. 11; comparez aussi Nagell [8], p. 6-7.
Nous avons aussi besoin du résultat suivant :

Théoréme 7. L’égquation diophantienne
w3+ aty —2wy? —yP =7 (10)
n’admet que les trois solutions suivantes en nombres entiers rationnels :
z=1,y=-3;v=2,y=1; 2= -3, y=2.

En effet, par la transformation

z=—3u+v, y=2u—3v
Péquation (10) prendra la forme

ud —8uty + bur? + 03 =1, (11)

Cette équation peut étre traitée par la méthode de Ljunggren. Alors on trouvera
que les seules solutions sont u=1, v=0; u=0, v=1; u=v= —1. Nous allons publier
la démonstration prochainement.

On montre aisément que I'équation (11) est équivalente 4 I'équation

X2-3X+9=4973

§ 3. Les corps cubiques du second rang

6. Il y a deux espéces de corps cubiques de discriminant positif : Les corps non-
abéliens et les corps abéliens et cycliques. Considérons d’abord les corps non-abéliens.
Soit ¢ une unité dans un tel corps. Alors, nous avons montré dans le §3 de [6] que
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la condition nécessaire et suffisante pour que ¢ soit exceptionnelle est que le discri-
minant soit de la forme
D(g) =24 —22% — 522 4+ 62— 23,

ol z est un entier rationnel, tel que 2>5 ou z< —4. Il résulte du raisonnement dans
[6] qu’il suffit de congidérer les unités £ qui sont racines de I’équation

B+(e—1)22—ar+1=0,
ol @ est un entier rationnel, tel que a>5 ou a < —4. Celle-ci peut s’écrire
z(x—1)(x+a)+1=0.

Si ¢ est une racine de cette équation, on en voit directement que ¢ —1 eb £+ sont des
unités. Le discriminant de ¢ a la valeur

a* —2a’ —5a2 + 6a — 23,
polynome qui peut s’écrire
(a®—a —3)%—32.

On en conclut que le discriminant aura la méme valeur si ’on y remplace @ par 1 —a
et seulement dans ce cas, lorsque les cas —3 <a <4 sont exclus. La plus petite valeur
du discriminant, D =257, est obtenue pour a =5 (ou a= —4).

Dans le corps engendré par ¢ nous avons le sextuplet d’unités exceptionnelles
dérivées de ¢. Vraisemblablement il n’existe aucune autre unité exceptionnelle dans
un corps de cette espéce. Nous avons montré qu’on a, dans une infinité de cas, m =0
tout aussi bien que m>0.

Considérons ensuite le cas des corps cycliques, et résumons les résultats obtenus
dans [6] relatifs & ces corps. Dans ce cas les discriminants des nombres entiers sont
toujours des carrés partfaits. La condition néecessaire et suffisante pour que l'unité
¢ soit exceptionnelle est qu’elle soit racine d’une équation

22 —pr*+(p—3)x+1=0, (12)
dont le discriminant a I'expression
D(e)=(p*-3p+9)% (13)

Il y a cependant les exceptions suivantes : Les 18 racines ¢ des équations
2422 — z-1=0, 2+ 2*—2:x—1=0,
2 +327—4r+1=0, 2°—42*+3x+1=0, (14)
2 —522+6x—1=0, 2°—622+5x—1=0, .

sont des unités, ayant-la propriété que £ —1 est aussi une unité. Elles appartiennent
au corps cubique cyclique engendré par le nombre 2 cos (27/7) et possédent le diseri-
minant 49.

Nous avons montré qu’on a m =0 tout aussi bien que m >0 dans une infinité de
corps cubiques cycliques; voir les Théorémes 7 et 8 dans [6].

Dans les deux paragraphes suivants nous allons déterminer toutes les unités
exceptionnelles dans les deux corps engendrés par 2 cos (27/7) et 2 cos (27/9).
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§ 4. Le probléme dans le corps engendré par 2 cos (2x/7)

7. Nous commengons par quelques relations numériques. Désignons par # une
racine de I'équation
X34+ X22X-1=0.

Alors, les deux autres racines, les conjugués de 7, sont

i T2
n l1+q

=n'=2=—n+y",

.,7"= _l_n—1=1 ___,r)_nz_
Pour les calculs numériques nous avons besoin des relations suivantes :
N =m'y" = +1, g7 =g +7 -2,
=" +3n—1, nt =32 —n—1=3y"1—dn +5,
NE=b-n -2 =1+n-217% n(l +n) = —1=1—n+n%.

Le diseriminant du corps K(z) est égal au discriminant de 7, ¢’est-a-dire =49. Comme
base des entiers dans le corps on peut choisir ou 1, %, 52 ou 1, 5, 1.

8. Notre but est de déterminer toutes les unités exceptionnelles dans le corps.
Dans le § 3 nous en avons déja déterminé les 18 que voici :

1°) Les racines de ’équation 23 +a2—2x—1=0, & savoir
7,77 =2, L -
2°) Les racines de I'équation 23+ 3x% —4x +1 =0, & savoir
—44n+2n% 1+9—n2, —2n—n2
3°) Les racines de I’équation 2% —522 +62 —1 =0, & savoir
3—n—nt n+2, 1%
4°) Les racines de I’équation z°+222 —x—1=0, & savoir
*+n=2, —1—n, 17"
5°) Les racines de I'équation 23 —4a2 +3x+1=0, & savoir
1—n, 3—n% n+n*
6°) Les racines de I'équation ®— 622+ 52 —1 =0, & savoir
b—n—2n% —n+n? 142940t

Toutes ces unités ont le discriminant 49. Ce sont les unités exceptionnelles de
seconde espéce. Les unités exceptionnelles de premiére espéce sont les racines des
équations du type
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X3-pX2:4+(p—-3)X+1=0, (15)

oll p est en nombre entier rationnel quelconque. Cette définition peut étre étendue
3 tous les corps cubiques cycliques.
Le discriminant de cette équation est

(p*—3p+9)%

Dans les corps cubiques cycliques différents de K(z) toutes les unités exceptionnelles
sont de premiére espéce.
Si ¢ est une racine de 1’équation (15), les deux autres racines sont

g=2+(p—-1)e—e¥=(1—¢),
g"=p—2—petel=1—¢l

Les nombres conjugués sont aussi de premiére éspéce. Les racines de I'équation
inverse
X3+(p—-3)X:—pX +1=0

sont e, 1-¢ et (1—eV)l=e*—(p-1)e—1.

Ce sont aussi des unités exceptionnelles de premiére éspéce. La norme de toute unité
de premiére espéce est=—1.
Supposons maintenant que ¢ appartienne au corps K(z) et qu’on ait

s=x+yn+apl=x—2z+(y +2)n +27%,
ou z, y et z sont des nombres entiers rationnels. Alors, les nombres conjugués sont
&=2-2y—z—zn+ypt=x—2+(-y—2)n+yn,
=z+y+z—yn+(—y—2)t=z—y—z+m+(—y—2)n""
1l en résulte évidemment la relation
p=3z—-y—2z. (16)

En calculant le nombre e¢’ +£¢” +¢’¢” on obtiendra 3 l'aide de cette expression pour
p la relation
3x -y —22—-3 =322 2wy — 4wz —2y% —2% —yz. (17)

Ensuite en calculant ££'¢” on obtiendra la relation
2+ 9 +2° — 2%y — 2092 — wyz — 22® — 2272 + By + 6y = — 1. (18)
9. A laide des formules
e—¢& =2y—z+2z+y)n+(z—y)n
e—&" = —y—3e+ 2y +2)n+y+22)7%
&' —&" = —3y— 2+ (y— A+ 2y +2)7p?
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on peut calculer le nombre V D(e). On aura alors
+ VD(e) =713 +y?z —2y2% —28). (19)
D’autre part on a en vertu de (13)

VD(e) = p*—3p+9, (20)
d’ott, & cause de (16),

VD(e) = (32 —y — 22)2 — 3(3x —y — 22) +9.
Si 'on élimine x entre cette équation et I'équation (17), on obtient
VD(e) =102 +yz+2Y). (21)

En combinant cette équation avec I'équation (19) nous aurons la relation fonda-
mentale

T (P +y22 2y —23) =yt +yz + 2% (22)
Pour simplifier nous écrivons dans la suite R au lieu de Vﬁe)

10. Notre probléme est maintenant de résoudre I'équation (22) en nombres entiers
rationnels ¥ et z. Si nous posons (y, z) =d, y=dy,, 2=dz,, o (y,, %) =1, 'équation
(22) peut s’écrire

(Y2 + 2+ 25).

ST

vi+yia— 2y 2= £

Pour raccourcir nous désignons par @ le membre & droite dans cette équation. Alors
il en résulte

#h—1) Q=+ By +2)a,
et de plus

(11 —2,—1)@ = £ (22, —y)) 12
On en conclut

3y, +2, =22, —9, =0 (mod Q),
ce qui entraine, vu que (@, ¥;2,) =1,

7=0 (mod Q).

On aura done les deux possibilités Q=1 et @=7. Par conséquent, I’équation (22)
sera remplacée par les deux systémes suivants

Vit iz +2i=d, 23)
Vi+yin -2yt - =11,

et
Yi+yiz +2i=1d, } 24)
Wi+yie -2yl =17,

D’aprés les Théorémes 5 et 7 nous connaissons les solutions y, et z; dans les deux
systémes.
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11. Passons maintenant aux caleuls numériques qui nous restent pour la solution
compléte de notre probléme. Nous allons traiter les différentes solutions y,, z; de
chacun des deux systémes pas & pas. A chaque paire y,, z, correspond évidemment
une valeur déterminée de d. Il n’y a qu'un nombre fini de possibilités pour d. Le
nombre d déterminé on a y=dy, et z=dz,. Ensuite R sera déterminé par la formule
(21) et le nombre p par la formule (20). On aura deux valeurs différentes de p, valeurs
dont la somme est =3. Enfin on trouvera z a P'aide de la relation (16). A chaque valeur
de p on aura deux valeurs de x, dont ’une au plus est acceptable. Il faut bien entendu
que z soit entier. De plus il faut contréler si le nombre obtenu x +yn-+2z7~! est une
unité exceptionnelle ou non. Cela peut se faire 3 'aide des formules (17) et (18).
Pour faciliter le contrdle on peut appliquer la proposition suivante :

Soit & une unité exceptionnelle de premiére espéce ef racine de I'égquation
e—pel+(p—3)e+1=0. (A)
Posons §=2—n. Alors, st p=1 (mod 7), Vuniié ¢ doit satisfaire & la congruence
e = —2 (mod f),

et si p =2 (mod 7), @ la congruence
¢ =3 (mod f).

En effet, dans le corps K(n) I'idéal (7) est le cube de 1’idéal premier (2 —#%)=(f).
Ona
& —~1=(e2-1)(e*+1) =0 (mod §).

Premier cas. Supposons d’abord que ¢*=1 (mod f). Vu que £—1 est une unité

on conclut alors que
e+e+1=0 (mod §). (B)

Nous savons que p?— 3p +9 est toujours divisible par 7. Cela entraine que p est ou=1
ou=2 (mod 7). Alors il résulte de I'équation (A) que ¢=3 (mod ), indépendamment
de p. Or, cela est en contradiction avec la congruence (B).

Second cas. Supposons ensuite que 2= —1 (mod f). Si ¢= —1 (mod ) on obtient
de (A) la congruence —2p+3=0 (mod §), d’oi p= —2 (mod f) ce qui est impossible.

Il faut donc que £2—&+1=0 (mod f). Alors il résulte de (A) qu'on a p=3¢
(mod B). On voit aisément que cela vérifie la proposition. Il faut ajouter qu'on a
7=2 (mod §) et 1= —3 (mod f).

Nous considérons d’abord le systéme (23).

La solution y;=0, z;=F1. On aura pour commencer d=1 et E=7, et puis les
deux valeurs p=1 et p=2. Avec p=1 nous aurons z=1, y=0 et z=1; pour p=2
nous aurons z=0, y=0 et z=—1.

La solution y, = +1, 2,=0. Méme dans ce cas on aura d=1, B=7 et p=1 ou=2.
Avec p=1 on obtient =0, y= —1 et z=0; avec p=2 on aura x=1, y=1 et 2=0.

La solution y, = +1, z;=+1. Aussi dans ce cas on aurad=1, E=7 et p=1 ou=2.
Avec p=1 on obtient z=0, y=+1 et z=~—1; avec p=2 on aura x=1, y=—1 et
z=+1.
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La solution y,=+2, z;=F1. Dans ce cas on aura d=3, E=189 et ou p=15 ou
p=—12. Avec p=15 on aura x=5, y= 16, 2= T 3; avec p= — 12 on obtient z= —4,
y=+6, 2=13. Cependant, on vérifie sans peine que les nombres 5+617—37~" et
—4—~6n+3n~ ne sont pas des unités. Au contraire, les nombres 5 — 67 +3n~1 et
—4+ 6% —3%~! sont des unités exceptionnelles.

La solution y, =z, = F1. Méme ici on aura d=3, R=189 et ou p=15 ou p=—12,
Avec p=15 on obtient pour z les deux valeurs x=2 et x =8; avec p=—12 on aura
pour z les valeurs x = —7 et # = — 1. On vérifie sans peine que les nombres 2 —35 — 377!
et —1+37+37~" ne sont pas des unités, tandis que 8 +3n+3y~1 et —7—35—3n72
sont des unités.

La solution y, =F1, 2z, =+ 2. Aussi dans ce cas on aura d=3, R=189 et ou p=15
ou p=—12. Avec p=15 on obtient z=8 et z=2; avec p=—12 on aura x=—1
¢t = 7. On vérifie sans difficulté que les nombres 2435 —6n~1 et —1—35+6n~!
sont des unités, tandis que 8 —3% + 67~ et —7 +39—67~! ne le sont pas.

La solution y, =79, z,=+5. Dans ce cas on aura d=61, R=7-613=1 588 867,
et donc ou p=1262 on p= —1259. Avec p=1262 on obtient x=441; avec p= —1259
on obtient x = —440. Ainsi nous avons obtenus les unités exceptionnelles

441 — 5497 + 305571,
—440 + 5497 — 30571
La solution y, = +4, 2z, = +9. Méme dans ce cas nous aurons d =61, B =1 588 867,
et donc p=1262 et p= —1259. Avec p=1262 on obtient x=136; avec p= —1259
on aura = —135. Ainsi nous avons obtenus les unités exceptionnelles
136 +2447n — 549771,
—135 — 2447 + 5497~
La solution y, = 15, 2, = +4. Aussi dans ce cas nous aurons d =61, B =1 588 867,
et donc ou p=1262 ou p= —1259. Avec p=1262 on obtient » =685; avec p= —1259
on aura z= —684. Ainsi nous avons obtenus les unités exceptionnelles
685 + 3057 + 24491,
— 684 — 3057 — 24491,

Passons ensuite aux solutions de 1’équation (10).
La solution yy; = +1,2,= 73. Dans ce casonaurad =1, R=49et ou p=8oup= —5.
Avec p=8 on obtient =1, y=1 et 2= —3; avec p= —5 on aura =0, y=—1,2=3.

La solution y,=+2, z;=+1. Méme dans ce cas on aura d=1, R=49 et ou p=8
ou p=—5. Avec p=8 on obtient z=4, y=2, z=1; avec p=—5 on aura = —3,
y=~2,z= 1.

La solution y, = F3, 2, =12. Aussi dans ce cas on aura d=1, R=49 et ou p=8
ou p=—5. Avec p=8 on obtient =3, y=—3, z=2; avec p= —5 on aura r= -2,
y=3,z=-2.

12. En résumant les résultats obtenus dans les numéros précédents, nous pouvons
prononcer le résultat suivant :
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Théoréme 8. Les unités exceptionnelles dans le corps K (2 cos (2n/7)) sont données

par le tableau suivant :
I. Les unités de seconde espéce de discriminant 49 :
n —n+n —l-gh g2l 14 2n -7 =2
Ly 249, 2—q4+07h —1—m, 974 =14+
1—n, 1+g—n7% 2497 L4y =297, 220497, 34+n+77%
II. Les unités de premiére espéce de discriminant 49 :
=7, =7 Lo, Lt =, L=+
. Les unités de discriminant 74 =2401 :

1+9 =377, —n+3n7%, 442 +771, —3-2n—n7", 3-3n+297, —2+3n—2y7".

IV. Les unités de discriminant 7%-3%=35 721 :
5—6n+3n"1, —4+6n—3571, 8+354+3n71,
—7-3n-3n7%, 2+3n -6y, —1-3n+6n~".
V. Les unités de discriminant 72-61%=(1 588 867)2 :

441 — 5497 +3057~1, —440 + 5497 — 30577,
136 + 244y — 54971, —135 — 2449 + 54991,
685 -+ 3057 +244n~1, — 684 — 3057 — 2447,

Done, il y a 42 unités exceptionnelles dans le corps K(z). Ainsi le nombre m de

solutions de I'équation (1) est égal & 21.

§ 5. Le probléeme dans le corps engendré par 2 cos (2z/9)

13. Nous commengons avec quelques relations numériques. Désignons par % une

racine de I’équation
X3-3X+1=0.

Alors, les deux autres racines, les conjugués de 7, sont

b1 2 -1
=y =2-n-n="l-n+tn,
1-7
y =2+t =1-y""
Pour les calculs numériques nous avons besoin des relations suivantes :
Ny=m'n"= -1, n'=3—n* *=3n—1, 7' =3’ —n =9 —n =3y,
=3 —n=9—7-31% A-n)=2-n-n=-1-y+y7,
-yt =1-n—n=-2—y+7"
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Le discriminant du corps K(7) est égal au discriminant de #, ¢’est-a-dire =81. Comme
base des entiers dans le corps on peut choisir ou 1, 5, 92 ou 1, 5, %

14. Notre but est de déterminer toutes les unités exceptionnelles dans le corps.
Ces unités sont toutes de premiére éspéce.
Soit ¢ une unité exceptionnelle du corps, racine de I’équation

X3-pX?4+(p—-3)X+1=0, (26)
ol p est un nombre entier rationnel. Les deux autres racines sont
&=(1—g)1! et &"=1—¢1.
Vu que ¢ appartient au corps nous avons
e=x+yn+ent =243z +yn—2n?,
& =w—y+z+(—y-2)n+yn,

" =x+y+2z+am+(—y—2)y .
11 en résulte la relation
p =3x+3z. (27)

En calculant le nombre g’ +-e2” +¢'e” on obtiendra & I'aide de 1'expression pour p :
22—+ 2rz—yz=x+2-1. (28)
Ensuite en calculant e¢’s” on obtiendra la relation
2% —y® —23 4+ 3% — 3ay® — 6y2? — Oy*e — Jayz = — 1. (29)
15. A Vaide des formules
e—& =y—2+2y+2)n+@E-yn™
e—&'=—y—2+y—z)n++y)n
& —&" = =2y —2+(~y—22)n+Q2y+2)n*
on peut calculer le nombre VD(e). On aura alors
+VD(e) = 9(y* ~ 3yz2 ). (30)

D’autre part on a en vertu de (13)

V.D(e) = p*—3p+9, (31)
d’ott & cause de (27)

V D(g) = (x +2)2—(x+2)+1].

Si Yon élimine x entre cette équation et 1’équation (28), on obtient

V.D(e) = 9(y* +yz +22). (32)
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En combinant ce résultat avec '’équation (31) nous aurons la relation fondamentale
(P —3yz2 —2%) =y +yz + 2% (33)
Pour simplifier nous écrirons dans la suite R au lieu de ¥ D(g).
16. Notre probléme est maintenant de résoudre I’équation (33) en nombres entiers
rationnels y et z. Si nous posons (y, z) =d, y =dy,, z=dz,, ol (y,, 2,) =1, I'équation (33)
peut s’éerire

1
-3yt 2= i’a(?/% + 121 +23).

Pour raccourcir nous désignons par @ le membre & droite dans cette équation. Alors
il en résulte

—. 3yt
ady,—=z)+1= —%
Vu que (@, ¥;2,) =1 cela entraine
3=0 {(mod Q).

Il y a donc deux possibilités @ =1, et Q=3. Par conséquent, I'équation (33) sera
remplacée par les deux systémes suivants

1‘/% +ylzl +Z% =d9 (34)
-3yl —d=*£1,

et
Y1+ 42 +21=3d, (35)
-3yt —2i= +3.

D’aprés les Théorémes 4 et 2 nous connaissons les solutions y, et z; dans les deux
systémes.

17. Passons maintenant aux calculs numériques qui nous restent pour la solution
compléte de notre probléme. Nous allons traiter les différentes solutions y,, z, de
chacun des deux systémes pas & pas. A chaque paire ¥, 2, correspond évidemment
une valeur déterminée de d. Il n’y a qu’un nombre fini de possibilités pour d. Le
nombre d déterminé, on a y =dy, et z=dz,. Ensuite R sera déterminé par la formule
(32) et le nombre p par la formule (31). On aura deux valeurs différentes de p, valeurs
dont la somme est =3. Enfin on trouvera x & ’aide de la relation (27). A chaque valeur
de p on aura deux valeurs de x, dont 'une au plus est acceptable. On aura & controler
si le nombre obtenu z +yn+2n~! est une unité exceptionnelle ou non. Cela peut se
faire & l'aide des formules (28) et (29). Pour faciliter le contrdle on peut appliquer la
proposition suivante :

8i B=1 4+, toute unité exceptionnelle & satisfast & la congruence
¢ =—1 (mod g).

En effet, dans le corps K(z) I'idéal (3) est le cube de I'idéal premier (1+%)=(f).
Soit ¢ une racine de ’équation

e—pet+(p—3)e+1 =0.
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On a évidemment e2=¢ (mod f) et e2=1 (mod B). Nous avons montré plus haut
que p est divisible par 3. Par conséquent, il résulte de 1’équation cubique que
£—3¢+1=0 (mod ), c’est-a-dire

e= -1 (mod g).

1l faut ajouter qu'on a y=5—1= —1 (mod ).
Nous considérons d’abord le systéme (34).

La solution y;=0, z;=+1. On aura pour commencer d=1 et R=9, et puis les
deux valeurs p=0 et p=3. Avec p=0 nous aurons les deux possibilités z=+1,
y=0, z=+1; avec p =38 nous aurons les deux possibilités z=0, y=0, z=+1 et x=2,
y=0, z= —1. On vérifie aisément que seulement les nombres 1 —5~* et 5! sont des
unités exceptionnelles.

La solution g, = + 1, 2, =6. Méme dans ce cas on aura d=1, B=9, et puis les deux
valeurs p=0 et p=3. Avec p=0 nous aurons =0, y=+1, 2=0; avec p=3 nous
aurons =1, y=+1, z=0. Seulement les nombres 7 et 1 —# sont des unités excep-
tionnelles.

La solution y;=+1, 2= F1. Aussi dans ce cas on aura d=1, R=9, et puis les
deux valeurs p =0 et p=3. Avec p =0 on aura les possibilités z= +1, y=+1,2z=F1.
Avec p=3 on obtient ou z=0, y= -1, z=+1 ou x=2, y= +1, 2= —1. On trouve
que seulement —1—7+#~! et 2+7—%~' sont des unités exceptionnelles.

La solution y,=+2, z;=+1. Dans ce cas nous aurons d="7, R=9-73=3087, et
puis les deux valeurs p=>57 et p= —54. Avec p=>57 on obtient les deux possibilités
z=12, y=14, z=T et =26, y = —14, 2= —7. On vérifie aisément que seulement le
nombre 26 —147 —Ty~1 est une unité exceptionnelle. Avec p= —54 on obtient les
deux possibilitéds z= —25, y=14, z2=7 et x=—12, y=—14, z= —T7. On trouve que
seulement le nombre —25-+14%+ 751 est une unité exceptionnelle.

La solution ¢, = +1, z;= +3. Dans ce cas on aura aussi d=7, R=3087, et puis les
deux valeurs p =57 et p= —54. Avec p=57 on obtient les deux possibilités z = —2,
y=—"T,2=21 et £=40, y="7, z= —21; avec p= —b54 on aura les deux possibilités
z=—39,y=T7,2=—-2l et x=8, y= +7, 2= —21. On vérifie que seulement les deux
nombres —2 -7y +21y~! et 3+77—21y! sont des unités exceptionnelles.

La solution y, = +3, 2z, = T 2. Méme dans ce cas on aura d =7, B =3087, et les deux
valeurs p=>57 et p= —54. Avec p=>57 on obtient les deux possibilités x =5, y= —21,
z=14 et x =33, y=21, 2= —14; avec p= —54 on aura les deux possibilités x = —32,
y=—21, 2=14 et x=—4, y=21, z=—14. On trouvera que seulement les deux
nombres 33 +21y — 1471 et —32 —21z+ 147~ sont des unités exceptionnelles.

Passons ensuite au systéme (35).

La solution y; = +1, 2, = +1. Dans ce cas on aura d =1, R=27, et les deux valeurs
p=6et p=—3. Avec p=6 on obtient les deux possibilités =1, y=1,z=1 et =3,
y=—1,z=—1. Avec p= —3 on aura les deux possibilités z=0, y=—1, z=—1 et
z=—2, y=1, z=1. Parmi les quatre nombres ainsi trouvés, seulement 3 —»—5*
et —2+7n+771 sont des unités exceptionnelles.

La solution y,=+1, z;= T 2. Méme ici on aura d=1, R=27, et les deux valeurs
p=6 et p=—3, Avec p=6 on obtient les deux possibilités z=0, y=—1, z=2 et
x=4, y=1, 2= —2. Avec p= —3 on obtient les deux possibilités z= -3, y=—1,
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z=2 et z=1, y=1, z=—2. Parmi les quatre nombres ainsi trouvés, seulement
—n+2n7* et 1 +9—2xn~! sont des unités exceptionnelles.

La solution y,= +2, z;= F1. On aura méme dans ce cas d=1, B=27, et les deux
valeurs p=6 et p= —3. Avec p=6 on obtient les possibilités z=1, y=—2, z=1
et x=3, y=2, z=—1. Avec p= —3 on obtient les deux possibilités z=—2, y= —2
et z=1. Parmi les quatre nombres ainsi trouvés ,seulement 3 + 29 —y~tet —2 -2y 491
sont des unités exceptionnelles.

18. En résumant les résultats obtenus dans les numéros préeédents, nous pouvons
énoncer le résultat suivant :

Théoréme 9. Les unités exceptionnelles dans le corps K(2 cos (27/9)) sont données par
le tableaw suivant :

L. Les unités de discriminant 81 ;
7 1=n7 1=+~ 7 19, 249 -7

I. Les unités de discriminant 32-7%=(3087)2 :

26— 14 —Ty-L, —25+ 145+,

—2—-Tn+21y7Y, 3+ 21971,
33 +21np— 14971, —32 215+ 14972,

HI. Les unités de discriminant 36 =729 :

3—n—n 3+2n—y7, —n+2p7*

=240+, =22+, 14+n—2971.

Donge, il y a dans le corps X(x) 18 unités exceptionnelles. Ainsi le nombre m de
solutions de I'équation (1) est égal a4 9.

La méthode que nous venons d’employer dans les §§ 4 et 5 pourrait sans doute
g’appliquer dans un corps cubique cyclique quelconque pour y déterminer toutes
les unités exceptionnelles. Cependant, pour arriver au but on serait forcé & résoudre
en nombres entiers rationnels w et v certaines équations diophantiennes du type
F(u,v)=1, ot F signifie une forme binaire cubique & coefficients entiers rationnels
dont le discriminant est le carré parfait d’un nombre naturel. Il est vraisemblable
qu’on puisse résoudre complétement ce type d’équations par la méthode p-adique de
Skolem. Nous venons de voir comment cela a été réalisé par Ljunggren dans les cas
des plus petits discriminants, & savoir 49 et 81.

6. Le probléme dans les corps de degré >4
P ol 3

19. Corps biquadratiques d’un rang >2. Pour les corps biquadratiques du premier
rang le probléme des unités exceptionnelles est complétement résolu; voir [4] et [5].

Dans le travail [6] pous avons montré que le maximum du nombre d‘unités excep-
tionnelles dans les corps biquadratiques du second rang est >24.
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Nous allons y ajouter le résultat :

Théoréme 9. Il y a une infinité de corps biquadratiques du troisiéme rang dans les-
quels le nombre d’unités exceptionnelles est >18.

Démonstration. Soit & une racine de I’équation
z(@?=1)(z+a)—1 =0, (36)

ol @ est un nombre entier rationnel, tel que |a|>4. D’aprés un résultat de Schur
cette équation est irréductible; voir [6] et [17]. Il est évident que le corps K(§) n’est
pas du premier rang. On vérifie aisément que le discriminant de £ est positif pour
{a]|>4. Donc toutes les racines de (36) sont réelles, et le rang du corps est =3.

On voit de I’équation (36) que les nombres &, £—1 et £+1 sont des unités. Alors
on a les neuf relations suivantes entre unités :

E+(1-8=18614+(1 =&Y =1, (1 =& 24EE-1)1=];
E+D) +(=8 =1, (E1+ 1)+ (=& =1, (1 +&+EE 1)1 =1;
E+(1-8)=1,24+(1-¢F =1, (8241 +&(F2-1)1=1.

On vérifie sans peine que toutes les relations sont différentes entre elles. Cela dé-
montre le Théoréme 9.

11 est possible de montrer que, parmi les corps X(£), il n’y a qu’'un nombre fini de
corps abéliens.

Si £ est une racine de 1’équation

2t —5x2+5 =0,

le corps K(&) est un corps cyclique du troisi®me rang; voir Nagell [18], Théoréme 3.
Nous allons montrer qu’il y a au moins 30 unités exceptionnelles dans ce corps.
En effet, on vérifie aisément que, dans ce corps, les nombres £—1, §+1, £-2, £42,
£2_1 F2_2 £2_3 et £2—4 gont des unités. Alors, nous obtenons les relations entre
unités, que voiei:
E-D+2-8)=L¢E-)1+¢-2)((-1)"=1 2~ +(1-§H2-§) =1;
(E+2)+H(-E-1) =1, E+2)1+(E+1)(E+2) 1 =1, (+2)(+ D)1+ (—-é-D) 1 =1;

@-D+@-8) =1, @-1) T+ @27 =1, @)1+ (182 -&) = L.

Supposons maintenant que & =V§(5+ V5). Si on passe de £ & —& dans ce systéme de
relations, le systéme restera le méme. Si, au contraire, on passe de § au nombre

conjugué V%(5—IF5), on aura un autre systéme de relations, exception faite des
trois derniéres relations qui resteront les mémes dans leur ensemble. Nous avons ainsi
obtenu 15 relations entre unités du corps. Le nombre d’unités exceptionnelles est
done >30, et nous pouvons énoncer le résultat :

Théoréme 10. Dans les corps biquadratiques, cycliques du troisiéme rang le maximum
du nombre d’unités exceptionnelles est > 30.

Probablement le maximum est égal & 30.
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20. Corps du cinquiéme degré. Nous allons donner un exemple du cinquiéme degré.
Soit £ une racine de 1’équation

2z +1)(z+2)(@+3)(z+a) F1 =0, (37

ol @ est un nombre entier rationnel >4 ou < —1. Cette équation est irréductible
d’aprés Schur (voir [17]). On montre sans difficulté que toutes les cing racines sont
réelles. Donc le rang du corps F(£) est =4. Il est évident que &, £+1, §+2, £+3
et £+a sont des unités du corps. Nous aurons donc les relations suivantes :

(E+B)+(—&—k+1)=1, (E+k)+(E+E-1)(E+k) 1 =1,
(—&—k+D)2 4+ (—¢6—k)(—E—k+1)1=1, pour k=1,23;
E+RP+[-E+r-1)(E+A+1)] =1,
(E+R)2+(E+R—1)(E+R+1){E+R)2 =1,
(=E=h+1)1(E+h+1) 2+ (E+AR(E+R 1)1 (E+R+1) 1 =1,

pour h=1 et 2. Vu que & est du cinquiéme degré, il est évident que toutes ces relations
sont différentes entre elles. Ainsi nous avons le résultat :

Théoréme 11. Il y a une infinité de corps du cinquiéme degré dans lesquels le nombre
d’unités exceptionnelles est >30.

Si on prend dans 1’équation (37) @ =4 (ou a = —1), on peut évidemmment remplacer
le nombre 30 par 42. Nous avons donc le résultat :

Théoréme 12. Dans les corps du cinquiéme degré le mazimum du nombre d’unités
exceptionnelles est >42.

21. Corps cyelotomiques. Nous avons besoin du lemme suivant :
Lemme 1. Soient & et 7 deux racines de Uunité relides par Uéquation
1+&+n=0. (38)
Alors cette relation est nécessairement identique a
1+p+0*=0.
En effet, passons de (38) & I'équation imaginairement conjuguée
1+&14n1=0.
En éliminant 7 entre cette équation et (38) on obtient
(L+8)1+E) =1,
ce qui entraine
1+6+&=0.

Soit # un nombre naturel >2. Désignons par & une racine n-iéme primitive quel-
conque de l'unité et par F,(z) le polynome de degré ¢(n) dont les zéros sont les
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nombres &; le coefficient de la plus haute puissance de x est supposé d’étre égal & 1.
Alors, il est bien connu qu’on a les résultats suivants :

p si n=9p% p nombre premier,

Fn(1)={

1 dans les autres cas.

p si »=2p% p nombre premier,
F.(-1)= {

1 dans les autres cas.

Voir p. ex. Nagell [19], p. 154. I1 en résulte :
Les ¢(n) nombres 1 —& sont des unités, lorsque n n’est pas la puissance d’un nombre
premier. Les @(n) nombres 1 +£ sont des unités, lorsque 7 n’est pas le double d’une
puissance d’un nombre premier.
- Dans la suite nous supposons que n>5 et = 6. Considérons d’abord le cas ot n
est divisible par au moins deux nombres premiers différents. Alors on a les relations
suivantes entre unités

E+(l—g) =1 (39)

pour les g(n) différentes valeurs de &. Pour chaque valeur de £ la relation (39) forme
un triplet avec les relations
£1+(1-61) =1, (40)

A=)+ (-HA -1 =1 (41)

Quand & varie les équations (39), (40) et (41) forment trois ensembles, chacun con-
stitué de @(n) relations. Il est d’abord évident que toutes les relations de I'ensemble
(39) sont différentes entre elles, et cela est aussi vrai pour les ensembles (40) et (41).
On voit aussi sans peine que ’ensemble (40) est identique & I'ensemble (39). Au
contraire, 'ensemble (41) est différent de ’ensemble (39). En effet, si on avait pour
(a" n) =1 ’

(1-6)7=1-&%

1+£a_1_§a=0,

on aurait

ce qui est impossible d’aprés le Lemme 1. Si on avait, pour (@, n)=1,
(1-§)1=2¢7
1-§ 4841 =0,

on aurait;

ce qui est aussi impossible.
Si n n’est pas de la forme 2p%, p nombre premier, on a les relations suivantes entre
unités
-§+(1+8)=1 (42)

pour les p(n) différentes valeurs de £. De (42) on obtient de la maniére ordinaire
les deux eunsembles de relations
—EH(L4+E) =1, (43)

1+ +E01+8)1 =1, (44)
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chacun des ensembles constitué de @(n) relations. Il est d’abord évident que toutes
les relations de 1’ensemble (42) sont différentes entre elles, et cela est aussi vrai pour
les ensembles (43) et (44). On voit aussi sans peine que Pensemble (43) est identique
3 Pensemble {42). Au contraire, I’ensemble (44) est différent de I’ensemble (42).
En effet, si on avait, pour (a, n)=1,

(1+&)1=14¢

on aurait
14+£+14+£2 =0,
ce qui est impossible d’aprés le Lemme 1. Si on avait, pour (@, n) =1,
1+81 =&,
on aurait
1-g g1 =0,

ce qui est aussi impossible.

Supposons ensuite que n ne soit ni de la forme p* ni de la forme 2p7, ol p est un
nombre premier. Alors, on peut se demander si les ensembles (39) et (42) peuvent
avoir des relations communes. En vertu du Lemme 1 on ne peut pas avoir P'égalité

_E =1 +§u’
- (45)

est possible si et seulement si # est pair et si

tandis que 1’égalité

a=1+4in (modn).

Vu que a est impair, il faut done que » soit divisible par 4. Donc, si # n’est pas di-
visible par 4, 'égalité (45) n’est pas possible; cela signifie que les ensembles (39) et
(42) sont entiérement différents dans ce cas. Mais si n=0 (mod 4) les deux ensembles
(39) et (42) sont évidemment identiques. On vérifie aisément, par la méme méthode,
que les ensembles (44) et (39) n’ont pas de relations communes. On montre pareille-
ment que les ensembles (44) et (41) n’ont pas de relations communes.

Pour calculer le nombre des unités exceptionnelles il est pratique de former les
triplets pas & pas. Nous prenons comme exemple le cas ol 7 +p* et +2p%, p nombre
premier, et n % 0 (mod 4). Commengons avec 'unité & dans (39) et formons le triplet
qui 'en dérive. Dans ce triplet entre I'unité £-1. Prenons maintenant une unité
&, (a, n) =1, différente de £ et de &-1. Formons ensuite un nouveau triplet dérivé de
P'unité &, ou a= +1 (mod =), (a, n) =1. Puis on formera un troisiéme triplet dérivé
de &% ou b= +a et =41 (mod n), (b, n) =1. En continuant de cette maniére on aura
$@(n) triplets, ol toutes les unités sont différentes entre elles. En prenant comme
point de départ la relation (42) on obtiendra avec la méme méthode ¢(n) autres
triplets. On aura ainsi @(n) triplets différents. Le nombre d’unités exceptionnelles
sera alors =6g(n). Dans tous les autres cas ce nombre sera plus petit et =3¢(n).

Il faut observer que toutes les unités qui paraissent dans les relations de (39),
(40), (41), (42), (43) et (44) sont du degré @(n). Aux relations d’unités de degré @(n)
on peut ajouter les relations qui appartiennent aux sous-corps pour obtenir toutes
les relations dans le corps K(&).

En résumant les résultats obtenus nous pouvons énoncer le
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Théoréme 13. Désignant par u le nombre d’unités exceptionnelles de degré o(n)
dans le corps cyclotomique K(&) de degré p(n), nous avons obtenu :

1°) 8¢ n=p= et +=2p=, p nombre premier, et n=£0 (mod 4), on a u=>6¢(n)
2°) Dans tous les autres cas, exception faite du cas n=2° on a U= 3p(n).

1l reste encore & traiter le cas n=2%,

Exemples numériques.

I. Considérons le corps engendré par & =exp ((271)/7). D’aprés le Théoréme 13 nous
avons u>18. D’aprés le Théortme 8 il y a dans le souscorps engendré par 2 cos 27t/7
exactement 42 unités exceptionnelles du troisiéme degré. Par conséquent, on a
dans le corps K(£) u = 60.

II. Prenons le corps engendré par & =exp ((27¢)/9). D’aprés le Théoréme 13 nous
avons y >18. D’aprés le Théoréme 9 il y a dans le sous-corps engendré par 2 cos (27/9)

18 unités exceptionnelles du troisiéme degré. Dans le sous-corps engendré par V=3
il y a les deux unités exceptionnelles g et ? racines de 'équation 2*+x+1=0. Par
conséquent, dans le corps K(£) on a alors u >38.

IIT. Considérons finalement le corps engendré par &=exp ((2ni)/20). D’aprés le
Théoréme 13 nous avons u > 24 (unités du 8-iéme degré). Dans le sous-corps biquadra-
tique imaginaire, cyclique engendré par exp ((271)/5) il y a 12 unités exceptionnelles
imaginaires du quatriéme degré et 6 unités exceptionnelles réelles du second degré;
voir [4], Théoréme 7. Dans le sous-corps biquadratique réel, cyclique engendré par le

nombre 7 =V12=(5+ VE) il y a 30 unités exceptionnelles réelles du quatriéme degré,
et 6 unités exceptionnelles réelles du second degré (=aux unités du second degré
dans le corps K (exp ((2m)/5)). Conclusion : Dans K(&) on a u>72. Pour le corps
K(%) voir le Théoréme 10 de ce travail.
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