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Sur quelques probl~mes dans la th6orie des restes 

quadratiques et cubiques 

P a r  TRYGVE NAC~ELL 

§ 1 .  

Soit E un ensemble infini de nombres premiers, et dgsignons par A (x) le nombre 
des nombres premiers _-< x qui appartiennent ~ E. Alors, si g (x) d~signe le 
hombre de t o u s l e s  nombres premiers _-<x, nous dirons que les nombres pre- 
miers de E on~ la densitd 

lim A (x). 
~ ~ (x) 

S i m  e$ r sent deux nombres entiers positifs tels que (m, r ) =  1, il est bien 
1 

connu que les nombres premiers qui sent - - r  (rood m), ont la d e n s i t 6 - - -  
~0 (m) 

Soit p u n  nombre premier impair. D~signons par ~v* (p; 2 ) l e  plus petit  hombre 
:premier impair qui est un non-reste quadratique modulo T; et d6signons par 
~* (p; 2) le plus peti t  nombre premier impair qui es$ un reste quadratique 
modulo p. Dans des t ravaux ant6rieurs j'ai d6termin6 des bornes sup6rieures 
de ~v*(p; 2) et ~*(p; 2) en fonetions de p; voir [1], [2] et [3]. 1 Les fonctions 
~v* (p; 2) et g* (p; 2) ne sons pas born~es. En effe$, nous avons 6tabli les rela- 
tions suivantes (voir [4]): 

c t  

lim sup ~p* (p; 2 )=  co 

lim sup ~* (p; 2 )=  oo. 
p-~oO 

Ces r6sultats sent contenus dans les suivants qui sent plus g~n6raux: 

Th6orbrne  1. ~qoit p'* le n i~me nombre premier ( n > l ) .  Alors la densitd des 
1 

hombres premiers p ayant la proprldtd que y~* (p; 2)=p'*, est dgale ~t 
2,,_ 1 • 

1 Les num6ros figurant entre crochets renvoient ~ la Bibliographie plac6e ~ ]a fin de 
M~moire. 
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Th6or~me 2. Soit p~ le n ~'e hombre premier ( n > l ) .  Alors la densitd dee 
1 

nombres premiers p ayant la propridtd que ~* (p; 2)=pn,  eat dgale h 2~------- i • 

Ddmonstration de thdor~me 1. Quand ~v* (p; 2)--Pn, le hombre premier p doit 
satisfaire aux conditions suiwntes 

( 3 ) = ( 5 )  ..... ( P p )  = + 1, ( ~ ) - - -  - 1. (1) 

Ainsi 
p ~  __+ 1 (rood 12), p - -  ± 1 (mod 5) etc . . . .  

(4 N) 
Si nons posons N-- -3 .5-7  ... p~, fl est ~vident qu'il existe ~ = ~  nombres 

entiers a~ tels que 0 < a ~ < 4 N  et (4N, a~)=l ,  et tels que tout  nombre premier 
p satisfaisant anx conditions (1) appartienne £ quelqu'une des progressions 
arithmgtiques 

4 N t + a ~ ,  4 N t + a 2  . . . . .  4 N t + a ~ .  

Inversement, tout  nombre premier p representable par l 'une de ces progressions 
satisfait aux conditions (1). Vu que la densitd des hombres premiers dans cha- 

1 
eune de ces progressions est ~gale ~ ~v (4N----~' on volt ainsi que la densitd des 

1 
nombres premiers p est ~gale ~ 2~_-- ~ • 

La  d~monstration de th~or&me 2 eat tout  & fair anMogue. Dans ce cas le 
nombre premier p doit satisfaire aux conditions suivantes 

\P/ 
(2) 

§ 2 .  

Dans cette section nous avons besoin du r~sultat suivant qui est du & LANDAU 
(voir [5]): 

Soit F une forme binaire quadratique de discriminant D et ]ouissant des pro. 
pridtds suivantes: Les eoeHicients sont entiers; _~ est irrdductible et proprement pri- 
mitive; si D < O, F est positive. 

Ddsignons par h le nombre des classes des ]ormes binaires quadratiques, & coe/- 
]icients entiers, proprement primitives de discriminant D (positives pour 1)< 0). 

Cela ~ant, le nombre des nombres premiers reprdsentables par E et g x est 
ggal h 

1 
~ L i  (x) + 0 ( x e - ~ )  

pour une elasse ambigug, et dgal h 
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1 d 
L i (x) + 0 (Z e-l°V----.g~) 

pour route autre classe, d est un constant positi/. 

Nous allons appliquer ce th6or6me /~ quelques questions dans la th6orie des 
restes cubiques. 

Tout  hombre premier p - - 1  (mod 6) peut  s'6crire sous la forme 

p = ¼ (A 2 + 27 B~), (3) 

oh A e t  B sont des entiers tels que A~--B (mod 2). Dans un travail  ant6rieur 
(voir [4]) j 'ai  6tabli le r6sultat suivant: 

Th6or6 rne  3. Dans la reprdsentation du nombre premier p sous la /orme (3) 
tout diviseur premier du produit A B e s t  un reste cubique modulo p. 

Dans cette section les ddmonstrations reposent sur la thgorie du corps qua- 
dratique imaginaire K ( 0  ) engendr6 par  le hombre ~ = ½ ( - 1  + V ~ ) .  Les pro- 
pri6t~s des entiers de ce corps sont suppos6es connues; voir [6], p. 185-195 et 
p. 223. 

Nous commengons par  d4montrer les th4or~mes suivants: 

T h 6 o r ~ m e  4. La co~lition ndcessaire et su//isante pour que le nombre 2 soit 
un reste cubique du hombre premier 

p = ¼ (x 2 + 27 y~), (4) 

est que les nombres entiers x et y soient tous les  deux pairs. 
La densitd des hombres premiers p e n  question est dgale h ~. 

T h 6 o r & m e  5 .  
un reste cubique 
par 3. 

La densitd des 

La condition ndeessaire et suf/isante Tour que le hombre 3 soit 
du hombre premier (4), est que le hombre entier y soit divisible 

nombres premiers p e n  question est dgale h ~. 

T h 6 o r 6 m e  6. La condition ndcessaire et su//isante pour que le hombre 5 soit 
un  reste cubique du nombre premier (4), est que l 'un des hombres entiers x et y 
soit divisible par 5. 

La densitd des nombres premiers en question est dgale & ~. 

Th&or6rne 7. La condition ndcessaire et su//isante pour quc le hombre 7 soit 
un reste cubique du hombre premier (4), est que l 'un des hombres entiers x et y 
soit divisible par 7. 

La densitd des hombres premiers en question est dgale h ¼. 

Remarque. Dans la formc ~ (x~+ 27 y2) qui repr~sente p, les entiers x et y 
doivent satisfaire £ la congruence x ~ y  (rood 2). Pour appliquer le th~or~me de 
LA•DAV il faut  une forme k coefficients entiers. Par  la t ransformation x = 2 u + v, 
y =  v nous aurons la forme 
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u2 + u v +  7 v ~ 

avee le discriminant D = -  27. 
Ddmonstration de thdor~me 4. I1 suit de th6or~me 3 que la condition est suf- 

fisante. Supposons que les nombres x et y dans la repr6sentation (4) de p soient 
t o u s l e s  deux impairs. En  employant la loi de r6ciprocit6 cubique nous aurons 
alors 

Le hombre ½ ( ± 1 ± V~-3) a l 'une des valeurs ± ~, ± Oz, off ~ = ½ ( - 1 ÷ ~/~ 3). 
Or, il est ~vident que 

Done on a ou e~Q ou ~=~2. Ainsi 2 n 'est  pas un reste cubique de p. 
Pour  montrer que la densit6 est 6gale ~ ~, on a seulement ~ appliquer la 

th~or~me de LANDAU ~t la forme uZ+ 27 v 2, ayant  te discriminant - 1 0 8 .  
Ddmonstration de thdor~me 5. D'apr~s le th~or~me 3 la condition est suffi- 

sante. Vu que 

3 

il faut que le hombre y soit divisible par 3. Seulement dans ce cas 3 est un 
reste cubique de p. 

Pour montrer que la densit6 est = ~ il faut appliquer le thdor~me de LANDAU 
la forme 

u~ + 3 u v ÷ 6 3 v  s, 

dont le discriminant a la valeur -243 .  
Ddmonstration de thdor~me 6. D'apr~s le th~or~me 3 la condition est suffisante. 

Supposons qu 'aucun des nombres x et y ne soit divisible par 5. En employant 
la loi de rdciprocit~ cubique nous aurons 

Si x~___l (rood5) et y - _ l  (mod5),  on aura 

[ 5 ] 

Or, on v6rifie ais6ment que 5 n'est pas un reste cubique de 7. 
Si x ~ _ + l  (rood 5) et y~___2 (mod 5), on aura 
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oh s =  1 ou = 2 .  Or, il est 6vident qu 'aucun des nombres ~ et ~ n'es~ un reste 
cubique de 5. 

Si x =  +_2 (rood 5) et y------_l (mod 5), on aura 

off s =  1 ou =2 .  Ainsi on conelut comme clans le cas pr6c6dent. 
Si x =  _+2 (mod 5) et y ~  + 2  (rood 5), on aura 

e= (+ 1 + 3 V - ~ )  

Or, fl est 6vident clue 5 n'est  pas un reste cubique de 7. 
On trouve ais6ment £ l'aide du th~or~me de LA~DXV que la densit6 est = ¼. 

On l'appliquera aux formes 

1 3 u ~ + u v + 2 5 v  ~ et u 2 + u v + 1 6 9 v  ~, 

qui ont toutes les deux le discriminant - 6 7 5 .  
Ddmonstration de thdor~me 7. D'apr~s le th6or&me 3 la condition est suffisan~e. 

Supposons qu'aucun des nombres x et y ne soit divisible par 7. A l'aide de 
la loi de r6ciprocit~ cubique nous aurons 

_ 1 1 1 
- L ~ - ~ 3  L ~ ~ ]  = L ½ (1 + 3 ¢ ~ )  J L -~ (~ + 3 ~---~) -J 

[½ (1 + 31/~)J 

On ne peu~ pas avoir x ~ - b y  (mod 7), comme p n'est  pas divisible par 7. I1 
faut  distinguer six cas. 

Si x - - + l  et y - + 2  (rood7), nous aurons ~- (x+y)- -~+4 ou ~ _2 (mod7)  
et p--~l (mod 7). Donc 

s 

off s = l  ou =2 .  Mais les nombres 2 et 4 ne sont pas restes cubiques de 7. 

~5 2 1 5  
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Si x ~ ± l  et y ~  _3 (rood7), nous aurons ½(x+y)--~_+l ou ~ - ± 2  (modT) 
et p ~ - 2  (mod 7). Done e aura la m6me valeur que dans le ees pr~cddent, 
et ainsi e =~ 1. 

Si x ~ _ 2  et y ~ - - + l  (rood7), nous aurons ½ ( x + y ) - - _ 2  ou - - ± 4  (m0d7)  
et p - - 1  (mod 7). Comme dans  le premier eas nous voyons done que e~=l. 

Si x ~  _+2 et y - -  _+3 (mod 7), nous aurons ½ ( x + y ) ~ + l  ou - _+4 (mod 7) 
et p-----4 (mod 7). Done e~: l .  

Si x ~ - ± 3  et y ~ ± l  (mod 7), nous aurons ½ ( x + y ) - - - + l  ou --~ ± 2  (mod 7) 
et p~-2 (mod 7). Done e~:l. 

Si x ~ - + 3  et y ~ _ _ 2  (rood7), nous aurons ½ ( x + y ) ~ - - + 4  ou - _ 1  (mod7)  
et p ~ - 4  (rood7). Done e 4 1 .  

Cela d~montre la premiere partie du th6or~me 7. La seconde partie est une 
cons6quenee du th~or~me de LANDAU. I1 faut l 'appliquer aux formes 

u ~ + u v + 3 3 1 v  2 e t  9 u 2 + u v + 4 9 v  2, 

qui ont routes les deux le discriminant -1323 .  
Des th6or~mes 4-7 nous aurons ~videmment aussi les conditions ngcessaires 

et suffisantes pour qu 'un quelconque des nombres 2, 3, 5 ou 7 soit un non- 
rests cubique d 'un  nombre premier p repr~sent~ par (4). I1 faut observer que 
tout  nombre entier, non divisible par p, est un rests cubique d 'un nombre pre- 
mier ~ -  1 (mod 3). Nous aurons sp~cialement: 

T h e o r e m s  8. Les hombres premiers dont le hombre 2 est un  non-rests cubique, 
oat la densitd ½. 

Les hombres premiers dont le hombre 3 est un  non-reste cubique, ont la den- 
sitd ½. 

Les nombres premiers dont le hombre 5 est un  non-rests cubique, ont la den- 
sitd 2. 

Les hombres premiers dont le hombre 7 est un  non-reste cubique, ont la den- 
sitd ¼. 

Dans le th~or~me 7, on ne peut pas remplacer le nombre 7 par 11. En effet, 
on vdrifie ais~ment que le nombre 11 est un reste cubique du nombre premier 
19 quoique celui-ci air la representation 19=  1 (72 +27).  

Soit p un hombre premier > 3, et soit n un nombre entier impair => 3, tel 
que le plus grand commun diviseur de n et p - 1  soit >1 .  Ddsignons par 
yJ (p; n) le plus petit nombre premier qui est un non-rests n ~¢me modulo p; et 
ddsignons par 7~ (p; n) le plus petit nombre premier qui est un reste n i~e mo- 
dulo p. Dans un travail ant~rieur j 'ai donn6 des bornes supdrieures de yJ (p; n) 
et de 7~ (p; 3) en fonctions de p; voir [4]. Nous avons aussi 6tabli les relations 
suivantes 

lira sup ~ (p; 3) = 

et 

~p (p; 3) soit dgal ~ un  nombre premier r donnd d' avance. 
premiers p est positive. 

(5) 

lim sup ~ (p; 3 )=  ~ .  (6) 

Nous allons y ajouter les r6sultats plus g~n6raux que voici: 

T h 6 o r ~ m e  9. I1 y a une in[initd de hombres premiers p tels que le nombre 
L a  densitd de ces hombres 
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T h 6 o r 6 m e  ~t0. II y a u n e  in[initd de nombres premiers p ~ l  (rood 6) tels que 
le hombre ~ (p; 3) soit dgal h u n  nombre premier r donnd d'avance. La densitd de 
ces hombres premiers p est positive. 

Ddmonstration de thdor~me 9. Pou r  r =  2 le th6or~me est  une  cons6quence de  
th6or~me 8; la  densi t6  es t  = ½. I1 su i t  des thfior~mes 4 e t  5 que les n o m b r e s  
p remiers  p pou r  lesquels y~ (p; 3 ) = 3  son t  ceux qui  on t  la  r ep r6sen ta t ion  

p = u S + 2 7  v 2, 

oh v n ' e s t  pas  divis ible  p a r  3. L a  densi t6  de ces nombre s  p remie r s  es t  6videm-  
m e n t  pos i t ive .  E n  effet,  l a  forme u ~" + 27 v ~ sera t rans form6e  p a r  la  t r ans fo rma-  
t ion  u = 3 u l  + v 1, v = vj en la  forme 

9 u~ + 6 u 1 v 1 -~ 2 8  Vl 2, 

Q u a n d  celle-ci repr6sente  un  nombre  premier ,  v 1 n ' e s t  pas  d iv is ib le  p a r  3. Done  
la  va leur  eor r6spondan te  de  v n ' e s t  pas  divis ible  p a r  3 non  plus.  

Ains i  nous  pouvons  supposer  r > 5. Choisissons le n o m b r e  p remie r  p te l  que 

p = x 2 + 2 7 Q  2 y~, (7) 

off x et  y son t  des ent ie rs  ra t ionnels ,  e t  off Q est  le p r o d u i t  de  tous  les n o m b r e s  
p remie r s  < r. E n  v e r t u  de th6or~me 3 t o u s l e s  nombre s  premiers  < r sont  des  
res tes  cubiques  modulo  p. Soit  p=coeo' la  ddcompos i t ion  de p e n  nombres  pre-  
miers  p r imai res  en K ( ~ )  et  

o~=x + 3 Q y V - - 3 .  

Supposons  d ' a b o r d  que r ~ - I  (mod 6). Alors  nous  aurons  pa r  la  loi de  
r6ciproei t6 cubique  

Soi t  /z un  non- res te  cubique  de r dans  K ( ~ ) .  Vu que 2 est  un  res te  cubique  

de r, on p e u t  supposer  que # = c + d ~ / -  3 ,  off c e t  d son t  des ent iers  ra t ionnels .  
D6 te rminons  le n o m b r e  en t ie r  r a t ionne l  b te l  que 3 Q b = d  (mod r) e t  puis  le 
n o m b r e  ent ie r  r a t ionne l  a tel  que a-~c (mod r) e t  te l  que a ~ l  (mod Qb). Cela 
es t  possible  v u  que aueun  des nombres  3 Q, d et  b n ' e s t  d iv is ib le  p a r  r. Alors  

le n o m b r e  o c = a + 3 Q b V - ~  est  un  non- res te  eubique  de r dans  K(O).  L a  fo rme  
x ~ + 27 Q2y~ sera  t rans form~e p a r  la  t r a n s f o r m a t i o n  

en la  fo rme 

x = a u + r v ,  y = b u + r v  

(a~ + 27 Q~b~)u~ + (2ar + 54brQ~)uv + 27 Q~r~v~. (9) 
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Oette forme est primitive puisque (a, 3 Q b)=  1. Elle repr6sente p, et Mors u 
n'es~ pas divisible par r. I1 suit de (8) que 

[.x÷ 3 Q y V - ~ ]  [u(a+3Qb~/~--3).]= 

Pour tous les nombres premiers p repr6sentables par la forme (9) on a done 

vJ (p; 3) = r .  

D'apr~s la ~h6or~me de LANDAU cette forme repr4sente une infinit6 de nombres 
premiers dont  la densit6 est positive. 

Supposons ensuite que r------1 (mod 6). Soit r=~o~' la d6composition de r en 
nombres premiers primaires en K(~).  Alors nous aurons par la loi de r6ei- 
procit6 cubique 

(10) 

Soit # un non-reste cubique modulo ~ et v u n  reste cubique modulo ~'. Soit 
un entier d6termin6 par  les congruences 

~--~# (mod (z), ~ v  (mod ~'). 

Supposons que t =  1 (c+  d V - ~ ) ,  oh c et d sont des entiers rationnels. D6ter- 
minons le nombre entier rationnel b tel que 6Qb~d (mod r), et puis le nombre 
entier rationnel a tel que 2a~-c (rood r) et  a----1 (rood Qb). Cela est possible 
puisque aucun des nombres 6 Q, d et b n'est  divisible par r. Alors le nombre 
fl = a + 3 Q b ~/~ 3 est un non-reste cubique modulo ~ et un reste cubique modulo 
c¢' dans K (~). La forme x~+ 27 Q~ y~ sera transform6e par la transformation 

x=au-}-rv, y=bu+rv 

en la forme (9). Cette forme est primitive comme (a, 3 Q b) = 1. Elle repr6sente 
p, et alors u n'est  pas divisible par r. I1 suit de (10) que 

[~]  [ ~ ] ~ =  [ u ( a q - 3 Q b V - - ~ ) ]  [u(aT-3QbV-~)]2=[~] [ ~ ] . 1 .  

Done, pour tous les nombres premiers p reprgsentables par la forme (9) on a 
done 

~0 (p; 3) = r. 

D'apr&s le th6or6me de LANDAU cette forme repr6sente une infinit6 de nombres 
premiers dont  la densit6 est positive. 

Le th6or6me 9 se trouve ainsi d6montr6. 
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Ddmonstration de thgor~me 10. Pour  r = 2 le th~orgme est une cons6quence de 
~h~orgme 8; la densit6 est = ¼. I1 suit des th6or~mes 4 et  5 que les nombres  
premiers  p pour  lesquels ~ (p; 3 ) =  3 sont  ceux qui on t  la repr6sen~ution 

p = ¼ (a ~ + 243 y~), 

oh  les nombres  x et  y sont  impairs. L a  densit6 de ces nombres  premiers  est 
dv idemment  positive. En  effet, la forme ¼ (x ~ + 243y  2) seru t ransformge par  la 
t r ans fo rmat ion  x = 4 u + v, y = v, en la forme 

4 u~ + 2 u v + 6 1 v  ~. 

Q u a n d  ceUe-ci repr6sente un  nombre  premier, v est impair.  Done  les valeurs 
corr6spondantes  de x et  y sont  aussi impaires. 

Ainsi nous pouvons  supposer r > 5. D6signons par  3 Q le produi t  de t o u s l e s  
nombres  premiers < r .  Soient ql, q~ . . . . .  qt t o u s l e s  nombres  premiers - - ~ -  1 
(mod 3) qui sont  < r. D6signons par  ]1, f~ . . . . .  f~ t o u s l e s  hombres  premiers 

1 (mod 3) qui sont  < r. Soit /~ = ~ ~ lu d6composit ion de /i en nombres  
premiers  primuires duns le corps K(~) .  Si r = l  (mod 6), nous  supposons que 
r = f l f l '  soit lu d6composit ion de r e n  nombres  premiers primuires dans K(~) .  

Choisissons les hombres  #~, v~, ~j et  a de la mani~re suivante:  

;us est un  reste cubique modulo ~ duns K(~) ,  pour  i =  1, 2 . . . . .  s. 
v~ est un  non-reste cubique modulo ~ duns K (~), pour  i =  1, 2 . . . . .  s. 
~j est un  non-reste cubique modulo qj duns K(Q), pour  ? '= 1, 2 . . . . .  t. 
a est un  reste cubique modulo  r duns K(Q) quand r = -  1 (rood 6), 

est un  reste cubique modulo chacun des hombres  fl et fl' duns K (~) quund 
r ~ l  (rood 6). 

L 'exis tence  des nombres  /~, v,, ~j et a se v~rifie sans peine par  lu th~orie du 
corps K (Q). 

Alors il est ~vident que le syst~me des 2 s + t + 1 congruences simultan~es 

/ ~ / x ,  (mod ~),  ( i =  1, 2 . . . . .  s), 

~ v ,  (mod a~), ( i =  1, 2 . . . . .  s), 

{ ~ T j  (modqj) ,  ( j = 1 , 2  t), 

} ~ a  (rood r), 

(11) 

a d m e t  une solution ~ modulo Q r dans K(Q). Car les modules sont  premiers 
en t r ' eux  deux £ deux. 

En  employan t  le symbole d 'Eisenstein nous avons done 

Nous  pouvons  supposer que le nombre  ~ ne soit pas divisible par  Y ~- 3.  E n  

effet, si ~ est  divisible par  V -  3 ,  le nombre  ~ + Q r est une  autre  solution du 
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syst6me (11) qui n 'est  pas divisible par Y - ~ .  Si ~ = ½ ( a l + b ~ l / ~ ) ,  oh a 1 et 
b~ sont des entiers rationnels, on peut supposer que b 1 soit divisible par 3 et 
non par 9. En effet, soit c un nombre entier rationnel tel que 

b 1 + 2 Qrc-~3 (mod 9). 

Ce nombre c existe, vu clue Q n'est  pas divisible par 3. Alors, le nombre 

~+Qrc}/---3= ½ (aj+ (51+ 2 Q r C~-----3)) 

est une solution du syst~me (11) telIe que bl+2Qrc  soit divisible par 3 et non 
par 9. Par  eonsgquent, nous pouvons supposer que 

2=½ (a3) 

oh a et b sont des entiers rationnels, tels que ab ne soit pas divisible par 3. 
Considgrons maintenant  la forme quadratique en u et v 

¼ [(au+3Qrv)2+27 (bu+3Qrv)2]. (14) 

Cette forme repr6sente une infinit4 de nombres premiers, quand u et v pren- 
nent des valeurs enti~res. La densit6 de ces nombres premiers est positive (th6o- 
r~me de I-a~DAU). 

Soit p u n  de ees nombres premiers, et soit p =  ¢oo9' la dScomposition de /9 
en nombres premiers primaires, done 

ro= ½ (au + 3 Qrv + (3 bu + 9 Qrv) l / -~ )  . 

Quand qj est un nombre premier ------- 1 (mod 3), nous aurons £ l'aide de la 
loi de r6ciproeit6 cubique 

= ~ ' 

d'oh, vu que Q est divisible par qj, 

D'apr~s (8) le dernier symbole a une valeur # 1. I1 en r6sulte que le nombre 
premier qj est un non-reste cubique modulo ¢o et done aussi modulo p. 

Soit /, un nombre premier ~ 1  (mod 3), et soit f,=~,a~ l~ d6composition 
comme ci-dessus. D'apr~s la loi de r6eiproeit6 eubique on aura alors 
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Q @rant divisible par  /~ il vient 

['] D'apr~s (8) le symbole ~ a la valeur 1, tandis que le symbole ~, es~ =~1. 

I1 en rdsulte que le nombre premier / i e s t  un non-reste cubique modulo co et 
done aussi modulo p. 

De plus, il est facile de voir que le nombre 3 est aussi un non-reste cubique 
modulo p. En  effet, on a 

3 ]  =@2~u+6erv = ~bu:~  1. 

Car, le nombre b dans (13) n 'est  pas divisible par  3, et il est @viden~ que le 
hombre u ne l 'est  non plus. 

Supposons ensuite que r ~ -  1 (mod 6). Darts ee eas on aura, d 'apr~s (8) 

Finalement,  soit r--~l (mod 6) et r=f l f l ' .  Dans ee cas on aura 

vu que, d'apr~s (8), les symboles [~] et  [~,] ont la valeur 1. 

Par  cons@quent, le nombre r e s t  toujours un reste cubique modulo co, et done 
aussi modulo p. 

I1 r6sulte de ce qui pr6cbde que tous les nombres premiers rationnels < r  
sont des non-restes cubiques modulo p, tandis que r e s t  un reste cubique mo- 
dulo p. Done, on a 

~r (p; 3) = r. 

Le thdor~me 10 se trouve ainsi ddmontrd. 
Dans la ddmonstration des thdor~mes 9 et 10 nous nous sommes c0ntentds 

de montrer  que la densit@ des nombres premiers en question est positive. I1 
serait naturellement possible, par  un perfectionnement de la mdthode, de ddter- 
miner de la valeur exacte de la densitd. 
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Table des nombres ~v(p; 3) et ~ (p; 3) pour les nombres premiers p ~ l  (mod 6) 
qui sont < 200; a eL b sonL les entiers dans la representation p= ~ (aS+ 27 b2). 

i0 ~p ~ a b 

7 
13 
19 
31 
37 
43 
61 
67 
73 
79 
97 

103 
109 
127 
139 
151 
157 
163 
181 
193 
199 

13 
5 
7 
2 

11 
2 
3 
3 
3 

17 
19 

3 
2 
2 

23 
3 
2 
5 
5 
3 
5 

1 
5 
7 
4 

11 
8 
1 
5 
7 

17 
19 
13 

2 
20 
23 
19 
14 
25 

7 
23 
11 

Remarque. Les th~or~mes 9 et 10 sonL aussi vrais pour les restes eL les non- 
restes biquadratiques. J 'en  publierai bientSt les d~monstrations. Probablement on 
pourrait aussi dtendre ces r~sultats aux restes eL non-restes n j~mes quand n-> 5. 
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