
UBER ZUSAMMENGESETZTE ALGEBRAISCHE KORPER. 
VON 

()YSTEIN ORE 

in OSLO. 

I .  l~bersicht. 

Wenn eine algebraische Zahl a gegeben is~, so bilden alle rationa.len, rat.ional- 

zahligen Funkt ionen von a einen ZahlkSrper It. W e n n  zwei algebruische Zahlen 

a und a'  gegeben sind, kann man zuerst die beiden entsprechenden KSrper k 

und k' bilden, welche aus allen r~tiona2en rationalzahligen Funkt ionen yon a, 

bzw. a'  bes tehen .  Man kann aber noch den weiteren, aus k und It' zusammen- 

gesetzten K6rper K ableRen, der aus allen rutionalen, rationalzahligen Funk~io- 

nen yon a und a' besteht. Der KSrper K ist, wie man sieht, der kleinste alge- 

braische ZahlkSrper, der sowohl ]c als ]~' enthiflt. 

Wenn  u, n'  und _~ die Gradzahlen yon k, k' und K angeben, so ist 

N ~ nn',  

und weiter muss N sowohl durch n als durch n' teilbar sein. Wenn  daher  ~ 

zu ~' relativ prim is~, folgt sofort 

. ~  ~.t. 

I taben die beiden KSrper k und k' einen gemeinsamen UnterkSrper x vom 

Grade ~ >  I, so folg~ einfaeh, dass 

t 

N ~ - -  < n n' 
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ist. Dagegen kann man aber nicht, wie man an Beispielen erkennt, umge- 

kehrt schliessen, dass N =  ~n' sein muss, wenn kein solcher gemeinsamer Unter- 

-~Srper existiert. 

Es ist jetzt yon Interesse zu untersuchen, wie die arithmetischen Eigen- 

schaften des KSrpers K yon den Eigenschaften der Komponenten k und k' ab- 

h~ngen, besonders die Frage nach der Zerlegung der Primzahlen in Primideale 

in K und welter die Zusammensetzung der KSrperdifferente und KSrper- 

diskriminante dieses KSrpers. Betreffend die K5rperdiskriminante-D yon K 

gilt der einfach beweisbare Satzl: D enth~lt alle und nur diejenigen Primzahlen 

als Faktoren, welche in der KSrperdiskriminante d yon ]c oder d' yon k' oder 

in beiden aufgehen. 

Ehe ich zu meinen Untersuchungen iibergehe, mSchte ich zuerst kurz die 

verschiedenen friiheren Arbeiten auf diesem Gebiete erw~hnen. Diese Arbeiten 

behandeln beinahe alle den Fall, dass der Grad des zusammengesetzten K5rpers 

gleich dem Produkte der Gradzahlen der beiden urspriinglichen KSrper ist, also 

N=nn' .  Ich werde reich auch im Folgenden auf diesen Fall beschr~nken, in 

einer sp~iteren Arbeit werde ich auch den allgemeinsten Fall behandeln. 

H e r r  ]::IILBERT ~ hat bewiesen: Wenn die Diskriminanten d und d' zu 

einander relativ prim sind, so ist notwendigerweise N = n n '  und die KSrper- 

diskriminante yon K ist durch 

D ~- d ~' d '~ 

bestimmt. 

Von Herrn HENSEL s wurde der folgende wichtige Satz bewiesen: Wenn die 

Primzahl p in k und k' die Primidealzerlegungen 

r I . r a t  l t 

p :  10~ ~' P~'-- P r, , N~0'j==p y ~ 

hat, und wenn welter vorausgesetzt wird, dass keiner der Exponenten as oder 

a'j durch p teilbar ist, so wird D durch p in einer Potenz mit dem Exponenten 

Man sehe P. BACHMANN: Allgemeine Arithmetik der ZahlenkSrper, Kap. [[ .  Leipzig I9o5. 
D. HILBERT: Bericht fiber die Theorie der algebraisehen Zahlk6rper. w 52. Jahresberieht 

d. deutschen Mathematikervereinigung. Bd. IV [1897 ]. 
s K. HENSEL: Uber Gattungen, welche dureh Komposition aus aus zwei anderen Gattungen 

entstehen. Journal f. Mathematik IO 5. S. 329--344. [[889]. Eine ausfiihrliehe Darstellung der 
Untersuchungen yon Hensel findet man auch in dem oben zitierten Buehe yon P. Bachmann. 

S. 457--470. 
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r r t 

i = l j = l  

genau teilbar, wobei aij den grSssten gemeinsamen Fak to r  yon a~ und aj bedeutet .  

In  einer Note zeigt Her r  BAUEI~ t, dass die Hi lber tschen Resul ta te  ohne 

Anwendung der Ideal theor ie  abgeleitet  werden kSnnen. 

Wel ter  ha t  Frl. J. CA~E~O~ 2 ffir Spezialf~lle die Pr imidealzer legung in el- 

nero zusammengesetzten KSrper  behandel t ;  leider scheint aber  die Arbei t  mit  

mehreren  Fehlern  behaf te t  zu sein. 

In  mehreren  Noten  hat  He r r  Bxcx~  s die Zusammensetzung yon Galoisschen 

KSrpern  behandelt ,  und weiter  ha t  H e r r  RELLA 4 eine Arbei t  fiber die Zusam- 

mensetzung yon einem Kreis te i lungskSrper  mi t  einem beliebigen algebraischen 

KSrper  publiziert.  

w 2. B e w e i s  e i n e s  H i l f s s a t z e s .  

Ffir die folgenden Untersuchungen  ist ein Hilfssatz fiber Pr imfunkt ionen  

ffir einen Pr imidealmodul  notwendig,  und ich werde sofort  den notwendigen  Be- 

weis ffir ihn bringen. Es sei q~(x) ein Po lynom mit  Koeffizienten,  welche ganze 

Zahlen aus einem algebraischen KSrper  k sind, und weiter  sei 0 ein Pr imideal  

in k. Das Polynom q~(x) heisst dann Primfunktion (rood 0), wenn q)(x) ausser 

sich selbst und Kons tan ten  keine Teller  (mod 0) enthglt .  

Man beweist ffir die PrimfUnl~ionen fiir einen Pr imidealmodul  die ent- 

sprechenden Sgtze wie fiir die P r imfunk t ionen  im rat i0nalen Bereiche in Bezug 

auf einen Pr imzahlmodul .  I s t  z. B. der Grad yon 0 gleich .tl so ist die Funk~ion 

xP/m--x (mod 0) 

kongruent  dem Produk te  aller versehiedenen Pr imfunl~ ionen  (mod 0), deren 

Grade Teiler  yon m sind. 

~M. BAUEI~: Beweis von einigen bekannten Siitzen fiber zusammengesetzte KSrper ohne 
Anwendung der Idealtheorie. Jahresbericht d. Deutschen Mathematikervereinigung 3 o. S. 186-- 
I88 [192I ]. 

2 j.  CAMERON: ~ber die Zerlegung einer Primzahl in einem komponierten KSrper. Dis- 
sertation, Marburg t912. 

M. BAUER, Mathematisehe Annalen Bd. 77 und 83, Journal f. Mathematik, Bd. I5O. 
4 T. RELLA: Die Zeriegungsgesetze fiir die Primideale eines beliebigen a]gebr*dsehen Zahl- 

kSrpers im K6rper der l-ten Einheitswurzel. Mathematisehe Zeitschrift S. 11--16. Bd. 5 [1919] �9 
Es wird vorausgesetzt, dass l eine Primzahl ist. 
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Es soll aber hier untersucht werden, wenn ~(x) eine Primfunk~ion im ratio- 

nalen Bereiche (mod p) ist, wie dann r (x) (rood ~) zerfiillt, wobei ~ e i n  Teiler 

von p im KSrper k ist. 

Es sei jetzt 

( ~ ) ( X ) : ( ~ ( O ) ,  X) = X k + (O l X k - 1  "~ " ' "  -~- O)k 

eine PrimfunkCion (mod p), welche ~0(x) teilt, wofiir also eine Kongruenz 

q~(x)-~q)(~o, x) T(w, x) (mod p) 

besteht. Wenn man diese Kongruenz zur p-ten Potenz erhebt und dann weiter 

x start xP schreib~, erh~lt man 

q~(x)~q)(oP', x) T((aP, x) (mod ~), 

In  dieser Weise zeigt man, dass die Polynome 

(1) w(~, x), ~(~,, x). . .w(~s",  x) 

s~mtlich Teller yon q~(x) sind, und weiter sieht man ein, dass alle diese Poly- 

nome Primfunktionen (mod ~) sin& Denn z. B. aus 

q)(w p, x) ~ (Pl (co, x) q)2(eo, x) (mod ~0) 

folg~ sofor~ 

~(~,, xpS-l)~ ~, (~ps-1 xpS-,) ~ (~ps--,, xpS-,) (mod ~), 

und also auch 

O(eo, x ) ~  O,(oJP/-1, x) O.,(w p/- ' ,  x) (mod p), 

was nicht mSglich ist, da O(w, x) (mod ~) eine Primfunktion ist. 

Multipliziert man die Primfunktionen (x) mit einander, so wird das Produkt  

kongruent einem rutionalen Polynome, und folglich gleich einer Potenz yon T(x). 

~(x) kann also (rood p) nicht andere Primfunktionen ais (I) enthal~en. 

Die Pr imfunkt ionen (I) sind im Allgemeinen nicht alle yon einander ver- 

schieden. Nun kann aber T(x), wie man leicht sieht, nicht mehrfache Faktoren 

(rood ~) enthalten; wenn daher 

$1(x), ~(x) , . . .  ~(x) 

die verschiedenen unter den Primfunktionen (1) bezeichnen, so ist 
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~(x)~@,(x) r q)~(x) (rood p). 
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Hierbei ist die Zahl e ein Teiler yon m, wenn m den Grad yon 99(x) angibt, in- 

dem man m=--ek hat. 

Es soll nun gezeigt werden, dass e gleich dem grSssten gemeinsamen Faktor 

yon m und f ist.. Bezeichnet man den grSssten gemeinsamen Faktor yon m u n d  

f mi te ' ,  so ist also m==e'm', f : e ' f ' ,  w o m '  zu 2" relativ prim ist. 

Die Primfunktion ~v(x) is~ (rood p) ein Teller yon 

X p m - - x  ~ X pe' r a ' -  X 

und man beweist dann einfach, dass ~(x) auch ein Teiler yon 

x..pm' e'.f __ X = :Xpm'f--x (mod p) 

ist. Diese Funktion enthiilt aber, nach einer friiheren Bemerkung, nur Prim- 

funktionen (mod ~), deren Grade Teiler yon m' sind. Der Grad k einer Prim- 

funktion (~i(x) ist also ein Teller yon m'. 

Man beweist aber leicht, dass k kein echr Teiler yon m' sein kann. Denn 

die Primfunktionen (Pi(x) miissen sieher die Funk4ion 

xP/k--x--:xPe'f~'--x (mod p) 

teilen, und daraus folgt einfach, dass ~(x) (mod p) die Funktion 

Xpe'.f' k__ X 

teilen muss. Dies ist aber nieht mSglich ausser wenn m ' = k  ist, indem j* zu 

m' relativ prim ist. 

Man hat daher den folgenden Sats bewiesen: 

Satz 1. Eine _Primfunktion qD(x) (mod p) ze~fh'llt hnod ~) in e vershiedene 

Primfaktoren gleicher Grade 

q~(x)~(l) a(x) (/)_~(x)... (l)e(x) (mod l~). 

Die Zahl e ist der grSsste gemeinsame Faktor vom Grade m der Primfunktion qD(x) 

u~d vom Grade f des _Primideals O. 

Mit Hilfe dieses Satzes beweist man auch einfach, dass 9(x) auch ffir jede 

Potenz von • reduzibel wird, und dass man eine Zerlegung 
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hat, wobei allgemein 

ist. 
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(x) ~- 0~,~ O!:)(x)-.. O~)(x) (moo ,"), 

(i--- I, 2 , . . .  e) 

w 3. Bezeichnungen. 

Es seien jetzt zwei algebraische KSrper k und k' yon den Graden n und n' 
gegeben. Im Folgenden sollen alle Zahlen, Ideale usw. aus dem KSrper k' mit 

Buchstaben bezeichnet werden, welche mit einem Striche versehen sind. 

Es seien w und w' zwei erzeugende ganze Zahlen fiir k bzw. k'; die Zahlen 

in k und k' haben dann alle die Form 

(2) 
C$ : :  a 0 + g l  f~ ~- " " " ~ a ~ l , - i  ~ n - i  

c t v : : d o  + ~ t l  O]p + " " ' -4- a v ~ , _ l  co r n ' - l .  

Aus k und k' bildet man den zusammengesetzten KSrper K, der sowohl k 

als k' als UnterkSrper enthi~lt. Wenn der Grad yon K gleich N ist, wird aber, 

wie schon frtiher bemerkt, 

im Folgenden mit grossen 

Z~hlen yon der Form 

N=nn '  vorausgesetzt. Alle GrSssen aus K sollen 

Buchstaben bezeichnet, werden. K wird aus allen 

(3) .~ = y ,  A , , j ~  ~J 
i , j  

bestehen, wobei die Ai, j rational sind, und weiter i<,n, j<n '  
den kann. 

Weiter  seien 

A x )  = o, A (x) = o 

vorausgesetzt wer- 

die beiden im rationalen Gebiete irreduziblen Gleichungen, welchen die Zahlen 

w und o/ geniigen. Der Grad yon f(x) ist. dann n, und der Grad yon fl(x) 
gleich n'. D~ aber der Grad yon K gleich N~-~n' ist, muss auch das Poly- 

nora f(x) im KSrper k' irreduzibel bleiben, und ebenso f l ( x ) i n  k irreduzibel, 

indem sonst der Grad von K kleiner als nn' wiirde. Umgekehl~ ist dies natiir- 

lich auch hinreichend dafiir, dass der Grad des zusammengesetzten KSrpers gleich 

dem Produkte der Grade TeilkSrper ist. 
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Zun~chst soll untersucht werden, wie die Primidealzerlegung einer ratio- 

nalen Primzahl p im zus~mmengesetzten KSrper K mit den Zerlegungen yon p 

in den beiden K5rpern k und It' zusammenh~ing~. 

Es wird daher vorausgesetzt, dass 

el e~ e r (4) P = P,I~ " I  J , ,  
und 

(5) p = 

Npi ----p J, 

die beiden Zerlegungen yon p in k und k' sin& Das Zeichen N 1 soil die in k' 

genommene Norm einer GrSsse bezeichnen. 

Bekanntlich steht die Primidealzerlegung (4) yon p in engem Zusammen- 

hange mit den Eigenschaften des Polynoms f(x). Es sei n~mlich die Diskrimi- 

nante yon f (x )  genau durch pQ teilbar. Zerlegt man f (x )  (mod p~) in unzerlegbare 

Faktoren (mod p"), wobei a > 2 Q +  I gew~hlt wird, so hat  man 

(6) f ( x )  ~ f l  (x)f~ (x) .." f ,(x) (rood p") 

und bier ist, wenn ni den Grad eines Primfakf~)rs d~(x)bezeichnet, ni~eiJ~. 
Umgekehr~ f o l ~  aus dem Besfehen der Zerlegtmg (6) (mod p"), da~s _p eine ent- 

sprechende Idealzerlegung (4) besitzt, wobei jedoch die Ordnungen ei und die 

Gradzahlen 3~ der Primideale nicht vollst~imdig bestimmt sind, indem man nur 

die Relation n ~ e i f ~  kennt. Welter best~ht zwisehen dem Primideale Pi und 

dem entsprechenden irreduziblen Faktor g~(x) die Beziehung, dass 

o (moa 

ist, wobei /r dutch eine hinreichend grosse Wahl yon a auch beliebig gross wird. 

Entsprechendes gilt natiirlich auch betreffend die Zerlegung (5) in k' und 

f l  (x). Es ist welter yon Wichtigkeit, dass sich diese Betruchtungen sofor~ auf 

RelativkSrper ausdehnen lassen; wenn daher p ein Primideal im UnterkSrper ist, 

so finder man die Primidealzerlegung yon 1~ im OberkSrper, wenn man die deft- 

nierende Gleichung des OberkSrpers in unzerlegbaren Funktionen (mod p~) zerlegt. 

4. Bestimmung der Zerlegung einer Primzahl im zusammengesetzten 
K~rper. 

Unter Anwendung der Schlussbemerkungen des w 3 kann man verh~ltnis- 

m~ssig einf~ch die Primidealzerlegung einer Primzahl p im KSrper K bestim- 
49--2661.  A c t a  m a t h ~ a ' i c a .  49. Imprim6 le 16 aofit 1926. 
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men. Man fasst ngmlieh K als RelativkSrper in Bezug auf k' auf und die in 

k' irreduzible Gleiehung f (x )=o definier~ dann eine Zahl im Relativk5rper. 

Soll man daher die Primidealzerlegung in K yon einem Primideale p'~ in 

1/ bestimmen, so braueht man nur das Polynom f ( x ) i n  irreduzible Faktoren 

(rood ~'~) zu zerlegen, wobei der Exponent a hinreiehend gross gewghlt wird. 

Da abet schon die Zerlegung (6) yon f(x) (rood p~)besteht, so hat man auch 

dieselbe Zerlegung yon f(x) (mod ~'~), indem p'j ein Teiler yon p ist. Natiir- 

lieh sind dann die Faktoren j~(x) im Allgemeinen nichg (rood p'~)unzerlegbar, 

abet ~edenfalls folgt daraus, dass das Primideal p'~ in K eine Zerlegung 

(7) o~=A~A~'. . .  A,j 

besitzk wobei die Ideale A,.i zu einander relativ prim sin& aber doch nicht 

Primideale in K zu sein brauchen. 

Mit Hilfe der Zerlegtmg (5) yon p in k' folgt dann aus (7): 

Die Primzahl p besitzt in K die Zerlegung 

(s) p =  I I  ( i= , ,  ,-; r'), 
i , j  

wobei die Ideale Ai.~ alle zu einander relativ prim sin& 
Es bleib~ also nur iibrig die Zerlegung der Ideale Ai,~ genauer zu studie- 

ren, und um dies zu erreiehen muss man die Zerlegung eines Faktors fi(x) 
(rood p~) in Primfaktoren mit Koeffizienten in k' bes~immen. Man kann aber 

diese Untersuchung dadurch erleich{ern, dass man fi(x) auf eine spezielle Form 

reduziert. Wghlt  man ngmlich die Zahl ~o als Primitivzahl in Bezug auf das 

Ideal Pi, so kann man eine Primfunktion ~(x) (rood p) yore Grade j~ so be- 

stimmen, dass 

f(x)-- Q(x) +pM(x)) (rood p~ 

i s t  t~ier kann man welter voraussetzen, dass Q(x) (modp) nicht durch ~(x) 

teilbar ist, und wei~er auch M(x) nicht durch ~(x) (mod p) teilbar. 

Man kann also 

(9) f,. (x) = 90 (x)e, + p M(x) 

annehmen, und man soll die Zerlegung yon fi(x) (rood ~)'~) studieren. 
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W e n n  q~ij der  grSsst~ gemeinsame Fak to r  von j~ und  fj '  ist, so zerfi~llt q~ (x) 

(rood ~'~) nach  Satz I in ~ j  P r imfak to ren  

(I o) ~ (x) ~-- r (x) t/)~ (x)" q),p,j (x) (mod p'j), 

wobei der  Grad yon r gleich '~- ist. Nach der  Sch lussbemerkung  des w 2 

kann man auch voraussetzen, dass die Primfunl~ionen (Dk(X)so gewRhlt sind 
dass start (Io) sogar die Kongruenz 

(II) ~ ( x ) -  r (Pe,j(x) (rood pja) 

besteht ,  wobei a fest, aber beliebig gross gedacht  werden kann.  

Es folgt  jetzt  aus (io) oder (I I) nach (9) 

Z (~) --- ~,  (~)" ~,  (~)" ' a),,j (x)~, (moa ~'~), 

und  ma n  beweist  dann  einfaeh, dass aueh eine Zer legung 

(~2) ~ (~) =- ~ (~) ~ (x) ... ~,p,~ (x) (moa ~j~ 

bestehg, wobei 
(i 3) ~k (z) = ~k (x)', + Mk (x) (k= i, 2 , . . . ,  ~,j) 
und  

Mk (x) ---- 0 (moa ~p'j) 
ist. 

Es soll jetzt  un te r such t  werden, welche Potenz  yon ~0's" in den Koeffizien- 

ten yon M~ (x) aufgeht .  

Setzt man  

xx~ (~)= ~ ( ~ ) ~  (~)... ~ _ ,  (~)~+~ (x)...a)~, (~), 

so ha t  man  nach (I2) und  (I3) 

( x ) -  ~k (x)(u~ (x)', + ~v, (x)) (rood Vj~ 
wobei auch 

N ~ ( x ) - o  (rood V'~) 

ist. Setzt  man  hier  (9) und  (I3) ein und  mult ipl iz ier t  aus, so erhiClt man  naeh  (i2) 

(~4) ~M(x)-M~(x)rh(x) ~, + N~(x)~ (x)', q- M~(x)~(x) (rood Vj~ 

N i m m t  man  nun  an, dass ~'j~ die hSchste Potenz  yon la'j ist, welehe in 

allen Koeffizienten yon M~ (x) aufgeh t  und  entsprechend V'~ fiir ~V~ (x), so wird 
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das Produkt  Mk (x)Zrk (x) genau durch O'j~+~ t~ilbar. WeRer  ist p genau dutch  

o'~e'j t~ilbar, und es folgt leicht, dass man f l+7~e~  haben muss. Denn w~re 

fl+7<e~, so wiirde man nach (x4) die Kongruenz 

(I 5) M,. (x) llk (x)e~ + ~Vk (X) Ok (x) e~ ~ 0 (rood ~'j,~+r) 

haben, und da die ResuRante yon Hk (x) und q)~ (x) nicht  durch ~'~ teilbar ist, 

so kommt  aus (I5) leicht 

~ k  (x) =- o, N~ (z) -= o (moa ~'/§ 

was aber nach der Definition der Zahlen fl und ~, nicht  mSglich ist. 

Man hat  also fl+7-->--e'j und daher  besteht nach (I4) die Kongruenz 

=- V j , ) ,  Mk (x) Hk (x) ~' + Nk (x) q)k (x) ~i O (rood 'e. 

woraus wie friiher 
Mk (x) ---- o ,  Nk (x) ------ o (moa ~'j~)  

folg4. Man hat  also fl>_--e'j, and  man muss sogar /~--e'j haben. Denn were 

fl > e'j, so bestiinde die Kongruenz 

p M (x) - -  lVk (x) nk (x) e, (moa ~'?'~ + 1), 

woraus man einfach ableitet, dass M(x) (rood p'j) durch ~ (x) teilbar w~tre, was 

aber nicht  der Fall ist. 

Is t  daher  ~'j eine Zahl in k', welche gen§ durch die erste Potenz yon 

p'j teilbar ist, so kann man ein Polynom Pk (x) so bestimmen, dass 

r e , (I 6) Mk (x) ---- z j3 Pk (x) (rood ~'~) 

isg, wobei in Pk (x) die Koeffizienten nichg alle durch p'j teilbar sin& Setzt man 

welter (15) in (x4) ein, so  beweist man ohne Schwierigkeit,  dass Pk (x) (rood p'j) n icht  

durch q)k (X) teilbar ist. 

Man kann die letzten Untersuchungen folgendermassen zusammenfassen:  

Der Faktor  g~(x) (9) zerfh'Ut (rood p'j~) in q~ij Faktoren wie in (12)angegeben. 
Hier hat ein Faktor Tk(X) allgemein die Form 

Pe (I7) ~ ( x ) -  ~k(x) ~, + ~ j ~ P k ( x ) ,  

wobei ~k (X) (mod ~ )  eine Primfunktion ist, die Zahl ~ genau die erste Potenz 

yon p'j enthSlt, und alas Polynom Pk(x) (rood p~) nicht durch ~k (X) teilbar ist. 
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Aus der Zerlegung (12) yon 3q(x) folgt nun sofort eine weitere Zerlegung 

des entsprechenden Ideals Aij in (8) indem man 

(I S) Aij  -~ B~ ~3~ B~ i~) ... B (~.~1 ~j  

erhi~lt, wobei die IdeMe B~ j/ alle zu einander relativ prim sin& 

Es werden die Relativnormen im KSrper K in Bezug auf k und k' mit den 

Zeichen ~ und ~1 bezeichnet, und weiter sol/ 2 / d i e  Absolutnormen angeben. Da 

der Grab eines Faktors Tk(X) in (IZ) nach (I7)gleich fie-~ ist, wird 

Ji 

und daher 
.:i:j' 
. . . .  e i 

(i9) N(B(k,: ) = p  ~,j = p F ,~ , ,  

wobei F~j das kleinste gemeinsame Multiplum yon j~ und j~' bezeichnet. 

Das Ideal B(k i j) ist aber sofort weiter zerlegbar. Aus w 3 folgt n~mlich, 

dass die Zahl Tk(W) durch eine beliebig hohe Potenz yon jedem Primideale P 

tel/bar wird, das in B(k i J) aufgeht, wenn man nur die Zahl a hinreichend gross 

w~hlt. Aus (17) folgt dann 

(20) (,0),3 + o 

Wenn nun B~ ~3) genau durch pL teilbar ist, so wird also auch l~'j und ~r'j genau 

durch pL teilbar, und weiter die Zahl z~e'j Nk (w) genau durch pLe'j teilbar. Nimmt 

man weiter an, dass (Pk (co) genau durch p~r teilbar ist, so folgt einfach aus (20) 

L e ~ =  Mei;  

und wenn d~her eij der grSsste gemeinsame Faktor yon ei und e'j bezeichnet, so 

wird immer L durch f-~ teilbar. 
~ij 

Das Ideal B(k i~ wird also immer eine e--~ -re Potenz, und man kann folglich 

ei 

(2,)  B ( :  = 

setzen, u n d e s  gilt nach (19) 
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N (  c(~'~)) = p~,  ~ ~,~ . 

Aus (I8) schliesst man na~h (21), dass man auch 

ei 

(2z) Aij : D~.( ~ ~J 

setzen kann, wo 

23) D,~ C~,~ ~ , )  (~c~) 
: =  " ' "  ~ P i j  

ist. Wird  dann (22) in (8) eingesetzt, so erhiil~ man die folgende Idealzer legung 

yon p in K 

r '  r f ' j  r '  

i--1 j = l  i = l j = l  

wobei Eii  das kleinste gemeinsame Mult iplum yon ei und e'j bedeutet .  

Hat in den K&Tern k und k' die Primzahl p die Primidealzerle- Satz 2. 

gungen 
el C2 p = ~ ~, ... ~ ,~, ,  N ~ = ~ : ~ ,  

p = ~ , , , , ~ , , , ,  ,~ , , 

so besitzt p im zusammengesetzten KS~Ter K eine Idealzerlegung 

fi fi 1)  ~ -  t j  ~ 

wobei ein Ideal JD~j die weit~'e Zerlegung 

D,~ = C~'J) e l  '~) ~('~ N (C(~ '~) = p ~,~ F~j . . . .  ~ i j  , 

besitzt. Hierbei ist Eij, bzw. F~j das kleinste gemeinsame Multiplum yon ei und e~, 

bzw. yon f i  und fj ' ,  und welter ist ~i bzw. ~ij der gr6sste gemeinsame Faktor yon 

ei und el, bzw. yon f i  und fj ' .  Die Ideale C(k ~j) sind alle zu einander relativ prim. 

w 5. Bestimmung der Primidealzerlegung im allgemeinen Falle. 

Nach Satz 2 folgt, dass die Primidealzerlegung yon p in K vollst~ndig be- 

sf immt ist, wenn man die Zerlegung der Ideale C~(. i~ in (23) kennt.  Um aber die 

Zerlegung yon  C(k i~ zu bestimmen, muss man die Zerlegung des Polynoms (I7) 
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(24) ~ (~) = a)~ (~)~, + ~ ~'~ P~ (~) 

in irreduziblen Faktoren (mod Oj") untersuchen. 

A. a. O. x habe ich eine Methode angegeben, mit  der man die Reduzibili- 

tgt  yon Polynomen mit  rationalen Koeffizienten (rood p") untersuchen kann; man 

bildet dazu eine Entwicklung (p, 9 (x)) des Polynoms, wobei 9 (x) (rood p) eine 

Primfunk~ion ist, und konstruiert  das zugehSrige Polygon. Diese Methode l ~ s t  

sich aber, wie man leicht sieht, ftir beliebige algebraische KSrper verallgemei- 

nern, indem man dann Entwicklungen (p, �9 (x)) bildet, wobei q~ (x) (mod p) eine 
Primfunlr~ion bezeichnet. 

Im obigen Falle (24) ist, wie man leicht sieht, das Polygon (p'~, Ok (X)) oder, 

was dasselbe ist, das Polygon (z'j, q~k (X)) eine Gerade, welche die Projektionen 

ei bzw. e'j auf die X-achse bzw. Y-achse hat. Es wird der Kiirze wegen 

et = e i j  ~i 

e'i  ~ $ij Xi 

gesetzt, wobei also ~i zu xi relativ prim ist. 

Die Untersuchung der Reduzibilit~t yon 

der Zerlegbarkeit der Funktion 
Tk (X) (mod p~a) h~ngt nun mit  

(25) Fk (x, y )=yqr  + Pk (x) (modal p'j, q)e (x)) 

aufs Engste zusammen. 

Es habe n~mlich Fk(X, y) die Zerlegung in Primfaktoren 

(26) .Fk (x, y) =-- F~3) (x, y)' . . . .  F(q) (x, y)'q (modd p'~., q~k (x)), 

wobei der Grad eines Faktors F~0(x, y) in y gleich ttt ist, wo also nach (25) 

~tl $1 + "'" + ~ t q S q ~ S i j  

ist. Dann zerfifllt entspreehend Tk (x) 

(27) ~,, (~) ~ ~ , ) (~ ) . . .  ~ )  (x) (rood 6~ 

wobei der Grad yon Tk(O (x) gleich tit st hi f i  ist. 

Man sehe z. B. O. ORE: Zur Theore der algebraischen KSrper, Acta Mathematica, Bd. 44 
[1922]. Aus dieser Arbei t  leitet  man einfach die hier folgenden Ergebnisse ab. 
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Die Faktoren ~t)(x) bruuchen jedoch in diesem allgeineinen Falle nicht 

(rood ~") irreduzibel zu sein. Wenn aber fiir einen Faktor F~ t) (x, y) in (25) der 

Exponent s t~  I ist, wird auch der entsprechende Faktor ~L)(x) in (27) (mod Oj~) 

irreduzibel. ~n dem F~lle also, wo die Exponenten in (25) alle gleich I sind, wer- 

den alle Fak~oren in (27) (mod 0j") irreduzibel und man zeigt dann leicht, dass 

das Ideal C~ ~j) in q entsprechende, verschiedene Primideale zerf~llt, wobei der 

Grad eines solchen Primideals gleieh /~t Fii wird, wo also jetzt 

(28) /~1 + " + uq ~- ~ij 

gilt. 

Man kann aber im vorliegenden Falle einfach entseheiden, wann Fk(x, y) 

(modd 0'j, (/)k (X)) nur verschiedene Primfak~oren besitzt. Wenn n~mlich Fk (x, y) 

(modd O'j, q)k (x)) einen mehrfachen Faktor hat, so muss Fk (x, y) (modd. ~'j, q)k(X)) 

mit F'k(X, y) einen Faktor gemeinsam haben (Die Differentiation yon Fk(x, y)soU 

partiell in Bezug auf y ausgefiihrt werden.) Nun ist abet nach (25) 

2'~ (x, y) = ~ y~-~ ,  

so dass Fk (x, y) nur dann mit Fk' (x, y) einen FakCor gemeinsam haben kann, 

wenn eij durch p teilbar ist, und dies erfordert weiter, nach der Bedeutung yon 

eij, dass sowohl e~ als e~ durch p teilbar sein sollen. 

Es ist daher bewiesen: 

Satz 3. Wenn nicht gleiehzeitig ei und e~ dutch p teilbar ist, zerfh'llt ein 

Ideal C~i. j) in der Zerlegung yon p des Satzes 2 in lauter verschiedene Primideale 

wobei die ganzen Zahlen l~ der Bedingung 

geniigen. 

Wenn e~.j----I ist, wird also C~ ~/) selbst ein Primideal fiir alle k. 

Aus Satz 2 und Satz 3 leitet man sofor~ den weiteren, wicbtigen Satz ab: 

Satz 4. Wenn entweder ]~einer der Exponenten ei oder keiner der Exponen- 

ten e~ dureh p teilbar ist, so wird die Zerlegung yon p im zusammengesetzten K6r- 

per K folgendermassen bestimmt: 

Es ist 
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= H 
i=1  j = l  

wobei 
�9 N (  

= - " " ~q ' i j  

ist und alle ]deale C(k ij)  Z ~  einander relativ prim si ,  d. Ein Ideal C (ij) zerfgllt in 

lauter verschiedene Pr imf  aktoren 

Hierbei haben die Zahlen ~ i j ,  ~i~ij,  8ij, 09ij, dieselbe Bedeutung wie in Satz 2 und 

f~r die ganzen Zahlen gt gilt die Beziehung 

Im Falle, wo si~. durch p teilbar ist, werden die Verh~ltnisse nicht so ein- 

fach. Wenn ~ij genau durch i f  teilbar ist, wird Fk(x, y) eine p~-te Potenz (modd 

O'j, (Pk (x)), und es kann in diesem Falle C(k ij) a u c h  mehrfache Primidealfaktoren 

enthalten. Man zeigt aber leich~, dass die vorkommenden Exponenten < p8 sind. 

Es ist zu vermuten, dass die Exponenten sons~ willkiirlieh variieren kSnnen, so 

dass man in diesem Falle keinen allgemeinen Satz erhal~en kann. 

w 6. Bestimmung der Diskriminante des zusammengesetzten K~rpers. 

Unter Anwendung der vorhergehenden Untersuchungen liisst sich auch die 

Diskriminan~e des zusammengesetzten KSrpers einfach best immen. Es seien 8, 81 

und J die KSrperdifferenten yon k, k' und K, und weiter seien d, d~ und D die 

KSrperdiskriminanten derselben KSrper, wobei man bekanntlich 

(29) N ( 8 ) = [ d l ,  Nl(8 , )=ld~l ,  N ( z t ) = l D  I 

hat. Welter weiss man, dass wenn die Primzahl p in k die Primidealzerlegung 

(4) besitzt, die KSrperdifferente 8 genau dureh p~-~  +e~ teilbar ist, wobei Q~= o 

ist, wenn er nieht durch p teilbar ist, dagegen e~> I, wenn e~ durch p tell- 

bar ist. Die Zahl r soll die Supplementzahl des Primideals ~ heissen. En~- 

spreehend wird in k' die Supplementzahl eines Primideals p'~ mit Q'j bezeiehnet. 

Aus (29) folgt dann, dass die Diskriminan~en d und d 1 genau dutch die Potenzen 

yon p mit den Exponenten 

bzw. y, yj/e -i+ 9/ 
i=1 j = l  

50--2661. Acta  mathemat ica .  49. Imprim6 le 17 aofit 1926. 
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teilbar sin& Wie man sieh~, ist die Diskriminante eines KSrpers vollst~ndig be- 

stimm~, wenn man den Grad fi ,  die Ordnung e~ und die Supplemen~ahl Qi aller 

Primideale kennt. 

Es soll nun die Differente J yon K untersucht werden. Wenn Jk' die 

Relativdifferente des KSrpers K in Bezug auf k' ist, bestehb bekanntlich die 

Relation 
(30) A = d~ dk',  

und da man in diesem Falle dl als bekann~ voraussetzen daft, braueh~ man nur 

die Relativdifferente z/k, zu untersuchen. 

Es wird jet.z~ wie in Satz 4 vorausgesetzt, dass entweder keine der Zahlen 

e~ oder keine der Zahlen e~ durch p teilbar ist; es werden in diesem Falle die 

Bezeichnungen so gewghl~, dass keine der Zahlen e~ durch p teilbar ist, und 

man hat daher fiir alle i einfach Q,.= o. 

Es sei mit den Bezeichnungen des Satzes 4 Pt ein Primidealteiler des Ideals 

C(k i2. Naeh den Gleichungen (7), (18) und (21) geh~ Pt in ~ genau in der Po- 
e i 

t e n z  Pt ~lj auf, und da die Zahl e~ nach der Voraussetzung nicht durch p teilbar 
Eij  

sein kann, wird die Relativdifferente ~/k' genau dutch 

e i 

teilbar. Da welter die Differente dl yon k I genau dureh l~je'J - l+dj  teiibar ist, 

wird also d~ genau dutch 

/@ (6-~+e5 I 

teilbar und daher nach (3o) die KSrperdifferente A yon K genau durch 

ei r ei ei 
p E i j - -  - +e '  -- + - - - - I  E i j - - l + e ~  ~ 

t ~ij eiJ eiJ ~ P t  i j  

teilbar. Da die Primzahl p naeh Satz 4 genau dureh P~i.i teilbar ist, kann man 

diese Resultate kurz so ausdriicken: 

, e,: 
Die Supplementzahl des Primideals Pt ist gleich Q j ~ .  

Nach (29) leitet man jetzt einfach die genaue Potenz ab, in der p in der 

KSrperdiskriminante yon K vorkommt. Es ist n~mlich nach Satz 4 
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und man braucht  also um den Exponen~ zu finden nur  den Ausdruck 

, ei~ 

fiber a]_le verschiedene PrimideaReiler  Pt von p in K zu summieren. L~sst man 

zuerst Pt aUe Teiler  des Ideals C (~j) durchlaufen,  so erhiilt man  nach Satz 4, 

indem man (28) beachtet ,  

, 
eijl"z'j E i j - -  I + O J  =- Fij(e~e - - e i j + q j e i ) ,  

und, wenn man welter  diesen Ausdruck ffir k = I ,  2 , . . . ,  ~ j  summiert ,  kommt  

~ T  f P P I I r 
~,~ ~j [e~ e ~-- ~ + e J e;) = ] ~ f i  (e~ e j - -  ~,~ + e J e,.), 

und, wenn man zuletz~ fiber i und j summier~, erhiilt man folglich die Summe 

~ f ~ f j '  (e, eS--~, j + O'J e,), 
i=lj- -1 

die also den gewfinschten Exponenten  darstellt .  

Satz 5. Es wird vorausgesetzt, dass keiner der Exponenten e~ durch p teilbar 

ist, die JExponenten e~ diirfen dagegen dutch p teilbar sein. Dann ist die Dis- 

kriminante des zusammengesetzten KSrpers genau dutch 

r r '  

p i - - l j l  

teilbar, wobei Q'j die Supplementzahlen der Prin~idealteiler von p in k' bezeichnen. 

Wie man sieht, hat  man  auch 

~" F' r r '  

~ ~,f,.f/ Ce, eS--e,j+oSe,)=nn' + ~, ~ (Q ' je , - -  e, j ) f , . j~ ' .  
i= I  j : l  i=l j -1 

Aus Satz 5 folgt  ffir den Spezialfall, dass keine under den Zahlen e~ und 

e'j durch p tei lbar  ist, wo also ffir alle j Q'~=o ist, der  frfiher erw~hnte Hen- 

selsche Satz. 
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Nimmt man an, dass die Primzahl p nicht in der Diskriminante d yon k 

~ufgeht, so is~ ffir alle i e /= I ,  und es folgt, dass D genau durch 

p i = l j = l  ~ ~ j = l  

teilbar wird. Man kann daher sagen: 

Wenn die Primzahl 29 ~dcht in der Diskriminante d yon k aufgeht, und d' 

genau dui'ch p~' teilbar ist, so geht p in D genau in der Potenz pn ~' auf. 

A u s  dieser Bemerkung folgt sofort, dass wenn die Diskriminanten der KSr- 

per k und k' zu einander relativ prim sind, 

D = d '~' d' n 

is~, wie schon yon  HILBERT angegeben. 

Durch Anwendung der vorstehenden l~esultate kann man eine Reihe yon 

Ergebnissen fiber die Zusammensetzung yon spezielleren KSrpern finden, worauf 

ich jedoch nicht eingehen werde. 


