UBER ZUSAMMENGESETZTE ALGEBRAISCHE KORPER.

Von

OYSTEIN ORE

in OsLo.

§ 1. Ubersicht.

Wenn eine algebraische Zahl ¢ gegeben ist, so bilden alle rationalen, rational-
zahligen Funktionen von o einen Zahlkorper k. Wenn zwei algebraische Zahlen
« und ¢ gegeben sind, kann man zuerst die beiden entsprechenden Korper &
und &’ bilden, welche aus allen rationalen rationalzahligen Funktionen von e,
bzw. ¢’ bestehen.. Man kann aber noch den weiteren, aus k und k' zusammen-
gesetzten Korper K ableiten, der aus allen rationalen, rationalzahligen Funktio-
nen von « und ¢’ besteht. Der Korper K ist, wie man sieht, der kleinste alge-
braische Zahlkorper, der sowohl £ als k' enthilt.

Wenn %, »" und N die Gradzahlen von k, ¥ und K angeben, so ist

N =< nn,

und weiter muss N sowohl durch z als durch 7’ teilbar sein. Wenn daher »
zu n' relativ prim ist, folgt sofort

N =nvx

Haben die beiden Kérper % und %' einen gemeinsamen Unterkorper x vom
Grade »> 1, so folgt einfach, dass

’
nn
N=E— <an
v
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ist. Dagegen kann man aber nicht, wie man an Beispielen erkennt, umge-
kehrt schliessen, dass N = n#»’ sein muss, wenn kein solcher gemeinsamer Unter-
%korper existiert.

Es ist jetzt von Interesse zu untersuchen, wie die arithmetischen Eigen-
schaften des Korpers K von den Eigenschaften der Komponenten % und % ab-
hingen, besonders die Frage nach der Zerlegung der Primzahlen in Primideale
in K und weiter die Zusammensetzung der Korperdifferente und Korper-
diskriminante dieses Korpers. Betreffend die Korperdiskriminante -J) von K
gilt der einfach beweisbare Satz': D enthilt alle und nur diejenigen Primzahlen
als Faktoren, welche in der Korperdiskriminante d von % oder d' von k&’ oder
in beiden aufgehen.

Ehe ich zu meinen Untersuchungen iibergehe, mochte ich zuerst kurz die
verschiedenen fritheren Arbeiten auf diesem Gebiete erwihnen. Diese Arbeiten
behandeln beinahe alle den Fall, dass der Grad des zusammengesetzten Korpers
gleich dem Produkte der Gradzahlen der beiden urspriinglichen Korper ist, also
N=n7'. Ich werde mich auch im Folgenden auf diesen Fall beschriinken, in
einer spiteren Arbeit werde ich auch den allgemeinsten Fall behandeln.

Herr Hineerr® hat bewiesen: Wenn die Diskriminanten d und d’ zu
einander relativ prim sind, so ist notwendigerweise N=nn»" und die Korper-
diskriminante von K ist durch

D =ddn»
bestimmt.

Von Herrn Hexser® wurde der folgende wichtige Satz bewiesen: Wenn die
Primzahl p in % und %' die Primidealzerlegungen

p=YivE vy, Np=p”t

'y ra’l.

=M P

o'y

P, Nb’j:pf’j

hat, und wenn weiter vorausgesetzt wird, dass keiner der Exponenten a; oder

a’; durch p teilbar ist, so wird I durch p in einer Potenz mit dem Exponenten

! Man sehe P. BACHMANN: Allgemeine Arithmetik der Zahlenkdrper, Kap. 11. Leipzig 1905.

* D. HILBERT: Bericht iiber die Theoric der algebraischen Zahlkérper. § 52. Jahresbericht
d. deutschen Mathematikervereinigung. Bd. IV [1897].

3 K. HExseL: Uber Gattungen, welche durch Komposition auns aus zwei anderen Gattungen
entstehen. Journal f. Mathematik 105. S. 329—344. [1889]. Eine ausfiihrliche Darstellung der
Untersuchungen von Hensel findet man auch in dem oben ziticrten Buche von P. Bachmann,
S. 457—470.
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ror
D) Dfifi aa’j—aij)
i=1j==1
genau teilbar, wobei ¢;; den grossten gemeinsamen Faktor von a; und a; bedeutet.

In einer Note zeigt Herr Bavusrr', dass die Hilbertschen Resultate ohne
Anwendung der ILdealtheorie abgeleitet werden konnen.

Weiter hat Frl. J. Cameron® fiir Spezialfiille die Primidealzerlegung in ei-
nem zusammengesetzten Korper behandelt; leider scheint aber die Arbeit mit
mehreren Fehlern behaftet zu sein.

In mehreren Noten hat Herr Bavuer® die Zusammensetzung von Galoisschen
Korpern behandelt, und weiter hat Herr Rerra* eine Arbeit iiber die Zusam-
mensetzung von einem Kreisteilungskorper mit einem beliebigen algebraischen
Korper publiziert.

§ 2. Beweis eines Hilfssatzes.

Fir die folgenden Untersuchungen ist ein Hilfssatz iiber Primfunktionen
fiir einen Primidealmodul notwendig, und ich werde sofort den notwendigen Be-
weis fiir ihn bringen. BEs sei ®@(x) ein Polynom mit Koeffizienten, welche ganze
Zahlen aus einem algebraischen Korper % sind, und weiter sei p ein Primideal
in k. Das Polynom ®@(z) heisst dann Primfunktion (mod p), wenn @(x) ausser
sich selbst und Konstanten keine Teiler (mod p) enthilt.

Man beweist fiir die Primfunktionen fiir einen Primidealmodul die ent-
sprechenden Sitze wie fiir die Primfunktionen im rationalen Bereiche in Bezug
auf einen Primzahlmodul. Ist z. B. der Grad von p gleich f, so ist die Funktion

pS

x?’ ™ — z (mod p)

kongruent dem Produkte aller verschiedenen Primfunktionen (mod p), deren
Grade Teiler von m sind.

! M. BAUER: Beweis von einigen bekannten S#tzen iiber zusammengesetzte Korper ohne
Anwendung der Idealtheorie. Jahresbericht d. Deutschen Mathematikervereinigung 3o0. 8. 186—
188 [1921].

? J. CAMERON: Uber die Zerlegung einer Primzahl in einem komponierten Korper. Dis-
sertation, Marburg 1g12.

3 M. BAUER, Mathematische Annalen Bd. 77 und 83, Journal f. Mathematik, Bd. r50.

¢ T. RELLA: Die Zeriegungsgesetze fiir die Primideale eines beliebigen algebraischen Zahl-
korpers im Korper der l-ten Einheitswurzel. Mathematische Zeitschrift 8. 11—16. Bd. 5 [1919].
Es wird vorausgesetzt, dass [ eine Primzahl ist.
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Es soll aber hier untersucht werden, wenn ¢(x) eine Primfunktion im ratio-
nalen Bereiche (mod p) ist, wie dann ¢ (x) (mod p) zerfillt, wobei p ein Teiler
von p im Korper k ist.

Es sei jetzt

O x)=0w, x)=2"+ w, 271+ +w
eine Primfunktion (mod p), welche @(x) teilt, wofiir also eine Kongruenz
p(z)=0(w, ) F(o, z) (mod p)

besteht. Wenn man diese Kongruenz zur p-ten Potenz erhebt und dann weiter
x statt a? schreibt, erhilt man

g(a)=0(w", 2) ¥(or, 2) (mod p).
In dieser Weise zeigt man, dass die Polynome
(1) D(w, ), O’ 2) O, )

samtlich Teiler von ¢(x) sind, und weiter sieht man ein, dass alle diese Poly-

nome Primfunktionen (mod p) sind. Denn z. B. aus

(D(wpy m) = (Dl (wv "‘C) (Di(wa l‘) (mOd p)
folgt sofort
O(w, z¢’ = 0,(w? ™, 277" @ (0?7, 27'7) (mod p),
und also auch

O (w, )= 0,(w?” 7, z) ©,(w? ", 2) (mod ),

was nicht moglich ist, da @(w, x) (mod p) eine Primfunktion ist.

Multipliziert man die Primfunktionen (1) mit einander, so wird das Produkt
kongruent einem rationalen Polynome, und folglich gleich einer Potenz von ¢(x).
@(x) kann also (mod p) nicht andere Primfunktionen als (1) enthalten.

Die Primfunktionen (1) sind im Allgemeinen nicht alle von einander ver-
schieden. Nun kann aber ¢(x), wie man leicht sieht, nicht mehrfache Faktoren
(mod p) enthalten; wenn daher

D, (x), @y(x), ... Delx)

die verschiedenen unter den Primfunktionen (1) bezeichnen, so ist
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pX)=0,(z) ®y(x) . .. ®.(z) (mod p).

Hierbei ist die Zahl e ein Teiler von m, wenn m den Grad von @(z) angibt, in-
dem man m=ek hat.

Es soll nun gezeigt werden, dass e gleich dem grissten gemeinsamen Faktor
von m und f ist. Bezeichnet man den griossten gemeinsamen Faktor von m und
S mit ¢, so ist also m=e'm’, f=¢'f’, wo m’ zu f’ relativ prim ist.

Die Primfunktion ¢{z) ist (mod p) ein Teiler von

Tt
m
pe

m
P —x =0 —z,

und man beweist dann einfach, dass @(x) auch ein Teiler von

2?™ T — g=-27™/—z (mod P

ist. Diese Funktion enthiilt aber, nach einer fritheren Bemerkung, nur Prim-
funktionen (mod p), deren Grade Teiler von m’ sind. Der Grad % einer Prim-
funktion @;(x) ist also ein Teiler von m’.

Man beweist aber leicht, dass % kein echter Teiler von m' sein kann. Denn
die Primfunktionen ®;(x) miissen sicher die Funktion

w?’*—z =P * 2 (mod p)
teilen, und daraus folgt einfach, dass @(x) (mod p) die Funktion
xpe’f’k__ &x

teilen muss. Dies ist aber nicht moglich ausser wenn m'=% ist, indem f’ zu
m’ relativ prim ist.

Man hat daher den folgenden Sats bewiesen:

Satz 1. Eine Primfunktion @(x) (mod p) zerfallt (mod p) in e vershiedene
Primfaktoren gleicher Grade

P(x)=0,(x) Dy(x) - De(x) (mod p).
Die Zahl e st der grosste gemeinsame Faktor vom Grade m der Primfunktion ¢(x)
und vom Grade f des Primideals p.

Mit Hilfe dieses Satzes beweist man auch einfach, dass @(x) auch fiir jede

Potenz von p reduzibel wird, und dass man eine Zerlegung
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p()= 00 (z) O (z)- B(z) (mod v*),
hat, wobei allgemein
D) () = @;(x) (mod p) (r==1, 2,...¢€)
ist.

& 3. Bezeichnungen.

Es seien jetzt zwei algebraische Korper ¥ und % von den Graden » und »’
gegeben. Im Folgenden sollen alle Zahlen, Ideale usw. aus dem Koérper &' mit
Buchstaben bezeichnet werden, welche mit einem Striche versehen sind.

Es seien o und ' zwei erzeugende ganze Zahlen fiir ¥ bzw. £'; die Zahlen
in £ und %’ haben dann alle die Form

o« == a0+ “1“"*‘ B +a11,—1 wu—l’

(2)

o=dy+a 0+ +a 0™

Aus %k und %' bildet man den zusammengesetzten Korper K, der sowohl %
als &' als Unterkorper enthiilt. Wenn der Grad von K gleich N ist, wird aber,
wie schon frither bemerkt, N=nn' vorausgesetzt. Alle Gréssen aus K sollen
im Folgenden mit grossen Buchstaben bezeichnet werden. K wird aus allen
Zahlen von der Form
(5 Q=3 dijte?

1,

bestehen, wobei die 4 ; rational sind, und weiter <<, j<<n' voraunsgesetzt wer-
den kann.
Weiter seien

die beiden im rationalen Gebiete irreduziblen Gleichungen, welchen die Zahlen
o und o' geniigen. Der Grad von f(x) ist dann », und der Grad von f,(x)
gleich #’. Da aber der Grad von K gleich N=nn' ist, muss auch das Poly-
nom f{xr) im Korper k" irreduzibel bleiben, und ebenso fi(x) in % irreduzibel,
indem sonst der Grad von K kleiner als n»n’ wiirde. Umgekehrt ist dies natiir-
lich auch hinreichend dafiir, dass der Grad des zusammengesetzten Korpers gleich
dem Produkte der Grade Teilkorper ist.
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Zuniichst soll untersucht werden, wie die Primidealzerlegung einer ratio-
nalen Primzahl p im zusammengesetzten Korper K mit den Zerlegungen von p
in den beiden Kérpern % und % zusammenhingt.

Es wird daher vorausgesetzt, dass

(4) p="pepeopr,  Npi=ph
und
(5) p= D,fl,p;e’z . b;g'r', N1D;-=pf"

die beiden Zerlegungen von p in % und %’ sind. Das Zeichen N, soll die in %’
genommene Norm einer Girdsse bezeichnen.

Bekanntlich steht die Primidealzerlegung (4) von p in engem Zusammen-
hange mit den Eigenschaften des Polynoms f{x). Es sei nimlich die Diskrimi-
nante von f(x) genan durch p¢ teilbar. Zerlegt man f(x) (mod p% in unzerlegbare
Faktoren (mod p*), wobei a>2¢+ 1 gewiihlt wird, so hat man

(6) S@=/1&)fplx) - frla) (mod p°)

und hier ist, wenn #»; den Grad eines Primfaktors fi(x) bezeichnet, ni=e;f;.
Umgekehrt folgt aus dem Bestehen der Zerlegung (6) (mod p°), dass p eine ent-
sprechende Idealzerlegung (4) besitzt, wobei jedoch die Ordnungen e; und die
Gradzahlen f; der Primideale nicht volistindig bestimmt sind, indem man nur
die Relation #n;=e¢;f; kennt. Weiter besteht zwischen dem Primideale p; und
dem entsprechenden irreduziblen Faktor f;(x) die Beziehung, dass

Jilw)=o0 (mod pf)

ist, wobei § durch eine hinreichend grosse Wahl von « auch beliebig gross wird.

Entsprechendes gilt natiirlich auch betreffend die Zerlegung (5) in %’ und
filx). Es ist weiter von Wichtigkeit, dass sich diese Betrachtungen sofort auf
Relativkorper ausdehnen lassen; wenn daher p ein Primideal im Unterkérper ist,
so findet man die Primidealzerlegung von p im Oberkérper, wenn man die defi-
nierende Gleichung des Oberkérpers in unzerlegbaren Funktionen (mod p®) zerlegt.

§ 4. Bestimmung der Zerlegung einer Primzahl im zusammengesetzten
Kborper.

Unter Anwendung der Schlussbemerkungen des § 3 kann man verhiltnis-

missig einfach die Primidealzerlegung einer Primzahl p im Korper K bestim-
49—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 16 aodt 1926.
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men. Man fasst niimlich K als Relativkérper in Bezug auf ¥ auf und die in
¥ irreduzible Gleichung f(x)=0 definiert dann eine Zahl im Relativkérper.

Soll man daher die Primidealzerlegung in K von einem Primideale p; in
% bestimmen, so braucht man nur das Polynom f(z) in irreduzible Faktoren
(mod p';?) zu zerlegen, wobei der Exponent o hinreichend gross gewihlt wird.

Da aber schon die Zerlegung (6) von f(x) (mod p?) besteht, so hat man auch
dieselbe Zerlegung von f(x) (mod p'?), indem p’; ein Teiler von p ist. Natiir-
lich sind dann die Faktoren fi(x) im Allgemeinen nicht (mod p%) unzerlegbar,

aber jedenfalls folgt daraus, dass das Primideal p’; in K eine Zerlegung
(7) Py=Ay Ay Ar

besitzt, wobei die Ideale A;; zu einander relativ prim sind, aber doch nicht
Primideale in K zu sein brauchen.

Mit Hilfe der Zerlegung (5) von p in % folgt dann aus (7):

Die Primzahl p besitzt in K die Zerlegung

(8) P=HA:’]3 (t=1,2,...7; j=1,2,...7),
i,j

wobe: die Ideale A ; alle zu einander relativ prim sind.

Es bleibt also nur iibrig die Zerlegung der Ideale A;; genauner zu studie-
ren, und um dies zu erreichen muss man die Zerlegung eines Faktors fi(x)
{mod pj") in Primfaktoren mit Koeffizienten in %’ bestimmen. Man kann aber
diese Untersuchung dadurch erleichtern, dass man f;(x) auf eine spezielle Form
reduziert. Wihlt man nimlich die Zahl o als Primitivzahl in Bezug auf das
Ideal p;, so kann man eine Primfunktion @(z) (mod p) vom Grade f; so be-
stimmen, dass

Slx)=Q) (p()i +p M (2)) (mod p°)

ist. Hier kann man weiter voraussetzen, dass @(z) (mod p) nicht durch ¢(z)
teilbar ist, und weiter auch M(x) nicht durch ¢@(z) (mod p) teilbar.
Man kann also

(9) Jil@) =g} +p M(z)

annehmen, und man soll die Zerlegung von fi{x) {mod p'?) studieren.
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Wenn ¢;; der grosste gemeinsame Faktor von f; und fj ist, so zerfillt ¢ (x)
(mod p’;) nach Satz I in @;; Primfaktoren

(10) ¢ (x) = D, (z) B,y () - Py;(x) (mod p’),

Ji
Pij
kann man auch voraussetzen, dass die Primfunktionen @ (x) so gewihlt sind

wobei der Grad von @ (x) gleich ist. Nach der Schlussbemerkung des § 2

dass statt (10) sogar die Kongruenz
(11) ¢ (x) = @, (x) D, () - ‘Dw,-j (x) (mod p}a)

besteht, wobei « fest, aber beliebig gross gedacht werden kann.
Es folgt jetzt aus (10) oder (11) nach (9)

fi(@)= @, ()% Dy ()% - Dy ()% (mod y7),

und man beweist dann einfach, dass auch eine Zerleguug

(12) Silw) =%, () ¥, (x) - Py;; (@) (mod p;°)

besteht, wobei

(13) Py () = Dy ()% + M (x) (k=1,2,..., gu)
und

M (x)=0 (mod p’)
ist.

Es soll jetzt untersucht werden, welche Potenz von p’; in den Koeffizien-
ten von M(x) aufgeht.
Setzt man
1T ()= @, () Dy (@) - Pe1 (@) Pis1 (@) -~ Dy (),

so hat man nach (12) und (13)
fi(z)= P (w) (I ()i + Ni(x)) (mod p;%),
wobei auch
Ni(2) =0 (mod p’y)
ist. Setzt man hier (9) und (13) ein und multipliziert aus, so erhilt man nach (12)

(14) » M (@)= M (%) e (x)% + Nie(2) @ (2)fi + M (x) Ni(x) (mod p;°).

Nimmt man nun an, dass p’# die hochste Potenz von p'j ist, welche in
allen Koeffizienten von My (x) aufgeht und entsprechend p'j? fiir Ni(x), so wird
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das Produkt M;(x)Nix(x) genau durch p’j#+? teilbar. Weiter ist p genau durch
p'fi teilbar, und es folgt leicht, dass man S+y=¢’; haben muss. Denn wiire
g+y<eé';, so wirde man nach (14) die Kongruenz

(1 5) M, (x) II; (x)‘i + N: (z) D, (x)ei =0 (mod p'j.’”?’)

haben, und da die Resultante von IT;(x) und ®;(x) nicht durch y’; teilbar ist,
so kommt aus (15) leicht

Mi(x)=o0, Ni(z)=o0 (mod p’?+7),

was aber nach der Definition der Zahlen # und y nicht mdoglich ist.
Man hat also 8+y=¢’; und daher besteht nach (14) die Kongruenz

M (o) I ()% + Ni(x) @ ()% = 0 (mod p's%),

woraus wie frither

My (x) = o, Ni(x)=o (mod p’i)

folgt. Man hat also f=¢’;, und man muss sogar f==¢’; haben. Denn wiire
8> ¢’;, so bestiinde die Kongruenz

P M (x) = Ni () I ()% (mod p'itY),

woraus man einfach ableitet, dass M () (mod p’j) durch ¢ (x) teilbar wire, was
aber nicht der Fall ist.
Ist daher n; eine Zahl in k', welche genau durch die erste Potenz von

p’; teilbar ist, so kann man ein Polynom P (x) so bestimmen, dass
(16) M (x) =715 Pe () (mod p's%)

ist, wobei in Pi(z) die Koeffizienten nicht alle durch p’; teilbar sind. Setzt man
weiter (16) in (14) ein, so beweist man ohne Schwierigkeit, dass Py (z) (mod p’;) nicht
durch @ (z) teilbar ist.
Man kann die letzten Untersuchungen folgendermassen zusammenfassen:
Der Faktor fi(x) (9) zerfdllt (mod p';®) in @i; Faktoren wie in (12) angegeben.
Hier hat ein Faktor Pi(x) allgemern die Form

(17) Wi () = O ()t + 75 Pe(w),

wober @ (x) (mod v'5) eine Primfunktion ist, die Zahl n; genau die erste Potenz
von Y'; enthdlt, und das Polynom Pi(x) (mod y';) micht durch ®(x) teilbar ist.
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Aus der Zerlegung (12) von f;(x) folgt nun sofort eine weitere Zerlegung
des entsprechenden Ideals A;; in (8) indem man

(13) A= B(lm B(,ij) B((ﬁzlgj)

erhilt, wobei die Ideale B{J alle zu einander relativ prim sind.

Es werden die Relativnormen im Kérper K in Bezug auf % und %" mit den
Zeichen » und », bezeichnet, und weiter soll N die Absolutnormen angeben. Da

der Grad eines Faktors ¥ (z) in (12) nach (17) gleich‘{;i—& ist, wird
ij

Ji
 (BY) = v
und daher
L
(19) N(B;:m):p L pFise

wobei F;; das kleinste gemeinsame Multiplum von f; und f; bezeichnet.
Das Ideal B{% ist aber sofort weiter zerlegbar. Aus § 3 folgt namlich,

dass die Zahl ¥;(w) durch eine beliebig hohe Potenz von jedem Primideale P
teilbar wird, das in BY/ aufgeht, wenn man nur die Zahl ¢ hinreichend gross

withlt. Aus (17) folgt dann
(20) @ (0)s + 75 Ne(w)=0 (mod P#).

Wenn nun B{? genau durch PF teilbar ist, so wird also auch p’; und 7’; genau
durch P teilbar, und weiter die Zahl 7;°j Ni (w) genau durch P~ ¢;j teilbar. Nimmt

man weiter an, dass @:(w) genau durch P¥ teilbar ist, so folgt einfach aus (20)
Léj=Me;,
und wenn daher e; der grosste gemeinsame Faktor von e; und €’; bezeichnet, so

wird immer L durch p—’ teilbar.

&ij
Das Ideal BY) wird also immer eine :—’te Potenz, und man kann folglich
if
€
(21) B — (0

setzen, und es gilt nach (19)
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N(C) = peijFij.
Aus (18) schliesst man nach (21), dass man auch

€

(22) Ay = 1):;'_1
getzen kann, wo
23) D= C¥ C§N . .. OE;L’J)

ist. Wird dann (22) in (8) eingesetzt, so erhiilt man die folgende Idealzerlegung
von p in K

r i dj,_ r 7
& E;;
p=1111 2, =TI i}

i=1j=1 i=1j=1

wobei F;; das kleinste gemeinsame Multiplum von e¢; und ¢’; bedeutet.
Satz 2. Hat in den Korpern k und k' die Primzahl p die Primidealzerle-
gungen
p=Dp7p3 - Pfr, Npi=p'i,
p=pps o p s, Nypi=pls,
so besitet p tm zusammengesetzten Korper K eine Idealzerlegung
r ot Py
p=]I1I D;f’,
i=1j=1

wobet ern Ideal Dyi; die weitere Zerlegung
Dij= O O ... O5h, N (G =piFu

besitzt. Hierbei ist E;;, bew. Fi; das kleinste gemeinsame Multiplum von e; und €;,
bzw. von f; und fi, und weiter ist &; bzw. @i; der grisste gemeinsame Faktor von
e: und ¢, bzw. von f; und fi. Die Ideale C9 sind alle zu einander relativ prim.

§ 5. Bestimmung der Primidealzerlegung im allgemeinen Falle.

Nach Satz 2 folgt, dass die Primidealzerlegung von p in K vollstiindig be-
stimmt ist, wenn man die Zerlegung der Ideale C{/ in (23) kennt. Um aber die
Zerlegung von C{) zu bestimmen, muss man die Zerlegung des Polynoms (17)
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(24) P (2) = Op ()% + 7% Pe()

in irreduziblen Faktoren (mod y;%) untersuchen.

A. a. O habe ich eine Methode angegeben, mit der man die Reduzibili-
tit von Polynomen mit rationalen Koeffizienten (mod p¢) untersuchen kann; man
bildet dazu eine Entwicklung (p, ¢ (x)) des Polynoms, wobei ¢ (z) (mod p) eine
Primfunktion ist, und konstruiert das zugehorige Polygon. Diese Methode lisst
sich aber, wie man leicht sieht, fiir beliebige algebraische Korper verallgemei-
nern, indem man dann Entwicklungen (p, @ (z)) bildet, wobei @ (z) (mod p) eine
Primfunktion bezeichnet.

Im obigen Falle (24) ist, wie man leicht sieht, das Polygon (p}j, @y (x)) oder,
was dasselbe ist, das Polygon (7'j, @i (z)) eine Gerade, welche die Projektionen
¢; bzw. €’; auf die X-achse bzw. Y-achse hat. Es wird der Kiirze wegen

6= &ij A
! ——
€= &jU;

gesetzt, wobei also 4; zu x; relativ prim ist.
Die Untersuchung der Reduzibilitit von ¥#i(x) (mod p;°) hingt nun mit
der Zerlegbarkeit der Funktion

(25) Fi(2,y)=y% + Pi(x) (modd p’;, @ (z))

aufs Engste zusammen.
Es habe nidmlich Fy(x,y) die Zerlegung in Primfaktoren

(26) Filo,g)=FP (2, g - B9 (@,9)% (modd v, ela),

wobei der Grad eines Faktors F{ (z,y) in y gleich w ist, wo also nach (25)
py 8yt g Sg= &

ist. Dann zerfillt entsprechend ¥ (x)

27 ) =P @) W0 @) (mod 3y,

wobei der Grad von ¥ (x) gleich w8l S ist.
ij

! Man sehe z. B. O. ORE: Zur Theore der algebraischen Korper, Acta Mathematica, Bd. 44
(1922]. Aus dieser Arbeit leitet man einfach die hier folgenden Ergebnisse ab.
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Die Faktoren ¥ (x) brauchen jedoch in diesem allgemeinen Falle nicht
(mod ;) irreduzibel zu sein. Wenn aber fiir einen Faktor F{(x,y) in (26) der
Exponent s;=1 ist, wird auch der entsprechende Faktor #{(x) in (27) (mod pjf 2
irreduzibel. In dem Falle also, wo die Exponenten in (26) alle gleich 1 sind, wer-
den alle Faktoren in (27) (mod p;) irreduzibel und man zeigt dann leicht, dass
das Ideal Cf9 in ¢ entsprechende, verschiedene Primideale zerfillt, wobei der
 Grad eines solchen Primideals gleich w F;; wird, wo also jetzt

(28) Byt g = e
gilt.

Man kann aber im vorliegenden Falle einfach entscheiden, wann Fi(x, y)
(modd p’;, @i (x)) nur verschiedene Primfaktoren besitzt. Wenn niimlich Fj (zx,y)
(modd p';, @ (x)) einen mehrfachen Faktor hat, so muss Fi(z, y) (modd. p’j, @(x))
mit F'x(x,y) einen Faktor gemeinsam haben (Die Differentiation von Fi(x, y) soll
partiell in Bezug auf y ausgefiihrt werden.) Nun ist aber nach (23)

Fila,y)= ey

so dass Fi(x,y) nur dann mit F} (x,y) einen Faktor gemeinsam haben kannm,
wenn ¢&; durch p teilbar ist, und dies erfordert weiter, nach der Bedeutung von
&;j, dass sowohl e; als ¢/; durch p teilbar sein sollen.

BEs ist daher bewiesen:

Satz 3. Wenn nicht gleichzeitig e; und ¢ durch p teilbar ist, zerfdllt ein
Ideal C{) in der Zerlegung von p des Satzes 2 in lauter verschiedene Primideale

C#) =P, P, - Py, NP,=p“Fi,
wober die ganzen Zahlen u der Bedingung

it =g

geniigen.

Wenn ¢;=1 ist, wird also C{" selbst ein Primideal fiir alle %.

Aus Satz 2 und Satz 3 leitet man sofort den weiterén, wichtigen Satz ab:

Satz 4. Wenn entweder keiner der Exponenten e; oder keiner der Fxponen-
ten ¢'; durch p teilbar ist, so wird die Zerlegung von p im zusammengesetzien Kor-
per K folgendermassen bestimmdt:

Es ist
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=112

i=1j=1
wobez

D= C6d) 06D - f;lJJ)’ NP = ptia Fii
ist und alle Ideale C% zu einander relativ prim sind. Ein Ideal O/ zerfillt in
lauter verschiedene Primfakioren
CiN =P Py P, NP,=piFij

Hzerber haben die Zahlen Eij, Fyj, ¢ij, @uj, dieselbe Bedeutung wie in Satz 2 wnd
fiir die ganzen Zahlen w, gilt die Beziehung

ot pg=gj.

Im Falle, wo &; durch p teilbar ist, werden die Verhiiltnisse nicht so ein-
fach. Wenn &; genau durch p* teilbar ist, wird Fi(z,y) eine p*-te Potenz (modd
p’j, @c(x), und es kann in diesem Falle C{¥) auch mehrfache Primidealfaktoren
enthalten. Man zeigt aber leicht, dass die vorkommenden Exponenten = p°® sind.
Es ist zu vermuten, dass die Exponenten sonst willkiirlich variieren kénnen, so
dass man in diesem Falle keinen allgemeinen Satz erhalten kann.

§ 6. Bestimmung der Diskriminante des zusammengesetzten Korpers.

Unter Anwendung der vorhergehenden Untersuchungen lisst sich auch die
Diskriminante des zusammengesetzten Korpers einfach bestimmen. Es seien d, d,
und o die Korperdifferenten von %, % und K, und weiter seien d,d, und D die
Korperdiskriminanten derselben Korper, wobei man bekanntlich

(29) N(d)’—:ldl, Nl(al)zldll’ N(4)='DI

hat. Weiter weiss man, dass wenn die Primzahl p in % die Primidealzerlegung
(4) besitzt, die Korperdifferente d genau durch pé—!+¢ teilbar ist, wobei g;==0
ist, wenn ¢; nicht durch p teilbar ist, dagegen ¢,=1, wenn e; durch p teil-
bar ist. Die Zahl ¢; soll die Supplementzahl des Primideals p; heissen. Ent-
sprechend wird in %" die Supplementzahl eines Primideals p’; mit ¢’; bezeichnet.
Aus (29) folgt dann, dass die Diskriminanten d und d, genau durch die Potenzen
von p mit den Exponenten

r !
Dlits=1+e) baw. Wi —1+¢j)
f=1 Jj=1

50—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 17 aotit 1926.
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teilbar sind. Wie man sieht, ist die Diskriminante eines Korpers vollstindig be-
stimmt, wenn man den Grad f;, die Ordnung e; und die Supplementzahl g; aller
Primideale kennt.

Es soll nun die Differente o von K untersucht werden. Wenn A die
Relativdifferente des Korpers K in Bezug auf %' ist, besteht bekanntlich die

Relation
(30) A4=238, dy,

und da man in diesem Falle §, als bekannt voraussetzen darf, brancht man nur
die Relativdifferente 4y zu untersuchen.

Es wird jetzt wie in Satz 4 vorausgesetzt, dass entweder keine der Zahlen
e; oder keine der Zahlen ¢’; durch p teilbar ist; es werden in diesem Falle die
Bezeichnungen so gewihlt, dass keine der Zahlen e; durch p teilbar ist, und
man hat daher fiir alle ¢ einfach ¢;=o0.

Es sei mit den Bezeichnungen des Satzes 4 P; ein Primidealteiler des Ideals
C{). Nach den Gleichungen (7), (18) und (21) geht P; in p’; genaun in der Po-

i

tenz P;% auf, und da die Zahl ? nach der Voraussetzung nicht durch p teilbar
ij
sein kann, wird die Relativdifferente /i genan durch

teilbar. Da weiter die Differente d, von %, genau durch p.j~ '+¢j teilbar ist,

wird also ¢, genau durch
&, '
E—j(e s —1+¢')
teilbar und daher nach (30) die Kérperdifferente o/ von K genau durch

) e , €; e; ) , el
Epj— — ol o+ ——1 Ejj—1t07y —
ij ij ij — Pt i

teilbar. Da die Primzahl p nach Satz 4 genau durch PFij teilbar ist, kann man
diese Resultate kurz so ausdriicken:
Die Supplementzahl des Primideals Py ist gleich ¢’; j"'.,.
ij

Nach (29) leitet man jetzt einfach die genaue Potenz ab, in der p in der
Korperdiskriminante von K vorkommt. Es ist ndmlich nach Satz 4
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: ) Mg ' ‘.i)
E;:—14p0"; — FAE —140"; =
N(PS N P“ij)) ey ”( LAY
und man braucht also um den Exponent zu finden nur den Ausdruck

r G
ut Fij (E,-j —I +9j—'_)
&ij
iiber alle verschiedene Primidealtciler P, von p in K zu summieren. Lisst man

zuerst P; alle Teiler des Ideals C{ durchlaufen, so erhilt man nach Satz 4,
indem man (28) beachtet,

1 1 y € ’
eij L'ij (1’4'1'— 1 +9j;'j) = Fijlecej—eij+ese),

und, wenn man weiter diesen Ausdruck fiir k=1, 2, ..., ¢;; summiert, kommt

@ij Fijlei€i—eij+oje) =fifi (ere/j—eij+@'se),

und, wenn man zuletzt iiber 7 und j summiert, erbdlt man folglich die Summe

ror
D 2NL (eei—eijte'sel),
i=1j1
die also den gewiinschten Exponenten darstellt.
Satz 5. FEs wird vorausgesetzt, dass keiner der Exponenten e; durch p teilbar
ist, die Exponenten ¢'; diirfen dagegen durch p teilbar sein. Dann ist die Dis-
kriminante des zusammengesetzten Korpers genau durch

r or

Z Zf,fj (e; C'j - (,-j+g'j ;)

pi—l j=1

teilbar, wobei ¢'; die Supplementzahlen der Primidealteiler von p in k' bezeichnen.
Wie man sieht, hat man auch

DS e i—ejteie)=nn'+ D D (iei—en) fifi -
i=1j=1 i=1j—1
Aus Batz 5 folgt fiir den Spezialfall, dass keine unter den Zahlen e; und
¢; durch p teilbar ist, wo also fiir alle j ¢;=o0 ist, der friiher erwihnte Hen-
selsche Satz.
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Nimmt man an, dass die Primzahl p nicht in der Diskriminante d von %
aufgeht, so ist fiir alle ¢ e;=1, und es folgt, dass D) genau durch

r o7 »
D D=1 a D\ =140
i=1

p=1i=1 —p =

teilbar wird. Man kann daher sagen:

Wenn die Primzahl p nicht in der Diskrimenante d von k aufgeht und d’
genau durch p° teilbar ist, so geht p in D genau in der Potenz p™° auf.

Aus dieser Bemerkung folgt sofort, dass wenn die Diskriminanten der Kor-
per &k und %" zu einander relativ prim sind,

D=av &'

ist, wie schon von HirBerT angegeben.

Durch Anwendung der vorstehenden Resultate kann man eine Reihe von
Ergebnissen iiber die Zusammensetzung von spezielleren Korpern finden, worauf
ich jedoch nicht eingehen werde.



