
SUR LA SI~RIE DE DIRICtILET ET LA Sl~RIE DE FACULTieS. 
PAR 

@. MITTAG-LEFFLER.  

Extrai t  d'une let tre  "~ M.-N. E. NORLUND. 

Je  viens de trouver parmi rues papiers de l'annde 1910 la note suivante 
que vous trouverez peut ~tre avoir encore quelque intdr6t. 

Dans une confdrence que j 'ai faite au congr6s de Rome 1 j 'ai communiqud 
le thdor~me suivant : 

CX3 ,li ~]  c,, (1) F A ( x - a )  : =_m ~ _=o ~ -~ (x -a ) ' ;  a rdel positif. 

Dans une lettre intdressante que M. M. RIESZ m'a adressde ~ il ddmontre entre 

autres thdor~mes concernant les s@ies de Dirichlet et qui sont analogues "s ceux 

que j 'avais ddmontrds pour les s@ies de puissances, le thdor6me remarquable 
que voici: 

lira 
cx~ k~ e-- ;t,,s 
:E ~ : 0 < ~ , < ~ < . . - ~ l , + , < - . .  lira ~,-----oc. (2) f a ( s ) .  = o~=1 

Dans mon thdor~me FA (x) ddsigne la branche uniforme d'une fonction monog~ne 

F(x) qu'on obtient en continuant la sdrie ?~(x-a) -~ ~ c,(x--a)" le  long de 
~ 0  

chaque vo, teur sorti de zdro jusqu'au premier point singulier. Chez M. Riesz 

fa(s) est la branche uniforme d'une fonction monog~ne f(s) clu'on obtient en con- 

,Sur la reprdsentation arithmdtique des fonctions analytiques gdndrales d'une variable com- 
plexe". Atti del IV congresso internazionale dei matematici- (Roma 6--11 Aprile 1908.) Vol. I 
page 82. 

60ctobre 1910 ,Sur la representation analytique des fonctions d~finies par des sdries de 
Dirichlet". Voir Acta Mathematica t. 35 pages 253--270. 
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338 G. Mittag-Lefller. 

t inuant la branche fonctionnelle d~finie par la s~rie de Dirichlet 

O O  

el(s)-~- Z k,e--Z's 

suppos~e convergente pour les valeurs suffisamment grandes de la partie r~elle 
de la variable s, le long de chaque parall~le s l'axe r~el jusqu'au premier point 
singulier. 

De la m~me mani~re que j'avais form~ des constantes c, coefficients de la 
s~rie ~ ( x - a )  d~finissant la fonction F(x) une expression arithm~tique d'un seul 
tenant qui repr~sente ]a branche FA(x -a ) ,  M. Riesz est parvenu s former 
des constantes k, clans la s~rie d(s) une expression arithm~tique d'un caraet~re 
tout semblable s la mienne et qui repr~sente la branche fa(s). C'est sans doute 
un r~sultat d'une certaine importance qui marque un progr~s dans la tMorie des 
s@ries de Dirichlet. 

On peut obtenir dans le memo ordre d'id~es encore une nouvelle expression 
de fa(s). 

~I. E. Cahen a ~nonc@ le tMor~me, facile ~ d~montrer ~ que la s@rie: 

O O  

d(s) = Z 
v----1 

suppos~e convergente dans un certain demiplan, est li~e pour B(s) suffisamment 
grande, & la s~rie analogue 

par la relation: 

D(s)  = 2g k , e - ~ " ' ;  t ' ,  = 

Mettons: 

et on obtient: 

1 oo 8 - -  
d(s) = -~(s) fdO D(x)x l dx. 

X ~ e - {~  

a ( s )  - , =  

i Encyclopedic des sciences mat. Tome I. Vol. 3. Fasc. 3, page 260. E. CAHBN, Theses etc. 
Sur la fonction de Riemann et sur des fonctions analogues, page 25. 
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On aura done x: 

O0 __ e~.r- m~ 
1 k ,e  } 1 Lim ; +~176  I"" Z ~-=d., (3) f a  (s) - -  T'(s) ,~ = o J _  oo , = 1 

__ 1 Lira f 9~ 1 D(x)xS_ tdx .  
F(s)  a = o a  o a log -~ 

La branche fa (s )  est par cons6quent repr6sentde partout dans l'6toile a aussi 
bien par l'expression: 

1 . OO 

r(s, /o m 

que par l'expression de ~I. Riesz: 

1 
l a log 

D (x) x'-' dx 

c~ k, --Z,,s 
Lim E ~ e  

/)lais je d&ire surtout attirer l'attention sur un autre th~or~me qai coneerne la 
s~ric de facultds. On peut ddmontrer que si la s~rie de facult~s: 

(4) L~o ar 
$2(,)----,=oN z ( , + l ) . . . ( z + v )  

converge dans un certain demiplan la s~rie: 

E a , y ' ( 1 - - y ) ' - '  

est uniformdment eonvergente pour 0 ___< y ~ 1, R ( z )  ~tant suffisamment grande. 
En posant 

ep(y)-~- Z a,,y" 
~ - ~ - 0  

on a alors l'dgalitd: 

fo~ (~)  = (1  - r r d t. 

' c. f. pages 18, 19 duns la note de M. Riesz. 
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Si nous d~signons comme tout s l'heure par fa (~) la branche uniforme d'une 
fonetion f (z) qu'on obtient en continuant la branche fonctionnelle d~finie par la 
s~rie de facult~ ~2(z) le long de chaque parall~le ~ l'axe r6el jusqu'au premier 
point singulier, on aura~: 

fo , 1 
= Lira 1 "r 

= = o {I.a l o g  --v 

On volt de m~me 2 que les points singuliers finis de fa(s) ou ee clue j 'ai 
appel~ les sommets s finis de l'6toile a, soit }+{~,  s'obtiennent de la formule: 

= lim lira log log ~ (1 - ~) ~-~-,+i~. d~ ! 
~ o  ~ = oo ~ l o g  I 

oll ~ pareourt les valeurs r~elles depuis - ~  jusqu's + oo et on rejette tous l e s  
non finies et r6elles. 

On pouvait etre tent~ d'apr~s ce qui precede de vouloir d~finir la fonetion 
analytique dans toute sa g~n~ralit~ aussi bien par les eonstantes k, (formule 2) 
ou par les eonstantes a, (formule 4) que par les constantes c, (formule 1). En 
r~alit6, il n'en est rien. Les constantes k~ et a, ne peuvent pas ~tre choisies de 
mani6re s d~finir chaque fonction analytique, elles d~terminent settlement une 
classe de fonctions qui ont une certaine allure dans la proximit5 d'un point sin- 

gulier x = 0, en mettant  e -~ = x, - -  = x .  
z 

Ma formule (1) peut de memo etre g~n~ralis~e ~ repr6senter une fonctlon 
dont l 'allure aux environs du point x = a, ce point ~tant singulier, est carac- 
t~ris~e par les constantes c,. 

Pages 18, 19 dans la lettre de M.'Riesz. 
Voir formule (46) dans la lettre de M. Riesz. 

s Voir ,Sur la representation analytique d'une branche uniforme d'une fonetion monog~ne 
(2 c note)". Acta mathematica, t. 24, p. 183. 


