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Introduction

L’objet de ce travail est 1’étude d’une méthode de comparaison, que nous croyons
nouvelle, des opérateurs différentiels. Dans le cas le plus important considéré ici,
lorsque par exemple P(D) et Q(D) sont deux polyndmes différentiels & coefficients
constants et () est un ouvert de R”, nous chercherons, pour tout ¢>0, une fonction

mesurable et localement bornée g, telle qu’on ait:

19:Q (D) gl <2[lg. P (D) || (1)

pour toute fonction ¢ indéfiniment dérivable, & support compact contenu dans Q;
et si de telles fonctions ¢g. existent, nous dirons que P (D) domine @ (D) sur Q. Plus
généralement, la domination consistera en des changements de norme, dans un espace
fonctionnel, susceptibles de rendre la « contribution » d’un opérateur donné, arbitraire-
ment petite si on la compare & celle d'un certain autre. Les deux premiers para-
graphes du chapitre I précisent, dans une situation assez générale, cette notion de
domination et en fournissent les premiéres régles de maniement.

Les fonctions g, pouvant figurer dans (1) forment, lorsque ¢ =0, ce que nous ap-
pelons une base de domination de @ (D) par P (D). Il nous a paru naturel, dans le
cas des coefficients constants, de ne considérer, pour commencer, que des bases con-

stituées d’exponentielles

exp (hyxy+ - +h,a,) (hyy --., by réels). (1)

Ces fonctions sont en effet intimement liées & la structure de groupe additif de R"
et donc aux opérateurs différentiels invariants par le groupe, c’est-a-dire & coefficients
constants. Il s’ensuit que leur utilisation bénéficie des techniques classiques, et, au
premier rang d’entre elles, de la transformation de Fourier. Dans ce méme ordre
d’idées, les procédés mis au point par M. L. Hérmander dans sa these admettent
une extension immeédiate qui rend d’inappréciables services. Cette extension et ses

premiéres conséquences font l'objet du paragraphe 3 du chapitre I.(2)

(}) La domination correspondante est dite « exponentielle ».

(2) Apres le ronéotypage du present travail, j’ai eu connaissance de l'article [7] de Mr. L. Niren-
berg, dans lequel se trouve définie une notion assez voisine de la domination exponentielle. Cependant,
les différences entre les définitions de Nirenberg et les nétres sont assez profondes, ne serait-ce que
par le réle, joué dans la domination, par ¢! Nirenberg utilise la relation par lui définie pour prouver
Punicité des solutions de certains problémes de Cauchy. Sur le méme sujet, est paru récemment un
article de Hormander ([3]), qui utilise & la fois les définitions de Nirenberg et notre théoréme 4.4
(relatif & une domination multiplicative mais non exponentielle).
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A VYorigine, notre intention était d’exploiter l'existence d’une domination, du
genre de celle que traduit (1), pour prouver linversibilité (au sens de certains espaces
de fonctions ou de distributions) d’opérateurs du type P (D)+a(x) @{D), ol a(x) est
mesurable et localement bornée. Mais évidemment, il convenait d’abord de reconnaitre
les opérateurs qui possédent de bonnes propriétés de domination, propriétés dont deux
g'imposaient, avant toute autre, & l'esprit : que Popérateur étudié domine lidentité
(qu’il soit ce que nous appelons dominant); qu’il domine tout opérateur d’ordre stricte-
ment inférieur au sien. Sur la premiére de ces questions, nous aboutissions au ré-
sultat suivant : les opérateurs qui ne dominent pas (pour des bases formées d’expo-

nentielles) 'identité sont tous « fabriqués » & partir de I'un d’entre eux, qui n’est

1/6 .o
az‘é(a_xﬂﬁ)‘

Ce résultat est précisé et démontré dans le paragraphe 4 du chapitre L.

autre que l'opérateur de Cauchy

Quant & la seconde question, elle nous a conduits & une nouvelle caractérisation
des opérateurs hyperboliques : ce sont précisément ceux qui dominent tous les opéra-

[y

teurs d’ordre strictement inférieur au leur. Et cette caractérisation, & condition de
rendre la domination locale, s’étend aux hyperboliques & coefficients variables. Par
des techniques directement inspirées de celles qui nous ont conduits 13, on obtient
une caractérisation (toujours basée sur l'ensemble des opérateurs dominés) des opéra-
teurs paraboliques, au sens de Petrowsky, & coefficients constants ou variables. Ces
résultats se trouvent exposés dans le chapitre II.

Jusque la, les bases de domination restaient formées d’exponentielles. 1l nous a
semblé utile de les enrichir, en essayant de conserver les propriétés valables avec les
exponentielles. C’est le but de la premitre partie du chapitre III. Toutefois, nous
nous sommes limités aux opérateurs hyperboliques normaux ou paraboliques (tout
ceci relativement & une direction privilégiée ;) et aux bases formées de fonctions de
la seule variable z;. On constate alors que les propriétés du chapitre Il se prolongent
convenablement. Cet accroissement des bases de domination permet, dans le cas des
coefficients variables, de sortir du cadre local, qui était celui du chapitre II, et d’éta-
blir les dominations pour une certaine classe d’ouverts non bornés. Du méme coup,
les dominations acquieérent une signification invariante par changement local de coor-
données,.

Les caractérisations du chapitre IT présentent cet intérét, de ne plus faire inter-

venir les racines du polynéme associé & la partie principale de 'opérateur différentiel.
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Elles suggérent une définition des opérateurs hyperboliques ou paraboliques qui au-
raient comme coefficients des opérateurs d’un espace vectoriel topologique dans un
autre. Sans nous avancer dans cette voie, nous avons cependant étudié une catégorie
d’opérateurs différentiels & une variable, ayant comme coefficients (non constants) des
opérateurs dans des espaces hilbertiens. Cette étude occupe la seconde partie du cha-
pitre III. En utilisant systématiquement le fait que d*/dt* (k entier >0 ou <0)
domine, suivant des bases formées de fonctions de ¢ arbitrairement croissantes, tous
les opérateurs d"/dt* pour h<k, nous établissons trois inégalités (prop. 3.1, 3.2 et 3.3),
utilisées ensuite pour résoudre une classe de problemes aux limities de type mixte
(posés au sens de M. J. L. Lions). Ces problémes ont déja été résolus par divers
auteurs. Cependant, le théoréme central du traitement proposé ici (théoréme 3.7) est,
a4 notre connaissance, nouveau.

Dans le chapitre IV, nous considérons d’autres dominations que celles intervenues
jusqu’ici: dans le premier paragraphe, les fonctions g. de (1) sont remplacées par des
opérateurs multiplicatifs en x;, et « convolutifs » en z,, ..., z,; dans le deuxiéme para-
graphe, on prend pour g, opérant de nouveau multiplicativement, des fonctions du
type exp (¢%|z[%). On démontre un résultat vrai pour tout opérateur i coefficients
constants P (D), disant que, suivant des bases ainsi choisies, P (D) domine tous ses
dérivés P® (D), et cela, sur R" entier. En particulier, en ce sens, P (D) est dominant.

La plus grande partie de ce travail a été résumée dans les notes aux Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences ([11], [12], [13], [14], [15]).

Nous tenons a exprimer notre vive gratitude & M. L. Schwartz pour ses encou-
ragements et ses conseils. Sur la question des problémes mixtes, nous avons eu la
chance d’entrer en rapport avec M. J. L. Lions; ses nombreuses suggestions nous
furent toutes précieuses. M. M. Schwartz et Lions ont revu et corrigé notre travail.

M. L. Hérmander a bien voulu nous communiquer une démonstration nouvelle
du théoréme de caractérisation des opérateurs dominants (th. 1.4), démonstration que
nous nous sommes permis de substituer & celle d’origine, bien moins élégante.

Je tiens enfin & remercier M. M. Véron, sans lequel je n’aurais pu poursuivre
les recherches qui ont trouvé leur aboutissement ici, et M. R. Pallu de la Barriére,

sans lequel elles n’auraient jamais eu de début.
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CHAPITRE I
Généralités sur la dom

§ 1. Définitions et énoncés

On considére un espace vectoriel £ (sans topol
la norme sera notée || ||; L(E; F) désignera ’espace
de £ dans F, L,(F) celui des opérateurs bornés
notée elle aussi || || (aucune confusion n’est & crai

opérateurs inversibles et bicontinus de F sur lui-mé

DEriNiTIiON 1.1. Soient § un sous-ensemble |
dirons que S domine uniformément T dans L(E;
trouver U € Aut (F) tel que :

1T T 2)|<esup | US)]|  quel

Dans toute la suite, exception faite de la fin

Y

se réduira & un seul élément S; nous dirons, dans
ment 7 dans L(E; F) si, pour tout £¢>0, on j

|T(T)||<e]|USw)| quel que soit z€E.

DEriNiTION 1.2. Supposons que E soit” un
dirons que S L(E; F) est untformément dominant d
ment, dans L(E; F), Uinjection canonique de E dans

Ici encore, lorSQue $ se réduit & un seul éléme

uniformément dominant dans L(E; F).

DiriNiTION 1.3. Soient S, T deux sous-en:
que S équidomine uniformément J dans L(E; F) si,

tel que :
sup ||U(Tw)||<esup | T(Sz)|| qu
TeT Ses

DiriNiTiON 1.4, Supposons que § équidoms:
Un sous-ensemble U de Aut (F) sera appelé une bas

L(E; F) si, a tout ¢>0, on peut faire correspondre

sup [|U(T)|| < sup | U (S| qu
Teg Ses

3URS DIFFERENTIELS 5

1ation

eneraux

gie) et un espace normé F, dont
vectoriel des applications linéaires
e F, muni de la norme usuelle,
ire); Aut (F) sera le groupe des

1e.

T un élément de L (E; F). Nous

M si, pour tout £>0, on peut

ue soit x€E.

u présent chapitre, ’ensemble §
ce cas, que § domine uniformé-
ut trouver U € Aut (F) tel que

sous-espace vectoriel de F. Nous
ns L(E; F) si § domine uniformé-
F.

it S, nous dirons de S qu’il est

mbles de L(E; F). Nous dirons
tout ¢ >0, correspond U € Aut (F)

que soit x€E.

 uniformément T dans L(E; F).
de domination de T par § dans
€U tel que :

que soit x€E.
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Dans ce qui va suivre immédiatement, nous nous limiterons au cas ou § est
réduit & un élément unique S € L(E; F). Mais bon nombre des énoncés qu’on ren-
contrera se généralisent directement au cas ol § contient un nombre quelconque

d’éléments.

ProrosiTion 1.1. Supposons que S équidomine uniformément J dans L(E; F)

suivant une base de domination U. Alors :

1° Soient un espace vectoriel G et w€ L(G; E). Sou équidomine uniformément dans
L(G; F) Vensemble des Tou, T €, suwant la base U.
2° Quel que soit Ty€J, S+ T, équidomine uniformément J dans L (E; F) suivant la
base U. ‘
3° Quel que soit Uentier r>1, 8 équidomine uniformément dans L(E; F) suivant
r

e,
la base U Vensemble T+ --- + .

Bornons-nous & démontrer 2°, le reste étant & peu prés évident. Par hypothése,
quel que soit £>0, il existe U €U tel que ||UTx||<e||USx| pour tout x € E et tout
TeJ. Donc: [|[UTx||<e(|US+Ty || +]|UTyx|]), qui, appliqué & T=T,, donne :

|0zl < (5 10+ Tl
En revenant en arriére,

£ —

82
TS +Ty) x|,

2
loTal| <3

d’on le résultat.

CoROLLAIRE. Si S équidomine uniformément J dans L(E; F) suivant une base
de domination U, quelle que soit la famille finie (T)) (1<i<r) extraite de T, S domine
uniformément T, + -+ T, dans L(E; F) susvant la base U.

ProrosiTion 1.2. Supposons que S équidomine uniformément J dans L(E; F)
suivant une base de domination U, et qu'on ait fait correspondre, & chaque T €T, un

opérateur Ap € L, (F) de maniére que :

a. Il existe M < + oo fel que || Az||<M pour tout TEJ.
b. Ay et U commutent, quels que soient T€JT et U€U.

Dans ces conditions, S équidomine uniformément, dans L(E; F), Uensemble des

Ao, T parcourant T, suivant la base U.

Immédiat, puisque ||U(4;T)||=]|47(UTx)||<M||UTx|| pour tout z€E.
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Un certain nombre d’applications de la domination tirent leur possibilité du

théoréme suivant :

TaLoriEME 1.1. S S domine uniformément T dans L(E; F), il existe deux

constantes finies A;, A, telles que :
|Sz|| <A, ||(S+T) x| <A4,||Sz|| pour tout x€E.

Preuve immédiate : il existe U € Aut (F) tel que ||[UT«|[<}| US| pour tout
xz€E. Mais alors ||USz||<|U(S+T)x|+||UT=| implique |US=z|<2||U(S+T)z|,
d’otr:

ISzli<lT I Us=zl|<2|T | UES+Dl<2| U U] 1S+ T)=]

ce qui fournit la premitre inégalité. Pour la seconde, remarquons qu’avec le méme

choix de U, on a:

|+ Tyall<|USe]+ 1| USel =3 USe].
Dot : [S+D)e|<NTNU S+ D[ < U HIT] | 8],
Voici maintenant quelques renseignements complémentaires :

ProrosiTion 1.3. Supposons que S domine uniformément T dans L(E; F) et
que T ne soit pas nul. Alors, & tout M < + oo, on peut faire correspondre ¢ >0 tel que
|UTz||<e||US=|l, pour tout x € E, impligue ||U|| ||U =M (U € Aut (F)).

En effet, il existe z,€E tel que Tx,=0. Puisque S domine uniformément 7', on
ne peut avoir Szy=0. Mais alors ||U T z,||<e||U Sz, implique :

[Tl <N T NT Tz <[|TNT NSl

et en posant ¢=||T z,||/|| Sx,||, on voit que ceci implique ¢/e<||U*||, d’ol1 le résultat.

ProposrrioN 1.4. Supposons que E soit un sous-espace vectoriel partout dense de
F et que S soit uniformément dominant dans L(E; F). Alors S ne peut éire un opéra-

teur borné (pour la norme || ||) de E dans F.

Supposons que S soit borné. A tout £>0 correspond U, €Aut (F) tel que
|U.2z||<e||U.Sx| pour tout x€E. Quel que soit % >0, du fait que E est dense
dans F, il existe un élément ., de E, ||2.,]|=1, tel que |U.||—n<| U.z.,|, d'on

1
S WA =< U sz, lI<|| U | S|
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et comme 7 est arbitrairement petit, ceci signifie 1<e¢||S||. Mais & est aussi arbi-

trairement petit.

Remarque. La prop. 1.4 cesse d’étre exacte si on supprime la condition : & dense
dans F, ou bien si on remplace la condition : § uniformément dominant par : § do-

mine uniformément au moins un élément 7 de L(E; F).

ProPOSITION 1.5. Supposons que E soit un sous-espace vectoriel de F et que S

soit uniformément dominant dans L(E; F). Alors S ne peut avoir de vecteur propre.

Car si on avait Sxz;=2%, (z : nombre complexe) pour un certain z, € E, on aurait
U || <|2|e||Ux|| (¢>0, UE€EAut (F)), soit 1<|z|e pour tout £¢>0, ce qui est ab-
surde.

COROLLAIRE. Si S est uniformément dominant dans L(E; F), aucun sous-esgace

de dimension finie de E me peut étre stable par 8.

Dans tous les cas que nous aurons & considérer, F' sera un espace hilbertien.
Le th. 1.1 admet alors une interprétation commode, & savoir qu’il existe un opéra-
teur borné G de F, de norme < A4,, tel que G (T +8)x=S8x pour tout x€E. On
peut préciser cela ainsi :

THREOREME 1.2. Supposons que F soit hilbertien et que S domine uniformément
T dans L(E; F). Il existe un isomorphisme vectoriel-topologique (pour la morme || ||) de
F sur lui-méme, G, tel que G(S+T)x=Sz pour tout x€EE.

Il existe U€Aut (F) tel que |UTz||<}||USz|| pour tout € E. Définissons
alors une application J de F dans lui-méme de la fagon habituelle : JJ =0 sur I'ortho-
gonal (dans F) de USE; si y=USxz, x€E, Jy=UT=x et par continuité, J se pro-
longe & Yadhérence de USE dans F. Ainsi J est définie sur F entier; ||J||<} d’a-

o0
prés la majoration précédente. Dol résulte que la série >’ (—1)*J* converge vers
£=0

HEeL,(F); H est 'inverse de I +.J : c¢’est donc un élément de Aut (F) et (I+J)USx=
=U(8+T)z implique Sx=U*HU(S+T)x (pour tout x€E); G=U 'HU répond
aux conditions de 1’énoncé.

Il conviendrait maintenant d’introduire la dualité, en munissant £ d’une topo-
logie (assez fine : plus fine, par exemple lorsque E est plongé dans F, que celle in-
duite par F), et les transposés S, 'T, etc. des opérateurs étudiés. Le théoreme 1.2
permettrait alors, dans les circonstances favorables (le plus souvent réalisées en pra-

tique) d’établir des isomorphies entre espaces de solutions des équations (!S+‘T)f=0
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et 'SF=0. Tout ceci demanderait bien entendu & étre précisé mais ne comporte
aucune difficulté.

La domination uniforme, qui vient d’étre définie, est une notion beaucoup trop
étroite pour les applications que nous avons en vue. Dans presque toutes les circon-
stances, il nous faudra faire appel & un concept plus large, qui constituera la domi-
nation proprement dite. Nous ne chercherons cependant pas & en donner une défini-
tion générale; nous nous bornerons au cas des opérateurs différentiels, avec des espaces
E et F de fonctions et de distributions. Mais auparavant nous allons examiner ra-
pidement un cas typique, qui indique, & lui tout seul, la voie & suivre.

Plagons-nous sur la droite réelle, dont la variable sera notée ¢; soit L? ’espace
des classes de fonctions de t de carré sommable et D le sous-espace de L? formé
des classes qui ont un représentant indéfiniment dérivable i support compact.

Soit p(f) une fonction une fois continiiment dérivable sur la droite, & valeurs

réelles, vérifiant |p’ (£)| >0 pour tout . On peut écrire :
(eAp(t)(p', e—zJ(t)(p)L2 — (e—n(t)w, e-v(t) (P')L'+ P (p' (t) e—p(t) ®, e*p(t)(p)u

quelle que soit @ €D; et done :
R 029 s = | o -0t |2
e (e T @)= | p )] e PP pldt. (1)

Soit alors un ouvert borné Q de la droite. Il existe un nombre cq>0 tel que
[P ()| =cq pour tout t€Q. En remarquant que p’(f) ne change jamais de signe, et

en appliquant I'inégalité de Schwarz au 1°* membre de (1), on voit que :

e foI¢3) flip

b 0]
lle T

(2)

Pl
Co Lt

pour toute p€D(Q) (i.e. p€D et a son support dans Q). On peut d’ailleurs, dans

cette inégalité, remplacer ¢ par D" (h : entier>0 queleonque); par itération, on

obtient aussitot :
e ?O D" @ || < cq® ™ ||e ?® Drg||1a (3)

pour toute @ €D(Q) et tout couple d’entiers 0<Ah<k.

Nous rencontrerons ultérieurement diverses généralisations de ce trés simple
résultat. Il résulte de (3) que D* domine uniformément D" dans L(E; F) lorsqu’on
choisit pour E D(Q) et pour F l'espace L?(Q) des classes de fonctions définies et de
carré sommable dans €. Comme base de domination, on pourra prendre n’importe

quelle suite de fonctions (opérant multiplicativement) exp p,(f) (n=1, ...), ou p, (!
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est & valeurs réelles, une fois continiment dérivable, vérifiant |py (t)] >0 pour tout
t réel et |pn(t)|>n pour tout tE€Q.

Mais on peut tirer davantage de la majoration (3). Imposons en effet aux p, (¢)
de vérifier |p, (t)|>n pour tout t réel (n=1, ...) et non seulement pour tout t€ Q.
Cette suite de fonctions (opérant multiplicativement) constitue une base de domina-
tion de D" par D* dans L(D(Q); L*(Q)) quel que soit Uouvert Q de la droite. On a

méme :

70 D gl n P |0 Do @

pour foute @ €D. Mais cela ne signifie nullement que D* domine uniformément D",
suivant la base formée des exp p,(f), dans L(D; L?). En effet, conformément & nos
définitions, il faudrait pour cela que la multiplication par exp p,(f) soit un isomor-
phisme vectoriel-topologique de L? sur lui-méme, c’est-i-dire, par conséquent, que
Pa(t) soit bornée sur toute la droite, ce que contredit la condition |p; (£)]>n pour
tout f. Oublions le fait que la majoration (4) est valable pour toute g €D, c’est-a-dire
que le choix de p, (), fixé par le désir d’avoir (4) avec 1/n aussi petit qu’on l'aura
voulu, ne dépend pas du support de ¢, ce qui constitue une circonstance trés favo-
rable et relativement exceptionnelle. Il reste que nous nous trouvons dans la situation
suivante : nous avons affaire & deux opérateurs S, T€ L(E; F); E s’exprime comme
réunion de sous-espaces E,;(:€J), chaque E; étant appliqué par S et 7' dans un sous-
espace F; de F. La restriction S; de S & E; domine uniformément la restriction 7,
de T & E; dans L(E;; F)). De plus, il existe une famille U d’opérateurs de F,
«non partout définis », mais définis sur la réunion F’ des F; (¢€J), telle que, pour
chaque i €J, le passage & la restriction & F; en fasse un ensemble d’opérateurs bornés
et inversibles de F; sur lui-méme et une base de domination de 7; par S; dans
L(E;; F;). Ceci décrit exactement, dans le cas géndral, ce que sera la domination

telle que nous la rencontrerons dans la suite.

§ 2. Opérateurs différentiels et domination

Nous commencerons par exposer les notations qui seront utilisées dans tout le
cours de ce travail.

Les opérateurs différentiels, les fonctions, les distributions, etc. seront définis
dans R", dont la variable sera notée z=(,, ..., #,), ou bien y={(y,, ..., ¥a), etec.

N désignera I'ensemble des entiers >0; N™ celui des n-uplets (p,, ..., pa) de tels
entiers. On supposera N™ muni de la loi additive usuelle. Conformément & une cou-

tume désormais bien établie, 4 p€N"™ nous pourrons associer les «factorielles »
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p!l=p,!...p,! et lentier |p|=p,+ -+ p,. Nous écrirons aussi (g) = (2;1) (gn)

1 n
pour p, gEN™", p;>¢q; pour tout j=1,...,n. Pour tout systéme z= (2, ..., 2,) de n
nombres complexes, il nous arrivera d’employer la notation z” pour désigner le pro-
duit 2{* ... 28»,

Voici maintenant une notation & laquelle nous aurons recours constamment : si

x= (2, ..., x,) € B, nous poserons 2°=(x,, ..., #;) (€ R"!). Analogue pour y, ou bien
pour z€C" De méme, si pEN", p’=(p,, ..., p,) € N"" 1. Et aussi, si X désigne un
systéme de n indéterminées X, ..., X,, X° désignera le « sous-systéme » X,, ..., X,. Ete.

Pour les espaces fonctionnels, nous utiliserons les notations classiques en théorie
des distributions. Par exemple, si T est une distribution tempérée sur R", i.e. si
T €S., nous noterons 7' sa transformée de Fourier. Le plus souvent, la variable c6té
image de Fourier sera y, celle c6té objet étant x. Précisons néanmoins que la trans-

formation de Fourier sera supposée opérer ainsi, sur D, par exemple :

&(y)=f<p(x) exp (—2in (z, yd)dz, @€D,

ou Lz, yp=x,9,+ - + Ty Y-

Nous désignerons par P (D) lopérateur différentiel a coefficients constants sur
R" obtenu en substituant, dans le polynéme P(X)€C[X,, ..., X,] (i.e. & coefficients
complexes, & = indéterminées) la dérivation (1/2:m)(0/8%;) & lindéterminée X;
(=1, ...,n). Lopérateuar PP (D), p€N", sera associé, conformément & cette régle,
au polyndme

1 \"P o7 P
(m—n) oxpaxmt %)

Mais nous nous permettrons une importante dérogation & cette convention : nous
désignerons par D? le mondme de dérivation 9™/8x{...8°» /0 x5». Nous espérons que le
lecteur éventuel voudra bien nous pardonner cette grave incohérence. La signification
de D? est désormais classique en théorie des distributions et nous est si familiére
que nous n’avons pas su nous en affranchir. Mais, d’autre part, I'’emploi incessant
de la transformation de Fourier nous a contraints & attribuer & P (D) le sens défini
ci-dessus.

Nous noterons P (D) 'adjoint de P (D), ¢’est-d-dire le conjugué du transposé de P (D)
(par exemple, pour la dualité entre D et T’). Si P (X) désigne le polynéme obtenu en rem-
plagant, dans P (X), chaque coefficient par son complexe conjugué, on aura P (D)=P (D).

Il faut faire attention au fait suivant :si P (D) est I'adjoint de P (D), celui de
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PP (D) sera (-1)?/(PY? (D) (p€N"). 1l suffit de faire la vérification pour P (D)=
=9/0x, dont ladjoint est —8/dz,; or P®%~®(D)=1 et est son propre adjoint,
alors que (P)*%-9(D)= —1.

On a intérét i utiliser des notations analogues pour les opérateurs & coefficients
variables. En notant F(z) lanneau des fonctions définies dans R", & valeurs com-
plexes, soit P(x, X) un élément quelconque de F(x)[X,, ..., X,]; P(x, D) sera I'opéra-
teur différentiel obtenu par les subsitutions X;—(1/2in) (9/0x;) (1<§j<n) dans
P(z, X). On définit, comme on l'a fait dans le cas des coefficients constants, les

opérateurs dérivés P® (z, D). On peut aussi le faire par récurrence, & partir de :
pE0-- (g, D)p =[P (z, D), z;] ¢ = P (%, D) (2,¢) — 2, P (z, D) .

Généralisant ceci, voici la formule de Leibniz ([2], formule 2.1.6):
Pz, D)(uv)= > l})”uP‘”’ (¢, D)v (u,vEE, par exemple).
pen” p!

Nous noterons P (z, D) ladjoint (lorsqu’il existe) de P(x, D); il se calcule en pro-

longeant par linéarité la formule (a(z)D?)” = (—1)'D? . q ().
DEriNiTION 1.5. Sotent deux opérateurs différentiels d coefficients constants P (D),
QD) sur R". Nous dirons que P(D) et Q(D) sont semblables il existe un automor-

phisme vectoriel w de R"™ tel que Q(y)=P (u-y).
#-y & un sens évident : si l'automorphisme u est représenté, dans le systéme

d’axes cartésiens Oy, par la matrice !, u-y a comme coordonnées les él uy;
(1=1, ..., m).

Nous allons maintenant aborder 1’étude de la domination dans le cas des opéra-
teurs différentiels.

2 désignera un ouvert de R". Ce qui va jouer le role de I'espace E sera P'espace
D(Q) des fonctions indéfiniment différentiables dans R" & support compact contenu
dans Q; F sera I'espace L?(Q) avec sa norme habituelle. Lorsque Q= R”, nous omet-
trons le plus souvent la mention (R") : nous écrirons D, L%, ete.

Dans tout le présent travail, les fonctions et les distributions auront des valeurs
scalaires (i.e. complexes), sauf dans la dernitre partie du chapitre III, ot nous con-
sidérerons des distributions & valeurs dans un espace de Banach.

Il est bien évident que les coefficients des opérateurs différentiels qu’il nous
arrivera d’étudier ne seront pas des fonctions quelconques. Il s’agira toujours de

fonctions au moins localement-L” et souvent soumises & des conditions supplémen-
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taires. Nous désignerons par L3, l'algébre des (classes de) fonctions dont la restriction
a tout ouvert borné () de R" oppartient & L* (Q).

Nous n’allons pas étudier la domination, entre opérateurs différentiels, au sens
le plus général. Aussi nous faudra-t-il distinguer certaines catégories, commodes 2
manipuler, de dominations.

Soit un entier k, 1<k<n. Considérons une distribution
T (x) e DI;;---,Ik ® S;“Ic+l’ cenly

(cela revient & dire que T est tempérée par rapport aux variables 2., .... 2,). On
peut effectuer la transformation de Fourier partielle de 7' par rapport aux 2., ..., Zn :
le résultat sera noté f’(zl, v gy Yrtps -oon Yn)e

Convenons d’appeler k-borné tout ouvert U de R™ dont la projection sur le sous-
espace Ty = =x,=0 (0<k<n—1) est bornéée (un ouvert 0-borné est un ouvert
quelconque).

- DEFINITION 1.6. Soit un entier k, 1<k<n—1. Nous dirons qu'une distribution

T sur R, appartenant & D:, .. s, ® Styin..nz, €St k-mixte, si T (@ .o Tis Yusns oo Yn)

est une fonction des variables xz; et y; (1<i<k, k+1<j<n), dont la restriction @ toul
ouvert k-borné U de R™ appartient & L™ (U).

Nous dirons qu’un opérateur T* de D dans L* est k-mixte s'il lui correspond une

‘distribution T (x) k-mixte, telle qu’on ait, pour toute ¢ €D:
T*<P= fT(xl’ cees Tiy Uppys oeey un)‘P(xp vees Xps Ly — Ukpys oo Xy — ) duk+1 er A2y

Nous noterons A® I'ensemble des opérateurs k-mixtes de D dans L2 1l est a
peu prés évident que A® est un espace vectoriel et peut étre muni d’une structure
d’algébre commutative (sur (). Si §* et T* sont deux opérateurs k-mixtes, corre-
spondant respectivement aux distributions k-mixtes S et 7', S*T* correspondra au
produit de § et de 7' multiplicatif par rapport aux variables z,, ..., 2, et de convo-
lution par rapport aux ., ..., %, ou, si on préfeére, & la transformée de Fourier
réciproque, par rapport aux y; (k+1<j<n), du produit multiplicatif S7. A® est une
algébre avec unité : cette unité est I'opérateur défini par 1(z, ..., 7)) @ 6 (Xyy, ..., )

On peut définir A® pour k=0 et pour k=n; A® sera l'algébre des opérateurs
définis par les distributions tempérées sur R™ dont la transformée de Fourier appar-
tient & L%; son unité correspond & la mesure de Dirac; A™ est tout simplement

Ly, opérant multiplicativement de D dans L2 Toutes les définitions qui suivent et
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qui portent sur A* vaudront pour 0<k<n. Un ouvert n-borné sera tout simplement
un ouvert borné.

Soit 1<k<n—1. Nous noterons G, le groupe des translations, opérant dans R”,
laissant stable le sous-espace z,=-.-=x,=0. Nous noterons @, le groupe de toutes
les translations de R" et G, le groupe réduit & la seule translation nulle.

Soit U un ouvert k-borné et stable par Gy (0<k<n). Si k=0, U est nécessaire-
ment identique & R™ (B™ est 0-borné!); si k=n, U est un ouvert borné quelconque.
Soit 7™ un opérateur k-mixte. La restriction de 7 3 D(U) se prolonge en une ap-
plication linéaire continue de L?(U) dans lui-méme, comme on le vérifie facilement
sur la déf. 1.6 (il y a deux choses & vérifier : 1° cette restriction se prolonge en une
application linéaire continue de L*(U) dans L? ce qui résulte du fait que U est k-borné ;
2° les images, par cette application, des éléments de D(U), sont des fonctions de 2
ayant leur support dans U, cz qui résulte du fait que U est stable par Gy).

Supposons maintenant que T™ soit inversible dans Y®; alors la restriction de 7™
a D(U) se prolonge en un isomorphisme vectoriel-topologique de L?(U) sur lui-méme.

Tout ceci nous permet de formuler la définition générale de la domination telle

qu'elle sera étudiée dans le cours de ce travail.

DiriNiTiON 1.7. Soient k un entier, 0<k<n,Q un ouwvert de R", stable par
Gy. Soient des opérateurs différentiels sur R, P;(x, D) (:€1I), Q;(x, D) (JEJ), I et J
étant des ensembles d’indices quelconques. Nous dirons que Uensemble des P;(x, D) équi-

domine au sens k-mizte Uensemble des Q;(x, D) sur Uouvert ) si les conditions suivantes

sont satisfaites :

1° Pour tout ouvert k-borné U, contenu dans Q el stable par G, Uensemble des
P;(z, D) égquidomine uniformément Pensemble des Q;(x, D) dans L(D(U); L*(U)).
2° Il existe un sous-ensemble U d’éléments inversibles de X ayant la propridté sui-
vante : pour chaque ouvert k-borné U, contenu dans Q et stable par Gy, notons Uy
Uensemble d’isomorphismes vectoriels topologiques de L?(U) sur lui-méme défini par
restriction & D (U) et ensuite prolongement par continuité des éléments de U. Alors
Uy est une base de domination des Q;(x, D) par les P;(x, D) dans L(D(U); L*(U)).

DEFINITION 1.8. Tout sous-ensemble U d’éléments inversibles de AP pouvant
figurer dans la définition 1.7, 2°, sera appelé une base de domination k-mixte de Uen-
semble des Q;(x, D) par Uensemble des P;(w, D) sur €.

En réalité, parce qu’il n’y aura pas de confusion a craindre, nous dirons toujours

base de domination au lieu de base de domination k-mixte.
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DEFiNiTION 1.7 bis. Soient k, P;i(x, D) (€1I), Q;(x, D) (j€J), comme dans la
définition 1.7. Soit Q wun ouvert quelcongue de R". Nous dirons que Uensemble des
P;(x, D) équidomine au sens k-mixte Uensemble des Q;(x. D) sur Uouwvert ) s'il existe
un ouvert ', contenant Q et stable par Gy, tel que Uensemble des P;(x, D) équidomine
au sens k-mixte Uensemble des @Q;(x, D) sur Q'. Dans ce cas, toute base de domination
de Uensemble des Q;(x, D) par Uensemble des P;(x, D) sur ' sappellera aussi une base
de domination du premier ensemble par le second sur L.

En vertu de I'importance de ce cas, il nous faut une définition spéciale lorsque

k=mn:

DEriNiTION 1.9. Soit wun ouvert € quelconque de R™ Nous dirons que Pen-
semble des Pi(z, D) équidomine multiplicativement Uensemble des @Q;{z, D) sur Q sl
Véquidomine aw sens n-mixte sur Q.

Explicitions un peu cette définition. D’apres la déf. 1.7 elle signifie qu’il existe
une famille de fonctions g(z) appartenant & L, (car U™ est lalgébre d’operateurs
définis par de telles fonctions opérant multiplicativement) telles que, pour tout ouvert
borné U de R", il existe une constante ¢y (dépendant de g) telle que 0<cy<|g(x)|
pour presque tout x €U (ceci correspond & I'inversibilité dans A™), et jouissant de
la propriété suivante :

Pour tout ouvert borné U contenu dans Q et pour tout ¢>0, il existe une

fonction g(x) de la famille telle que

sup ”g(x)Q,-(x,D)(p”Lz<g§gP llg () Pi(x, D) p||= pour toute ¢ €D(U).

Il conviendrait de donner, de méme, une dénomination particuliere & la domina-
tion O-mixte, qui pourrait étre appelée domination convolutive. Mais nous n’étudierons
pas du tout ce genre de domination. En fait, nous n’étudierons qu’un seul type de
domination mixte non multiplicative, une domination 1-mixte, avec des bases de
domination constituées par des éléments de AP qui seront définis par des exponen-
tielles en z, (chap. IV).

Les bases constituées d’exponentielles joueront un rdle trés important dans la

\

suite. Ceci nous incite & poser la définition suivante :

DEriNiTION 1.10. Soient k, €, P;(x, D), @Q;(x, D) (:€1, j€J) comme dans la
définition 1.7 bis. Nous dirons que Uensemble des P;(x, D) équidomine aw sens expo-
nentiel k-mixte sur Q Uensemble des Q;(x, D) sl Uéquidomine au sens k-mixte sur QQ,
suivant des bases de domination constituées par des éléments T de U™ définis par des

distributions T telles que T puisse sécrire :
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exp (_xlhl (yk+1’ vesy ?/n) B —zkhk (yk+-1v ooy ?/n))

o les Ay, (Yxsys --or Yoy (1 <v< k) sont des fonctions L™ des yxiq, ..., Yn-

Ici encore, par son importance, le cas k== a droit & une définition spéciale:

DfriniTioN 1.11. Soit Q un ouvert quelconque de R™. Nous dirons que Uensemble
des P,(x, D) équidomine exponenticllement Uensemble des Q;(xz, D) sur Q2 8'il I'équidomine

au sens exponentiel n-mixte sur L.

Donc la domination exponentielle est un cas particulier de domination multi-
plicative : les bases de domination y sont constituées par des fonctions de la forme
exp (— (&, k)), avec R€C™ ({x, by =z h + -+, hy), opérant multiplicativement. En
réalité, on peut se borner & supposer h € R", car si fE€EL® et est & support compact
et st h=h'+ih", k', k" €R",

| e

s

Naturellement, dans chacun des cas correspondants & ces définitions, toutes les
fois que l’ensemble d’opérateurs qui est dominé se réduit & un seul élément, nous
dirons « domine » au lieu de « équidomine ». Si ce seul élément est I'application iden-
tique de D(Q) dans L*(Q), nous dirons de I'ensemble d’opérateurs qui le domine,
qu’il est dominant sur Q (au sens k-mixte, multiplicativement, au sens exponentiel
k-mixte, exponentiellement).

Avant d’aller plus loin, signalons quel parti permet de tirer le th. 1.1 de Pexi-

stence d’une domination k-mixte.

TuROREME 1.3. Sotent un entier k, 0<k<n, Q un ouwvert de R". Supposons
qu'un opérateur différentiel P(x, D) équidomine au sens k-mixte une famille finie d’opé-
rateurs différentiels Q;(x, D) (1<j<7r), Soit, pour chagque j=1, ..., 7, un élément quel-
conque T; de AP. Alors, pour tout ouvert k-borné U, contenu dans Q, il existe une

constante finie Cy telle qu'on ait powr toute ¢ €D (U) :
”P(x, D)‘p”L2< OU“ P(x, D)¢+j=zl Tj‘ Qj (x, D)(p ”Lz.
Nous pouvons supposer, d’aprés la déf. 1.7 bis, que Q est stable par G,. Compte

tenu de la déf. 1.7, il suffit d’appliquer le coroll. de la prop. 1.1, la prop. 1.2 et

le th. 1 pour obtenir le résultat lorsque U est non seulement k-borné, mais aussi
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stable par Gy. Mais tout ouvert k-borné, contenu dans 2, est contenu dans un ouvert
k-borné et stable par Gy, contenu dans Q (car Q est lui-méme stable par Gy).
Rappelons qu'un ouvert est dit k-borné si sa projection sur le sous-espace

gy =+ =2, =0 est bornée (si k=mn, cet ouvert doit étre borné).

§ 3. Domination exponentielle et opérateurs différentiels a coefficients constants

Nous allons établir, dans ce paragraphe, divers résultats généraux sur la domina-
tion exponentielle déf. (1.11) appliquée aux opérateurs différentiels & coefficients con-
stants. Certains de ces résultats nous serviront constamment dans la suite. Tous, ils
admettent une généralisation, naturelle et immédiate (voir Tréves [11], [12]), & la do-
mination exponentielle k-mixte, k quelconque, 1< k< n, généralisation que nous avons

omise ici afin de ne pas trop alourdir exposé.

LeMME 1.1. Soit P(D) un opérateur différentiel a coefficients constants sur R, quel-
conque; notons m; le degré de P(X) par rapport & X; (1<j<n). Soit Q un ouvert borné
quelconque de R™; notons t; le diamétre de 1z projection de Q sur Vaxze Oz; (1<j< n).
Pour toute @ €D(Q), tout vecteur b de R™ et tout pEN", on a

1 m m,
@1y po) o IETT R I=  2 PAC 4
p!“6 P (D)(p“ng(pl) (pn)Tl Tn “6 P(D)(ple.
@ —>@e™ est une application biunivoque de D (Q) sur lui-méme. Nous pouvons

donc prouver le lemme 1.1 avec pe " & la place de ¢. Mais d’autre part, d’aprés
la nature méme de la majoration & démontrer, ¢a ne change rien de remplacer P (X)
par P(X —z), z€C" arbitraire. Or ™ Q(D) e " ¢]=Q (D —h/2im)p. Ceci montre
qu'on peut se borner au cas h=0. Mais pour =0, le résultat n’est pas autre chose
que le lemme 2.7 de Hérmander [2].

Le lemme suivant et sa démonstration sont tout aussi directement inspirés de

Hormander [2] (principalement th. 2.2).

LemuME 1.2. Soit un ensemble d’opérateurs différentiels sur R", & coefficients con-
stants, tous d’ordre inférieur & un entier m, P;(D) (j€J; J est un ensemble d’indices
quelconque) et Q (D). Soit g(h) une fonclion positive, définie sur un sous-ensemble S de

R™. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe un ouvert non vide U de R" et une constante finie Ay tels que, pour
toute p €ED(U) et tout hES :

le7 @(D) |z < Ayg () sup ||e” =" P;(D) ]|z~

2 —593801. Acta mathematica. 101. Imprimé le 7 avril 1959.
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(b) Il existe une constante finie A telle que, pour tout y € R™ et tout h€ S :

h
()
Py (y+2in)

(c) Il existe une constante finie B telle que, pour tout y € R™ et tout h€S :

h
@ [y
P (y+2iyz)"

(d) Pour tout ouvert borné Q de R", il existe une constante finie Aé telle que, pour
toute @ ED(Q) et tout hES :

le " @D)pll< dag (k) sup || =" P; (D) gl

h
(60 NP
@ (v+3,) [<4om sup 3

2

4

h
0 s [< 2o s 3

Les sommations, dans >, sont étendues & tout p€N", mais il est clair que,
»

dans chacune de ces sommes, il n’y a qu’un nombre fini de termes non nuls.
(b)=(c) et (d)=(a) sont triviaux; nous démontrerons (a)=(b) et (c)=(d).
1° (@)= (b)

Dans l'inégalité de (a), nous pouvons remplacer ¢ par @e ™ ¥*® on posant
h=h/2x (avec y € B"). On obtient aussitét:

QD-y—ih)g

v < dug(h) sup || P;(D—y~ih)g]l (1)

pour toute @ €D(U), tout y € R® et tout AES.

Yy < 7
l;'(p QqT(pdx (p, ¢ € N™). Pour tout en-

tier m fini, la forme hermitienne > > @, ,2,%, est définie positive, non dégé-
Iolsm  |g|<m

Soit @ €D (U), non nulle. Posons a, ,=

nérée. En effet, elle est égale &

2

S 2 pglde

Irf<m r!

2p Z, - _
—Dp(pq—qu¢dx-— J.

Ipl<m lajsm p!

qui ne peut étre nulle que si tous les z, le sont (parce qu’aucune fonction non nulle
de D ne peut étre solution d’une équation aux dérivées partielles & coefficients con-
stants).

Ce fait implique qu’il existe une constante A, finie telle que :
2 [zp|2<Al Za'p.quéq
o 2. q

pour tout systéme de nombres complexes (zF) (p€EN", |p|<m).
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Soit alors R (D) un opérateur différentie]l & coefficients constants, quelconque.
On a:

RD+2)p= R(”)(z)l—)];g (m> deg R (X)).

In|<m

Le lecteur désireux de vérifier cette égalité n’aura qu'a effecteur la transformation

de Fourier en x et & développer B (y-+z) en série de Taylor. On en déduit :

SIR?@P<4, 3 3 a5 BV (2 YRO(z) =4, || R (D+2) ¢ 2)

{pl<m [g|<m

ceci étant vrai quels que soient R (D) (d’ordre <m) et z€C™.

Mais, d’autre part, il est évident qu’il existe A,< + oo telle que:

IRD+2) pllii=> ap,o R” (2) R? ()< 4, >, | R® (2) | (3)

Remarquons que 4, et A4, ne dépendent que de m et de la function ¢ (qu’on
peut choisir une fois pour toutes).

Il ne reste plus qu’a appliquer les inégalités (1), (2), (3), en prenant ¢ €D (U)
arbitraire. Appliquons d’abord (2) avec R=@ et z= —y—th, ensuite (3) avec
R=P;(j€J) (et 2= —y—1ihk), en tenant compte du fait que tous les P;(X) sont de
degré <m. Compte tenu de (1) :

ZIR” (—y— i< 4, 4, A4 g" () sup S| PP (—y—iB)[*
pour tout y€R"™ et tout RES. De 1a se déduit facilement (b).
2°. (c)=(d)
D’aprés (e), il existe B'< + co tel que, pour tout y €R" et tout hE€S :
|Qu—im[< B¢ () sup S| (P (y—im) "

Multiplions, & gauche et & droite, cette inégalité par |@ (y—i%)[> avec p €D (Q). Le

théoréme de Plancherel donne aussitot :

le” ™ QD) gl < B*¢* (k) sup 3 [l " P (D) [t (4)

Or, d’apres le lemme 1.1, pour chaque j€J il existe C;< + oo (ne dépendant que de
Q et de lordre de P; (D)) telle que :

Sle e PP D¢l Clle = P, D) g
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Posons alors C= sup C;. Ici intervient de nouveau le fait que le degré des polyndmes
jed

P;(X) est <m pour tout j€J. On déduit alors de (4):

le = QD) gl < C* B2g* () sup 3| &= P, (D) g

pour toute €D (Q) et tout €S, d’ou facilement (d).

CorOLLAIRE 1. Soient deux ensembles {P;(D)} (€I, {Q;(D)} (j€J) d’opéra-

\

teurs différentiels & coefficients constants sur R", tous d’ordre <m. On suppose de plus
que Vensemble d’indices J est fini (alors que I est quelcongue). Les propriétés susvantes

sont équivalentes :

(a) L’ensemble des P;(D) équidomine exponentiellement Uensemble des Q; (D) sur un
ouvert non vide de R".

(b) A4 chaque &£>0 correspond h€R™ tel que, pour tout y€R";

sup > | QP (y+ih)|<esup 2| PP (y+ih)|.
jeJ »p iel p

(c) A chagque >0 correspond h€R"™ tel que, pour tout y€R" :

sup 1@ (y+ih)|<e sup 21 PP (y+ik)|.
je ie D

(d) Lensemble des P; (D) équidomine exponentiellement Uensemble des Q;(D) sur E".

COROLLAIRE 2. Les propriélés suivantes sont équivalentes :

(a) L'ensemble des P; (D) (¢€1; les P;(D) sont tous d’ordre < m) est exponentiellement
dominant sur un ouvert non vide () de R™.

(b) A chaque &>0 correspond h€R™ tel que, pour tout y€R" :
1 (D) :
< sup D | PP (y+ih)|
& iel p

(¢) Lensemble des P; (D) est exponentiellement dominant sur R™.

Dorénavant, lorsque nous aurons & faire & des opérateurs & coefficients constants
et 3 la domination exponentielle, nous dirons simplement équidomine, domine, etc.

au lieu de équidomine sur (, domine sur Q, ete.

CoROLLAIRE 3. Soient des opérateurs P;(D), @;(D) (1€, j€J) comme dans le
corollaire 1. Si Uensemble des P; (D) équidomine exponentiellement Uensemble des @; (D),

il équidomine exponentiellement aussi Uensemble des QP (D) (j€J, pEN™).
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CoROLLAIRE 4. Soient P;(D), @;(D) comme dans le corollaire 1. Supposons
qu’il existe une application i—>p; de I dans N™ telle que Vensemble des PP (D) équi-
domine exponentiellement Uensemble des Q;(D). Alors Uensemble des P,(D) posséde la

méme propriété.

CoroLLAIRE 5. Sotent Q;(D) (jJE€J) comme dans le corollaire 1. Soit un opé-
rateur P (D) & coefficients constants. Supposons que I'un des dérivés PP (D) de P (D)
équidomine exponenticllement [ensemble des @; (D). Alors P (D) posséde la méme pro-

priété.

CoROLLAIRE 6. 8¢ l'un des dérivés PP (D) d'un opérateur P (D) est exponentiel-

lement dominant, il en est de méme de P (D).

Une conséquence immédiate du lemme 1.2 est que P (D) ne peut dominer que
des opérateurs d’ordre strictement inférieur au sien. Ceci peut étre précisé, en con-
sidérant l'ordre de P (D) par rapport & chaque variable, et plus généralement par
rapport & chaque direction de l’espace; et on pourrait étendre ce genre de considéra-
tions au cas des coefficients variables, ainsi qu’a des dominations plus générales que
Pexponentielle.

Des lemmes 1.1 et 1.2 découlent de multiples conséquences, dont toute la suite,

a peu prés, va témoigner. En voici cependant quelquesunes, trés élémentaires.
ProrositronN 1.6. Soient P (D), Q,(D) (i€J) comme précédemment. Les pro-
priétés sutvantes sont équivalentes :
(a) P (D) équidomine exponentiellement les @, (D).
(b) P (—D) équidomine exponentiellement les Q; (— D).
(¢} I}(D) équidomine exponenticllement les Q; (D).

Immédiat, en vertu du lemme 1.2, compte tenu de ce que IS(D)=}_) (D).

CoroLLAIRE. Il est équivalent de dire que P (D), ou bien P(— D), ou encore

f’(D), est exponentiellement dominant.

Prorosition 1.7. Pour que P (D)@Q (D) domine exponentiellement Q (D), il

faut et il suffit que P (D) soit exponentiellement dominant.

Que ce soit suffisant est banal. Montrons que c’est mécessaire. Par hypotheése,
4 chaque ¢>0, correspond % €R" tel que :

S1Q® (y+ih)|<eS|(PQ® (y+ih)| pour tout yeR".
D D
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Mais SHPQP (y+ik)|<MZ[P” (y+ik)| Z|QP (y+ih)|
b » »

ou M est une constante ne dépendant que des degrés de P (X) et ¢(X). De I3
aussitot
1<eM > |P?(y+ih)| pour tout y€R".
D

ProprosiTIoN 1.8. Si P (D) domine exponentiellement un opérateur @ (D) non nul,

P (D) est exponentiellement dominant..

En effet, il existe ¢>0 tel que ¢<> |{@® (2)| pour tout z€C™
¥4

COROLLAIRE, Si P (D) est exponentiellement dominant et Q (D) non nul, alors

P (D) @ (D) est exponentiellement dominant.
En effet, d’apres la prop. 1.7, P(D) ¢ (D) domine exponentiellement ¢ (D) et

donc est exponentiellement dominant, d’aprés la prop. 1.8.

Lemme 1.3. Soit P (D) un opérateur différentiel a coefficients constants sur RE",
d’ordre =1. Soient deux polyndmes quelconques R, S & coefficients complexes, a une
seule indéterminée, tels que deg R> deg 8. Alors, & chaque ouvert borné Q de R™ cor-
respond A (Q)< + oo telle que, pour toute ¢ €D (Q) et tout h€R", on ait :

[ 8 (P (D) gl <A (D || " B (P (D) g]|ox
Posons X)—ZA X 8(X ZB X*77, Ay+0, B,+0, s<r.

Le lemme 1.1 montre qu’il existe Co< + oo telle que :
€™ @l < Calle™™ P (D) gl|zs

pour toute @ €D (L) et tout k€R".
De plus, on peut prendre le diameétre de ) assez petit pour que C soit aussi

petit qu'on 1'aura voulu. De cette inégalité découle :
e ™ P * (D) g||-< CE|| e ™ P" (D) g |1

pour toute ¢ €D (Q), tout hE€R", tout entier m, tout entier k tel que 0<k<m. On

déduit immédiatement de cela :

s

628 (P D) gl 3 | Bel Chle™ P D) gl

< Z B 657 2 e P (D) g ||o
k=0
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.
Choisissons le diameétre de Q assez petit pour avoir > C§|4x|<}i|4,]. Alors:
k=1

[ 4ol [le™ P (D) plus< [ BP (D) gpllus+ 2 | el =™ P75 (D) o

d’olt l'on tire, compte tenu des diverses majorations rencontrées :

| 4o |[e=™ PT(Dyg |- <2{[e™ R (P (D)) g1
Et donc :

|| "> S (P (D)) |- < g | Be| CG 517 |l ™ R (P (D)) ]| -

ceci pour toute ¢ €D () et tout AER". Clest 1a le résultat relatif & un ouvert parti-
culier non vide. Mais alors le lemme 1.2 (équivalence de (a) de (d)) prouve le lemme

1.3 dans le cas général.

Prorosition 1.9. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) P (D) éguidomine exponentiellement les @; (D) (1<j<r).

(b) Quels que sotent les (r+1) polyndmes R, R,€C[X,] (1<j<7r) tels que deg B> 1,
deg R= deg R; pour tout j=1, ..., r, R(P (D)) équidomine exponentiellement les
R; (@ (D) (1<j<r).

(¢} Il existe (r-+1) polynémes R, R,;€C[X,] (1<j<r), non tous nuls, avec deg B
< deg R; powr tout §=1, ..., r, tels que R (P (D)) équidomine exponentiellement
les B;(Q;(D)) (1<j<r)

(b)= (c) étant banal, nous prouverons (a)=-(b) ¢t (c)=(a).

1° (@)= ()

Posons m = deg R; et soit un ouvert borné quelconque Q de R”. 1l est évident
que si P (D) équidomine exponentiellement les @, (D), P™ (D) équidomine exponentiel-
lement les @7 (D) (1<j<r). A tout >0 correspond donc »€R" tel que :

“e<z h> Qm D) (P”L <eg “e<1 133 Pm (PHL (1)

pour toute @ €D (Q) et tout 1<j<r.
Appliquons le lemme 1.3. Puisque deg B;<m, il existe A4;{Q)< + oo tel que:

le ™ B (Qi (D) @l < A; () [ e QF (DYpllze (G=1, ..., 7)

et 4(Q)< + o tel que:
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1%:% P (D) o< 4 (@) || ™ R (P (D)) g [l

ceci pour toute @ €D (L) et tout h€R".

En combinant ces inégalités avec (1), on obtient le résultat cherché.

2° (©)=()

Puisque les R, R; ne sont pas tous nuls et que deg R< deg R;, 'un des R;
n’est pas nul, et comme R (P (D)) domine exponentiellement R;(@Q; (D)), done (prop.
1.8) est exponentiellement dominant, nous pouvons supposer m = deg R;> 1.

Alors, en appliquant le lemme 1.3 comme dans 1°, on voit que P™ (D) équi-
domine exponentiellement les Q7 (D) (=1, ..., r).

D’aprés le lemme 1.2, &4 tout £>0 correspond h€R" tel que :
%I(Q?")(‘” (y+ih)|<8§p|(Pm)(’” (y+ih)|
pour tout yER" (et tout j=1, ..., #). Or il existe B, < 4 oo tel que :

2 | (P™® (y+1ih)|< B, [g | PP (y+ih) [

ou B, ne dépend que de m. On en déduit :

| Q7" (y+ih)|=|Qf(y+ih)|'"<sBm[pZIP“”(th)!]'"
soit enfin : |Q; (y+ih)| < (Bn '6)%ZIP@) (y+ih)|

pour tout y€ER™ et tout j=1, ..., r. Mais alors le lemme 1.2 (équivalence (c)=(d)
du coroll. 1) implique le résultat.

Voici maintenant une conséquence de la prop. 1.3 :

ProrositioN 1.10. Soient deux opérateurs différentiels P (D), @ (D) a coeffi-
cients constants sur R". On suppose que P (D) domine exponentiellement @ (D) et que
Q (D) n'est pas nul. Alors, pour tout nombre fini M et tout cuvert non vide U de R",

il existe un nombre ¢>0 tel que si :

le=<™Q (D) g

r<e|le " P(D) |l pour toute p€D (U),

alors mécessairement |h|> M.
En effet, soit £ un ouvert borné non vide contenu dans U; P (D) domine uni-
formément @ (D) dans L (D (Q); L*(Q)). Nous pouvons appliquer la prop. 1.3. On

doit avoir :
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c -
E< || ™ || ooy || €5 ™ || ooy (€ >0).

Mais en posant 7= sup |z :
62 e, o <,

et donc " >¢/e, d'out le résultat.

Voici un résultat qui nous servira & plusieurs reprises, dans la suite :
LevMME 1.4. Soient p, gEN", ¢, <p,, ¢;=p; pour tout 2<j<n. On a :

|By [P e DU || < || e DP pour toute ¢ €D.

11 suffit de démontrer le résultat lorsque

Py= - =Pp=gy=" =g, =0 et hy=-=h,=0

(car ensuite on n’aura plus qu’a substituer exp (— (v hy— -+ — 2, hy) DO P2 7% @ & ).
Mais alors c’est un cas particulier du résultat démontré p. 9 : il suffit ’y choisir
p(t)=h,t, ce qui permet de prendre c¢q=|h,| (donc indépendant de Q).

Nous terminerons ce paragraphe par un exemple : nous allons montrer que le

32
laplacien A = Z  a 2 est exponentiellement dominant, mais que si »> 2, il ne domine

exponentiellement aucun opérateur & coefficients constants du 1°° ordre.

D’abord, en vertu du corollaire 6 du lemme 1.2, si I'un des dérivés P® (D)
(pENT™) de P (D) est exponentiellement dominant, il en est de méme de P (D). Or
si P(D)=A, alors P*%~9(D)y=2(9/02,) qui est exponentiellement dominant (comme
il résulte immédiatement du lemme 1.4, ou du coroll. 2 du lemme 1.2, ou comme

on peut le voir directement).

Supposons que A domine exponentiellement P'opérateur

7

a— (ochC', (Zj':Aj‘l‘iBj, A]‘, B,ER, j=l, ,71/).

u[\/l:

Dans ce cas, le coroll. 1 du lemme 1.2 exige qu’a chaque £>0 corresponde %€ R"

tel que :
167t | (g, =0 k)P + - + (Y — i B2 P+ 1672 3 |y, + iR [P+ 2m
=1

7 2

Z 5 (Y5t hy)

pour tout yE€R". (1)




26 FRANGOIS TREVES

Imposons d’abord les conditions |y| =|4| (rappelons que pour z€C™, |z]* =z, >+ --- 4| 2,]*)
et <?/: h> =y1h1+ +y’n hn=0-

D’autre part, remarquons que :

n

2 o (y;+iky)

-:{Z (Ajyf‘th;‘)} +{;(Bjyi_Ajkf)}

j=1 j=1
n 2 n 2 n Z n N2
=(z Ajyj) +(z B,.y,) +(z Afhj) +(z 51
=1 =1 j=1 =1

+ 2 (Bj Ay — A4; By) y; b

Puisque tous les «; ne sont pas nuls, nous pouvons supposer par exemple que
I'un des A4; n'est pas nul. Prenons alors y dans le plan (4 deux dimensions!) en-

gendré par k et par le vecteur a=(4,, ..., 4,). D’aprés les conditions imposées
n 2 n 2
(Zl A,-y,-) + (Zl 4; h]-) =((a, P)*+ (a, By =|af’ |h[*.
j= j=
Si y vérifie ces diverses conditions, —y les vérifie aussi. Nous pouvons donc

imposer la condition supplémentaire :

> (Bj Ay — A; By) y; b = 0.

i=k

Avec ce choix de y, on voit que

n 2
3 o ik 2ol P

n
Remarquons que |a|*=A4%+---+ A% ne dépend que de l'opérateur 2 o; Py
-1 0%

Mais si (y, k) =0 et |y|=|%|, le 1°* membre de (1) devient égal & 32=°|h[*+2n.
Au total, nous avons montré que, quel que soit A€R" vérifiant (1), on pouvait

choisir y€ B™ tel que l'inégalité (1) s’écrive :
clh|+¢ 1 |R|®  (c, ¢’ >0 indépendantes de h et de ¢).
€

Or, d’aprés la prop. 1.10, lorsque e—=0, |k|— + co. Pour ¢ assez petit, la majoration

précédente est donc absurde.
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§ 4. Opérateurs différentiels a coefficients constants exponentiellement dominants

Dés que la domination exponentielle est introduite, la premiére question qui vient
& Desprit est de savoir s'il existe des opérateurs a coefﬁcienfs constants P (D) qui ne
solent pas dominants (i.e. qui ne dominent pas l'identité). Or c’est le cas pour un
opérateur aussi simple que 8/8x, +1(9/dx,). Sinon (coroll. 2 du lemme 1.2), pour
chaque £>0, il existerait h=(k,, h,) ER® tel que |P(y+ih)|=e""! pour tout y€R>.
Mais ceci est impossible, car y,=h,, y,= —h, implique P (y-+ik)=0. En passant,
remarquons la profonde hétérogénéité que cet exemple révele entre domination ex-
ponentielle et ellipticité, puisque I'un des opérateurs elliptiques les plus simples n’est
pas dominant (alors que la laplacien, lui, 1’est).

L’objet & peu prés unique de ce paragraphe est la caractérisation des familles
finies d’opérateurs différentiels & coeificients constants qui sont dominantes (cfr.
déf. 1.2).

Cette caractérisation (du moins pour un opérateur) a été formulée dans Tréves [12].
La démonstration que nous en possédions devait normalement prendre place dans
le présent exposé. Son texte ayant été soumis, au dernier moment, & M. L. Hor-
mander, celui-ci a bien voulu nous communiquer une nouvelle preuve, par lui trouvée,
du méme résultat. La méthode suivie par Hoérmander est tout-a-fait différente de
celle de 1'ancienne démonstration. Elle comporte de nombreux avantages : elle semble
beaucoup plus proche du fond des phénomeénes et (probablement pour cette raison)
elle est considérablement plus simple; en outre, elle permet de préeiser les bases de
domination. C’est pourquoi nous nous sommes permis de Ja substituer 4 la démonstra-
tion originelle, siirs que le lecteur y verrait sa tiche fortement facilitée.

Nous allons commencer par établir quelques résultats préliminaires, de nature
purement algébrique.

Nous allons considérer une algébre de polyndmes & coefficients complexes, a =
indéterminées, c’est-a-dire une sous-algébre A4 de C[X,, ..., X,]. Nous supposerons
toujours que A n’est pas réduite & {0} et qu’elle vérifie la condition suivante :

(SD) 8i P(X)€EA, alors PP (X)€EA pour tout pEN™.

LeMME 1.5. A est engendrée (en tant qu’algébre) par Uensemble formé du poly-
néme 1 et de r polynémes homogénes de degré 1, appartenant & A et linéairement in-
dépendants (ce qui exige r<mn).

Puisque A n’est pas réduite & {0}, 4 contient un polynéme non nul. L'un au
moins des dérivés de ce polynéme est une constante non nulle. Puisque 4 est une

algebre sur C, il en résulte que le polyndéme 1 appartient & A.
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Prenons alors un systéme lindairement indépendant maximal dans Pensemble des
éléments homogénes de degré 1 de 4; par un changement linéaire de variables, nous
pouvons supposer que les éléments de ce systéme sont les mondmes X, ..., X, (r<n).
Raisonnons par 'absurde : supposons que ’ensemble (1, X, ..., X,) n’engendre pas A.
Cela signifie qu'il existe un polyndéme P (X) dans A contenant effectivement 1'une
des indéterminées X,.y, ..., X, (avec notre hypothése, on doit évidemment avoir

r<n). On peut dériver P (X) jusqu’a obtenir un polynéme de la forme :
Cri1 Xrs1+ - +Can+Q(X1, waes X,)

('un au moins des nombres complexes ¢ 1, ..., ¢, étant =+0).

En vertu de (SD), ce polynéme appartient & A; et il en est de méme de Q
qui appartient & lalgébre engendrée par les X;(1<j<r); donec ¢4 Xy + -+ Xn
appartient & A, contrairement i I’hypothése que tout élément homogéne de degré 1
de 4 est une combinaison lindaire des X, ..., X,.

Nous désignerons par V l’ensemble des vecteurs v de C" tels que
P(X+Av)=P(X)

pour tout A complexe et tout polyndéme P (X) de A4. Il est clair que V est un sous-

espace vectoriel de C" (en prenant (' comme corps des scalaires).

LEMME 1.6. Tout polyndme Q(X)€C[X,, ..., X,] tel que Q(X +v)=Q(X) pour
tout vEV, appartient & A.

Par passage au quotient C"/V, on se raméne aussitét au cas ¥V ={0}. Il suffit
alors de démontrer que tout polynéme homogeéne du 1% degré appartient a A. Si
cela était faux, le nombre » du lemme 1.5 serait <u. Mais alors, d’aprés ce lemme
1.5, il existerait un vecteur non nul v tel que P (X +Av)=P(X) pour tout 1€C et
tout P€ A4 : il suffirait de prendre pour » un vecteur non nul annulant 7 polynémes

de degré 1 de 4 qui, joints & 1, engendrent 4.

LemmEe 1.7. Notons L;(X)=R,(X)+1J;(X) (=L, ..., r) r polynémes homogénes
de degré 1 de A, linéairement indépendants sur C, qui engendrent A lorsqu’on leur
adjoint le polynéme 1; R;(X) et J;(X) sont des polynémes & coefficients réels. Les con-
ditions swivantes sont équivalentes :

(@) Le systeme des R;(X), J;(X) (j=1, ..., r) est linéairement indépendant.‘
(b) Il n’existe aucun vecteur RER™ mon nul vérifiant (h, v>=h,v,+ -+ +h,v,=0

pour tout vEV.
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1° (a)=(b)

On peut effectuer un changement de variables linéaire, & coefficients réels, de
maniére 3 ramener RB;(X) a la forme X; et J;(X) & la forme X,,; (1<j<r; re-
marquer que (a) implique 2r< ). Donnons-nous un vecteur h'€R" arbitraire; soit
g’ un vecteur de R™ vérifiant : g; = ~hsj, g2;=h; (j=1, ..., 7); les autres composantes,

s'il y en a, de ¢’ sont choisies arbitrairement. On a :
(h;+igj)+i(hs;+igs;)=0 pour tout j=1, ..., r.

Faisons le changement de variable inverse du précédent : appelons A et g les trans-
formés respectifs de k' et de g'; remarquons que % est encore arbitraire dans R".
On a:

By(h+ig)+id;(h+ig)=0 pour tout j=1, ..., r.

Il en résulte immédiatement que h+ig€V. Nous avons donc prouvé ceci :

(b")  Pour tout hER", il existe gER"™ tel que h+ig€V.

Montrons alors que (b’) est équivalent & (b) : (b') implique (b), car supposons
que (h, v>=0 pour tout v€V; prenons »=%h+ig. On obtient ||+ (h, g» =0, d’ol
k=0. (b) implique (b’). En effet, pour z€C", posons Rez=(Re z,, ..., Re z;); Rez€ R™.
II nous suffira de montrer que, si (b) est vrai, alors le sous-espace vectoriel de R"
formé des vecteurs Re », v parcourant V, est identique & R™ entier. Sinon il existerait
h€R" orthogonal & ce sous-espace; or si v=v"+iv" €V (v, v €ER"), on a aussi
~4v€V. Comme Rev =" et Re (—1iv)=v", h serait orthogonal & la fois & »' et 2

v, done & v. Comme v est arbitraire dans V, ceci contredit (b).

2° =@

Plus exactement, nous allons prouver que (b')=(a). Raisonnons par l'absurde :
supposons que le systeme des R;, J; ne soit pas linéairement indépendant, par

exemple qu’il existe 2+ —1 constantes réelles b, a;, b; (2<j<r) telles que:
r
By =b Jy+ 2 (@ B+ b J)). oy
i=2

Prenons % €R™ arbitraire; d’aprés (b’), il existe g€R" tel que g-++h €V, donc tel que

L;(g+1ih)=0 pour tout j=1, ..., r. Ceci équivaut au systéme d’équations :

Bi(g)=~J; (), J;(9)=B; (k) (=1, ..., 7). 2
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L’égalité (1) donne :
R, (9)=b, J; (g)+ié2 [a; B; (9) + b, J; (9)]-
ce qui peut encore s’écerire, compte tenu des égalités (2) :
— 7y =1 By ()= 3 (0,7, 0= b, B, 1)
soit, puisque kb est arbitraire dans R :

—Jy=b By~ > (a;J;— b R)). 3)
i=2
Multiplions les deux membres de (3) par + ¢ et retranchons le résultat, membre a

membre, de (1). Il vient :

R +iJy=b(J,—iR)+ 2 [a;(B;+¢J,)+b;(J;— i Ry)]
j=2

d’ott Ton tire : Q+ib) L= 2 (a;+1iby) Ly,
i=2

ce qui contredit le fait que les L; sont linéairement indépendants (sur (). C.Q.F.D.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 1.4. Soit une famille finie d’opérateurs différentiels sur R", & coef-
ficients constants, Py (D), ..., P, (D).

Pour que cette famille ne soit pas exponentiellement dominante, il faut et il suffit
quw'existent un aqutomorphisme vectoriel w de R™ et r polynémes [[,€C[Z,, ..., Z,], avec

2v<n, tels que -
Piu-X)=ILX;+4X,51, ..., X, +1 X32,) pour tout j=1, ..., r.(})

St la famille considérée est exponentiellement dominante, il existe un sous-espace
vectoriel W de R", un nombre s>0 et pour chaque hE€EQ W, une constante finie A,
tels que :

£< 4, sup D | PP (x+ith)|

1<isr p

pour tout yER" et tout t>0.

(!) Si u sexprime, dans la base de R" choisie, par la matrice (u?), P (u* X) est le polynéme
P(u}Xl-l‘ et ul Xpy e u};Xl-i- +uﬁXn).
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Nous allons appliquer les lemmes 1.5, 1.6 et 1.7 a l'algébre A4 engendrée par
les PP (X) (pEN™; j=1, ..., 1); V est attaché & A4 comme il a été dit. Il nous faut
distinguer deux cas :

1° Il y o un vecteur h’' € R non nul orthégonal a V (ie. tel que hyv, + - +hy v, =0
pour tout v€V).

Dans ce cas, le polynéme <k, X>=hj X, + --- + h,, X,, vérifie la condition du lemme
1.6 et par conséquent appartient & 4. Il s’exprime donc comme un polynéme en
les PP (X) (p€N™ j=1,...,7), d’ou résulte aussitét qu’il existe deux constantes
positives finies 4, M telles que, pour tout z€(C" :

r M
aol<4(33I1PP @)
i=1p
Prenons z=y+ith, avec <k, A’>+0. On a, en posant s=1/M :

< i) B 3107 wieh)

=1

pour tout y€R"™ et tout ¢>0. Ceci, moyennant le coroll. 2 du lemme 1.2, (1) va
prouver la derniére partie de I’énoncé, quand nous aurons prouvé que la négation de
1° équivaut & dire que la famille {P; (D)} est non exponentiellement dominante. On
peut prendre pour W le sous-espace vectoriel de R™ orthogonal 4 Pensemble des &' € B"

orthogonaux & V, ou, si I'on préfere, I'image de V par I'application v—>Re v.

2° I1 n'existe pas de vecteur non nul de R™ orthogonal & V.

Nous avons vu que cela est équivalent au fait que pour tout hE€R" il existe
gER™ tel que h+ig€V. Si la famille {P;(D)} était dominante, d’aprés le coroll. 2

du lemme 1.2, pour tout £>0, on pourrait trouver k2 €R" tel que :

L

lM*

S|P (y+ih)| pour tout y€R™
p

03

i

Mais, dans le 2° membre de cette inégalité, on peut remplacer y par y+ ¢ (g choisi de

sorte que g+ih€V). D’apres la définition de V, ce second membre devient alors égal &

() On peut appliquer ici le coroll. 2 du lemme 1.2 en tenant compte du fait que :

T

sup S|PP )< S S|PP (0| <r sup S|P (2]

1<jsr p j=1 p 1<i<r p

quel que soit z €C™,
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> 2P ]
i=1p

olt y peut étre fixé arbitrairement dans R". Mais 1/e peut étre arbitrairement grand, ce
qui est absurde.

Compte tenu de 1°, il résulte de cela que, pour la famille {P; (D)}, étre ex-
ponentiellement dominante équivaut au fait qu’il existe un vecteur de R™ orthogonal
a V. Ainsi se trouve démontrée la deuxiéme partie de I’énoncé. Pour la premiére,
il suffit d’appliquer le lemme 1.7 (dans lequel ce qui est noté r est sans rapport
avec la signification actuelle de r et doit maintenant étre noté »). L’automorphisme
vectoriel # du th. 1.4 sera n’importe quel automorphisme transformant R,;(X) en X,

et J;(X) en X,,; pour tout. j=1, ..., ».

COROLLAIRE. Pour que P (D) me soit pas dominant, il faut et il suffit qu’il

soit semblable & un opérateur différentiel de la forme :

2 P P 2
LA s g , 2v<n, n€CZ, ..., 7.
H(axl Y ax,“azzv) vsn, n€C(Z I

ProrositionN 1.11. Tout P (D) auto-adjoint, d’ordre > 1, est dominant.

N

En effet, P(X) est un polyndme A coefficients réels, ce qui serait exclu par le
coroll. du th. 1.4 si P (D) était non dominant.

De tout cela résulte que sont exponentiellement dominants le laplacien, ’opéra-
teur de la chaleur, celui de Schrédinger, tous les opérateurs de type principal dont
la partie homogene de plus haut degré est réelle (4 un facteur pres), tous les opéra-
teurs différentiels & une variable, etc. Un opérateur comme 82/9a% + i (8%/da3) est
aussi dominant.

Si la partie homogéne de plus haut degré d’un opérateur est dominante, cet
opérateur est dominant. Mais la réciproque n’est pas exacte, comme le prouve

(Zeil)
oz, 0xy Oz

Un opérateur peut étre dominant, sans qu'aucun de ses dérivés ne le soit.
Exemple :
& & &
—+2i——t .
ot ox, 0z, 03
Le produit de deux opérateurs non dominants peut étre dominant. Exemple :

le laplacien sur R2
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Pour ce qui est du nombre s du th. 1.4, voici un cas important ot on peut le
prendre égal a 1 :

Prorositiown 1.12. Soit P(X)€EC [X,, ..., X,] de degré m. Notons P, (X) la partie
homogéne de degré m de P (X). Pour que P, (D) soit dominant, il faut et il suffit

qu’existe un vecteur h€R"™ et une constante finte A tels que :

|t[<Al Iz IIP"’) (y+itﬁ)| pour tout yER" et tout t réel.
plzm—

Que la condition soit suffisante est & peu prés évident, compte tenu de ce que,
si|p|l=m-1,
PR (X)—P®(X)=P®(0). (1)

Montrons que la condition est necessaire. Par hypothése, quel que soit £¢>0,
il existe R € R" tel que :

1
;<Z|P§£) (y+1ih)| pout tout y€R™
D

On peut prendre z assez petit, et h en conséquence, pour n’avoir & sommer, dans
le 2° membre de linégalité précédente, que par rapport aux p€EN" vérifiant
|p|<m—1 (A un facteur 2 prés, devant la somme). Or, s'il existait y, €R" tel que
PR (yn+1ih)=0 pour tout p, |[p|=m—1, en vertu de l'égalité d’Euler, ce serait en-
core vrali pour tout p, Ip'l<m—1. Done il existe ¢>0 tel qu'on ait :

> |P®(y+ik)|=c quel que soit yER™.
“m-1

I7]

En remplacant y par y/t(t-=0) et en repassant & P (compte tenu de (1)), on obtient
facilement le résultat.

CaAPITRE II

Opérateurs hyperboliques, opérateurs paraboliques
et domination exponentielle

La domination () suggére une classification des opérateurs différentiels, basée sur
ce principe, que la classe d’'un opérateur donné puisse se reconnaitre par le seul

examen de ceux qu’il domine. La comparaison des opérateurs différentiels introduite

(1) Dans le présent chapitre, toutes les fois qu'il sera question de domination, il s’agira de do-
mination exponentielle; nous omettrons toujours la mention «exponentielle» ou « exponenti-
ellement ».

3 —593801. Acta mathematica. 101. Imprimé lo 7 avril 1959.
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par Hormander, la relation « plus fort que », donne lieu & un procédé de ce genre,
qui retrouve trés simplement des catégories admettant d’autres définitions, telle celle
des elliptiques, qui sont les opérateurs plus forts que tout opérateur du méme ordre.
Rien évidemment n’interdit de définir de fagon analogue, mais 3 l'aide de la domina-
tion, des classes d’opérateurs différentiels : par exemple, ceux qui dominent tout
opérateur d’ordre strictement inférieur. Mais dans quelle mesure peut-on espérer re-
couper ainsi les classifications traditionnelles?

Peu d’espoir nous est laissé du c6té des elliptignes. Nous avons vu, au cha-
pitre I, qu’un opérateur elliptique trés simple, 9/9 2, n’a, en fait de propriétés de
domination, méme pas le minimum, & savoir qu’il domine I'identité. Bien au con-
traire, il s’est révélé é&tre l'élément constitutif typique de tous les opérateurs non
dominants. D’autres elliptiques, comme le laplacien, possédent de relativement bonnes
propriétés de domination (encore que le laplacien, par exemple, ne domine aucun
opérateur du premier ordre).

De 1a résulte qu’il serait insensé, 3 fortiori, de chercher & définir 'hypoellipticité (1)
4 laide de la domination. Mais heureusement la situation se trouve renversée si l'on
examine une sous-catégorie des hypoelliptiques, les paraboliques. Ces opérateurs, ainsi
que les hyperboliques, non seulement jouissent d’excellentes propriétés de domination,
mais encore celles-ci sont caractéristiques, et la caractérisation qu’elles fournissent
s’étend, dans sa presque totalité, aux opérateurs hyperboliques et paraboliques 3 coef-
ficients variables. Les dominations qui se trouvent associées & I’hyperbolicité d’une

part, & la parabolicité de l'autre, ne sont en aucune fagon anarchiques :

1° les bases de domination sont typiques; elles sont constituées par des
exp (—<=x, b)), o l'on peut prendre, comme ensemble de vecteurs A, le cone de
lumiére dans le cas hyperbolique, I'axe des temps positifs dans le cas parabolique;

2° chaque fois, la domination est réalisée & l'aide d’une forme sesqui-linéaire
remarquable sur D;

3° et, du moins dans le cas des coefficients constants, la domination est réalisée
globalement, c’est-a-dire par des majorations valables quel que soit le support des
fonctions de D qui interviennent (et non pas, comme dans le cas général, seulement
sur les ouverts bornés).

Notre propos, dans ce chapitre, sera de préciser et de démontrer ces divers points.

(1) Un polyndéme différentiel P (D) est dit hypoelliptique si toutes les solutions distributions
de Yéquation P (D)T =0 sont des fonctions indéfiniment différentiables. Hormander, dans [2], a
caracterisé tous les polyndémes différentiels hypoelliptiques. Tout opérateur elliptique est hypo-
elliptique.
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§ 1. Opérateurs hyperboliques a coefficients constants
Soit P (D) un opérateur différentiel sur R", & coefficients constants, d’ordre m.
Nous noterons P, (D) sa partie homogene d’ordre m.
Prorosiron 2.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a,) P (D) équidomine les D® (|p|<m—1).
{by) Il existe h€R", A< -+ oo tels que, pour tout y€R™ :
ly+ih|" "< A|P,(y+ih)|
(¢)) Il existe h€R", B< + oo tels que, pour tous t>1 et €D :
' i<z, k> Do B t<z, by
> =P D oll< Tl P(D)g

|p|lsm-1

L2

En outre, le méme vecteur k peut figurer dans (b)) et (c,).

(c;)=(a,) est banal. Nous démontrerons (a,)=(b;) et (b,)=(c,).

1° (a)) = (by).
Drapres le coroll. 1 du lemme 1.2, & tout £>0 correspond k. €R"™ tel que :

|ly+ih|" 1<e>|P®(y+ih)| pour tout y€R™
¥4

Mais il existe M, B< + oo tels que z€C", |z|> M, implique
|P(z)—P,,,(z)|+lI§:1|P(")(z)|<B|z|"“1. (1)
I
Or, d’aprés la prop. 1.10, quel que soit gp< + oo, on peut lui faire correspondre & >0

tel que nécessairement |h.|>p. Ceci nous autorise & choisir e=(2B)™" et |h|>M.

Avec ce choix :
ly+ihe|" ' <e|Pn(y+ih)|+eBly+ih|"?,

soit : |y+ih|" '<2¢|P,(y+ih)| pour tout yER". On pourra choisir pour % I'un

de ces vecteurs h, (alors A= B1),
2°  (by)=(c))-
Dans (b,), on peut remplacer y par ¢t 'y ((>1) et en déduire, grice & I’homo-
généité de P, (X) :
t|ly+ith|" '<A|P,(y+ith)| pour tout y€ER™

Remarquons que cette inégalité exige h+0 (pour ¢{>1 fixé arbitrairement). Sinon on
aurait |y|""'<A4’'|P,(y)| pour tout y€R", ce qui est exclu, puisque P, (X) est

homogeéne de degré m.
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Utilisons de nouveau I'inégalité (1). Pour ¢t> M |h|* +2 A B, elle implique aussitot,
pour tout y€R":

tly+ith|" '<24|P(y+ith)|

Mais dés que ¢ est assez grand, on a, pour tout y ER":
m-1
t > |ly+ith[f<2t|y+ith|" L
k=0

Ce qui nous conduit finalement au résultat suivant :

Il existe deux constantes positives finies C, T telles que, pour tout ¢>1T et
tout yER™ :

m

-1
; 0|y+ith|2"<g|P(y+itk|z. 2

Soit alors ¢ €D quelconque En posant, comme d’habitude,
q3(z)=fq)(x) exp (~2im <z, 2D)dx (z€C™),
on peut multiplier les deux membres de (2) par |@ (y+ith)[>. Tenons compte de :

1) ¢ (y+ith)=[[exp (2t {x, b)) ¢ (2)] exp (—2im (x, y))dy;

2) | ]Zk faf: ... 22n [F<|z]* pour tout z€C™
]2

En appliquant le théoreme de Pla:ncherel, qui entraine

. . . . 1)\™
f|(yl+zth1)”‘ e W Fith,)Pr @ (y+ith)|Pdy= (5—) f]ez"“" " DPgpl*da,
- n
on obtient immédiatement la condition (c¢,) (on se raméne du cas ¢=>7T au cas =1
par une homothétie sur k).

Nous dirons que P (D) est normal (sous-entendu : en z,) si P(y)=ayl+@ (),
avec deg, @ (y)<m—1 et ¢ complexe non nul.

D#FINITION 2.1. On dit que P (D) est hyperbolique normal si P (D) est normal
et de plus, lorsque n>2, si P, (D) vérifie la condition suivanie :

Quel que soit Y’ =(y,, ..., y.) ER"™' non nul, le polynéme P, (y, ¥°) en y, @
toutes ses racines réelles et distincles.

DEriNITION 2.2, On dit que P (D) est hyperbolique si P (D) est semblable & un
opérateur hyperbolique normal.
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Tl est clair, d’aprés ces définitions, que les propriétés « P (D) est hyperbolique »
(vesp. hyperbolique normal) et « P, (D) est hyperbolique » (resp. hyperbolique normal)
sont équivalentes.

A

D’autre part, on remarque que si P (D) est hyperbolique, alors, & un facteur

constant prés, P, (D) est un opérateur réel (i.e. & coefficients réels). En effet, ra-

menons P, (D) & la forme hyperbolique normale. Alors
Pr@)=a@—r @) ... lh—ra"),

ott les 7;(y%) sont les racines du polynéme en y; P, (y;, ¥°) (en supposant y° fixé).
D’aprés la déf. 2.1, les 7, (y°) sont toutes réelles, quel que soit y°€R"', d’ou il suit

que a " (2im)" P, (D) a ses coefficients réels.

THEOREME 2.1. Les propriéids suivantes sont équivalentes :
(a) P (D) est hyperbolique.
(b) P (D) équidomine les D (|p|<m—1).
(¢) Il existe hER", 0< A< + oo tels que, pour tout t>1 et toute p€D :

S ek DPglf< Re (=55 ® P (D) g, e <" P, (D) g}
pl<m-1 {
. 1 /] 0
ow Ph(y)=m(h1£+'"+hnay
1 n

)P(y)-

(c) implique la propriété (c,) de la prop. 2.1 par application de I'inégalité de
Schwarz et compte tenu de ce que P, (D) est d’ordre m —1; et donc, en vertu de cette
proposition, (¢)=(b). Toujours d’aprés la prop. 2.1, (b) implique la propriété (b,) de
cette proposition. Nous démontrerons que (b,) implique que P (D) est hyperbolique,

c’est-a-dire (a), et que (a)= (c).

1° (b)) = (a)

Faisons un changement de variables linéaire dans R" de sorte que A devienne
le vecteur (1, 0, ..., 0). Notons encore P (D) l'opérateur transformé; P (D) est normal,
sinon y°=0 impliquerait P, (y)=0 quel que soit y, réel ou complexe, ce qui est en
contradiction avec |y1+i|”'_1<A|Pm (y1+14, 0)]. Deuxi®mement, toutes les racines du
polynéme P, (2, ¥°) en z, (y° fixé arbitrairement dans R"') sont réelles. Car si

2, =y, +it, t=+0, était une racine, on aurait :

1
EA et Ui <dl¢

Y, .
1y
: 7

0
n, . P\|_4 0
P (L4 L)=2\P =0
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ce qui est absurde. Enfin, lorsque y,=+0, les racines de P,(z,, y°) sons toutes dis-
tinctes. Car supposons que g, soit racine double. Quel que soit ¢>1, on aurait :

m tm—k

ltgntil+ e )" < A Pultm+i, 0| <A 3 27

&P,
oyt

(y)’-

tm—l

Or, en divisant les deux membres extrémes par et en faisant tendre ¢ vers

+ oo, le dernier tend vers O et le premier vers |y|" ™.
2° (a)= (o)

Moyennant éventuellement un automorphisme de R", ramenons P (D) & la forme
hyperbolique normale, avec a,=1. En outre, commengons par supposer P (D) homo-
géne d’ordre m. Posons P, (y)=(1/2ixm) (0 P/dy,)(y). Fixons arbitrairement 3’ dans
R™1 et notons 7, (y°) les racines (réelles et distinctes si 4°==0) de P(y,,¥,) en tant

que polynéme en y,. Posons, pour 2, € C quelconque :

m

Qi (z, ¥°) 21;11—;# (#—r @) k=1, ...,m).

On a: 247 Py (2, ?/0)=Q1(21’ YO+ Ol ¥0) s
et quel que soit k=1, ..., m,

Pz, 9°) = (2, — 1 (4")) Qu (21, ¥°)-
On en tire :

— -1
P(z,y% Py (7, ?/0) = in % (#e— 7 (yo)) ‘Qk (24, yo) lz,

d’otr enfin, pour tout z, €( :

121 'Qk (2 ?/0) IZ'

—" Im

P
Re P(z, ¥°) Py (2, )= - 27t1

Pour tout ceci, cfr. [1], p. 40.
Prenons z, =y, +(2ix) 't (t>0). On voit que :

4n° Re P(z,4") Py (21, 4") = th0| Qe (21 ") [

Notons F(y,t) le second membre divisé par ¢ : c’est une fonction continue, positive
et positivement homogéne de degré 2(m—1) de ¢, ..., ¥n, t. La continuité de F(y, 1)
résulte ce que les r.(¢4°), étant toutes distinctes quel que soit y°==0, peuvent étre

indiciées de fagon & étre, chacune, une fonction continue de %° sur R*"!. L’unique
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zéro de F(y,t) dans R™' est Uorigine, car F (y, t) =0 implique P (z,, ¥°) = P, (2, ¥") =0.

Par conséquent, il existe ¢>0 tel que :

m—1
>z, )< F(y,t) pour tout y € R" et tout t>1.
k=0
Cette inégalité peut encore s’écrire:
t Z [z 9% < ( ) Re P(z), ¥°) Py (%, ") 1)

pour tout y € R™ et tout ¢>1 (rappelons que z, =y, —i(t/2m)).

Supposons maintenant P (D) non nécessairement homogéne. On a :

P(2) Py (2) = P (2) (Py); (2) + P (2) [P, (2) = (P)y (2)] + [P (2) = P (2] (Pm)y (2) (2€C™).
Or deg P (X) [Py (X) - (Pp), (X)]<2 (m~1) et aussi deg [P (X) - P,y (X)] (Pn) (X) <2 (m-1).
Il existe donc une constante M < + co telle que, pour tout z€C" :

| P(2) Py (2) ~ Pn(2) (Pn), (2)| < M:g] 2|, (2)

Appliquons (1) & P, (D) et prenons £¢>2(27/c)> M. Alors (2) implique directement :

m—1

8n? —a
! Z I(zp I’/o) |2k < = Re P(z, Z’/o) P, (2, ?/0) (3)

pour tout y € R” et tout ¢>(87%/?) M (2, =y, —i(¢/2n)). Dans cette majoration, P (D)
n’est plus nécessairement homogéne.

Si, & priori, P(D) était hyperbolique, mais non hyperbolique normal, considérons
un automorphisme vectoriel ¥ de R" tel que Q(y)= P {u-y) soit hyperbolique normal,
et appliquons (3) avec @ aun lieu de P. Cette inégalité étant exacte pour tout y € R”,
nous pouvons remplacer y par » 'y, y' € R" quelconque. Notons h le vecteur trans-
formé par u de (1,0,...,0) et posons B=h/2x. Alors (3) donne, pour tout y' € R"
et tout ¢>8nM/c?:

m-1 2 S
t 2 qul(y'—ith)|2k<8~;“ Re Q(u'(y' —ith)) @ (u™' (¥ —ith)). (4)
k=0
Mais évidemment, si (wz);= > 42, (j=1,...,n), on aura
k=1
1 0 1 2 oP
a®=5- 2= Sw il wx)
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Prenons z=(1,0,...,0); alors uz=Fh et, pour chaque j=1,...,n, (uz);=%, d’ol
uf =h;. Par conséquent, @, (X)=P,(u-X) ou P, (¥Y)=@,(x *-Y). En tenant compte

-1

de ceci dans (4), en remarquant qu’il existe ¢>0 tel que ¢|z|<|u '(z)| pour tout

2€C", enfin, en supprimant l'apostrophe dans y’, on conclut qu’il existe 0< 4 < + oo
tel que, pour tout y € R* et tout ¢>8n*M/c®:

m-1 S —
2|y—ith|”‘<%Re P(y—ith) Py(y—tth). (5)
k=0
Prenons maintenant ¢ €D arbitraire. On a :
é)(y—itﬁ)=f[<p(x) exp (—t <z, k)] exp (—2inz, ) dw.

Appliquons aux deux membres de (5), préalablement multipliés par |@(y—i¢k)[?, le

théoréme de Parseval : le 2° devient égal a
A ~t{x, ) —t{x, h) .
£ Re (7P P(D) g, ¢ '“" P, (D))

le 1°" majore (cf. preuve de la prop. 2.1)

3 et em g,

) Ip|jsm-1
Posons enfin ¢ = (87> M/c*)"'¢t, ' = (8> M/c*)k; nous obtenons :

62

Sn>M

> ||e_"<’”"">D”q)”%2<% Re (¢ ¥ @ P (D) g, e™¥ <=

Ip|<m—-1

Py (D) @)+

Comme Py.(D)=(c*/87*M) P, (D) et que cette derniére majoration est valable pour
tout ¢'>1 (et pour toute ¢ €D), on a exactement obtenu (¢). C.Q,F.D.

Remarques. 1. Soulignons le fait que la constante A, dans la condition (c) du th.
2.1, ainsi que B dans la condition (c;) de la prop. 2.1, est indépendante du support de
@. Cest 13 un fait remarquable, que la simple -équidomination des D® (|p|<m—1)
ne laissait pas prévoir.

2. On remarque aussi que cette équidomination implique qu’a un facteur con-
stant pres, P, (D) soit un opérateur réel.

3. La condition (c) est équivalente & la suivante :

(¢') Il existe hER", 0< A< + o0 el ty< + oo tels qu'on ait :

”e_t<z,h>Dp¢”i'<é Re (e‘“"h)P(D)(p, et h> Ph(D)(p)Ln

Ipl<m-1

pour toute g €D et tout t>1t,.
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1l résulte de la preuve du th. 2.1 gue les vecteurs & pouvant figurer dans (¢") (avec
A et t, dépendant de k) sont ceux tels que tout automorphisme vectoriel de R”,
amenant A sur (1,0, ...,0), améne P(D) a la forme hyperbolique normale. Ces % for-
ment un cdne ouvert de R", qui contient l'intérieur du cone lumiere de P (D).

4. On peut se demander si P,(D) n’est pas remplacable, dans les conditions (c}
et (¢'), par un autre polynome différentiel (d’ordre m —1). Sur cette question, on peut
dire ceci :

Soit P (D) un opératenr hyperbolique normal, d’ordre m. Choissons les indices
k=1,...,m, de fagon & ranger, pour tout y°€ R""1, les racines r,(¢°) du polynéme
P,(y1,4°) en y, dans lordre croissant. Disons, avec Leray, qu'un opérateur normal
Q (D) d’ordre m—1, sépare P (D), si pour chaque 3° € R*1, 4°+0, tout intervalle ouvert
(1 (), 7611 @%) (=1, ...,m—1) de la droite réelle contient une racine du polynéme
Qn-1 (%1, ¥°) en y,.

Il suit de cette définition que si Q{(D) sépare P (D), @ (D) est lui-méme hyper-
bolique normal.

Posons, comme plus haut, P;(y)=(1/2in)(@P/dy,) (y). Supposons toujours P (D)
hyperbolique normal. Alors P, (D) sépare P (D). On peut se borner au cas homogéne.
Fixons arbitrairement %°=0. Puisque P(y,,%"), ’annulle en r,(4°) et en 7., (4°) sa
dérivée premiére s’annulle dans Uintervalle fermé (7, (y°), 7.+, (%)) mais nécessairement
pas aux bornes de cet intervalle, sinon P(y,, 3°) aurait une racine multiple. D’ou le
résultat. En particulier, P, (D) est hyperbolique normal.

Notons a le coefficient de yi' dans P(y); celui de y7'~! dans P, (y) est ma/2im.
Remarquons que i(ma/2im)@a>0. Ceci observé, signalons qu'on peut démontrer le
résultat suivant :

Soit P (D) hyperboligue normal d’ordre m. Soit @ (D) normal d’ordre m —1; notons a
(resp. b) le coefficient de yi* (resp. y77') dans P(y) (resp. Q(y)). On suppose que Q (D)
sépare P (D) et que 1ba>0. Alors il existe deux constantes positives fintes A, t, telles

que :

A
> e Drgli < 3 Re (e “'P(D)g, e Q(D)g)s,

1plsm-1

pour toute ¢ €D et tout t>1,.

§ 2. Opérateurs hyperboliques a coefficients variables

Dans ce paragraphe, nous allons essentiellement démontrer que le théoréme 2.1

se généralise de facon satisfaisante aux opérateurs hyperboliques 3 coefficients varia-

bles. La possibilité de cette généralisation tient surtout au lemme suivant :



42 FRANGOIS TREVES

LeMME 2.1 Soient p, g€ N, |p|=m, |g|=m—1. Soit a(x)€E & valeurs réelles,
avec a(0)=0. Alors, quel que soit £¢>0, on peut trouver un voisinage ouvert ., de 0
dans B" et un nombre M, fini tels que, pour toute @ €D (Q.) et tout t= M, :

[Re (e a(@) D, ¢ Dig)n|<et 3 [l Dol

Nous omettrons I'indice L* au cours de toute la preuve. Commengons par démon-
trer le résultat lorsque m=1. Alors D? est une dérivation D;=23/dx; (1<j<n; cette

notation sera encore utilisée dans la suite). On a:

(e ™aDsp, e @)= — (g, D;lae *™g)— ("¢, e " aD;p).

Sij=+1, 2Re (e ™ aD;p, e Fig)= —fDia(x)Ie_tI‘¢(x)|2dx.

Si j=1, Re (¢ ™ aD,p, e )= f (—iDya+ta)|e ™ p|tda.

Soit Q un voisinage ouvert borné de 0, contenant le support de ¢. Dans tous les cas :
|Re (¢ aDsgp, e g)|<sup (|a x)|+ | Da@elle g

On choisit d’abord  de maniére que sup |a(z)[<}e. Ensuite, en posant

B= sup sup | D" a(z)|

Irlsm zeQ

(B servira plus loin), on prend M,=B/e; M, et Q.=Q ainsi choisis remplissent les
conditions de 1'énoncé.
Nous raisonnerons ensuite par récurrence sur m. Nous supposerons m>2 et le

résultat exact jusqu’a m—1.

1° Cas p, =1 et ¢;>1

On peut écrire D? o =D” (D, ¢), D?¢=D" (D, p), avec p'=(p,-1, ", ¢'=(g,-1,¢°).
On peut alors appliquer la récurrence & D, ¢, puisque |p'|=m—1, |¢'|=m—2.
2° Cas p, =22 et ¢;=0

On peut encore écrire D =D, D, p'=(p,—1,p°). On a:

(e ¥aDPp, e ™ Dig)= — (e a D", e D*D,¢)—
—(e" " (Dya) D @, ¢ " DVg)+2t (e a D" @, ¢ D).
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Puisque |p'|=]|g|=m—1, les deux derniers termes sont majorés, en valeur absolue, par
1
sup 2la(@|+ 7| Dia@i 3 e Dol
Irj<m-1

et on choisit Q, et M, de la méme fagon que lorsque m=1.
Reste le 1% terme. Mais |p’|=m—1 et |q|+1=m; comme p{=1, nous nous trou-

vons dans le cas 1°, avec p’ & la place de ¢ et (¢, +1,¢") & celle de p.

3° Cas p=¢;,=0

tz,

Dans ce cas, D?, D et e”** commutent. Posons p=ge” On a:

(@D?y, D'y)= — (D*(ay), D’ y) - , (g ) ([D” a] D>~ *"yp, Diy).

|
p/<ppi=L...n

Or:  (D%ay), D?y)= (D, aD?y) + et (g,) ([D¥ a] D"y, D*y).
@/<gp i1 00 n

Mais D?=D,; D" (2<j<n) et donc:
([D7a] D*"9, DPy)= —((D; DV a] D"y, D*" y)— ([D¥a] D; D*"* g, D" 3p)

de sorte qu'en définitive, Re(a D?yp, D'yp) est une somme de termes de la forme
(b@@) D'y, D°y), avec |r|<m—1, |s|<m—1 et b(x)€E (3 un facteur entier pres, b
est une dérivée de a). On a done :

’

B
|Re (a(@) Dy, D'y)|<—t 5 |D'yl|f

t  rigmSi,r,=0

d’ou le résultat, en remplacant y par @e ™ et en choisissant M,=B'/¢ (B’ est une

constante finie, dont on vérifie facilement qu’elle peut étre prise égale a4 4" B, ou

B= sup sup |D"a(x)|).
IrlIsm zeQ)
4° Cas p =1, ¢,=0
Posons D*>=D, D”, p'=(0,p". On a:

(e aDPgp, e Dig)= —(e " a D", e DD, ¢)—
—(e " (Dya) D7 @, e D)+ 2t(e Fa D" g, e D).

La majoration des valeurs absolues des deux derniers termes du second membre a

déja été effectuée, en 2°. Occupons-nous donc du premier, qui est égal & :
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— (e D (ag), e D)+ (2,,) (e (D*"a)D* " @, e " DD, ¢)

1P >1
ce qui est encore égal & — (e D%, e a D®p)+des termes de la forme
(e 1b(x) D' @, e " D),

avec |r|<m—2, |s|]=m, s;,=1. Comme m>2, nous pouvons poser D*=D,; D", 2<j<n.

Ce terme peut s’écrire :
_ (e—tz, (D; b) Dr(p, e»tr, Ds,(p) _ (e—tz,bDrDj (P, e—tz, Ds,(p),
ce qui prouve, au total, que :

Re (e a(x) DPp, e ™ D) =t(e " a(x) D" @, ¢ " D'p)+des termes de la forme
(e7b(x) D" g, e D) avee |r|<m—1, |s|<m—1.

b(x) représente (& des facteurs entiers prés, ne dépendant que de m) des dérivées
d’ordre <m de a(x). On conclut alors sans peine, compte tenu de ce que |a(x)|—>0

lorsque |z|—-0.

5° CGas p,=0, ¢,=1
Se traite de facon en tous points analogue au cas 4°.

Remarque. Dans les cas 3° 4° et 5° de la preuve précédente, nous n’avons pas
eu & utiliser la récurrence; il nous a suffi de supposer a(x) m fois continiment dif-
férentiable (i.e. a(x) € E™). Nous avons utilisé la récurrence en 1° et 2° ou il nous a
suffi de supposer a(x) € EL. Il en résulte que nous aurions pu nous borner 3 supposer,
dans V’énoncé, a(zx)€E™.

Nous allons considérer des opérateurs & coefficients variables sur R". Dans la
suite de ce paragraphe, sans que cela soit & chaque fois répété, P (z, D) désignera un
opérateur d’ordre m; sa partie homogéne d’ordre m sera notée P, (x, D). On supposera
que les coefficients de P, (x, D) sont des fonctions de £™; ceux de P(x, D)~ P, (x, D)
seront dans &

Si @Q(z, D) est un opérateur différentiel & coefficients variébles, Q (x4, D) désigners
Popérateur & coefficients constants obtenu en faisant x =z, dans les coefficients de
@ (x, D). Nous poserons en outre: RQ (x,; x, D)=Q(x, D) — @ (x,, D).

Nous dirons que P(x, D) est normal (resp. hyperbolique normal, resp. hyperbolique)
au point x, si cela est vrai pour P(xz,, D), et que P(z, D) est normal (resp. hyper-

bolique normal, resp. hyperbolique) dans un ensemble E de R" si cela est vrai en tout
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point de E. D’aprés nos hypothéses sur les coefficients de P(x, D), si chacune de ces
propriétés est vraie en un point, alors elle l'est aussi sur un voisinage convenable de
ce point. Remarquons enfin que Phyperbolicité en un point est une propriété inva-
riante par changement (suffisamment différentiable) de coordonnées au voisinage de
ce point.

Nous allons avoir besoin d’une nouvelle domination, plus particuliére que la
domination exponentielle (et dont il est probable que Vintroduction est superflue;

mais nous n’avons pas réussi & I'éviter).

DfriniTION 2.3. Sotent P(x, D), Q(x, D) deux opérateurs différentiels sur R*, d
coefficients continus. Nous dirons que P (x, D) domine normalement Q (x, D) sur un ou-
vert Q de R™ si, pour toult ouvert borné U contenu dans Q, il existe une constante A
finie et une suite {h} (k=1, ...) de vecteurs de R", |Iy|—>+ oo st k— + oo, tels que,
pour toute p €D (U) et tout k :

|t Q (&, D)< A ke || e P (x, D) ]|z

On définit de fagon analogue le sens de « équidomine normalement ». Concernant cette

domination, nous aurons besoin du lemme suivant :

LeEMME 2.2. Soient P(x, D) un opérateur homogéne d’ordre m et {Q,(x, D)} (:€J)
une famille d’opérateurs homogénes d'ordre m—1. Soit U wun voisinage ouvert borné
équilibré de O dans R". On suppose que P(x, D) équidomine normalement les @;(x, D)
sur U, suivant wune base de domination formée de fonctions exp (—{xz, h;>) avec
|hi| >+ co si k—>+co. Soit b un point adhérant quelconque & la suite {h./|hy|}. 11
existe alors une constante finie A telle que, pour toute ¢ €D (U) et tout 1€J :

— iz A K&
7" @0, Dy |l z-< - || ™ P(0, D) v

En particulier, P(0, D) équidomine les @, (0, D).

On va voir que la constante A est déterminée par I'équidomination des @;(z, D)
par P(x, D). Il en résultera que l'on peut faire la preuve lorsque J n’a qu’un seul
élément, c’est-a-dire que la famille dominée se réduit & un seul opérateur @ (x, D).

On peut supposer que k=1lim k;/|h;|. Soit £>0; on a :
k

n (I’f_kl)m_*‘

e_t(a:,hk/|hk|> P (t__:l_:._, D)
[ml 7] ¥

e " P(x, D)o (l}:—er)

Lt
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Puisque U est équilibré, ¢|h|? U< U dés que k est assez grand, done le 2° membre

de l'inégalité précédente majore :

Par passage & la limite suivant %, on obtient :

e M Q(z, D)y (Lhtl “)

¢
w 4

e~t<z,hk/|hk|> Q (thﬁa 'D) '

k

Lz

Alle = P(0, D)l =t] e 5™ Q(0, D) ]| ...

Cette majoration étant valable pour toute ¢ € D(U), c'est 14 exactement le résultat

que nous désirions,

THEOREME 2.2. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(@) P(x, D) est hyperbolique dans Pouvert Q.

(b) Chaque point x, de () posséde un voisinage ouvert U (xg) sur lequel P{x, D) équi-
domine normalement les D* (|p|<m—1).

(¢c) Pour tout xz,€Q, il existe un voisinage ouvert U(xov) de x,, un vecteur h de R"

et une constante positive finie A, tels que, pour toute @ € D (U (x,)) et tout t=1:

Z ”e—t(.l',h> .Dp(pnszglt{; Re (e"t“’h)P(w, _D) (p, e_Kz’h) Ph (x, D) ¢)L”

|pl<m-1

4 + e +h,,i) Pz, y).

N 1
vic ou Py(z,y)= Sim (kl @ oy
1 n.

(¢) implique banalement (b). Si (b) est vérifié, c¢’est que Py (x, D) équidomine
normalement les D? (|p| <m—1) sur U (z,). Mais alors, d’apres le lemme 2.2, P, (x,, D)
équidomine les D” (|p|=m—1), et donc aussi les D® pour tout p, |p|<m—1. Le th.
2.1 exige donc que P,{x, D) soit hyperbolique et, par suite, aussi P(x,, D), d’oti (a).
Tout revient ainsi & démontrer que (a) implique (c). k

Soit x, €€ quelconque; supposons P (z,, D) hyperbolique, et ramené 3 la forme
hyperbolique normale. Moyennent une division éventuelle, nous povons méme supposer
que le coefficient de &"/8x7" dans P(x, D) est égal & 1, du moins sur un voisinage
convenable de z,. Alors, ’hyperbolicité en chaque point de ce voisinage implique que
Pp{x, D) est & coefficients réels.

D’aprés le th. 3.1, il existe une constante positive finie 4, telle que :

A
e D g3 < To Re (¢~ P (zy, D) @, e P, (x4, D) @) 1

lejsm—-1
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pour toute @€ D(R") et tout ¢>1. Tout reviendra donc & montrer qu’il existe un

voisinage U (x,) de x, tel que :
|Re (e "+ P(x, D), e ** Py (x, D)@)r.— Re (¢ P (xy, D)@, e ** P, (24, D) )]

1
< —— -t D 2’
Sy RN L

pour toute @ € D (U (z,)) et tout ¢ suffisamment grand. Cela résultera essenticllement
du lemme 2.1. Dans la suite de la preuve, nous omettrons les indices L®. On a :
Re (¢ P(x, D), ¢ " P, (2, D)p)=Re (¢ P (24, D), ¢ " P, (x,, D)) -

+Re (e RP(xy; x, D), e P, (x, D)p)+ Re (e P(x,, D), e ™ R(P))(,; 2, D) ).

1° Cas de P(x, D) homogéne (d’ordre m)

Dans ce cas, RP(xy; x, D)= P(x, D) — P(x, D) est une somme d’opérateurs
a(x)D?, avec |p|=m et a(x)€EE™, & valeurs réelles, d(x0)=0; R(P;) (zy; =, D) est
une somme d’opérateurs b(x)D% avec |g|=m—1, b(x) réelle, b(x) € E™. Il résulte
alors immédiatement du lemme 2.1 qu’on peut trouver un voisinage (borné, ouvert)

V(x,) de x, et un nombre M < + oo tels que :
|Re (7 R P (zy; x, D), ™ P, (z, D) @) | +| Re (e P (g, D), e R(P,) (%4 %, D) @) |

. ;
<——t > |le*™D?p|% pour toute p € D(V (x,)) et tout t=>M. (1)
4Ao [pl<m—1

2° Cas de P(z, D) non homogéne _
Posons @Q(x, D)= P(x,D)—P,(x, D), @Q,(x,D)=P, (2, D)— (P))m-1(x, D). On a:
(™ P(x, D)g, e Py (x, D))= (e Pp(, D), ¢ **(P\)n-1(z, D) @) +
+ (e Q(x, D)o, e 1 P, (¢, D))+ (e ¥ Py (x, D), e Q, (z, D) ).

Les majorations qui nous restent & faire sont bien plus banales que celles de 1°;
elles ne font pas intervenir le lemme 2.1 (elles ne portent pas sur les parties réelles
des produits hermitiens, mais directement sur leurs valeurs absolues).

D’abord, puisque V (z,) est borné et que l'ordre de @(x, D) et celui de P, (x, D)
sont <m—1, il existe évidemment B,< + oo tel que, pour toute @ € D(V (z,)) et
tout £>0:

(€@ Dp, =P @ D)p)|<B, 5 [le=Delt @

Ipl<m -1
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Quant & (¢7* Py (2, D)o, e @, (v, D)@), c’est une somme finies de termes de la
forme (e”*:a(z) D, e ***D?p), ol a(z) est une fois contintiment différentiable, et oir
|p|=m et |g|<m—2. Ce terme-type peut s’écrire, en posant D?=D,D? (D,=8/dx,
pour un j convenable, 1<j<n):

— (e (Dja) D" ¢, e "1 Dip)—(e"a D" p, e D; D)+ 28yt (e a D g, e D),
avec 0y=1si j=1, =0si j=+1.

Posons ¢’ =(qy, ..-» @y-1» G+ 15 @iy oo @) 1€ |Sm—1. T existe By< +co tel que,
pour toute @ €D (V (x,)) et tout ¢>0:

[ (D) D7 g, e Dig)|<B, 2 [l Drglf;
[ "aD”y, e Dg)|<By 3 [l Dl

|8it(e™ ™ aDP @, e DAp)| < By|le ™ D ¢|| dust|| e Do ||.
Mais dytlle ™ Dol <|le™ D7p||.

Ceci est vrai si j+1 car alors 6;;,=0; c’est vrai si j=1 en vertu du lemme 1.4.

Comme |p'|<m—1, |¢'|<m—1, on en conclut qu’il existe B;< + oo tel que :
[€™ Po(@, D), ¢ @@, D)) |<By 3 [l D79 (3)

pour toute @ € D(V (x,)) et tout ¢>0.
Prenons alors M >4 4, (B, + B,). En tenant compte de (2) et de (3), on peut éerire :

|(e7* P (x, D) g, e " P, (2, D)p) — (e ™ Py (2, D)@, e ™ (Py)m-1(x, D) )|

<1 > |le=Drg|* pour toute ¢ €D (V (z,) et tout t> M.

44, 1n€m-1
En faisant la conjonction de ceci avec la majoration (1) appliquée & Py, (x, D) (au
lieu de P(x, D); se rappeler que P, (x, y)=(1/2im) (8/2y,) P (x, y), Aot (P))m-1=(Pm)y),
on obtient aussitdét la majoration cherchée et, par conséquent, la condition (c¢) de
Iénoncé, du moins dans le cas o A=(1,0,...,0) et pour ¢> M. Mais en revenant
au cas général (pour h) par un automorphisme vectoriel de R", et en faisant ensuite

une homothétie sur % (cf. preuve ou th. 2.1), on obtient (¢) dans son intégrité.

Remarques. 1. Nous ignorons si le simple fait, pour P(z, D), d’équidominer lo-
calement les D?(|p|<m—1), sans les équidominer normalement, suffit & entrainer
I’hyperbolicité de P (x, D). '
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2. Dans la condition (c¢) du th. 3.2, Vopérateur P,(x, D) peut é&tre remplacé par
n’importe quel opérateur @ (x, D) d’ordre m —1 jouissant de la propriété suivante :

Effectuons un automorphisme, dans R", ramenant & sur (1,0, ...,0). Notons en-
core P(x,D) et Q(z, D) les opérateurs aprés transformation; et désignons par a(z,)
(vesp. b(z,)) le coefficient de y* (resp. ¥7'"!) dans P(z,, y) (resp. @ (%, ).

Alors, poﬁr tout 2,€Q, Q(z,, D) sépare (cf. Remarque 4, & la fin de la preuve
du th. 2.1) P(x,, D) et 1b(x,) a(xy) >0.

Remarquer que si @(x,, D) sépare P(x,, D), Q{(x;, D) sépare P (x,, D) pour tout
x, assez voisin de x,.

3. Dans la condition (c¢) du th. 3.2, le vecteur & et la constante 4 dépendent
en général de x, et de U (x,).

4. Remplacons cette condition (c) par la suivante :

(¢") Pour tout x,€Q, il existe un voisinage owvert U (x,) de x,, un vecteur h de R*
et deux constantes positives finies A, T, tels que, pour toute @ € D (U (x,)) et
tout t>T, '

II’KZ’"—I ||e ¥=" DPg ||2Lg<i:L Re (e “*» P(x, D)p, e “*" P, (x, D)) ..
Dans (¢'), 4, T, b dépendent de z, et de U (zy) (qui, lui-méme, dépend de z,!).

Les vecteurs A, pouvant figurer dans (c¢’), sont les % tels que tout automorphisme

vectoriel de R" amenant A sur (1,0, ...,0) améne P (xy, D) & la forme hyperbolique

normale; ils forment un cone ouvert, contenant l'intérieur du cdne lumiere de P (x,, D),

que nous noterons I'(z,).

Ceci dit, soit P (x, D) un opérateur hyperbolique.

DEFiNITION 2.4. Nous dirons que P(x, D) est hyperbolique lié dans un ouvert Q
de R"™ si, pour tout compact K <Q, Uintersection des cones I'(x,), 2, parcourant K, n’est
pas vide.

Dire que P(z, D) est hyperbolique lié dans Q revient done & dire-que pour tout
compact K <), il existe un automorphisme uz de R™ ramenant simultanément tous
les P(xy, D), 2y€K, & la forme hyperbolique normale. Evidemment, tout P (x, D)
hyperbolique normal dans Q y est & fortiori hyperbolique lié.

ProrosiTioN 2.2. Les propriéiés swivantes sont équivalentes :

(a) P(x, D) est hyperbolique lié dans ouvert Q.

(b) Quel que soit Pouvert borné U, UcQ, P(x, D) équidomine normalement les D?
(lp|<m—1) dans U.

4 — 593801, Acta mathematica. 101. Tmprimé lo 7 avril 1959.
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(¢} Quel que soit Vouvert borné U, U<Q, il eviste h€R" et 0< A< + oo tels que,
pour toute @ €D (U) et tout t>1:

|p|<zm—1 || e~ D"(p”i;é% Re (e"%*® P(x, D)p, e **™ Py (x, D) @)

{c) implique banalement (b), par application de l'inégalité de Schwarz et grice
au fait que P, (x, D) est d’ordre m—1.

(b) implique (a) d’aprés le lemme 2.2 : il résulte, en effet, de ce lemme, que,
pour tout z,€ U, P(z,, D) équidomine les D? (|p|<m—1) suivant une base de do-
mination constituée par des exp (—#<{z, h)), ou h est indépendent de x, (d’aprés le
lemme 2.2, h peut étre déterminé & l’aide seulement d’une base de domination normale,
sur U, des D? par P(z, D)). D’aprés la remarque 4 ci-dessus, cela équivaut exacte-
ment & dire que A €L (%), quel que soit z, €U, d’ol (a).

Reste & prouver que (a)= (c).

Par hypothése, lorsque x, parcourt U, qui est un compact inclus dans Q, I'inter-
section des cbnes I'(x,) n’est pas vide; soit A un vecteur (nécessairement non nul)
de cette intersection; h peut figurer dans la condition (c¢’), ot se trouvent associés &
lui, pour chaque z,€ U, un voisinage U (z,) et des constantes que nous noterons ici,
pour éviter toute confusion, A(x,) et T'(z,). Les U (x,) formant un recouvrement
ouvert de U, il existe un nombre fini de points z; (1<j<r) de U tels que '’ensemble
des U (x;) recouvre U; posons A= sup A(x;) et T= sup T (z;). Dans ce qui suit, ¢

1gi<r 1<i<r
sera un nombre réel > T.

Ceci fait, donnons-nous une partition de l'unité dans D, sur un voisinage con-
venable de U, subordonnée au recouvrement {U (z;)} (1<j<7); notons o;(z) (=1, ...,7)
les éléments de cette partition. Soit ¢ € D(U) quelconque. On a :

P(z, D) (yp)=o; P(zx, Dyp+ > pl'-D"ac, PP (z, D)g.
I .

plz1

Comme o; € D (U (2)), le th. 2.2 nous permet d’écrire:

> e ¥ D? (as9) | S% Re (e 5%*® o, P(x, D) @, e ¥"" x

|pl<m -1

B -
xPy(@, D) wme)+5 3 [l D,

Inl<

en omettant les indices L?, ce que nous continuerons de faire dans la suite.

Par un raisonnement analogue & celui de la preuve du th. 2.2 (démonstration de

(a) = (¢), 2°), on montre facilement qu'il existe B, < + oo tel que, pour toute p €D (U) :
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- N —tix, h -z, h 2

| oy P (@, D)g, " [Pa(a, D) (s9) = oy P&, D)gD)|< By 5 [|le™*" Do
De sorte que finalement :

N PR TS

Lo
Iplsm-1

B’ .
N B

¢t |pl<m-

A
+= Re (e " of P(x, Dyg, e ¥*™ Pp(x,D)p) (B <+ o0);
et done, pour toute ¢ €D (U) et tout ¢> M, on sommant sur j :

T
2 e D7 (o )|

iplsm-1 j=1

4

B A
<r— 3 . le =" Do |+ 7 Re (¢? (x) e "™ P(x, D), € "™ Py (x, D)),

b oIpi<m-
ou l'on a posé g(x)=Voc? () + - + of (x). Mais pour tout p€EN" :
r
e DPgll< 3 [le7*™ D? ().

On en conclut qu'il existe 7", A’ positifs finis tels que, pour toute ¢ €D (U) et
tout ¢=>1" :
||e-t® thpllzg‘% Re (g?e™**™ P (2, D) g, € “*® Py (x, D)p). 1)

|pl<m-1

Ceci n’est pas encore tout-a-fait ce que nous désirons. Nous devons maintenant
procéder & l’élimination de g; que cela soit possible tient & ’essence méme de la
domination. Le raisonnement que nous allons faire (sans qu’il présente aucune nou-
veauté) sera typique. Nous recourrerons de nouveau, dans ce chapitre (th. 2.5) et le
suivant (th. 3.3 et th. 3.4), & un procédé tout & fait du méme genre, sans en refaire

chaque fois I’exposé.

Elimination de ¢ (x)

On a 0<g(z)<1 pour tout x dans un voisinage V de U; en particulier, p—>gg
est une application biunivoque de D (U) sur lui-méme. Soit €D (V), f(x)=1 pour
tout z€U. Posons f(x)=g‘1(x)ﬂ(x). On a 1<f(z) pour tout z€U, et il est visible
que f€D. Nous pouvons remplacer, dans (1), ¢ par fo.
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1° Minoration du 1°" membre de (1) (avec fo & la place de ¢)
Du fait que f€D, il existe M < + oo tel que :
I fe"‘“ D g

lpl<m 1

< ||e~**"* D ( f(p)||2+M Z ”e"(’”"”D”(p”2 (ceci pour toute @ €D).

[11(<m 1 .

Mais d’autre part, il existe une constante finie B (k) ne dépendant que de %, telle
que, pour toute «pe'D :

“ e—t(.l‘ h> D? B(k)

|p|<m -2 ip|<m-1

l|e=" D",

Compte tenu de ce que f>1 sur U, on obtient, en prenant ¢*>2 M B(h), pour toute
¢€D(U):
| leen rglise S [l Dy, @

|p|<m -1

2°  Majoration du 2° membre de (1) (avec fo au lieu de @)
Pour simplifier, écrivons P (resp. P) au lieu de P{x, D) (resp. P, (z, D)). On a:

@K P(fg), €5 Py () = (74P Py, &P Pyg)+
(e P [gP(fe)— Pgl, e g Py(fe) + (e P, 7P [g Py (fg) — Pry)).

Puisque ¢ €D (U), gP(fp)— Pp ne contient que des dérivées d’ordre <m—1 de ¢;
et gP,(fp)—P,p ne contient que des dérivées d’ordre <m—2 de ¢. En effet, f=g*
sur U. II en résulte tout d’abord qu’il existe M, < + oo tel que, pour toute ¢ € D (U) :

[P [gP(f@)-Pgl, e “= " g Py (f@))| +| (e™“* ™ [Py - Ppol, e “* " [g Py (fp) - Prg])|
<M, > |le*®Dry|? (P, désigne P,(z, D). (3)

|plsm-1

Pour majorer |(e™**™ P,qp, e *®" [gP,(fp)— P,pl)|, considérer une expression du
type (e ““Ma(x)DPp, e P Digp), avec |p|=m, |¢|<m—2 et a(x)€EE™. Posons
D;=2/0x; (1<j<mn) et supposons par exemple que p;>1. Posons D?=D;D", avec
P'= (P cos P75 B Prrs oor Pa); ODL A

(e~t(x, ”>aD”(p, e—t(r, k> Dq(P) — (e—t(z‘, h)aDz)’(p’ e—t(z‘,h) D]Dq(p) —
— (75" (Dya) D" @, e X" ™ D) + 2tk (e 1™ ”>aD1"¢, e KR Dig).

Les deux premiers termes du 2° membre sont majorés, en valeur absolue, par

M, | |le =" Drg||* (M, : const. finie). D'un autre c¢oté, en vertu du lemme 1.4
r|<m -1 ' ’ '

et puisque |g|<m—2:
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[t hy) ||e‘t<””>D"(p”<I I<Z le“=® D'p|| (pour toute ¢ € D),

m—1
de sorte qu’au total on a bien, pour toute ¢ €D :

| Pa@ Dy, e P D<M, 5 [l Dl
frism-1

ou M, est une constante finie. En définitive, il existe M, finie telle qu’on ait, pour
toute ¢ € D(U) :

(€5 Prg, P (g Py(fg) = PagD|< M, 3 [le® Do (4)

Pour terminer, il suffit de faire la conjonction des inégalités (3) et (4). On trouve

qu’il existe une constante C (k) finie, telle que, pour toute ¢ € D(U) et tout ¢>0:
A, 2 —ix, h) —tz, h)
— Belge P(fg), e Pr(f9)

gl_i* Re (e—t(z, k) P(p, e—t r, h? PMP)+ C(h) z_l ”e—ta,h)Dp(p“z. (5)

t ja€m

3° Elimination de g

Il suffit de faire la conjonction de (2) et de (5). Imposons t>4C (k) (outre les
conditions déja imposées). Compte tenu de (1), on voit qu’il existe H (h)< + oo tel
que, pour toute @ €D (U) et tout t=H(h) :

z ”e—t<z, h>Dp(p||2<4A Re (e_t<z’h>P(p, e—t(z, 153 Phq))-

Ipl<m-1 t

Posons enfin t'=¢/H (h), W' =H (h)h et A”"=4 A’. Nous obtenons exactement (c).

§3. Opérateurs paraboliques a coefficients constants

Nous nous proposons de montrer, dans ce paragraphe, que les opérateurs para-
boliques & coefficients constants donnent lieu & un théoréme de domination analogue
& celui établi dans le paragraphe 1 (th. 2.1), avec, bien entendu, les modifications
qu’impose la nature différente des opérateurs étudiés. On verra qu’outre 4 ces modi-
fications, prévisibles, un fait nouveau apparait, intéressant les dérivations d’ordre non
entier, qui joue & l'avantage, en un certain sens, des paraboliques.

Nous n’aurons & considérer que des opérateurs P (D) normaux, d’ordre m en z,,
mais dont l'ordre total sera toujours >m. Nous noterons P, .(y) la partie de P (y)

telle que P, . (y5, 4") soit homogeéne de degré mk.
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DiriNiTION 2.5. (Pétrowsky). Nous dirons qu'un opérateur normal P (D) est

p-parabolique $’il vérifie les deux conditions suivanies :

(Py) Il existe un entier p>0 tel que deg P(y%, y*)=mp.
(Pn) Il existe un nombre O>0 tel que les parties imaginaires des racines du poly-

néme Py, ,(yy, 4°) en y, soient >0 pour tout y* € R*Y, |4°|=1.

(Py) exige p pair et >2, ce que nous supposerons toujours dorénavant, méme

lorsque p ne sera pas rattaché & priori & un opérateur différentiel.

DEFINITION 2.6. Nous dirons que P(D) est p-anti-paraboliqgue si P(—D) est
p-parabolique.

ProrosiTioN 2.3, Supposdns vérifice la condition (Pp) de la définition 2.5. Alors

les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) P(D) éguidomine les IF, pry+|r°|<mp—1, suivant la base de domination con-
stituée par les fonctions exp (—hxz,), h>0.

(b) Il existe une constante finie A telle que :
(yr—ik|+ |y P)"<A| Py p(y,—ih,4°) pour tout y€R" et tout h>0.
(¢) Il existe deux constantes finies A, H telles qu'on ait, pour toute p €D et tout
h=H :
»
W S e D g Al P D)glla

ot Uon somme, dans Dy, sur r€N™, pr +|°|<mp—Fk.

Nous ferons simultanément la preuve de cette proposition et celle du théoréme

suivant :

TatoriME 2.3. Supposons wvérifide la condition (P;) de la définition 2.5. Alors

les propriétés suivantes sont égquivalentes :

(8) P (D) est p-parabolique.

(l;) P (D) équidomine les D', pr1+[r°[<mp—-1, suivant la base de domination con-
stituée par les fonctions exp (—hx;), h>0.

(&) Il existe deux constantes positives finies A, H telles qu'on ait, pour foute @ € D
et tout h>H :

Swlle "™ Do|l+h D, |le "™ Do|i<d4 Re(e " P(D)p, e " P (D)g)L.

1 oP

P, (y)=% 2. (y) et on somme dans 3, (resp. 2,,) par rapport aux r€ N" vérifiant
1

pri+ | |<(m—1)p (resp. <mp—1}p).
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Avant d’entreprendre la démonstration, signalons que ces deux énoncés admettent
des homologues pour le cas anti-parabolique. Pour obtenir la formulation précise de
ces homologues, il suffit de remplacer partout exp (—hx,) par exp (hx,); en outre,
il convient de remplacer 4 par —#4 dans I'inégalité de (b) et 4 par — A dans lin-
égalité de (8); (&) devient : P (D) est p-anti-parabolique.

Nous ferons la démonstration suivant le schéma :

b= @& =(@©
¥ oy
(c)=(a)=(b)=(4).

L'implication (c¢)=(a) est banale. Nous ferons, dans P'ordre, les preuves de :

(b)=(c), (B)=(8), (@)=(b), (O)=(&), (b)=(4).
1° (b)=(c)
En vertu de (P), il existe M < + oo tel que z €™, lz|>M, implique
|P@ = Papla)| < Bz | +]2Pm 7 <L (o] ]2
(B : const. finie). Si donc 2> M, (b) implique :
(lyp—ih|+|°|)"<24|P(y,—ih,9°)| pour tout y€ R".

Le carré du 1°* membre majore (& un facteur constant prés, indépendant de ¥ et de
B) [y —ih|+]y° P2+ 2% Or, il existe ¢>0 tel que (a+5)">ca™ %™ pour tous

a, b>0 et 0<s<1. En appliquant ceci, on voit qu’il existe 4’ < + oo tel que, pour
tout y €ER™ et tout hEM :

2

2 D [y — ik + | PP < A Py — ik, )
De 13, par le théoréme de Plancherel, se déduit aisément (c).
2° (&)= ()

Supposons égal 4 1 le coefficient de y!* dans P(y). Fixons arbitrairement y°,
|4°|=1. Notons 7;(3°)+is;(y") les racines du polyndme P, ,(z;,%°) en z. Il ne nous
intéresse pas ici de savoir si on peut désigner m fonctions r;(¢°) + ¢ s;(3°) sur la sphére
unité de R"! qui, en chaque point, y représenteraient les m racines de P, ,(z, °).
Ce dont nous avons besoin, ce sont les Qy(z;, 4°) définis dans la preuve du th. 2.1 :

Qe )= 1 [a—r0)—is@] (=1, ..., m).

i=17%k
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Posons F (z,, y°)=kZIIQ,, (1, ¥")*5 F (2, ¥°) est une véritable fonction de z, et de 3°

dans ("X R"" 1, On a d’ailleurs: F (P2, t4°) = t*" V7 F (z,, 4°) pour tout £ >0, du fait que :
P, ,(t? X,,t X% =t"" P, ,(X).

En vertu de la déf. 2.5, si |4°|=1 et si Im 2, <0: F(z,y°)>md*™ P, d’odi, pour
tout y° € R (si Tm 2, <0) :
F (2, 4°) = m %™V [y [fem e (1)

en vertu de la pseudo-homogénéité de F (z,, 4°).
Mais F(z;, ¥°) est un polyndéme en z, et z, dont le terme de plus haut degré est
m|z "V, Comme F(z,, y*)>md6*™ P quels que soient z, €C, Im 2, <0 (et |4°|=1),

il existe une constante finie M telle que, pour ces 2, et ces y°, on ait :
MF (2, %) 2|2 " P. (2)

En vertu de la pseudo-homogénéité de F (z,, y°), ceci est encore vrai pour tout y° € R" 1,
La conjonction de (1) et de (2) donne, pour tout y € R”® et tout 2> 0 (avec M, < + o) :

(g —ib|+ g’ PP <ML F (y,— ik, yy)- @)

Ceci dit, remarquons (cf. preuve du th. 2.1) qu’on a:

Re [Py (21, ¥°) (P, o)t (21, 901 = g [ (%) — Im 21| Qu (25, 42

T
En choisissant les indices k=1, ..., m des racines, de fagon cohérente sur chaque
droite de R™' passant par Dorigine, la pseudo-homogénéité de P, ,(X) implique
8 (ty") =175 (3°). En conséquence, pour tout ° et quelle que soit la racine » (4°) +is(y°)
de P, (2,3, on a: s(y°)>8|y°|’. Compte tenu de (3), on voit quil existe
0<M,< + oo, tel que pour tous y€ER" et h>0 :

(19 PP) (g = ik ]+ [ )" P < My Re [Prp (41— ik, 9°) (P (h— 5k, 9°)]. (4)

On peut démontrer le résultat suivant :
Soient deux entiers u, v>0, u<2(m—1), pu+v<(2m—1)p—1. Dans ces con-
ditions, pour tout a>1 et tout >0 :

@b’ < (1+b7) (@ +b?)2" Y.

Appliquons ceci & a=h""|y,—ih|, b=01"17|4®|, u=k,, v=|k°|. On suppose donc
h<2m—1) et phky+|k°|<@m—1)p—1. 1l vient :
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Lo — k[ [ V<Y (R4 |9°P) (g —iR]+ ]9 PP 0 ()

(dans tout ceci, on supposera kh>0).

Or il se trouve que
[P, » (21, 4°) [Py (21, 9°) = (Prm, o)1 (2, ¥)]|

et I[P (2, ?/0) =Py (2, ?/0)] Py (z, ?lo)l

sont majorés par des combinaisons linéaires de mondmes |z, |*|y°|", ou précisément
k,<2(m—1) et pk,+|k°|<(2m—~1)p—1. En tenant compte de (5), on voit donc

qu’il existe B;< 4+ oo tel que :

IP(%_HL’ ) P, (y;—ih, yo)——P,,,,p(yl—ih, ?/0) (Pm, o)1 (4 — th, yo)l
< B (k|4 i 5 1P

pour tout y€R" et tout h>0. Prenons alors H >0 tel que H'”>2B, M,. Compte
tenu de (4), on a, pour tout y € R" et tout ~>H :

m—1 S ——
(h+|?/°|”)k20(|y1—ih|2+|2/°l2”)k<2M2 Re P(y,—ih,3°) Py (y1—ih, ).
De 1 (&), de la fagon habituelle : par le théoréme de Parseval.

3° (E)=(b)

Supposons done P (D) p-parabolique. Pour tout |3®| =1, y, réel et A >0 arbitraires,
| Ppp(yy— ik, 4°)|>0™ On en déduit, grice & la pseudo-homogénéité de P, , pour
tout y €R" et tout A>0:

| Py (g — 10y 9°) | 2 67 |y,

D’autre part, P, ,(2;,%°) est un polynéme en z, dont le terme de plus haut degré
est 21". Il existe done M < + oo tel que, pour tout y, réel, tout >0 et tout ¥°,
|4°|=1:|y,—ih|"< M| Py ,(y;—ih, 4°)|. Tci encore, la pseudo-homogénéité de P, ,

permet de dire que ceci reste vrai pour tout y°€ R" 1.
4 (&)= (@)
Comme P, (D) est combinaison linéaire de D', pr,+[r°|<(m—1)p, on déduit de

(¢), pour toute g €D et tout h>H :

Vh S lle ™D gl+h 5, e * D g|| < Blle ™ P(D)g|| (B< +o0).

a

D’aprés le lemme 1.2, ceci équivaut & dire que, pour tout y et tout h>H (avec
B < 4+ o0):
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R+ |y P) (g — iR+ PP V< B 3 | POy, —1h, o).
geN"
Remplagons, dans cette inégalité, 3° par £3° y, par t*y, et h par t°h, avec t>1.

Pour y et h fixés, on a :
tzmah(h+|y0 Ip) (Iyl _ ,th + lyo Ip)2(m—1)<Brt2mplpm.p(y1__ih’ yO) Iz + 0(t2(mq—l)).

a

Multiplions & gauche et & droite par ¢ "7 et faisons tendre ¢ vers +oo; nous abou-

tissons & ce que, pour tous yER" et h=H :

h(h+19"P) (s —ih|+]|g* PP < B'| Py (4~ ik, o) "

Remplagons, dans cette inégalité, y, par t*y,, y° par {y® et posons s=¢{?h (£>0).
On obtient :
s+ Yl —is| P PP V< B Py (g —is )P

et done, pour tout y, réel, tout y* € R*, |3°|=1, et tout s>0:
Vs< B | Pp p(ys—1i5, 4°|.

Nous allons montrer que cette inégalité entraine (). En effet, si elle est vraie,
Py, »(2,4°) ne peut avoir, en tant que polynéme en z,, aucune racine, pour aucun
¥, |#°]=1, dont la partie imaginaire soit <O0. Car si 7;+is; était une telle racine,
en faisant y,=r;, s= —s;, dans l'inégalité ci-dessus, le second membre serait nul, et
non le premier. Supposons enfin que, pour tout 7 >0, on puisse trouver y°, [¢°|=1,
tel que P, ,(z;,%°) ait une racine r;+14s;, avec 0<s;<#. Prenons alors, dans I'iné-
galité ci-dessus, y, =1;, s=17; elle donne V1_7<B”77 (B’ : constante finie, indépendante

de 7). Comme 7 est arbitrairement petit, ceci est absurde.

5" (b)~ (&)
Le coroll. 2 du lemme 1.2 veut qu’a tout £>0 corresponde %4 >0 tel que, pour
tout y € R™ :
(= ih|+]g*P)" P <e 3 | POy —ih,o")].

e N®
Mais si A>1, il existe M < + oo tel que :
| P (yy—ih, 4°) = P p (4, — iR, yo)lﬁal; | P9 (yy— ik, 4%
<M (|y,—ik|+]|g°|P)" 1" pour tout y€R",

d’on, en choisissant ¢>0 assez petit (et & en conséquence, ce qui est compatible avec
h=1), pour tout y € R":
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(lyy =ik +[g°P)" P < 28| P, » (4, — 3k, 4°)].

Remplagons, dans cette inégalité, y, par *y,, y° par ty° et posons s=¢"?h (t>0).
Il vient, pour tout y€ R" et tout s>0:

s (lyy—is|+|g° [P)" P <2e|h|"" | Pr,» (4, —i5, 9°)|.
En laissant b fixe, on tire de 13 aussitdt, pour |y°|=l :
glpoCIPm'p(yl—is, yO)l (0< + °°)

et ceci est vral pour tout s>0 et tout y; réel. On raisonne, & partir de la, exacte-
ment comme on P'a fait & la fin de 4°), compte tenu de ce que p=2.

Le théoréme 2.3 et la proposition 2.3 sont complétement démontrés.

Introduisons les dérivations d’ordre non entier, de la fagon suivante : soit s€ R%

(i.e. un systéme de » nombres >0). Nous poserons, pour p€D :
Ds¢(w)=fezi""' P 2izy)" ... 2iny) "9 (y)dy,

ou, pour chaque j=1,...,n, (2imy,)7 est la valeur de la fonction 27 en 2imy,
mettons de la branche de cette « fonction » qui est réelle positive pour z réel positif

(bien entendu, ceci n’a aucune importance).

TEEOoREME 2.4. Supposons vérifice la condition (Py) de la définition 2.5. Les
propriélés suivantes sont équivalentes :

(a) P (D) est p-parabolique.

(b) Quel que soit k réel >0, P (D) équidomine les D°, oi s€R? wvérifie ps;+|s"|<
SKmp—k, sur la base de domination constituée par les fonctions exp (—hay),
h>0.

(e} Il existe deux constantes finies A, H telles que, pour toute g €D, tout h=H,
tout réel k>0 et tout SERY, ps,+|°|=mp—Fk, on ait :

W e Drgllus Al P (D) g1

Bien entendu, le th. 2.4 admet aussi un énoncé homologue, valable pour les
anti-paraboliques. ’

(¢) = (b) banalement et (b)=(a) d’aprés le th. 2.3. D’autre part, la conjonction
du th. 2.3 et de la prop. 2.3 fait que (a) implique : il existe B< -+ co tel que, pour
tous yER" et A>0:
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(|y1_ih|+|y0|p)m<BIPm.p (yl~ih, yo)l’

d’olt T'on déduit (comme il a déja été fait) qu’il existe H fini tel que, pour tout
YyER" et tout h>H :

(|l —ik|+]° )" <2 B| P (y,— ik, ¥°)|-

Soit alors s€RY, ps;+|s*|=mp—k, £>0. On a:

h’“"’(|y1—ih|+|y°|")"‘"""<(lyl—ih|+|y°|”)'"<2B|P(y1—ih, y")l,
et comme Ly =ik P lye ™ o < (Jyp — TR |+ |90 [)" "

quels que soient y et h, le théorétme de Plancherel donne immédiatement le ré-
sultat,

Remargues. 1. On constate par le théoréme 2.4 combien exceptionnellement riches
sont les propriétés de domination des opérateurs paraboliques : tout d’abord si on les
compare aux elliptiques. Il suffit de noter, par exemple, que le laplacien ne domine
aucune dérivation du 1°" ordre, alors que 'opérateur de la chaleur 9/8¢t— A, domine
toutes les dérivations en ¢ d’ordre (non nécessairement entier) <1, et toutes les déri-
vations en z d’ordre <« 2!

Mais les propriétés de domination des paraboliques sont aussi plus riches (dans
la. mesure ol une comparaison est permise) que celles des hyperboliques : P (D) hyper-
bolique d’ordre m domine tous les opérateurs d’ordre <m—1, mais il est facile de
voir quil n’en domine aucun, d’ordre (entier ou non) >m—1. Alors que P (D) p-
parabolique, d’ordre m en z;,, domine tous les D* pourvu que ps,+]|s"|<mp. Ceci
pouvait déji se pressentir au vu de la condition (b) de la prop. 2.3, ol figure, dans
le 1°* membre de l'inégalité, 'exposant m, alors que dans la condition homologue pour
les hyperboliques (prop. 2.1, (b;)), figurait I’exposant m— 1.

Remarquons encore, dans cet ordre d’idées, que si r€N" vérifie pr1+|r°|:mp,

on a, pour toute p €D et tout h>H :

[ D7 ]

p<dl|e"™PD)g

ILz.

Ceci réalise une nouvelle comparaison entre opérateurs différentiels, analogue a la
domination, mais olt ¢ est remplacé par une constante finie A, et analogue & la rela-
tion « plus fort que » d’Hérmander, mais ol les opérateurs différentiels sont multipliés

{4 gauche) par une fonction.
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2. On peut se demander, toujours sous I'hypothése (P;), si la propriété :
(b") P (D) éguidomine les D', r€N", pr,+|r°|<mp—1
est équivalente & la propriété (b) du th. 2.3 (ou 2.4), c’est-a-dire & la méme, & cela
prés que dans (b’), on ne précise pas la base de domination, qui était précisée dans
(b) (elle était formée des exp (—hwx;), A>0). Nous n’avons pas su démontrer ce

résultat, trés probablement exact, dans le cas général (nous l'avons fait pour n=2

et dans d’autres circonstances particuliéres).

§ 4. Opérateurs parabolitfﬁes a coefficients variables

Ce paragraphe est le pendant du § 2, relatif aux hyperboliques & coefficients
variables. Nous continuerons de désigner par p un entier pair >2. La réle du

lemme 2.1 sera joué par le lemme suivant :
LEMME 2.3. Soient r, sSEN", r;,+8,<2(m—1) et
pry+ || <mp, ps,+]||<(m—1)p.

Soit a (x) €E? vérifiant a (0)=0. Alors, quel que soit £>0, on peut trouver un voisinage
ouvert . de O dans R" et un nombre M, fini tels que, pour toute p €D () et tout
|k|= M, :

(a0 D, D )| < (Spolle ™ DU+ ] 5, | D[,
Rappelons que >, est la somme étendue aux g€ N™ vérifiant pql+|q°|<mp—k
(kEN).
1° r<m-—1

Posons D'=D" D", avec |r'|<lp, =0 et pri'+|r"°|<(m—1)p+ip. Ceci est
toujours possible, parce que 1, <m—1. En transposant D", on obtient (en omettant

les indices L?):

(e a@ D g, & D )| <[l D g | D7 fa () D).
Or :

ey p@ral<lawer o el s (I@wern .

Soit ¥ un entier >1. Prenons >0 (dépendant de » et de &) tel que || <z implique
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a(z)|<27¢ Comme ps, +|s®+7°|<(m—1)p (et r1=0), si p €D a son support dans

la boule |z|<7#, on aura :
la@e ™ D™ || <27 e 34 [l Do |-
D’autre part, si |¢|>1, ¢;>7; pour tout j=1, ..., n :
| D?a(z)- e D" p||n< Blle™"= D" g ||1s,

oi B=sup |D% ()|, le sup portant aussi sur les ¢ qui nous intéressent. Dans
1zi2n .

'inégalité précédente, ¢ a son support dans la boule |z|<7.

Puisque |7'|<lp et que ¢, =7 —0, il existe un entier k>1 tel que 2|r'°—¢°| <
<p—2Fk, d’ott Pon déduit, pour tout y*€ R et tout A réel (c: constante >0 qui
ne dépend que de p):

caee | r-u < ] PP,
Compte tenu de ce que ps;+|s°|<(m—1)p, on a, pour [A]>1 :
chzklpIyl_ihls,ly0|2|r'+s°—ql<(|h|+|y0|p) (|y1—ih|+[y°|”)2"""l)

pour tout y€R". Le théoréeme de Plancherel donne alors :
hE. s B _ 5 —he
||(D“a,)e hz, pyri+s q‘l’l|<mﬁ(2§p"e “‘D"<p||2+|hlz1,“e 2 ‘D"(p“2)5

pour tout % réel, |h|>1, et toute @ €D ayant son supporv dans la boule |z|<7.
Alors en prenant M,>(B'2" ¢ ")’ et |h|> M,, Q. contenu dans la boule |x| <7, enfin
avec un choix convenable de » (rappelons que 7 dépend de »), on obtient facilement
le résultat désiré.

2° r=m
Dans ce cas, =0 et s,<m—2. Posons D'=D D" avec D,=3/0x, et
r'=(m—1,0,...,0). On a:
(" aD @, e D )=2h(e " aD" @, e " D p)—
—(Dya-e " D', e D p)— (e " aD g, e "D, IF ).
Compte tenu de ce que pri+|r'°|<(m—1)p et ps;+|°|<(m—1)p, avec les mémes

notations et définitions qu’en 1°) on peut écrire, pour tout |k]>1 et toute p €D ayant

son support dans la boule |z|<7 :
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|2k (e " a D" ¢, e " D p)—(Dya-e " D" @, e " D* g)|

- B -hz
<(2 o) B o= Do e

d’ol ici aussi un choix possible de », de M., ete.
Quant au terme (¢”"**a D" ¢, ¢~ "% D, D* ), remarquons que pr;+|r'°|<(m—1)p
et p(s;+1)+|s®|<mp, avec r{+(s;+1)<2(m—1): on se trouve dans le cas 1°
C.Q.F.D.

Nous aurons aussi besoin du lemme suivant :

LEMME 2.4. Soient r, sSEN", pri+|r°|<mp, ps,+|s®|<(m—1)p. Soient a (),
b(x) €D quelconques. Quel que soit £>0, on peut trouver un nombre M. < + oo. tel que
|2|> M, implique :

|e " {a (x) D"¢p— D" [a(x) @]}, € " b (x) D° @) 1]
(e b () D, e " {a(2) D°p—D*[a(z) gl}) s
ey lle ™ D2t +]R| Sy lle™™ D |2)
pour toute p€D.
On a: Dag)—aD p= > (r)D“a-D""(p.
W \g
<, 1<ign

Iy

Formule analogue avec s & la place de r. Remarquons qu'on a »—g,<m—1.
Nous sommes ainsi ramenés 3 démontrer ceci ;

Soit ¢ (x) €D quelconque. Si r€EN" vérifie pr,+|r’|<mp—1, et sips, +]|s|<
<(m—1)p, alors, pour tout £>0, on peut trouver M,< + oo tel que |k|> M, im-
plique, pour toute 9 €D :

lc@) e Dg, e " D*g)|<e(Zyp |l D2 |F+|R| Z, || " D*@]F)

en omettant les indices L* Posons r=r'+7¢", avec pry+|r'°|<(m—1)p—1etr'=0,
|7""|<}p. Cette décomposition de r est évidemment possible. Si nous transposons
D™, nous obtenons une somme de termes du type (u (x) e *** D" ¢, e "* D" ¢), u (x) €D,
psi+|s'°|<(m—1)p. Posons B= sup |u(z)|; on a:

zeR"

[(w(z)e " D" @, e " D" @)|<B|le*" D" g|| 35 [le " Do

et tout revient & majorer ||e™""D"g|. Posons r' =g+o avec o, =0, |®|<ip-—1,
po;+]6®|<(m—1)p. Ceci est possible; posons k=}p—|g®|. On a k>1. Alors (cf.
preuve du lemme 2.3, partie 1°), pour tout y € R" et tout h réel, |h|>1:
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RN |y gy = P[P < B[P = 6B+ 0
d’ou découle aussitdt, par le théoréme de Plancherel :
c|hf? e D" || < Syl D[P+ |B] 2ol e D | )2

La présence du facteur |k|"” permet d’obtenir directement le résultat, aprés avoir
raisonné de fagon tout-a-fait analogue pour D’(a¢)—a D°¢.

Dans ce qui suit, P (r, D) désignera un opérateur différentiel sur R", normal,
d’ordre m en z,, & coefficients au moins continus. Nous dirons que P (z, D) est p-
parabolique (resp. p-anti-paraboligue) dans un ouvert O de R" si, pour tout x,€Q,
P (x,, D) est p-parabolique (resp. p-anti-parabolique).

La domination normale (déf. 2.3) ne va pas nous servir dans le cas actuel (3

cause du rdle de lentier p). Le lemme 2.2 doit étre remplacé, ici, par le suivant :

LemMe 2.5. Sotent P(x, D) et Q(x, D) deux opérateurs différentiels sur R", a
coefficients continus. On suppose P (z, y%, y°) homogéne de degré mp (en y!) et Q (z, y3, ¥°)
homogéne de degré mp—k (k entier >0). On suppose qu’il existe un voisinage ouvert
équilibré U de 0 dans R" et une constante finie A tels que, pour toute p €D (U) ot
tout h>0 (resp. h<0):

|B|¥7|le " Q (x, D) p|l.<Alle " P(x, D)g|s.
Dans ces conditions, on a aussi, pour ces ¢ et ces h :

|&[7 || =@ (0, D) ¢|

L <A ” e—hl‘l P (O, D) 12 ”L*-

Exactement la méme démonstration que pour le lemme 2.2, & la modification pres
demandée par les pseudo-homogénéités de P (z, D) et @ (x, D).

Voici maintenant I’équivalent du théoréme 2.2 (mais aussi, en méme temps, de
la prop. 2.2):

TatoREME 2.5. Soient un ouvert QO de R™ et un opérateur différentiel P(x, D)
sur R, & coefficients dans E. Supposons que pour tout x,€Q, P (x,, D) vérifie la
condition (Py) de la définition 2.5. Alors les propriétés susvantes sont équivalentes :

(a) P (z, D) est p-parabolique dans Q. 7
(b) Pour tout ouvert borné U tel que U<Q, il existe deux constantes finies Ay, Hy

telles que :

,, |
3B S D gl A P e, Dy
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pour toute p €D (U) et tout h>Hy. La sommation, dans L, porte sur les r€N™
vérifiant pr,+|7°|<mp—Fk.

(¢) Pour tout ouvert borné U tel que UcQ, il existe deux constantes positives finies
Ay, Hy telles que, pour toute o €D (U) et tout h=Hy -

Zyplle™ D

ot Py(x, y)=(1/2in)(@/0y,) P(x, y) et ou 2, et D4, ont le sens défini dans (b).

Lth, e "Dy

%2:<Re (e " P (z, D)p, e " P, (x, D) )1,

Cet énoncé admet un homologue, valable pour les anti-paraboliques.

(b)=(a) d’aprés le lemme 2.5 et le th. 2.3. Nous prouverons, dans Iordre,
(¢)=(a), (a)=(c), (a)=(b). Comme les raisonnements ne font appel qu'aux techniques
utilisées & satiété dans ce chapitre, nous nous bornerons souvent & esquisser leur
marche.

Moyennant éventuellement une division, nous pouvons nous ramener au cas ol
le coefficient de yy', dans P (x, y), est égal & 1 pour tout x€€). En effet, il n’est
pas difficile de voir que chacune des conditions (a), (b), (¢) du th. 2.5 implique que
ce coefficient ne peut s’annuler en aucun point de (. Si le coefficient de y* dans
P (x, y) est égal & 1, celui de y7'~! dans P, («, y) est aussi une constante. Il résulte alors
facilement du lemme 2.3 que, pour tout £>0, on peut trouver un voisinage ouvert
U (z,) de 2,€Q et un nombre fini M (z,) tels qu’on ait, pour toute ¢ €D (U (z,)) et
tout > M (x,) :

(e "™ RP (25, 2, D)@, ¢ " P, (x, D) )|+ |(e”"" P (xy, D) g, e " R (P,) (iy; x, D) )|
<eQplle™ DplP+aZ e " Dol (1)
en omettant les indices L% ce que nous continuerons de faire dans la suite; rappelons
que BP (xg; x, D)=P (%, D)~ P (xy D). On a :
(e "™ P(x, D)o, e "™ P, (x, D)p)— (¢ " P (x4, D), e " P, (24, D))
= (¢ " RP (x; z, D)@, ¢ " P, (x, D)) + (¢ " P (2, D) @, ¢ " R (Py) (x; %, D) ).

Nous allons nous baser sur cette formule et sur l'inégalité (1) pour prouver

Péquivalence de (a) et de (c).

1° {c)=(a)

Soit 2,€Q; soit U un ouvert borné, contenant z, U< Q. Prenons ensuite, dans
(1), e<(2A4y)7". De (c) et de (1) résulte alors que, pour toute @€ D (U (x,)) et tout
h= sup (Hy, H (2)) :

5 — 593801. Acta mathematica. 101. Tmprimé le 7 avril 1959,
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Swlle™ D oplF+r3,|e " Dre|?<2A4y Re (7" P (x,, D) g, e " P, (x,, D) ).
De 1a se déduit, par I'inégalité de Schwarz, pour ces ¢ et ces & :

Va2ille™ D g+ k3, [le ™ D" g <2 Aylle™ P (zy, D) gl-
Alors le lemme 1.2 implique qu’il existe B< 4+ oo tel que :

Bh+19°17) (|gy =i h]+ ]9 PP P < B3 | PO (2, 3y — ik, y°) P
P

pour tout y€R™ et tout A= sup (M, Hy). A partir de la, on prouve que P (r,, D) est

p-parabolique exactement comme il a été fait dans la preuve du th. 2.3, partie 4°.

2° (a)=(c)

A partir de I'inégalité (1) et de Phypothése que P (x,, D) est p-parabolique, et
posséde done la propriété (c) du th. 2.3, on voit gque la condition (¢) du th. 2.5 est
vérifiée pour des ouverts « assez petits ». Il nous reste a I’établir pour tout ouvert
U, U compact et inclus dans Q.

Chaque point de € possédant un voisinage pour lequel (¢c) est vérifiée, nous
pouvons recouvrir UU par un nombre fini d’ouverts V,, ..., V, sur chacun desquels
(¢) est vérifiée. Donnons-nous une partition de 1'unité {a;} dans D, subordonnée au
recouvrement {V,} (1<j<k), sur un voisinage convenable de U. En vertu du lemme
2.4, pour tout &£>0, on peut trouver M < + oo tel que A= M implique, pour toute
@€D(U) et tout j=1, ..., k:

(e " P(z, D) (o 9), " Py (x, D) (o)) — (¢ "o P (2, D) g, e "™ P, (x, D) p)|
SeQyolle ™ D plP+hZ,|le " D gl|P).

Si on pose g (x)=VaZ(x)+ - + a2 (¢), en prenant ¢ assez petit, en obtient (cf. preuve
de la prop. 2.2), pour toute ¢ €D (U) et tout k=M :

h2olle ™ D gl*+2,,|le " D g|*<B Re (¢ ¢* (z) P (x, D) ¢, ¢ " P, (z, D) )
ou B est une constante finie. Reste & éliminer g : on procéde comme dans la preuve
de la prop. 2.2 (élimination de g), en se servant ici du lemme 2.4.
3 (a)=(b)

C’est la partie la plus banale de la démonstration. Soit z,€Q; puisque P (x,, D)
est p-parabolique, il existe, en vertu du th. 2.4, deux constantes finies A, H telles

que, pour toute @ €D et tout A= H :
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D

2 B S|l et D )| < A|e”"* P (z, D) . 2)

k=0

Mais il est clair qu’il existe un voisinage ouvert U (z,) de z, tel que :

—AT 1 —hz, Ny
||e= " [P (x, D)~ P (x,, D)]‘pH<§ZZo”€ ma py |
pour toute ¢ €D (U (z,)) et tout b réel (la sommation, dans >,, porte sur les rEN"

vérifiant pr, +|7°|<mp). Compte tenu de (2), ceci implique immédiatement :
[l P (zo, D) g || <2{[e™"" P (x, D) gl (3)

pour toute ¢ €D (U (z,)) et tont h>H.
La conjonction de (2) et de (3) implique directement (b), mais avec U (x,) &

3

la place de U. A partir de 13, on passe & un ouvert borné quelconque U, U< Q,
& laide d’'une partition de l'unité, comme dans 2° ici les choses sont plus simples :
remarquer en effet que sia (z)€D, P (x, D)a(z)—a (z) P (x, D) est une somme d’opéra-
teurs b (z) D% avec pg,+|¢°|<mp—1. Ceci permet d’utiliser les facteurs 2"/, devant

les sommes 2, (k=1, ..., p), pour parvenir aux majorations souhaitées.

Remargues. 1. Le fait que, dans la condition (b) du th. 2.5, au premier membre
de l'inégalité, la sommation en k s’effectue & partir de k=0, est de grande importance :
il conduit immédiatement & la domination des dérivations d’ordre entier ou non DS,

SERY, ps;+|8|<mp.

2. La différence, entre le th. 2.5 et le th. 2.2, pour les domaines de validité
des majorations (dans le th. 2.2, elles ne sont vraies que sur des voisinages con-
venables de chaque point, tandis que dans le th. 2.5 elles sont vraies sur tout ouvert
borné U, U< Q), cette différence n’a rien de tres profond. Elle tient simplement au
fait que les opérateurs paraboliques sont donnés & priori sous forme normale. Un
opérateur hyperbolique normal jouirait de la propriété analogue, comme le prouve la

prop. 2.2.

3. On peut démontrer que les conditions (a), (b), (¢) du th. 2.5 sont équivalentes

a la suivante :

(b") Quels que soient le nombre réel k>0 et le point x, de Q, il existe un wvoisinage
ouvert Uy (xy) de x, tel que P (x, D) équidomine, sur Uy (x,), les D°, oi s€R}
vérifie ps,+|s°|<mp—k, swivant la base de domination constituée par les

exp (—hux,), £>0.
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On remarque, dans cette condition, que les modalités de la domination ne sont
pas précisées, comme elles le sont dans (b) (facteurs A*?).

On pourrait ajouter bien d’autres conditions équivalentes aux précédentes; par
exemple, (b’) implique une propriété identique, & cela prés que Uy (x,) y est remplacé
par un ouvert borné U, U< (Q; inversement, dans (b) on pourrait remplacer U par
un voisinage convenable de =z, (arbitraire dans ). En régle général, tous les pas-

sages du local aux ouverts bornés, et vice-versa, sont légitimes.

4. On pouvait évidemment faire, sur les coefficients de P (z, D), des hypotheses

bien moins restrictives que de les supposer dans &.

CumariTrE III
Domination en exp (—p (x,))

Nous allons maintenant élargir les bases de domination au deld des exponenti-
elles, tout en restant dans le domaine de la domination multiplicative. Ce que nous
cherchons d’abord, c’est & prolonger & des fonctions plus générales les propriétés
établies avec les exp {x, h>. Par exemple, on peut se demander si des inégalités du
genre de

> |le P Dy

lri<m—1

2,<& Re ("™ P(D)g, & ™" P, (D))

(P (D) hyperbolique d’ordre m, £>0, @ €D) restent vraie lorsqu’on remplace <z, A)
par une fonction g (x) qui ne soit plus linéaire. D’autre part, par les exponentielles,
nous avons atteint certains faits, mais dans des cas relativement restreints; se pour-
rait-il que leur domaine de validité soit élargi si on enrichit suffisamment les bases
de domination? Par exemple, l'inégalité précédente a été démontrée, avec un choix
convenable de h, pour toute €D (R"). Mais ceci est en général faux lorsqu’on
remplace P (D) par un opérateur & coefficients variables. Ne récuperera-t-on pas, ce-
pendent, cette propriété, si on accepte de ne plus se limiter 4 la domination ex-
ponentielle?

(est 4 ce genre de questions que nous allons nous intéresser dans la premiére
partie du présent chapitre, en ne nous occupant, toutefois, que des opérateurs hyper-
boliques normaux et paraboligues.

Dans la seconde partie, nous établirons des inégalités de domination qui, prati-
quement, ne sont qu'un cas particulier de celles de la premiere partie. Nous disons

pratiquement, parce que les opérateurs différentiels étudiés auront comme coefficients
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des opérateurs (dans des espaces hilbertiens) et non plus des scalaires; mais & ce dé-
tail prés, gui ne change rien d’essentiel, les raisonnements resteront les mémes, ou
plutét seront des simplifications de ceux de la premiére partie, simplifications dues
au fait que nous nous placerons sur la droite, et non plus sur R" aveec n quel-
conque. Nous avons cherché & montrer, dans cette seconde partie, I'intérét que peut
présenter, dans certains cas, l’extension des bases de domination dont nous venons
de parler, et comment il est alors possible de tirer parti des inégalités de domination.
Les deux premiers paragraphes sont consacrés 4 des constructions et des résultats trés
généraux; le dernier montre comment ils permettent la résolution de certains pro-

blémes aux limites de type mixte.

PREMIERE PARTIE
§ 1. Opérateurs hyperboliques et paraboliques & coefficients constants

Nous commencerons par établir divers lemmes sur des opérateurs différentiels en
une variable ¢, & coefficients constants par rapport & ¢, mais qui dépendent (d’une
certaine fagon) de certains parameétres. Partic de ces lemmes nous servira pour traiter
le cas hyperbolique normal (dans R"™), partie pour le cas parabolique.

Nous poserons, dans ce qui suit, D=d/di. L’opérateur & étudier est :
P(Dy=(D—ir)...(D—ir,) (m=>1)

ou les r; sont des nombres complexes, soumis & diverses conditions. Nous associerons
\

a P (D) les opérateurs :

m

QD)= TI (D—ir), k=1, .., m; PI(D)=,Z @ (D).

i=1,7%k
On retrouve 13 des choses connues. On a :
PD)=(D—iry) @ (D) pour chaque k=1, ..., m.
Jusqu’a nouvel ordre, et sauf mention expresse du contraire, les fonctions et
distributions considérées seront définies sur la droite réelle, dont la variable sera ¢.

Nous allons utiliser continuellement une function p (£) & valeurs réelles, au moins

une fois continfiment dérivable, vérifiant toujours :
(Co) |p’ (¢)| >0 pour tout t réel.

Ultérieurement p (f) pourra étre soumise 3 d’autres conditions.
Soit (pED,; on a:
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Re (¢ *@P (D) g, ¢ "® P, (D)g)r.= 2 Re (e ?® P (D) g, ¢"® @ (D) ).
=k§I Re (¢77® (D—in) Qu (D) ¢, €7 Qi (D) )

= kgl [P’ (t) + IIII rk] I e*p(t) Qk (D) @ IZ dt (1)

Nous ferons dorénavant ’hypothése suivante :

(H) Les r; (1<j<m) sont des fonctions homogénes de degré d d'une variable s de

R Les |r;(s)|/|s|* sont bornées sur R™ .

En ountre les r; vérifieront toujours l'une ou l'autre des hypothéses suivantes
(qui s’excluent!) :
(HYPER) Les 7;{s) sont des fonctions réelles et continues de s, distinctes deux & deuz
pour tout s=+0.

(PARA) Il existe un nombre >0 tel que Im r;(s)>35 pour tout 1<j<m el tout
SER™, |s|=1.

Dans le cas (PARA), le degré d’homogénéité d doit étre un entier pair.

La formule (1) nous permet d’écrire :

~

Re (7 P (D), " Py(D)pu= 3 | /0] Qu(D)gPat. (2)

k=1

dans le cas (HYPER);

Re (¢e? P (D) g, e " P, (D)@)y

m

>3 ([rleramgrasolstle amoly ®

dans le cas (PARA), puisque (PARA) et (H) impliquent Im 7, (s)>48|s|® pour tout
k=1, ..., m et tout sER™ L.

LemME 3.1. Supposons les hypothéses (H) et (HYPER) vérifides. Il existe ¢>0
tel que, pour toute €D, tout h(t) réelle continue et tout sER™ ' :

m-1 m
¢ 2 |sfrr i 2le O Dy < 3 {le " Qu(D) 2
q=0 k=1
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Pour m=1, le lemme est banal, car alors tous les @y (D) sont égaux & 1. Nous
raisonnerons par récurrence sur m, c’est-d-dire sur le nombre d’opérateurs @, (égal

4 m) et sur leur degré (égal & m—1). Cependant, comme on va le voir, la récur-

rence ne peut débuter & m=1; elle doit commencer & m=2.

1° Cas m=2

Posons @ (8)=1v (t) exp {31t (r; +1r5)}; il vient :

M o

e (D—ir)@|=|le® (D—it)p|Z+|le " (D+i#)plS,

k=1

It

ou l'on a posé #=3}(r,—r,). Le second membre est égal & :
2(le”" Dyl +2 e 2,

o #(s)=1[r (s)—7ry(s)? nest jamais nul pour |s|=1, et c’est une fonction con-
tinue de s, donc il existe ¢,>0 tel que 7*(s)>c,|s|* pour tout s€R"'. Comme

e plli=lle™" ol

7. (car les 7, sont réels), on a:
2
2¢,|s|le @7 < 3 e " (D—in) @[5 pour toute p€D.
P
D’autre part, D= (1/2#)[r, (D —iry)—r, (D —ir)]. Comme 7% (s)< C?|s|*? (k=1, 2)
pour tout s€R"™', et 7, (s)>c,|s[* :

- c* 2 .
|le hD(P“2L=<E p 1Ile "(D—in)p|[3 pour toute g €D.
2 Ko

La conjonction des deux majorations obtenues démontre visiblement le lemme 3.1
dans le cas m=2.

2° Cas m>2

Nous raisonnerons donc par récurrence sur m. Posons :

1
+k

ij(D)= I_I (D—"I:TZ), 7=1, e s m, k=]., vee sy M, j:':k.
1=
i#4,1

On a Q;(D)=(D—ir)Qu(D) pour tout j=1, ..., m, j*=k. Posons : y,=(D—ir)¢.
Avec ces notations, on peut écrire :

2
L2

Zlle" @ @gli= 3 e Qu D).

Jrk i*k
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Or (pour k {ixé) les @, forment une famille d’opérateurs du méme type que la fa-
mille des @;, au nombre de m—1, d’ordre m—2. D’aprés la récurrence, il existe
¢,>0 (indépendant de s, de yy, de k, de k) telle que, pour toute p €D, (dont dé-
pend yy) :

& Zi promselle Dl X lle " @ (D) pelli

d’oll, en revenant & ¢ et en sommant par rapport & £ :

a5 | gpen2-0 Slle (p—ing Dw||u<§n e QD

m g=o

et comme le résultat pour m =2 entraine :

m 2
21\]6_ —n) D |i> 2 le™" (D—n) D?oll2
e (e D p|[tat|sP e DU gl[%)

avec ¢,>0 indépendant de s, k, ¢, etc., on en déduit aussitdét le lemme 3.1 dans le

cas général.

COROLLAIRE 1. Supposons wérifides les hypothéses (H) et (HYPER). Il existe
c>0 tel que, pour toute p€D, tout SER", toute p(t) réelle, une fois contindiment
dérivable, vérifiant (CO) :

m-1 o
o 3 IV#|e” Doyl
a=

< Re(e?P(D)g, ¢ ? P, (D)@)L:

Il suffit de tenir compte de 1'égalité (2), p. 70, et d’appliquer le lemme 3.1
a la fonction h (t)=p (t)—1 log | p’ (t)].

Nous allons maintenant nous occuper du cas (PARA).

LemmE 3.2. Supposons les hypothéses (H) et (PARA) satisfaites. Il existe une

constante ¢>0 telle que, pour toute 9 €D, tout sER™ ' et tout h(t) réelle, une fois con-

tindiment dérivable, vérifiant b’ (£)=>0 pour tout t:

m—1

m
¢ 2 [sfrmtm0|e O D gl< 3 e Qu(D) |2
q=0 k=1

Le résultat est banal pour m=1. Ici aussi nous raisonnerons par récurrence sur

m. Mais il suffit d’établir le résultat suivant (qui correspond au cas m=2):

e (D—in)glli> co(le" Dopllz+[sP le" @2 (c>0).
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Car en remplagant ensuite ¢ par (D—ir) g, et en itérant cette minoration (appliquée
aux deux termes du second membre), on obtient le résultat dans le cas général.

Or le 1% membre est égal a

e D

L-2Re (" Dy, ine " @)t |nflle gl

Mais : ("D, ire " @)= —if, (e "De, e " @),

d’otr :

Re (e " Do, inge " @)= —(Imn) Re (¢ "D, e "@).+(Rer,) Im (e " Do, e " ¢)y..
Mais Re (¢ "D, e "@)nn=(h"e¢ "¢, e " ¢).; donc au total :

le=" (D—in g

L=lle " Dol

Lt2(Imrn)(W e g, e "g)—
—2Re ) Im (" Do, e " @)+ |nl?|le" ]2

D’aprés T'hypothése de I'énoncé, 2’ >0; d’apres (PARA), Im r,>0. Par conséquent,

le 2° membre de 1’égalité précédente majore :

le”* Doz —2]le™" Do

Re 7| |le™" @l + (Re 7+ (Im n)?) [l ™" |2

>l (Tm 7)?

2\ nf
En utilisant (H) et (PARA), on voit que Im 7, (s)>6|s|¢ pour tout s€R"™'; d’autre
part, en vertu de (H), il existe C'< + oo tel que |7 (s)|<C|s|® pour tout s€R",

d’on :

12

e D+ (Im ng? || wrz) .

||e_h (D—irk)(p|

L2HCTE e Dyl[T+ 8% s [l @lf2),
ce qui est exactement ce que nous voulions prouver.

CoROLLAIRE. Supposons vérifices les hypothéses (H) et (PARA). Il existe ¢>0
tel que :

n

1 —_—
S (|s[n 40 (|72 Dag|fit |s[4n1-0 || Vi o7 Degy

n
1)
e=0

1
<—c Re (¢ ”P(D)p, e P, (D)@)1e
pour toute €D, tout sER"™! et toute p(t) réelle, deux fois contindiment dérivable, véri-
fiant p' (t)>0, 2p'2(t)—-p" (£)=0 pour tout t.

11 suffit de tenir compte de l'inégalité (3), p. 70, et d’appliquer le lemme 3.2

successivement aux fonctions 2 (f)=p (t) et h(¢)=p (t) -3 log p’ (§).
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Lorsque m=1, la condition 2p'%(t)—p"" (£)>0 est superflue. Quoiqu’il en soit,
elle est facilement satisfaite. Remarquons que si p(t) la vérifie, g {t)=2p (t) vérifie
2¢2()—q" (t)=¢'2{t) pour tout ¢ réel. Nous allons avoir besoin maintenant de fonc-
tions soumises & cette derniére condition. Mais auparavant, il nous faut établir un

lemme fondamental, qui généralise le lemme 1.4 :

LemME 3.3. Soient j, kEN, j<k. Soit p(t) une fonction réelle une fois con-
tindiment dérivable, vérifiant la condition :
(C1) Il existe p,>0 tel que p’ (t)=p, pour tout ¢ réel. On a alors, pour toute
p€D,
1
73

<
Ll

e—P

v

Dy

k—j—-1
Po ! L

La démonstration est immédiate :

Re (¢ ?Dg, e P g)a=(p e " g, ¢" @)

Done ” Vp'e” ‘P”2L’= Re (T/L' e? Do, Vp e? (p) ,
P 1

d’ott le résultat pour §=0, k=1, par I'inégalité de Schwarz. En remplagant ¢ par

D', on obtient :
Vo' e? Do

L2<

7

iz

1 )
_ e—p D7+1 @
73

<
L

1_, e ? Dy
r

4

On termine alors en raisonnant par récurrence sur k—j.

51—,1/176“’D"“<P <%0\| Vo' e? D g1,

mais :
L2

Ce lemme 3.3 va nous servir sans arrét dans la suite de ce chapitre, tant dans
la 1¥° partie que dans la seconde (aprés une généralisation immédiate).
Concernant les fonctions p(¢) qui vérifient 2p'*—p" > p’% on peut donner un

énoncé amélioré du lemme 3.3 :

LeMME 3.4. Soit p(t) réelle, deux fois contindiment dérivable, vérifiant (C1) et

P 2@E)—p" (£)=0 pour tout t. Alors, quels que soient kEN et p€D;, on a:

|»"e® DF g

p<2|le? Dy

L2

11 suffit évidemment de prouver ce lemme pour k=0. Appliquons le lemme 3.3

avec h=p—1L1logp’ & la place de p; on a A’ =p' —p"/2p' >}p’, e "= Vp' e ?, don
aussitét le résultat.
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LeMME 8.5. Soit d un entier pair. Soient h, k, T€N, h<m, k<m—1, h+k<
<2(m—1), dh+k)+r<2m—1)d—1. Quel que soit £¢>0, on peut trouver H,< + oo

tel qu'on ait :
m—1 .

s D", e Diglua|< 3 (|84 0™ DY gt s 42 Vo'e? D glli)
oz

pour toute €D, toute p(t) réelle, deux fois contindment dérivable, vérifiant p’ ()= H]

et p'2(t)—p" (8)=0 pour tout t réel, et tout s€ R

Nous omettrons les indices L? dans la preuve. Nous ne ferons d’ailleurs cette
preuve que dans le cas ol A=m, k<m—2. Les autres cas se traitent de fagon en
tous points analogue.

On peut écrire :

(e ?Dmgp, e P Dig)=—(e?D" 1o, e P D" L)+ 2(p' e P D" g, e Dry).

1°  Majoration de |s||(e? D" g, e ? D" g)|

Dans le cas ol nous nous sommes placés, les conditions de I'énoncé veulent que
dk+r<d(m—1)—1. Posons a=(m—k—1)/(r+1); comme k<m—2, a est >0; puis
H=(4/¢)""* (on prendra ¢<1). Nous supposerons p’(t)>H pour tout ¢.

Supposons d’abord |s|< H* Nous pouvons écrire :
sl [(e” D1, e ? D** @) |<H " H|Vp e > D" g e DF .
Comme k<m—2, en vertu du lemme 3.3 :
o2 D g < B [V s D |
d’ott : |s|"|(e? D™ ¢, &2 D** @) | S HO = ®=1=D || p! ¢=? DL g |2,

Supposons maintenant |s|> H®. Puisque r<d (m—k—1)— 1, on peut poser r =r, -+ 7,

avec r,<d(m—k—1-3)~1, r,<i(d—1), et donc écrire :

|s["[(e7* D" g, e D** )|
<2([sflle” D" [P +]s[* e ? D" o|®)

2
<}71 (ls |2d[m—§-(k+l)] ”e—p Dk+1 (p”2+‘sld ” e ? Dm—l @ ”2)

a(r+1)=m—k—1 implique H* " *D_H=° de sorte quon a, pour tout s€R""!
et toute €D, :



76 FRANQOIS TREVES
s[> D", > DFYg)|

m—1
< S ([P0 oo Drg P[5 |V e Do,
a=
D’aprés notre choix de H; on peut remplacer (1 /H“) par ie.

2°  Majoration de |s|"|(p' e ? D™ g, e ? DF g)|

Prenons H et a comme dans 1°. Supposons |s|<H% on a :
|sI"|(p' e > D" 1, 2 DE) | < B Vo' e D || Ve P gl ()
Mais en vertu du lemme 3.3, le 2° membre de cette inégalité est majoré par
B ||[Vp' e D" g|| [P DF .

On peut done, ensuite, raisonner comme on l'a fait en 1°, pour [s|<H“.

Supposons maintenant |s|>H® On a ici :
|sI"[(p"e™” D" g, P D*g)|<|s| || D"} le™" p" D .

En vertu de l'hypothése sur p, nous pouvons appliquer le lemme 3.4; il en résulte

que le second membre de I'inégalité précédente est majoré par
|s"lle? D™ gl [|e? D** gl <2 (|s**[|e» D** | +| s " [| 7> D" F |*),

ou 7, et r, sont les entiers définis en 1°. On conclut comme en 1°, et on aboutit
ainsi 3 la méme majoration quen 1°, mais avec |s|"|(p' e ? D" g, e ? D*¢)| comme
1 membre. Les deux majorations obtenues donnent immédiatement la résultat.

11 convient maintenant de traduire ces résultats en termes d’opérateurs diffé-
rentiels sur R". Cela se fait visiblement sans difficulté : comme les inégalités établies
sont. valables pour toute ¢ €D,, on prendra pour ¢ une fonction ® (¢, ¥°), y*€R" Y,

vérifiant (z€ R") :

f O (2, ¥°) exp (2in (2’ ")) dy’ €D,

m

On supposera que les coefficients de P (D)= T](D—ir;(s)) sont des polyndmes en

j=1

85, ..., 83 de sorte quun y remplagant s; par (1/247) (8/0 2;), on obtiendra un opérateur
différentiel & coefficients constants sur R".

Cependant nous changerons nos notations : nous substituerons z; & ce qui, jusqu’a

maintenant, était noté ¢, D ne désignera plus d/dt et reprendra la signification des



RELATIONS DE DOMINATION ENTRE OPERATEURS DIFFERENTIELS 77

chapitres précédents. Ainsi P (D) s’obtiendra par substitution, dans le polynéme
P(X)eC[X,, ..., X,] de (1/24m) (8/0 X;) & V'indéterminée X, pour chaque j=1, ..., n.
P (D) sera normal, et d’ordre m en x;; il pourra arriver (cas parabolique) que 'ordre

total de P (D) soit supérieur 4 m. Comme d’habitude, on posera
Py (y)=(1/2ixm) (@P/2y,) (y).

Nous sommes alors en droit d’énoncer :

"TuforEME 3.1. Soit P (D) un opérateur hyperbolique normal & coefficients con-
stants sur B", d’ordre m. Il existe deux constantes positives finies H, A telles que, pour toute
@ €D, et toute fonction réelle p(x,), une fois contindiment dérivable, vérifiant p' (x,)>H

pour tout x, réel, on ait :

Z 1“ Vp' (5’71) e—Jo(r.)Dq(p”iE < A Re (e—p(rl)P (D) @, e~ P Pl (D) ‘P)LE

lgl<m-—

I’énoncé homologue pour le cas parabolique est celui-ci :

THEOREME 3.2. Soit d un entier pair =2. Soit P (D) un opérateur d-parabolique,
d’ordre m par rapport & x,. Il existe deux constantes positives finies H, A telles que,
pour toute ¢ €D, et toute fonction réelle p(x,), deux fois contindiment dérivable, vérifiant
p (z)=H et p'%(x;)—p" (2,) =0 pour tout z, réel, on ait :

Zl;d “e—p(r,) Dy “2143 + zd ” l/m o~ P@D Dy HZLE <A Re (e?™P (D) g, o~ P@ED P, (D) (P)Lz .

Pour k entier >0, la sommation dans >, seffectue par rapport aux ¢€N" qui
vérifient dg, +|¢°|<md—k.

Le th. 3.1 généralise une partie du th. 2.1; le th. 3.2 généralise, lui, une partie du
th. 2.3.

La preuve de ces théorémes est simple. On commence par supposer que P (D)=
=P, (D) dans le cas hyperbolique, P (D)= P, 4 (D) dans le cas parabolique (i.e. que
P (4%, 4°) est homogeéne de degré md). On effectue alors une transformation de Fourier
par rapport & 2° ce qui donne des opérateurs a (8/dx, —iry (°) ... (8/0 %, —iry (¥°))
(@ : nombre complexe non nul). Ces opérateurs vérifient (H) avec d=1 si P (D) est
hyperbolique, et d pair >2 si P (D) est parabolique, et de plus (HYPER) dans le
premier cas, (PARA) dans le second. On applique le corollaire du lemme 3.1 dans
le cas (HYPER), celui du lemme 3.2 dans le cas {(PARA). On obtient ainsi le th. 3.1
lorsque P (D)=P,, (D) et le th. 3.2 lorsque P (D)= P, 4 (D).
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Pour obtenir le th. 3.1 dans sa généralité, on peut effectuer () une transforma-
tion de Fourier en z° et on utilise une majoration du type de celle du lemme 3.5,

mais bien plus banale, de

IV

~h K
0 7
~p@) -p@
e e
( o ¥ oaf ¥ j 24
.

avec h<m, k<m—1, h+k+r<2(m—1); cette majoration fixe le choix de la con-

stante H.
En ce qui concerne le th. 3.2, nous pouvons aussi I'obtenir par transformation

de Fourier réciproque par rapport & %°, du moins dans le cas ou P (D)= Py, 4 (D).
Le passage au cas général est ici un peu plus délicat que dans le cas hyperbolique.

Il convient de remarquer qu'on a (p €D,; on a omis les indices L?) :

(e "™ P (D), e 7P (D))= (677 Pu,a (D)@, € " (Pm,a); (D) g)
= (77 [P (D)= Pn a (D) g, €7 Py (D)) +
+ (€7 Pra (D)@, € " [Py (D)~ (Pn,a) (D)]¢).

Le 2° membre de cette égalité est une combinaison linéaire de produits du type

(e_p(Il) D(I (p, e‘p(zl) Dq' (P)y
avec :
dg,+|¢°|<md—1, dg1+|¢'°|<(m—1)d pour le 1° terme;
dg,+1¢|=md, dgi+|¢°|<(m—1)d—1 pour le 2° terme.

Posons h=g,, k=gqi, r=|¢°|+|¢’®|. Pour ces deux termes, on a: h<m, k<m-—1,
h+k<2(m-1), d(h+k)+r<(2m—1)d—1. Si donc nous faisons une transformation
de Fourier par rapport & z°, nous sommes en droit d’appliquer le lemme 3.5 (avec
¥* & la place de s et x; & celle de t). Ensuite, une transformation de Fourier réci-

proque en %° donne le résultat cherché.

§ 2. Opérateurs hyperboliques et paraboliques a coefficients variables

Nous reprenons ici intégralement les notations et définitions des paragraphes 3

et 4 du chapitre II.

LeEMME 3.6. Soient r, sSEN™, |r|=m, |s|=m—1. Soit a(x)€E & valeurs réelles,
avec a(0)=0. Quel que soit ¢>0, on peut trouver un voisinage ouvert ., de O dans

B" et un nombre positif M.< + oo tels que :

(*) On peut aussi appliquer la remarque de la p. 82.
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|Re (e 7" a(x) D" @, e " D)1

<e 2 ||V (x e"p(z‘)D‘Qp”i.
lgl<m~1

pour toute @ €D (Q.) et toute fonction réelle p(x,), une fois contindment dérivable, véri-

fiant p’ (x,)= M, pour tout x€ Q..

Ceci est la généralisation naturelle du lemme 2.1; la preuve est calquée sur celle
de ce lemme 2.1, aux modifications pres, tout-a-fait superficielles, qu’impose la nature
lindaire de p(x;). Nous allons (pour les sceptiques) en exposer completement la dé-
monstration. Nous omettrons les indices L.
1° Cas m=1

Alors D'=g/0x; (1<j<n) et:
2 Re (e ?a () D;p, e Pg)= f[-Dja (@) +2a () D;p(x)]|e 7 g (2)|* d.

Bien entendu, D;p(x;)=0 si j=+1. Soit Q un voisinage ouvert borné de 0 dans R"

tel que |a(z)|<}e pour tout x€Q; posons B= sup sup |D%(z)|. On a (quel que
lelsm zeQ
soit j=1, ...,n) :

|Re (77 aDyp, e7g)| <} {e+ B(inf o' ()} || Vo' e[

pour toute @ € D(Q), d’ou le résultat en prenant M,= B/e et Q.=Q.
On poursuit la démonstration en raisonnant par récurrence sur m; le résultat

est vrai pour m=1, on le suppose vrai jusqu’'a m—1.

2° Cas =21l et 5,21

On a D'=D"D, et D’=D"D, avec ' =(r;—1,7°) et & =(s;—1,5%). Comme
|r'|=m—1, |s'|=m—2, nous sommes en droit d’appliquer la récurrence & D, .
3° Cas ry;=>2 et 5,=0

Ecrivons encore D"=D"D,. On a:

(€ a(z) D @, e "D g)

= —(e "™ D" p, ¢ P D*Dyg)— (e~ (Dya) D", & " DPg)+
+2(p (z,) e P a D" @, e D).

Puisque |r'|=|s|=m—1, les deux derniers termes sont majorés, en valeur absolue,
si g €D(Q), par:
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B R
mp@wmn+ m) > |le"® V' () Do

lalsm-1
et on peut choisir Q. et M, comme lorsque m=1.

Quant au 1% terme : — (e ?*q D" ¢, e ?“? D* D, p), remarquons que [s{+ 1=m, que
|7"|=m—1 et que r;>1; nous nous trouvons donc dans le cas 2° (avec (s;+1,s°)
& la place de 7 et 7 & celle de s).

4 Cas r,=8,=0

Ici ¢ @ ne joue aucun réle et on obtient, facilement (cf. preuve du lemme
2.1, cas 39):

[Re (a (@) D' (7®g), D" (" )|
<B > ||D" (") |

II<

B e~ P@E) )¢ 2
) >,:,. VP Digl|

N

sup
e

d’oll le résultat, en prenant M,= B/e.
8° Cas r,=1, 5,=0
Ecrivons D'=D, D" (ici r1=0); on a :
(€ P a D g, ¢ P [P g)
= —(e"™aD"p, e P D p)— (7" (Dya) D" ¢, e P D)+
+2(p' (z)) e PP aD @, e P Do),

Les deux derniers termes se majorent, en valeur absolue, comme dans 3°. Le premier

terme (du 2° membre) est égal & :
. (e_”(")a,DS(p, e—p(r.)Dr(p) 4+ z (:N) (e-—p(I;) (Dr"a) Drl*r”(p, e—p(xl)Dle w) _
frei>1
— Z (8’) (e—p(rl)( )Ds s ®, e—p(r,) D ‘P)
1’121 \8
ce qui montre que Re (e ?aD @, ¢ P D'¢p) est une somme finie de termes du
type (e P™b(x)DV¢, e PWDVg), avec: b@)EE, |¢|<m—2, |¢'|=m, ¢ =L
Comme m>2, nous pouvons poser DV =D;D% 2<j<n. Ce terme-type peut donc
s’écrire :
— (efp(rx)(Dj b) Dq'(p, e*p(I;)Dq(p) — (C—D(I,)bDa’D]_(p, e_p(z‘)Dqu),

ce qui prouve, au total, que Re (e ?™aD @, e P D°g) est une somme de termes
de la forme (e #*c(x)D*ep, e P D*p) avec h, KEN", (h|<m—1, |k{<m—1, et
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c(z)€E. On conclut sans peine, en remarquant que la valeur absolue de ce terme

est majorée par:

()] -p(z) -
r -2 4 Zy D’L 4 D(Il)Dk .
sup oy VP @e ol Ve’ (@) e Do

LeMME 3.7. Soient r, sEN", |r+s|<2(m—1), |r|<m, |s|<m—1. Soit a(x)€E.
Quel que soit Uouvert borné Q de R" et quel que soit £>0, on peut trouver un nombre
positef M. (Q)< + oo tel que :

| (e—p(z.)a (x) Dr(p, Py DS(P)U | < slql 2"-1” Vp: ("”1) e—p(r,)Dq¢ ”ng

pour toute @ €D(Q) et ifoule fonclion réelle p(x,) une fois contindiment dérivable, véri-
fiant p’ (x;) = M. (Q) pour tout x€Q.

5y

On peut évidemment se borner & considérer le cas ou |r|=m. Si r,<m—1, il
existe j>2 tel que 7;>1; écrivons D'=D; D" avec |7'|<m—1. En transposant D,
on obtient

(e‘p(zl)a DT (p, e"p(zl) DS (p)Lﬁ
—_ (eﬂJ(Il) (Dja) Dr’(p, evﬂ(rl) DS(P)Lz . (e_p(I‘)aDT'(p, e_p(‘l'l) Dj D (P)LB,
et comme |s|<m—2, nous sommes ramenés au cas |r|<m—1. Si r,=m, on a la

méme formule, mais avec j=1, et avec un terme supplémentaire au second membre,

terme qui est
2(p' (x,) e *aD @, e 7 Dg)p..

La valeur absolue de ce terme est majorée par :

2 sup a@)] | Vo @) e D L | Vil ) 70 D

o | l1-

Posons ' =(s+1,5%; on a |§'|<m—1. Daprés le lemme 3.3,

Vo @) e Do | e pry
| Vp @) o
et, comme on a aussi |r'|<m—1, on voit que :
|2(p () e PP a D" g, e P D% )|
<2 sup la ()] Vo' () e P D 2,

ca P (x) |q|<m 1

d’ol le résultat.
6 — 593801. Acta mathematica. 101. Imprimé le 7 avril 1959.
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Remarque. Si on avait supposé a(z)€B, c’est-d-dire indéfiniment dérivable, et
bornée, ainsi que chacune de ses dérivées, sur R" entier, on aurait alors pu prendre
comme ouvert () n’importe quel ouvert de R", et en particulier B" lui-méme. Cela
ressort manifestement de la « démonstration ».

La conjonction des lemmes 3.6, 3.7 et du th. 3.1 conduit directement au théo-

réme suivant, qui est la généralisation d'une partie du th. 2.2 :

TatorEME 3.3. Soit P(x, D) un opérateur hyperbolique normal d’ordre m sur R",
a coefficients indéfiniment différentiables. Pour chaque point x, de¢ R", on peut trouver
un voisinage ouvert U (x,) de ce point, et deux constantes positives finies A (xy), H (x,)
telles qu’on ait :

|q|<m . | Vp' (z)) e 7> D3, < A (x,) Re (6 *P P (z, D), e "™ P, (2, D))
pour toute @ €D (U(x,) et toute fonction réelle p(x,), une fois contindiment dérivable,

vérifiant p' (1) = H (xg) pour tout x € U (x).

Nous allons essayer maintenant d’étendre, dans une certaine mesure, ce résultat
4 d’autres ouverts que des voisinages (qui ne sont pas arbitraires) de chaque point.

Nous allons considérer un ouvert Q de R" soumis & la condition suivante :

(N) Quel que soit le nombre M fint, Uensemble des points z€Q qui vérifient |2 |< M

est compact.

TrkorEME 3.4. Soit P(x, D) un opérateur hyperbolique normal d'ordre m sur R,
a coefficients indéfiniment différentiables. Soit Q un ouvert de R™ possédant la propriété
(N). Pour toute fonction continue h(x) sur R", il existe une fonction continue G (x,) de
la variable réelle x,, G(z;)=>1 pour tout z,, telle que, pour toute ¢ € D(Q) et pour toute
fonction réelle p(x;), une fois contintiment dérivable, vérifiant p’ (x;) = G (x,) pour tout x;,
on ait :

2 1”h(ac) e P D% <Re (e PP (x, D), e PP (2, D))

Rappelons que P, (x, y)=(1/2in) (8 P/dy,) (x, y).

Construisons, & partir du recouvrement {U (z)}s,cz» de R", ou U (x,) est le voi-
sinage de z, défini par le th. 3.3, un recouvrement localement fini de R", que nous
noterons (Uj).;. Chaque U; est borné et contenu dans un certain U (x,) auquel sont
attachées, par le th. 3.3, des constantes A(z,) et H(x,); aprés avoir choisi, pour

chaque 1€J, un U (z,) qui contient U;, nous poserons 4;= A (x,) et H;=H (x,).
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Prenons ensuite une partition de l'unité (x;) dans D, subcrdonnée au recouvre-
ment (U;). Nous noterons K, le support de «; et J; l'ensemble des indices j€J tels
que U, rencontre U,.

Nous omettrons (provisoirement) les indices L? et nous écrirons P (resp. P;) au
lieu de P(x, D) (resp. P,{(x, D)). En outre, posons R,=Pa;—a; P, S;=Pio;—o; P, :
R; est un opérateur d’ordre m —1, S; est d’ordre m—2; les coefficients de R; et de
8; sont dans D.

D’aprés le th. 3.3, si p'(z,) > H; pour tout €U, on a :

> VP e D' (g [P < 4 Re (" P(ap), € Py (ag)). (1)

la)<m—
Ceci dit, remarquons que :
(e ?P(aig), € *Py(ap))—(afe Py, e P,g)
= "Rip, e *8p)+{e P Rip, e Pa; Pyp)+{ePa; Py, e ?81¢). (2)

I1 est évident qu’il existe M;< + oo tel que :

| (e ®Rip, e ?8ip)+ (e * Ry, e_”oc,quJ)|<llfL-lqu~1 ~fp’le"”D‘I(deat:
Ui
puisque o; et les coefficients de R; et de S; ont leurs support dans K;<U,.
Dans le terme (e ?a;P¢, e ”8;p), nous pouvons remplacer ¢ par f;p, ol
BiED(U;) vaut 1 sur K,. Il existe B;< + oo tel que, pour toute p € D et toute p(z,) :
> 1]|V176"’D“(ﬂ,-¢)”2<B, > 1jp'|e:"1)qqg|2dae. 4)

lalsm- laj<m—
Ui

Posons alors Bi= > (1+B;,); B, est fini car J, est un ensemble fini; posons
jed;

&= inf (1/24;B;); &>0, toujours parce que J; est fini; on a alors :
jeJ;

‘ 1
Bj sup g 'é:‘i‘ . (5)

ieJy y]

Or le lemme 3.7 dit quon peut trouver H;< + oo tel que, si p’(x,)> H; pour tout
z€U,, on ait, pour toute p €D :

[(e?a; P (Bip), e 28i(Big))]
<e > Weer Dl

le

<65Bi Z {‘p'le_pDa(plzdx
lglsm—-1 .
1]
compte tenu de (4).
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Si nous posons H; =M;s ", en faisant la conjonction de (3) et de la dernidre

inégalité, compte tenu de (2), on obtient, si p’ (x,)>sup (H:, H,") pour tout €U, :

[(€?Plaig), e PP (i) —(fe PPy, e PP )| <& (1+ B) lqlgnhlfp’le‘pl)“gﬂzdx
Ui

et en faisant la conjonction de ceci avec (1), on voit que si p’ (x,)>sup (H;, H;, Hi'),

on aura, pour toute ¢ €D :

1 ! o= D T 2
> |Vo' e D* (i) ||

gm-1

<Re (af e?Pgp, e?Pip)+e(l+B) > f ple?Dipltdx
fql<m-1
17

<Re(afe” Py, e ?Pg)+ei(1+B) > 3 [[Vpe? D' (o) (M

ied; jajsm-—
puisque, pour tout x€U;, ¢(x)= > «;(x)p(x).
jed;

Soit alors ¢ un nombre réel arbitraire; nous désignerons par ¥V, l’hyperplan
;=1 de R™

Nous définirons une fonction H (t) ainsi : H (t) =sup (H;, H;, H;') le sup étant pris
& la fois sur H, H', H' et sur les ¢ tels que U;nV,NnQ=+. En vertu de (N), ces
© sont en nombre fini; et de plus, H (f) est une fonction constante par morceaux, ne
prenant qu'un nombre fini de valeurs (finies et positives) sur tout intervalle borné
de la droite.

Nous imposerons alors & p(x,) de vérifier

() p'(z)=H (x,) pour tout z, réel.

Nous supposerons désormais que @ € D (£2). Dans ces conditions, si (I) est satis-
faite, la majoration (7) est exacte pour tout ¢€J. Nous pouvons en faire la somme,

membre 3 membre, lorsque i parcourt J, aprés avoir posé g (x)=( > af (2))}. Il vient :
ieJ

1 —
- > Ve erDi )|

iel A,- lgj<m—1
<Re(Pe” Py, 7 Pig)+ Sal+B) 5 5 Vet D)l

eJ; lglsm—

Le dernier terme du second membre peut s’écrire :

SIS e6(1+B) > Vo e D)< Z Bisupe S ||[Vp e P DY),
jel; jaj<m—1 iel jed; jgi<m-1

ied

Compte tenu de (5), on aboutit & ceci :
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Si p(x,) vérifie (I), on aura, pour toute p €D (Q) :

] .
— "e Do @) |[*<Re (g PPy, e7? . 8
o 2 g VP e D) P <Re (Pe > Py, ¢ Pyg) (8)

Restent & éliminer les 4; et g (x).

Posons A4 (t)=sup 4; ou le sup est pris sur les ¢€J tels que U;nV,NnQ=+=@;
A(t) est une fonction du méme type que H (¢). Soit B(f) une fonction réelle, indé-
finiment dérivable de ¢ dans R!, qui sera choisie plus loin. Imposons & p(z;) de
vérifier :

(I) 9 (x)) = A(w,) B? (x;) pour tout », réel.

L’inégalité (8) devient alors :

S || Be?D(ug)|P<2Re(g2e? Py, ¢ ® P g). )

lel<m—1
ieJ

Reste & éliminer g (r). Remarquons que g€ £; de plus, g(x) >0 pour tout x € R", car
si on avait g(x))=0 pour un point x, de E", cela signifierait qu'on a «;(x,) =0 pour
tout i€J, contrairement au fait que les «; constituent une partition de l'unité dans
R". Si donc f(x)=1/g(x), on aura f€E. Comme dailleurs g=( > o;)?— > oy <1,
on a f(x)=1 pour tout x€ R". . -

On peut alors faire la remarque suivante : soit r € N* quelconque ; posons F, (t) =
=sup | D'f(x)|, le sup étant calculé sur les z€Q, tels que @, =t. F,(t) est une fonc-
tion semicontinue, done mesurable, sur la droite, et, en vertu de (N), elle est bornée
sur tout intervalle borné. De ceci, par des raisonnements en tous points analogues &
ceux déja faits, on déduit qu’il existe deux fonctions continues M (x,) et H' (x,) telles
que, si p’(r)>H'(x,) pour tout z,, alors, pour toute @ € D(Q) :

le”Pg, e?Pig)—(ePgP(fg), e " P (fg))|< mgm_l | M () e ? D22 (10)

De fagon analogue, on peut montrer qu’il existe une fonction continue H'' (x,)
telle que, si p’(x,)=H'" (v,) pour tout =z; réel, alors, pour toute @ € D (L) et tout
gEN", |g|<m—1:

IBe»Diglf'<2 > || Be™ D (auf ) I°.()

Tenons compte de cette inégalité et de (10) pour appliquer (9) aprés y avoir
remplacé ¢ par fo. On voit que si 9’ () vérifie (I) (II), et si de plus :

(1) Tenir compte de ce que . of f°=1.
ied
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(I1L) ' (x)= H' (), 9 (x,) = H” (x,) pour tout z, réel,
alors, pour toute ¢ €D (Q) :
1,2 1B DiplP<Re (e Py, e?Pig)+ 3 [ M(zm)e” Dol

la}<m~1 [<m-1

On obtient enfin le th. 3.4 en soumettant B & la condition :

(IV)  B(z)>3[M () +h(x,)] pour tout x, réel,
ol k(t)=sup |h(z)], le sup étant calculé sur les x€Q tels que z,=t.

Remarques. 1. Le théoréme 3.4 implique évidemment une propriété de domina-
tion : il suffit d’y remplacer 4 (x) par (1/¢)h(x); cette domination n’est pas tout-a-fait
globale, c’est-a-dire indépendante du support de @. La nature des bases de domina-
tion, ne comprenant que des fonctions de la seule variable z,, interdisait & priori
tout espoir d’obtenir une domination ol Pouvert Q aurait pu étre identique & R"
entier.

2. Les ouverts qui vérifient la condition (N) comprennent, entre autre, tous les
cylindres ouverts de génératrices orthogonales aux hyperplans z, = constante, et tous

les cbnes ouverts qui ne coupent ces hyperplans que suivant des bornés.

Il nous faut maintenant voir les pendants paraboliques des théorémes 3.3 et 3.4.
Comme dans ce qui précéde, nous nous bornerons le plus souvent & esquisser les
raisonnements, en énongant les résultats intermédiaires.

P(x, D) est maintenant d-parabolique (d entier pair > 2), d’ordre m en z,; nous
supposerons que le coefficient de 8™/daf" dans P(z, D) est une constante (on pourra
toujours se ramener & ce cas par division).

On commence par démontrer une généralisation du lemme 2.3 :

LeEMME 3.8. Soient r, SEN", r,+8,<2(m-1), dr, +]°|<md, ds;+|s°| < (m-1)d.
Soit a(x) € E avec a(0)=0. Quel que soit ¢ >0, on peut trouver un voisinage ouvert €,
de O dans R" et un mombre positif fine M, tels qu'on ait, pour toute @ € D(Q,) i
toute fonction réelle p(x,), deux fois contindment dérivable, vérifiant p’(x,) > M, et
p? (2,) —p" (2,) >0 pour tout x, :
€77 a(@) Dg, &7 D' g)s| <e (e [|Vp' (@) €7 D[t Zya [l D20,

Rappelons que si k est un entier, la sommation dans >, porte sur les g EN”
vérifiant dg, +|¢°|<md —k.
Lorsque m =1, la condition p'2—p” > 0 est superflue. La démonstration se fait par

les procédés utilisés jusqu’ici (elle s’inspire des preuves des lemmes 2.3 et 3.5, 3.6, 3.7).
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On fait ensuite la conjonction de ce lemme et du théoréme 3.2. On obtient
Péquivalent du théoréme 3.3 et ce qui constitue une généralisation d’une partie du

théoréme 2.5 :

\

TutorEME 3.5. Soit P(x, D) un opérateur d-parabolique sur R", a coefficients
indéfiniment différentiables. Pour chagque point x, de R", il existe un voisinage ouvert

U (%) de ce point, et deux constantes positives finies A (x,), H (x,) tels que :

Syalle Drg [t 3, 11Vp @) e 7 Dy
< A(z,) Re (¢77® P (x, D) g, o P P, (x, D))

2
L

pour toute @ € D(U (x,)) et toute fonction réelle p(x,), deux fois contindiment dérivable,
vérifiant p’(x,) > H (x,) et p"®(x,) ~p" (x,) =0 pour tout x €U ().
Enfin, pour passer & l'équivalent parabolique du th. 3.4, on pourra s’appuyer

sur le lemme suivant, qui est 'homologue du lemme 3.7 et généralise le lemme 2.4 :

LeEMME 3.9. Sotent r, sSEN", dr,+|r°|<md, ds,+|s*|<(m—1)d, d(r,+s)+
+]|P+ < (2m—1)d—-1. Soit a(x) € E quelconque. Alors, pour tout ouvert borné Q de
R" et tout mombre £>0, il existe M, (Q)< + co tel que, pour toute @ €D (Q) et toute
fonction réelle p(x,), deux fois contindiment dérivable, vérifiant p'(x,)>=M.(Q) et

P (2)—p" (2,) =0 pour tout x€Q, on ait :
[ (e " a(x) D" p, e P D)l
<e(Qyalle ™ Do [[ht Za [VP (=) e Dog ).
Nous ferons la majoration seulement dans le cas o r,=m, °=0, ds, +|s°|<

(m—1)d—1. En omettant les indices L* et en posant, comme d’habitude, D, =3/dx,,

on peut écrire :
(¢"aDi'g, e? D'g)= —(Dya)e” DY 'g, ¢ P Drg) -
—(ae?Di g, e ?D, D)+ 2(p ae? DI g, e P Dig).

La majoration de |((D,a)e ?Di' ‘¢, e ?D°p)| étant banale, nous avons & nous oc-

cuper des deux derniers termes du 2° membre.

1° Majoration de |(ae * Dy '@, e D°D, ¢)|
Posons s°=5"+4" avec d(s;+1)+|s?|<(m—1)d, |§°|<id—1; ceci est pos-
sible parce que ds;+|s°|<(m—1)d— 1. Posons ensuite s'= (s, + 1, §’*), s’ = (0, s"°). On

transpose D*”, ce qui conduit & une somme de termes de la forme (b () e™? D" @, e * D" ¢),
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avec n=m—1, [r®|<}1d—1, et b(x)€E. On voit alors que si B désigne le maximum
de |b(x)| sur Q, on a:

|(be” D", e?D”g)|<Blle? Dol ||e” D¢

Dans le second membre de la derniére inégalité, effectuons une transformation de
Fourier en 2°; on obtient alors le résultat en raisonnant exactement comme dans la
preuve du lemme 3.5, compte tenu de ce que 11 =m —1, s;<m—1, d(r; + 1)+ |r* +s°| <
2m—-1)d—1.

2°  Majoration de |(p'ae™* DY 1o, e ?Dg)|

On choisit ¢'° et s’ comme en 1°, mais on pose ici s'=(s;, s’°). On transpose
“encore D7, ce qui conduit & une somme de termes (b(x)p e P D" g, e ? D p), avec
b(x)€E et ' comme en 1°. Toutefois, dans le cas présent, ds;+|s°|<(m—3)d—d.

La condition p”—p" >0 permet d’écrire (lemme 3.4) :

lp'e "D p||<2]||e P D’ @]l pour toute @ €D,

A

. o]
ot §=(s;+1, "), cest-d-dire que § est exactement ce quon a noté s en 1°; nous
nous trouvons dans la méme situation qu’en 1° et on doit donc faire le méme rai-

sonnement.

THEOREME 3.6. Soit P(x, D) un opérateur d-paraboligue sur R". Soit un ouvert
Q de R", vérifiant la condition (N) (p. 82). Il existe une fonction a(x,) >0, constante
par morceaux, ne dépendant que de Uopérateur P (x, D) et de Uouvert Q, telle que, pour
toute fonction continue h(x) sur R", il existe une fonction continue G(x;)>1 telle que,
pour toute ¢ €D (Q) et toute fonction réelle p(x,), deux fois contindiment dérivable, véri-
fiant p'(z) =G (x;) et p?(z,) —p" (%) >0 pour tout xz,, on ait :

(SrellVatm) e Diglft S [lbia)e " Dy

1)

<Re (e PP (z, D)gp, e " P, (x, D))y

On construit un recouvrement (U;) de R™ et une partition de l'unité (x;) de D,
subordonnée & ce recouvrement, comme dans la preuve du th. 3.4. Ici aussi, ce qui
importe, c’est d’abord d’obtenir des majorations convenables des crochets [P, o] et
[Py, o] : cela se fait a l'aide du lemme 3.9.

On aboutit ainsi & une inégalité qui peut s’écrire, avec les mémes notations que

dans la preuve du th. 3.4 :
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254 Caalle™@ D)

L+ Sl Vo' (z,) e P D (o @) [1Z:)
<Re (g*e ? P(x, D)gp, e ? P, (x, D)) .

by

Reste pratiquement & éliminer g%, par le procédé habituel, qui consiste & remplacer

@ par g 'g, et & majorer

(e ?P(z, D)o, e " Py (w, D)) — (e*”gP(x, D) (g), ¢ P9 Py (% D) (‘f)) ‘ '

Dans le cas présent, moyennant des conditions de croissance sur p(x;), et par des

by

raisonnements tout-a-fait analogues & ceux développés jusqu’ici, cela se majore par

2 2
e~ P@ I (“1 f) )
g/ l|L Lt

(toujours moyennant certaines conditions de croissance sur p(x;)) de sorte qu’au total,

27

ied 1

(2

+ 24

Vo' (2,) e *@ D (ozi g)

on obtient :

]' —
82,3 (2teen (1)

b SV e 01 (o ) 1)

<Re (e ?™ P(z, D), ¢ " P, (z, D)) ..

On pose alors A(t)=8 sup A;, le sup étant calculé sur les i€.J tels que

UnV,nQ=+3; A(t) est une fonction constante par morceaux, bornée sur tout inter-

)

<Re (e " P(z, D)g, e " P, (z, D)) ..

valle borné; on a alors :
o~ P

o ()]
Va() ™ \"
Comme le 1** membre de cette inégalité majore, pour p (z;) convenablement croissant,

Vpl (%) — @z 2
£ —p@ pa
A (z) 4

L2

2(zw

p a”‘1) —p(I.) De (oc,(p)
g

xl)

e~ PG

d ____:Dq
Z& @) @

ki

Lz

il ne reste alors plus qu’a prendre a(z,)=1/A4 (z;) et & imposer la condition :

V' ()= VA (2) h(2y),

ot k est définie comme dans la preuve du th. 3.4.
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Soulignons que l'intervention de la fonection «(x;) ne peut étre évitée (du moins
dans le cas général). Dans la seconde partie, nous allons rencontrer un phénomeéne
analogue et la plus grande simplicité de la situation va nous permettre de mieux

constater combien il tient & la nature méme des choses.

SECONDE PARTIE
§ 1. Opérateurs différentiels sur la droite a coefficients opérateurs

Dans cette partie, ¢ sera la variable réelle, D la dérivation d/d¢, Z Vensemble
des entiers de tout signe. Nous utiliserons les dérivations (par rapport & t) d’ordre
négatif. Sauf mention expresse du contraire, elles auront la signification suivante :
si k est un entier >0, nous poserons D *p()=Y ({)** % ¢ (p€D; Y (t) est la fonec-
tion d'Heaviside); D ™*¢ n’appartient pas en général & D; c’est la primitive d’ordre
k de ¢ dont le support est limité & gauche; si ¢ a son support dans la demi-droite
t<a (a réel), alors dans l'ouvert t>a, D *p est un polynéme en ¢ de degré <k—1.

Dans toute la suite, et sans que cela soit en général rappelé, p(f) représentera
une fonction wune fois contindment dérivable, & valeurs réelles, vérifiant la condition

suivante :

(C1) 11 existe py>0 tel que p’ (t)=>p, pour tout t réel.

Si £ est un espace hilbertien, nous noterons généralement (, )z le produit her-
mitien de E, || ||z sa norme. Il pourra advenir que le dual fort de E ne soit pas
canoniquement identifié a E, auquel cas il sera noté E’. Si F est un second espace
hilbertien, L(E; F) sera ’espace de Banach des opérateurs bornés de E dans F.

Nous aurons sans cesse & manipuler des fonctions et des distributions sur la
droite & valeurs dans des espaces de Banach. Sur ce point, nous nous conformerons
aux définitions et notations de L. Schwartz ([9] et [10]). En régle générale, les fonc-
tions et distributions & valeurs vectorielles seront imprimées en caractéres gras :
f, T, etc. et si, par exemple, ces valeurs appartiennent 3 E, les espaces dont ce sont
les éléments seront affectés de la mention (E): D (E), L*(E), D' (E), etc. Un espace
fréquemment utilisé sera &, (L(Z; F)): celui des opérateurs bornés de E dans F,
fonctions indéfiniment dérivables de .

Quel que soit k€ Z, et quelle que soit ¢ € D (E), ¢ ?“ D¥¢p appartient & L?(E)
en vertu de (C1). Cest évident si k > 0. Si k < 0, D ¢ est tempérée lorsque
t—>+ oo (et & support limité & gauche), alors que exp (— p(#)) décroit plus vite que

exp (— pyt).
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LemME 3.10. Soit B(t)€D,(L(E; E)) hermitien pour tout t. Si @ €D (E), on a :
Re (e"?® D*[B(t) Depl, e ?® D*¢p) i
=([p'(®) B@t)+ (k= %) B' (t)]e " Drep, e7*Y DFep) pas) +

k-1
2, (hfl) Re (B** P (t)e ™ D" "¢, e * DFep) s, si k=>0;
k=1

x
> cr Re (e P® D" [B** V(1) DF pl, e P® DFep)yosy 81 k<O.
h=1

Les ci, sont des entiers positifs ou négatifs, qui ne dépendent que de h et de k.

Nous omettrons, an cours de la démonstration, les indices L?(E).

1° k>0
Supposons d’abord k=0. Alors :
(e?BDe, e ? )= —(¢p, D[Be ™ o))
=2(p'Be e, e @)= (B'ePep, e Pep)—(e "¢, e ?BDep),
d’olt : 2Re(e?BDe, e Pe)=(2p'B—B'le ?¢, e ?e)
ce qui constitue le résultat dans ce cas.

Raisonnons ensuite par récurrence : supposons le résultat vrai jusqu’a k—1 et

prouvons-le pour k (supposé >1). On peut écrire :
(e"? D*(BDep), e“"D"q»)
— (€ D*"1(B'Dep), e P i)+ (¢ ? D [BD(D )], ¢ ? D¥ 1 (Dep)).
Occupons-nous d’abord du 2° terme; en vertu de la récurrence
Re (7 D"\ [BD(De)], e® D** (Dep))

k-2 /1 _

= ([P’ B+t~ Ble Diep, e? Diep)+ 3 (:-ki)Re(B("+l’e"’Dk'"<P,e"’17‘<p)- M
h=1

Passons ensuite au 1* terme. Par application directe de la formule de Leibniz, on

voit qu’il est égal &

k-1

(e?B' Drep, e ? Diep)+ Zl (k;;l) (e P B** VD, e Drep).

En prenant la partie réelle de ceci et en lajoutant au second membre de (1), on

obtient la formule cherchée.
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2° k< -1

Posons f=D*¢. 1l est facile de démontrer 1’égalité
D"(BDcp)=D(Bf)+(k——1)B’f+h§c§§D"”(B("“)f) (2)
ot les cf € Z ne dépendent que de & et de h. D’autre part :
(e7? D(BY), e ?i)=2(Bp'e?f, e ?f)— (¢ 71, e P BDY),
et comme : (e?f, e P BDi)=(ePf, e P D(Bf))— (¢ " B'f) e 71),
on a: Re (e ?D(Bf), e "f)=([Bp'+1B'le "t e 7f).

Alors, en multipliant les deux membres de (2) par ¢~ ?, en faisant ensuite leur produit
hermitien, dans L?(E), avec e Pf, et en prenant les parties réelles des résultats, on
obtient la formule de ’énoncé. C.Q.F.D.

I nous importe de prolonger les formules & des opérateurs B(¢) appartenant &
des espaces plus « grands » que D,(L(E; E)), particulitrement aux B(t) € & (L (E; E)).
Si k>0, il n’y a pas de difficulté, car les B (t)D"h,¢p €D (E). Si k<0, on peut
énoncer :

COROLLAIRE. Soit B(t) € E(L(E; E)) hermitien. St @ €D (K) et si k<0, ona :
Re (e " D*[B(t) Dep], e *® D* ) rusy

~(—1y f (DH{[p' @ B®)+ (k= 3) B ()] " D}, @)sdit+
b3 (-1 f (D* {e=0 DM [B**D () DF @}, @)t

Dans la suite, si f et g sont deux fonctions réelles sur la droite, f>g¢ (resp. f >g)
signifiera f(f)>g(¢) (resp. f(¢) >g¢(t)) pour tout ¢. D’autre part, si B(t) € & (L(E; E)),
nous dirons que B(f) est hermitien, si, pour chaque ¢, 'opérateur B () est hermitien.

Introduisons maintenant 1’hypothése suivante :
(H 1) Il existe une fonction continue b(t) >0 lelle que
Re (B(t)u, u)p=>b () ||u|[} pour tout wEE et tout t réel.
Lorsque B(f) est hermitien, on peut remplacer Re (B (f)u, u);r par (B(f)u, %)z

ProrosiTioN 3.1. Supposons que B(t)€E,(L(E; E)) soit hermitien el vérifie
(H 1). Alors, quel que soit k€ Z, on peut trouver une fonction continue gy telle qu’on

ait, pour toute ¢@ €D (E) et toute p(t) vérifiant p' =g, :
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1° Vp' (t)b(t)e ™ DFep € L2(E);
2° Re (e PO DF[B(t) Depl, e *® DFep)ron, >} || Vp' (8)b(t) b(t)e " D* e |[ixm
Nous précisei'ons, au fur et & mesure des besoins de la démonstration, & quelles
conditions de croissance il convient de soumettre g,. Mais il est entendu que la pre-
miere de ces conditions est indiquée par (C 1) : il existe p,>0 tel que g (f) > p, pour
tout ¢ réel.
Nous omettrons, au cours de la preuve, le indices L(E).
1° k>0
Dans ce cas, la condition 1° de 1’énoncé est banalement satisfaite. Supposons
vérifiée I'hypothése suivante :
(C2) 22k+1)|| B ) ||low: 5y <) gi(t) pour tout t réel.
Alors :

, , B() (2k—1)B :
B+ G-y Ble.e - ([ - 2] v

Compte tenu de (H 1), le dernier membre majore

t)p, Vb(t)p' (t) <p) :

(Vo @~

L Voo 1Vew el

d’oll aussitét, en appliquant (C 2) :
(' B+~ D Bl @)= Vor o )
Remplagons, dans (1), ¢ par ¢ ?Dfe¢p. On obtient :
([p' B+(k~3)B'le® Diep, e »Diep)=}||Vbp e ? Drep|®. @)

Ceci dit, considérons un terme (e™? B**PDF "ep, e7? D¥¢p), avec 1 <h<k—1. Impo-

sons la condition suivante :
(C3) AME||B™Vt)||luen<Vb@)p () pour tout t et tout h=0, ..., k, avec

k
u= ozggk (h+ 1) ’

Cette condition permet d’écrire :

le? D el [Vor' e " DFepll.  (3)

B(h+l)
(7

e P D e, Vbp' e"’D"cp)

4Mk
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Nous allons utiliser maintenant le lemme qui généralise le lemme 3.3 (et, a tra-

vers ce dernier, le lemme 1.4) :

LemmEe 3.11. Soient h, k€Z, h<k. Soit une forction réelle p(t), une fois continii-

ment dérivable, vérifiant (C 1). Alors, pour toute ¢ €D (E) :

1
Rl 1O Diep
Vo' (t)

— _ 1
Vo' () e MD’”‘P||L=<E><F

LXE)

La démonstration est essentiellement la méme que celle des lemmes 3.3 et 1.4.
Mais remarquons d’abord que, sihoest <0, V p e D" ¢ € L*(E) pour toute
@ €D (E). En effet :

g PO L LY

si ¢ a son support dans la demi-droite {>a. Or, comme D"¢p est polyndmiale au
voisinage de + co et que e ? décroit plus vite que e ™, il existe B< + oo tel que

sup (¢ *®|| D" e (t)||%) < B. Comme d’autre part :
te R

=]
N

J p () e PP du=e @,
on a bien le résultat. '
Ceci dit, on a : Re (e ?Dep, e P)=||Vp e |
En remplacant ¢ par D"¢p (h€Z quelconque), on obtient :

7 - 1 -
Vo e D epll< <;0||VP " D" 2o

1
. e—pDh+l
vy M

d’olt aussitot le résultat en itérant ces inégalités.
Revenons & la démonstration de la prop. 3.1. Appliquons le lemme 3.11 au 2°
membre de linégalité (3), compte tenu de ce que A y est = 1. Si le nombre p, de

(C 1) est supposé =1, on a:

le> D" | <

V%e-wk«p“aw@ew«pu

pourvu que g, vérifie :



RELATIONS DE DOMINATION ENTRE OPERATEURS DIFFERENTIELS 95

(C4) g.(2) VWZI pour tout t réel.
Alors (3) donne :
1

(7B D Dt g, o D)< o [[Vop' e DF g

et ceci est vrai pour tout A=1,...,k—1. On a donc:

k-1 o
2 (hfl)lRe(BM)e_”D"’“P, e Dr)|<|Vop e D P
h=1

Alors la prop. 3.1, lorsque k>0, découle du lemme 3.10 et de la majoration (2).

2° k< -1
Commengons par imposer la condition suivante :

t

(C'"2) log b(t)éfgk(u)du pour tout t réel.

°
Prouvons qu’elle implique la propriété 1° de 1'énoncé. Si p’>g,, (C’ 2) implique

log 5<p—p(0), et done l/5<0’0e“’ (C, : constante positive), d’olt :

I~
/5 evne
3 p vérifie évidemment (C 1); nous avons vu, au début de la preuve du lemme 3.11,

qu'alors Vip' e ¥* D¥ep € L? (E) pour tout k€Z et toute ¢ € D (E).

Imposons maintenant la condition :

1V59 e D qlls < G| V3 e P Deplla< V2 G,

E

(€ 3) 4M|E||| B ) |leE: 5 <Vb@#)ge(t) pour tout t et tout h=0,1,..., ~k, o
M= sup |cil.

o<hs~k
On déduit d’abord de (C' 3) que B**Ve ?DFep € L*(E); en effet, & un facteur
constant prés, || BV e Drepll<||Vbp e D¥ep||y; or mous avons vu que
Vop' e ? D* p € L2 (E).
Ensuite, du lemme 3.11, résulte immédiatement que e ? D™*[B**" DFep] € L*(E).
Imposons & gi(¢) la condition supplémentaire suivante :
¢
(C" 4) log || B® ||z E)é%fgk(u)du pour tout ¢ réel,
o
Par le méme raisonnement qui a suivi (C' 2), on voit que (C'4) implique
Vp' Be ? D¥ep € L* (E) pour toute ¢ € D (E).
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De tout cela, et, par prolongement, du lemme 3.10, on déduit :

!

B ] e Deep, V' e™? DF cp)+

4

Re (¢? D*[BD ], e-pD"q;)=([l/}73+ (k—1)

—k
+ 3 ¢k Re (e » D" [B™*D Dp], e Drep).  (4)

h=1

Ceci dit, par substitution de e"? D*¢ & ¢ dans la minoration (1), aprés y avoir
transposé Vp’, on obtient I’homologue de (2):

’

([V?Bﬂk—%) VB-] e Dk, VFe‘“D"cp)>%ll Vor e D* . (5)

Le lemme 3.11, convenablement prolongé, compte tenu de ce que k=1, implique

— B(h+1)
|Vp e » D™ [B**P Dk || < ! (ici py=1).

/7

e"’D"cpl

En appliquant alors (C' 3), on voit que :
1 —
- n-h (h+1) ]/ Pt 2 5.7

Si donc gy vérifie (C 4), et si p’' =g, :

| (e ? D" [B"*D Drep], e™? D*ep)|

= ‘ (V;'_b e ? D" [B*Y Drepl, Vp'be P DF q))l

<[V¥'e? DB P Dre]| || Vp' be? Do

]/ ] 2

On conclut alors comme en 1°, en utilisant (4) et (5). C.Q.F.D.

Considérons un opérateur « intégro-différentiel »

m

P, D)= > B.(t)D', m, n€N, B €&(L(E; E)).
COROLLAIRE. Supposons que B, (t) soit hermitien et vérifie (H 1). Quel que soit
k€Z, il existe une fonction continue g,>0, telle qu'on ait, pour toute ¢ €D (E) et toute

fonction réelle p(t), une fois contindment dérivable, vérifiant p' =gy :
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1° Vo' ()b(t) e PO DF e € LA (E); ¢ PP D*[P(t, D) p] € L (E);
2° Re (e " D*[P(t, D)epl, ¢ P DF ™ 1) 1y > 1| Vp' () b(t) e ™ DF " Lep |2z,
Nous laisserons au lecteur la preuve, trés simple, de ce corollaire. Il est évi-
dent qu’outre aux conditions de la prop. 3.1 sur la croissance de gy, il convient
d’en ajouter une autre, qui tienne compte de la « croissance » des coefficients B, ()
pour —n<r<m-—1. Le coefficient }, pas plus que le } de la prop. 3.1, ne joue de
role privilégié. N'importe quel nombre <1 aurait pu lui étre substitué; mais il aurait
fallu alors faire dépendre g, du choix de ce nombre, sans autre effet, pour ce que
nous avons en vue, que d’alourdir 1’énoncé.
La proposition 3.1 et son corollaire ont une signification évidente de domination :
Soit C(t) € E(L(E; E)) quelconque; soit £>0 arbitraire; imposons & g, (t) de
vérifier :

—_— 1
Va1 @b)y>1 +;”C(t)||L(E; g pour tout ¢ réel.

En appliquant I'inégalité de Schwarz au 1°° membre de l'inégalité du corollaire de la
proposition 3.1, on voit que DF P (t, D) domine multiplicativement, dans L (D (E) ; L* (E)),
Vopérateur C'(¢) D**™ ' On en déduit aussitot que D*P(i, D) équidomine (au méme
sens) toute famille finie d’opérateurs intégro-différentiels, & coefficients dans &, (L (E; E)),
d’ordre (éventuellement négatif) strictement inférieur au sien, c’est-a-dire d’ordre < &+ m.

Ce fait s’apparente évidemment de facon trés étroite & ce que nous avons ren-
contré dans la premiére partie de ce chapitre, et aussi dans le chapitre II. Ici comme
la, la domination g’effectue par le véhicule d’une forme Re (e"? P, ¢ ?(Q); ici comme
la, on peut prendre pour ¢ un opérateur qui (a4 un facteur, pouvant é&tre un opéra-
teur, positif prés) peut étre le dérivé de la partie principale de P (dérivé suivant une
direction privilégiée).

Notre intention est d’exploiter les majorations que nous pouvons obtenir, dans
un sens bien déterminé, susceptible de nous conduire & la solution de certains problemes
aux limites de type mixte. A cette fin, nous concluerons ce paragraphe 1 par deux
majorations & peine différentes de celle de la prop. 3.1 et tirant comme elle leur pos-
sibilité de la domination de D" par D* (h<k) suivant des bases de domination con-
stituées par des exp {—p(t)) (cette domination est une conséquence banale du lemme
3.11). Dans le paragraphe suivant, nous définirons et étudierons rapidement une suite
d’espaces hilbertiens de distributions, qui doivent nous permettre d’interpréter utile-
ment les résultats du paragraphe en cours.

Pour démontrér les inégalités que nous avons en vue, nous aurons besoin de
divers lemmes.

7— 593801. Acta mathematica. 101, Imprimé le 8 avril 1959.
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LeMME 3.12. Soit b(t) € E; une fonction > 0. Soit C(t) E;(L(E; E)). Pour chaque
e>0 et chaque k€ Z, il existz une fonction continue gp. >0 telle qu’on ait, pour toute

@ ED(E) et toute p(t) vérifiant p' =g, -
1° Vo' (t)b(t)e " DF ep € L2 (E);
2 |le ™ DFIC @) @l |lim<el| VP )b () e ™ DF |1
Pour 1°, lorsque k<0, on raisonne comme on 1’a fait dans la preuve de la prop.

3.1.

Passons done & 2°. Le résultat est banal pour k=0 puisqu’il suffit alors d’im-

poser ||C(#)||zez: 2 <& Vdre(t) b(t) pour tout ¢ Supposons-le démontré pour k, et cela
avec toute la généralité désirable : quels que soient ¢, C(f), b(f). En omettant les in-

dices L*(E), on peut écrire :
e D" (C)||<|le? DX(CD )|+l D (C" @) .

Puisque le résultat est vrai pour k, nous pouvons lappliquer & D¢ (avec C et b),

pour le 1° terme, et & ¢ (avec C’ & la place de (), pour le 2° terme. On en déduit

aussitot : - B
le» D ll<tellVibe * D gl + e[ Vi e * D epll
Mais (lemme 3. 11): I V;?g*l’pkq,”g ‘J—e"’D"“cp '
Ve

En imposant la condition g, /b>1, on obtient le résultat cherché pour k+1.
Remarquons qu’on peut imposer & g. des conditions de croissance telles que si
P ZGue € PDF(CD 1) et e ? DFlep € L*(E) quelle que soit ¢ €D (E). On peut alors

écrire :
e D1 (C)||<|le™? D*(O D ) ||+ e ” D1 (C" D o) |
1
<|le?DF(CD tep)||+ p lle» D*(C" D' o) ||
o

On conclut en appliquant le résultat pour k, & D '¢p (avec ¢’ & la place de C dans

le 2° terme; on supposera p,=1).

- LEMME 3.13. Soit C(t)€E(L(E; E)). Quel que soit £>0, il existe une fonction
ge >0 telle qu'on ait, pour tout k€Z, toute @ ED(E) el toute p(l) vérifiant p' =g, :

1° C)Vp (t)e "™ DFepe L2 (E);

20 || V?C(t) 67PN¢I’L2(E)<8 ”e;pDk—H"(P“LR(E).
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Soulignons le fait que la fonction g, est indépendante de k! On a :

— 1 C’ C
Vp'e"’C’ < -:€~DD(C ) <ff——=e7? + ‘—GVpD(PH.
I erool<| Lol Sorel |

Imposons les deux conditions suivantes :

“ 0 (t) “L(E’; E) < %6 Vge (t), ” C’ (t) ”L(E; E) < % Efe (t) Pour tout 13
Elles entrainent : ||Vp' e ?Cep|l<ie(||Vp e @l|+]e? Dopl)).
Mais (lemme 3.11) : “ V}?e‘”q}”< %e"’l)tpu,

p

dou, si g.>1: ” Vo' Oe‘"<p||<s||e“’D<p|| pour toute ¢ €D (). 1)

Imposons alors la condition suivante :

t

2log || C (W) ||z &< f ge (u)dw pour tout .

0

Si p'>g., on aura ||C (t)||sen<Coet? (Cy< -+ o), et donc, pour tout k€Z et toute
@ED(E):

|V erowmDol<V2c,

l/% e ¥? D"cp“E pour toute ¢.

En vertu de (C1), le 2° membre de cette inégalité appartient & L?(E), donc le 1%,
ce qui prouve 1°, mais de plus, nous autorise & remplacer ¢ par D*¢ dans (1), ce
qui est exactement ce que nous voulions prouver.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat suivant :

ProrosiTioN 3.2. Supposons que B(t)€EE,(L(E; E)) soit hermitien et vérifie
(H1). Pour tout k€Z, on peut trouver une fonction continue g, >0 telle qu’on ait, pour
toute @ €D (E) et toute p(t) vérifiant p'>g, :

1° Vp' ())b(t) e "® D* @ € I (E);

20 Re (e—p(t) D [B (t) (P]’ e PO pE+l ‘P)LI(E)>% ” l/pl (t) b (t) e PO Dk(PI

2
L¥E) -

Remarquons que, pour k=0 et avec } au lieu de 1 en facteur, le résultat est
énoncé par la prop. 3.1. Cette question de facteur >1 a son importance, car nous

allons raisonner par récurrence sur k, et prouver ceci :
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Pour tout £>0 et tout k€Z, il existe gx . telle que, pour toute ¢ €D (E) et

tout p(t) vérifiant p' =gy ., on ait :
e (e” D¥(Bep), e™” D" @)y > 3~ | k|e) || VD b e DF o fimy (1)

Dans la suite, nous omettrons les indices L*(E). Nous supposerbns ce résultat
vrai pour k; nous désirons alors montrer qu’on peut trouver g, ;. et gr,1,. dohnant
liew au résultat homologue pour k—1 et k+1 respectivement. Mais il est clair qu’il

suffira de prouver lexistence de g4, pour k>0 et celle de g, 1, pour k<O.
1° k=0
Remplagons, dans (1), ¢p par De¢. Nous pouvons écrire :

(e "D (Be), e P D**2 )= (e P D*(BD ), e ? D" * )+
+(e" P D" (B o), e ? D" 2ep). (2)

Le 2° terme du second membre est égal &
—(e D" (B ), e "D p)+2(p' e ” DF (B ), e ? D" ). (3)
Si nous supposons p’'b>1, on a d’abord :
|(€7” D1 (B' ), 7" D' )| <[|e? D (B @) || | Vpbe” D ep.

D’aprés le lemme 3.12, il existe ¢1., . continue >0 telle que p’ > g1, . implique, pour
p que p p p
toute ¢ €D (£) :
_ . & T
le> D2 (B ) | <3| VP be™ D e,

Done : |(e7? D¥*! (B’ ¢p), e ? D**! cp)|<§|| Vp' be ® D e (4)
D’autre part :

|(p' ™" D" (B op), e7" D" |<’

e NIE |

Appliquons alors le lemme 3.13, avec C(¢)=1/b(t) : il existe gs.. telle que si p'>gs,.
et si QED (E):
V2 et i<l 0 .

Appliquons ensuite le lemme 3.12 au second membre : il existe go; telle que, si

P’ >g2r et si QED(E):
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e D*** (B' @) || <[|Vp' be® D op|.

Si done nous posons gg.x, .= SUP (9z,e g2.x), ON aura :
;- ’ - € R
I(pe ? D* (B ©), ¢ pDk+1(p)<§l‘l/p be lec+1(P“2 (5)

pour toute ¢ €D (E) et toute p () vérifiant p’'>gs. 4. Posons enfin

Jrx+1,e= SUP (glz k,es 92:k, &5 gk,e)'
En faisant la conjonction de (2), (3), (4), (5), on voit que Yon a :
| (e ?D*** (Bep), e D)~ (e ? D*(BD ), e ” D" 2¢)|
<el|Vp'be? D" ol (6)
pour toute ¢ €D (E) et toute p (¢) vérifiant ' >gr.1,.. Puisque gri1,:>gk,., On aura,
pour ces p(t) et ces ¢, d’aprés (1) appliqué & Dep :
Re (e7 D* (BD ), e ? D**2ep) > (4 — | k| &) ||V be™” D** o2

En combinant (6) avee ceci, on obtient le résultat voulu.

2° k<0

Moyennant une condition de croissance sur p (f), facile & préciser, on peut sub-
stituer D' ¢p & ¢ dans (1). La formule BD™'q=D""(Bep)—D ' (B' D" ¢p) permet
d’écrire :

(e7? D" ' (Bep), € ”Drep)
=(e?DF(BD '), e ?Drep)+(e? D"V (BD '), e " Dtep).

Le 2° terme du second membre est égal & :
—(ePD*(B'D @), "D )+ 2(p e P DN (B' D q), e P D" ).

Bien entendu, pour que ces diverses expressions aient un sens, il convient d’imposer
a p(t) (ou & gr_1.) des conditions de croissance idoines. Ceci fait, on raisonne
exactement comme en 1°, en se basant sur les lemmes 3.11, 3.12, 3.13.

Le résultat de ’énoncé decoule banalement de (1), ot I’on aura choisi e=1/(4|%}).

Pour terminer, démontrons la proposition suivante :
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ProrositioN 3.3. Supposons que B(t)€E,(L(E; E)) vérifie (H1). Alors, pour
tout k€Z, il existe une fonction continue g,>0 telle qgu'on ait, pour toute @ €D (E) et

toute fonction p (1) vérifiant p’ =g, :
1° Vb(t)e "® Dk p € L? (E);
2° Re (e " D*[B () @l, €7 DF @)z >4 Vo (t)e ™ DF @ |[xcm, -
La fonction b () est celle définie par (H 1). Soulignons le fait que B (t), dans

cet énoncé, ne doit pas nécessairement é&tre hermitien.

Omettons les indices L?(E); (H 1) implique :
Re (Be > Drep, e ? DFep)=||Vb(t) e *® DF p|?

du moins si k est >0 , pour toute ¢ €D (E) et toute fonction p () réelle, une fois
contintument dérivable, vérifiant (C 1).
Si nous imposons la condition :

t

2 log ||B(t)||L(E;E)<fgk (w)du pour tout t,
0

et si p'>g¢,, linégalité précédente sera valable aussi pour k< 0. De plus, comme

b () <|| B t)|| ¢z pour tout ¢, la premiére assertion de l'énoncé s’ensuivra aussi.

N

Tout revient alors & montrer que lorsquon commute B(f) et D*, la quantité

supplémentaire qui s’introduit peut étre majorée, en valeur absolue, par
HVE@e Dol
Cela résulte de la domination de D" par D* pour h<k.
1° k=0
On a: D"(Bcp)=BD"<p+é1 (2) B® D" qp.

Supposons satisfaite la condition :

4Mk||B(h) O |z, < Vb () g (t)  pour tout ¢ et tout 1<h<k,

ot M= sup (k)
1<h<k \b

Alors, si p’> g, (en supposant >1 le nombre p, de la condition (C1)) :
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k -p ey Nk—h -p Tk _{k
(h)|(e B® D* " ep, €7 D* ¢p) | (h)

(h) _

<V e oo Voo o]
<7 e 5 ol
b
Si donc nous imposons : G (b)) =1 pour tout t,
alors, si p’> g, (;ﬁ) |(e7” B D* " e, e"’D’“tp)|<4ik|l Vo> D e’

et donc :
(7 D [Bepl. 7 D) — (¢ BDF o, & DF )| <} [[Vb o™ D
ce qui, compte tenu de la majoration du début, entraine le résultat dans le cas con-
sidéré, i.e. pour k=0.
2° k<0

Il existe des entiers dj € Z (ne dépendant que de k et h) tels que

—k
D*(Bepy=BD'e¢+ gl i D" [B®™ D"sp].

On a:
. 1

Vp'b

|(e» D" [B® DF ), ™ D¥ep)|=|(e Vp' D" [B® Drepl, e " Vb DF p)|.

Si donc dg,>1, cette quantité est majorée par :
IVp'e? D" [B® D ]| || Vo e D ep.
Or, en vertu de (C 1) (ou p,>1), puisque A>1 :

™
e’ ? B.I_ngD"(pH.

| Vo' e D" [B® DF ]|l <
Vp

Imposons enfin la condition suivante :
AM\E|[|B® ()| cm<Vb(t)gi (t) pour tout t et tout 1<h< —k,

ou M= sup |dil

IShgs -k
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D’apres ce qui précéde, elle entraine :
1

|di (e? D" [B® D ], e " D¥ )| < ik

1Voe> D e,

On conclut comme il est indiqué en 1°.

§ 2. Les espaces D" (q; E)

Soit k€Z, k<0. Convenons de définir, dans le groupement e*® DF, ou p’ >0,
Vopérateur D* par DFep (t) =(— Y (—t))* (— Y (—))* " % ¢ (t), @@ € D (£). Nous lui lais-
serons le sens antérieurement défini, c’est-a-dire Y** %, dans le groupement e~? D*.

Avec cette convention, remarquons que si p () vérifie la condition (C1):

(C1) Il existe py,>0 el que p'(t)>p, pour tout i;
alors ¢ ” DF¢p et ¢? D*¢p appartiennent & L*(E) quels que soient k€Z et ¢ €D (E).

Ceci nous autorise & poser la définition suivante :

DeEriNITION 3.1. Soient un espace hilbertien quelconque E, k€ Z et une fonction

q (t) réelle, une fois contindment dérivable, vérifiant la condition :

(C'1) 11 existe p,>0 tel que |q' (t)|=p, pour tout t.

Nous désignerons par ¥ (q; E) Uespace hilbertien, obtenu en complétant D (E) muni

de la structure pré-hilbertienne séparée définie par le produit hermitien :
(e ?Diep, e *DiY) sy, @, YED(E)

Remarquons que ¢’ ({) garde le méme signe sur la droite entitre; dans la déf. 3.1,
¢”? D* a la signification précisée au début (avec p'=|q’|).

Nous noterons (W, V)g.qx et ||u|zq x respectivement le produit hermitien et la
norme dans D*(¢; E) (u, VED*(g; E)). Si @ €D (E), ||P|lza.c=e ! D" P ixm.

ProrosiTioN 3.4. Soient deux entiers h, k€Z, h<k. Si q(t) vérifie (C1),
D¥(g; E) est plongé contintiment dans D" (q; E) et on a, pour toute £€ D*(q; E) :

1
o n S — g k.
It lz:q.n ?‘:}: [ O 18]l 5:0.5
Ceci est, a4 peu de choses prés, un énoncé équivalent au lemme 3.11. Pour ¢ € D (),

e(e D, e @)y = fq' lle® eIz dt,
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d’ol aussitét le résultat, lorsque =0, k=1 et ¢ € D (E). On peut cependant remplacer
@ par D", h€Z quelconque, puisque e ? D"¢p € L? (E) pour toute ¢ €D (E). On
obtient ainsi le résultat pour h€Z quelconque, k=h+1, mais ensuite il suffit de
I'itérer et de le prolonger pour obtenir le résultat général.

COROLLAIRE. Pour tout L€Z ef toute fonction q (1) vérifiant (C'1), D¥ (q; E) est

\

plongé continiiment dans D' (E) : c’est un espace de distributions & waleurs dans E.

D’apres la prop. 3.4, il suffit de prouver le résultat pour ¥<0. Or on a, pour

@, YED(E):

[, V)| =1(e™* D¥ep, €™ D7 )1y
<||e* D @ || g | € D* P | sy
< tsuKP O D" || m ll € DF Pl zacey

ot K est le support de ¢. Ceci prouve que D (E), muni de la topologie induite par
D¥ (¢; E), est plongé contintiment dans D’ (E), d’ou facilement le résultat.

Introduisons le dual fort E' de E et notons (, ) le crochet de la dualité entre
E et E', et J lanti-isométrie canonique de E sur E'.

Jusqu'a nowvel ordre, nous supposerons k=0.

Notons D'#(g; B') V'espace des distributions T €D’ (E’} qui peuvent se mettre

sous la forme :
T=(-1)D*( DY), vV eD(q; E). (1)

Les dérivations doivent s’entendre au sens des distributions,

Comme DF(q; E) est plongé continfiment dans D’ (E') (coroll. de la prop. 3.4),
T est bien définie par (1).

L’élément v’ est unique; car si on avait D (e D*Vv')=0, il existerait un poly-
néme P (f), & coefficients dans E’, de degré <k—1, tel que e”? DFv' =¢?P; mais
e " DFv € L*(B'), alors que ¢?P ne peut appartenir & L?(E'), 3 cause de (C' 1), que
si P=0, ce qui entraine v =0.

Par définition, la norme de T dans D'*(q; E') sera égale & ||V'||zqx-

D’autre part, comme D (¥) est dense dans DF(q; E), il existe une injection
canonique du dual fort de D (¢; E) dans D’ (E').

ProrosiTion 3.5. Soit k wun entier >0. L'injection canonique du dual fort de
D*(q; E) dans D' (E') est une isométrie de ce dual fort sur D'*(q; E').

@ (t)>J ¢ (t) (J: anti-isométrie canonique de E sur E’) est une anti-isométrie
de D (E) sur D (E’) pour les normes respectives de D" (¢q; E) et de D*(q; E'); elle se
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prolonge en une anti-isornétrie, notée encore J, de DF (q; E) sur D¥(g; E'). Notons J,
Panti-isométrie du dual fort de D" (¢; E) sur D* (¢; E) lui-méme, et posons J,=J o, : J,
est une isométrie du dual fort de D*(g; E) sur D¥{g; B'). La composée de J, par
(— 1Y D¥ (e ** D*) est, comme on le vérifie facilement, l'injection canonique du dual
fort de D*(q; E) dans D’ (E’). 11 résulte de cela, et de la définition de la norme dans
D'*(g; E'), que c’est une isométrie sur D% (q; E’).

La proposition 3.5, conformément & la coutume, permet d’identifier le dual fort
de DF(g; E) & D'*(g; E'). Mais, d’aprés le corollaire de la prop. 3.4, D" (—g; E')

est plongé lui aussi dans D’ (E’). Ceci nous autorise & énoncer :

ProrosiTiON 3.6. Soit k un entier >0; D'*(q; E'Y=D""(—q; E') (Iégalité valant
ausst pour les structures hilbertiennes).

Il suffit de prouver que les normes induites sur D (E’) par les deux espaces con-
sidérés coincident.

Si VVED"(q; E') et TED'*(q; E') sont liés par I'égalité (1), convenons de poser
vV=J,:T.

Soit alors ¢ €D (E’). Posons g=e¢ ¢ DF(Jy ,ep); on a

EEL*(E') et @=(—1)*DF(e%g).

La norme de ¢, dans D'*(q; E'), est égale & |

g||z:z)- Supposons par exemple ¢’ > p,.
En attribuant (conformément & nos conventions) & D" ¢p la signification (— ¥ (— £))** % ¢,
on peut éerire g=e?[(—1* D * ¢ +P; 1], ou Py ; est un polynéme de degré <k—1,
& coefficients dans E'; D *e@€L*(E') et g€L?(E'); mais ¢?Py_, €L*(E’) exige
Pi_1=0, doir: g=e?[(—1)* D "], et par conséquent :

e D™* ¢ [l zocer = | & || Locer-
Le 1°" membre est la norme de ¢ dans D *(—gq; E'), dou le résultat.

COROLLAIRE. Soit k€Z quelconque. L’injection du dual fort de D*(q; E) dans
D' (E') est une isoméirie de ce dual sur D" (—q; E').

Pour k>0, cela résulte des propositions 3.5 et 3.6. Mais on peut substituer E’
4 E et —q & ¢; donc (pour k>0) le dual fort de D*(—gq; E') est isométrique 3
D *(¢; B); la transposition de cette isométrie donne celle qu’on cherche.

Dorénavant, nous identifierons toujours le dual fort de D¥(q; E) & D *(—g¢q; E).

Nous sommes maintenant en mesure de caractériser les éléments de D*(q; E),

quel que soit k€ Z.
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1°  Caractérisation des éléments de D (q; B) (k> 0)

La caractérisation résulte de la prop. 3.4 : D*(g; E) est 'espace des (classes de)
fonctions wu (t), définies et mesurables sur la droite réelle, & valeurs dans Z, telles que
e D'u(t) €L} (E) pour tout 0<h<Fk (les dérivations D" doivent s’entendre au sens

des distributions en ¢ & valeurs dans E).

2°  Caractérisation des éléments de D" (q; B) (k> 0)
Pour que TE€D *(¢; E) (3 priori, TE€D' (E)), il faut et il suffit qu’existent (k+ 1)
fonctions g, € L* (E) telles que :

T=elgy+ D(e?gy)+ -+ + D (e gy).

Démontrons cette assertion. Pour que T" € D’ (E') soit un élément de D" (—¢; E’),
il faut et il suffit qu'existent (k+ 1) fonctions g, € L? (E’) telles que

T =¢ %gy+ - +DF(e%gp).

Que ceci soit suffisant est évident (compte tenu des identifications effectuédes); que ce
soit nécessaire résulte de la définition de D'* (g; E') et de la prop. 3.6. Notre asser-
tion s’obtient alors par échange de E et de E’.

Voici maintenant des propriétés tout-a-fait élémentaires des espaces D* (¢; E).

ProrosiTionN 3.7. Soient E et F deux éspaces hilbertiens, une application liné-
aire continue w de E dans F. L'application @ (1)—>u < (t) de D (E) dans D (F) se pro-
longe canoniquement en une application lindaire continue @ de D (q; E) dans D (g; F).

8t u est biunivoque (resp. surjective), il en est de méme de 4.

COROLLAIRE. Soit e un élément quelconque de E; f—(f, e)p est une application

linéaire continue de D (g; E) dans D* (q; O) (C est le corps des complexes).

ProrosiTiON 3.8. Soit un entier h>0 quelconque; §—>D"f est une isométrie
de D(q; E) sur D" "(q; E). L'isométrie réciproque, que mous moterons D", coincide,

sur D (E), avec Vopérateur ainsi moté jusqu’s maintenant.

ProrosiTioN 3.9. Soient K et F deux espaces hilbertiens, A (8) € B, (L(E; F));
I—>A ()1 est une application Linéaire continue de DF (q; E) dans DF (q; F).

Rappelons que si G est un espace de Banach, B, (G) est le sous-espace de & (()
formé des fonctions g(t) telles que, pour chaque entier >0, il existe B,< + oo tel
que ||g” (t)||¢< B, pour tout ¢ réel (ce sont les fonctions bornées sur toute la droite,

ainsi que chacune de leurs dérivées).
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Soit k>0
k

e DA =S (’;) [D*" A (t)]e"? D*1.

Comme les D*"* 4 (t) sont tous dans L (L (E; F)), on a banalement le résultat dans
ce cas.

Notons ‘A (#) le transposé de A(t) pour la dualité entre E et E', F et F’';
'A () EB, (L (F'; B")); pour k>0, f—>tA(t)f est donc une application linéaire continue
de D*(—gq; F') dans DF(—gq; E'). La transposée de cette application est f—A4 (f)1,
qui est done continue de D *(g; E) dans D *(q; F).

En réalité, nous avons prouvé plus, 4 savoir que I’intection canonique de B, (L (E; F))
dans L (D" (¢; E); D*(q; F)) est continue. On en déduit :

ProposiTioN 3.10. Soit {A4,(t)} wune suite de B,(L(E; F)) convergeant vers
A@)€EB,(L(E; F)) au sens de &, (L(E; F)) et bornée dans B, (L (E; F)). Alors, pour
chaque £€D"(q; E), la suite {4, (t)1} converge vers A (t)f dans D*(q; F).

En effet, la suite {4, ()} définit un ensemble équicontinu d’applications linéaires
de D*(¢q; E) dans D*(g; F) et pour ¢ € D (E) quelconque, la suite {4, (t) ¢} converge
vers A(t)¢ dans D(F), & fortiori dans D*(g; F). Comme D (E) est dense dans
D?(¢; E), on a bien le résultat.

ProrositioN 3.11. Soient q,, g, deux fonctions vérifiant les conditions de la
définition 3.1. Les propriéiés suivantes sont équivalentes :
(a) exp (g, () —qs (1)) est une fonction bornée sur foute la droite.
(b) D*(qy; E) est plongé contindoment dans D" (q,; E) pour tout k€ Z.
(¢) D'(gqy; E) est plongé contindment dans D*(q,; E) pour au moins un k€ Z.

En se basant sur le fait que D* est une isométrie de D" (¢; E) sur D°(g; E), on
voit qu’il suffit de prouver I’équivalence de (a) et de (c,) : D°(qy; E) est plongé con-
tindment dans D° (qq; E).

(a)=(cy), car, pour toute ¢ €D (E) :

e @ ey = 16~ (¢~ @) 12ty < [l e[| ™% @

(cg)=>(a), car (c,) implique qu’il existe B< + oo tel que :

lle @ |lue<Blle™® |z pour toute €D (£).

Faisons alors parcourir 3 ¢ une suite {¢,} (n=1, ...) de D telle que les |¢,|* con-

vergent vers la mesure de Dirac &, (t, € B) dans Pespace des mesures & support com-
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act; on en déduit : e %@ < Be 4®: comme ¢, est un point quelconque de la droite,
p 0 p q

c’est bien 14 ce qu'on voulait démontrer.

ProprosiTioN 3.12. Soit p, un nombre >0. Sotent E et F deux espaces hil-
bertiens, A (t) € E,(L(E; F)). Pour tout >0 et tout k€ Z, il existe une fonction posi-
tive Gy ., une fois contintiment dérivable, telle que A (t) soit un opérateur borné de
D*(q; E) dans DF(q+ Gy, o; F), de norme <, pour foute q (t) vérifiant : |q'| = p, + | Gr. |-

Soit k>0. Pronons une fonction G (), une fois continiment dérivable, G ()= 0,

telle que :

k\ LY
(h)e O] 4® (t)||L<E;F)<ﬁ°I pour tout ¢ et tout A=0, 1, ..., k.

On a alors, pour toute ¢@ €D (E) :

lle=®=% D" [4 (1) ]|

E [k
pe S 2 (h) le=¢A® (e D* " @) ||z ey
h=0

k

& P
<’zok+1p(’f“e D el

<el|le?Drep

L2(E)-

Pour la derniére inégalité, on a appliqué le lemme 3.11.

Le résultat ainsi prouvé pour k>0 reste valable lorsqu’on remplace : ¥ par F’,
F par E', A(t) par son transposé ‘A (f) (pour les dualités entre E et E', F et F') et
g par —gq. Il énonce, dans ce cas, que ‘4 (f) est un opérateur borné, de norme <eg,
de DF(—gq; F') dans D*(—q+G; E'). Mais A(t) est le transposé de A (f) pour les
dualités entre D*(—gq; F') et D*(¢; F) d’une part, D*(—q+G; E') et D" (¢—G; E)
de Dautre; il en résulte que A4 (t) est un opérateur borné, de norme <g, de D * (¢~ G; E)
dans D *(g; F), et ceci pour toute ¢ vérifiant |¢'|>p,+2|6G’|. En remplacant ¢ — @
par g, on obtient le résultat.

CoROLLAIRE. Soit Q@, D)= > A, (@)D", m, n€N, A4,€&E(L(E; F)). Pour

r=—n
tout ¢>0 et tout k€Z, il existe une fonction Gy >0, une fois contindment dérivable,
telle que @ (t, D) soit un opérateur borné, de norme <g, de D*(q; E) dans D* " (¢ + G; F)
pour toute q(t) vérifiant |q'| > py+|Gr.e|-
Revenons maintenant aux fonctions p (f) réelles, une fois continfiment dérivables,
vérifiant (C 1) (donc p’>0).

Nous désignerons par D, (E) lespace des distributions sur la droite, & valeurs
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dans E, dont le support est limité & gauche, et par D,, (£) le sous-espace de D, (E)
formé des distributions ayant leur support dans la demi-droite {>a.
Nous désignerons par D, (E) le sous-espace de D, (E) formé des distributions

T possédant la propriété suivante :

Il existe un entier m (dépendant de T) et pour chague 0<h<m, une fonction

gy (t) continue, & valeurs dans E, tels que :
T=g,+Dgy+--+D"g,.

Il est aisé de montrer que, dans cette coﬁdition, on peut choisir les fonetions g, toutes
nulles pour {<a.
D'/ (E) désignera la réunion des D, (E) lorsque a parcourt la droite réelle. (’est

Pespace des distributions & valeurs dans E, d’ordre fini ([7], I, Chap. 1, §2, p. 25).

DEriNITION 3.2. Soit P une famille quelconque de fonctions réelles p (1), une
fois contindiment dérivables, vérifiant (C 1). Nous désignerons par DF (D; E) le sous-

espace de (Y D* (p; B) formé des T ayant la propriété suivante :
v

Il existe ume constante finic M (dépendant de f) telle que, pour toute fonction
pR)ED, “f”E:p.kgM-

Nous munirons D* (D; E) de la norme ||f||zp = sup || f]jz.p.x; D*(P; E) est alors
un espace de Banach. e

Soit Q une deuxitme famille de fonctions p(t), contenue dans D. Alors D¥*(D; E)
est plongé continiment dans 0¥ (Q; E). En langage imagé, on peut dire que ¢ plus

grande est la famille D, plus pet.t est 'espace D* (P; E) et plus fine est sa topologie ».

ProrosiTioN 3.13. Sotent k € Z, a réel. Soit {p,} (n=1, ...) une suite de
fonctions réelles, une fois contindiment dérivables, vérifiant, pour tout n, p,{(a)=0 et
Dn (§)=n pour tout t. Alors D* ({p,}; E) est contenu dans D, (E).

DF(k€Z), avec la signification Y (£)*"* lorsque k<0, est un opérateur de
D.. (E) dans lui-méme, et définit une isométrie de D* ({p,}; E) sur D° ({p,}; E). Nous
pouvons donc nous borner au cas k=0.

Soit done f telle que [[e ?n |1z < M pour tout n. Si t<a,

a

P (t) = —fp;(u)dué —n{a—t),

t

et donc exp [n (e —)]< exp (— p,), d'ou :
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t

efreh f||f(u)||‘i~du<He‘”"f“sz(E)<M2 pour tout n=1, ...,

—c&

ce qui exige f=0 p.p. sur la demi-droite t<a. C.Q.F.D.
Cette proposition va jouer pour nous le rdle que joue le théoréme des supports,
dans les applications de la transformation de Laplace; d’ailleurs les démonstrations

des deux résultats sont similaires.

ProprosiTION 3.14. Soit a réel. Soit TED, (E) d'ordre m. Il existe une fonc-
tion continue g>0, telle que, pour toute famille P de fonctions p(t) vérifiant p(a)=0
et p'=g, on ail TG.‘D*'"('D; E).

Soit done T=gy+Dg, + - +D"g,, oi les g; sont continues, & valeurs dans E,

nulles pour tout ¢<a; posons G ()= sup ||g; ()|l G (t) est continue, et nulle pour
1gism

t<a. Or il est elair qu'on peut trouver g continue et >0 telle que

G (t) exp (—fg(u)du)

A fortiori, aura-t-on pour toute p(t), p(a)=0, p =g :

<L
LS

e ?® @ @)||.<1,
d’olr aussitét le résultat.

Le moment est venu de traduire, dans le langage des espaces D (p; E), les ré-
sultats du § 1.

Nous allons simplifier un peu ’énoncé du corollaire de la prop. 3.1 et celui de
la prop. 3.2, en choisissant ¢, de sorte que p’>g, implique bp'>4. Nous pouvons
alors dire : '

ProposiTION 3.15. Soit P(t, D)= > B,({)D', m, n€N, B,€E(L(E; E)). On

r=-n

suppose que B, (t) est hermitien et vérifie (H 1). Alors, pour tout k€ Z, il existz une
fonction continue g,>0 telle que, pour toute ¢ €D (E) et toute p(t) vérifiant p' = gy,
on ait :

P(t, D) €D (p;E) et Re (P(t, D)op, D" ' @)= || D" ' @|[Tip i

ProrosiTioN 3.16 Soit B(t)€ E (L (E; E)), hermitien et vérifiant (H 1). Pour
tout k€Z, il existe une fonction confinue g, >0 telle qu’on ait, pour toute ¢ €D (E) et
toute p{t) vérifiant p" =g, :
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Re [(BO@ DPni> ] @lns

Enfin, dans l'énoncé de la prop. 3.3, introduisons une fonction @ (¢), positive,

telle que Vo exp G = J/2; nous pouvons énoncer :

Prorosition 3.17. Soit B(t) € & (L (E; E)) vérifiant (H 1). Il existe une fonction
G (£)=0, une fois contindiment dérivable, ne dépendant que de B (t), et, pour tout k€ Z,
une fonclion continue g,>0 telles que, pour toute <@ €D (E) et toute p(t) vérifiant
P =g, on ait:

Re (B(t) @, @)r:p. x> |I<P“2E:p+c.k~

§ 3. Application a la résolution de certains problémes mixtes

Les probleémes aux limites de type mixte que nous allons considérer dans le
présent paragraphe ont déja été résolus, entiérement ou en partie, par divers autetrs
(principalement Visik, Lions, Ladizenskaia, Kato). Nous nous bornerons ici & rappeler
brievement comment les pose Lions, au ssns de la théorie des distributions, et nous
en entreprendrons aussitét la résolution. Pour de plus amples renseignements (con-
crétisation des notions introduites, exemples, relations entre les problémes mixtes fins
et les problémes mixtes au sens des distributions, etc.), le lecteur pourra se reporter
aux travaux de Lions (principalement [4], chap. II, et [5], Technical report 1).

On commence par se donner deux espaces hilbertiens V et H; V est plongé con-
tinGment dans H (et, dans les applications, en général, V est dense dans H). En-
suite, on considére, pour chaque ¢ réel, une forme sesqui-linéaire continue a (I; u, v)

sur VxV, vérifiant les conditions suivantes :

(ID)  Quels que soient u, v€EV, a(t; u, v)€E,.
(K1) 1II existe deux fonctions a(t), A(t) €&, A(t) réelle, a(t)>0, telles que, pour tout
w €V et tout t réel :

Re a(t; u, w)+ A ) ||w|E=o @) w]

On donne enfin un opérateur intégro-différentiel

Pt D)= § B, () D', m, n€N, B, (t)€E, (L(H; H)).

r=-n

Concernant P (t, D), on fait ’hypothése que B, (f) est hermitien et vérifie (H 1) :
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(H 1) II existe une fonction b(t) €&, b(t)>0, telle que :
Re (B(t)g, 9)u=b®) g%

pour tout g€ H et tout t réel.

Ceci dit, on prolonge de fagon canonique (Schwartz [9]) la forme « (4 u, v) en
une forme sesqui-linéaire continue sur D’ (V)x ¥V, forme que nous noterons a (t; U, v),
UED (V), ve€V. Le produit hermitien ( , )y se prolonge, lui, canoniquement, &
D' (H)x H; nous écrirons (T, ¢)y pour TE€D' (H), g€ H.

On pose alors le probléme suivant :

Probléme mixte. Etant donnée T €D, (H), chercher U€ D% (V) vérifiant, pour tout
vEV :

a(t; U, o)+ (P, D)U, v)y=(T, v)g.
On dit que le probléme est fin, si, £ étant un entier >1:

I° on suppose que le « second membre » T est une fonetion (k£ —1) fois contintment
dérivable de ¢, & valeurs dans H, et que T® (dérivée au sens des distributions)
est localement — L*(H), i.e. «T® € L*(H) pour tout o €Dy

2° on cherche une solution U qui soit (k—1) fois continfiment dérivable de ¢, &
valeurs dans V, et (k+m—1) fois continiment dérivable & valeurs dans H.

Nous allons résoudre le probléme mixte, sous les hypotheéses énumérées, dans le
cas ol m=1 et dans celui ol m=2. Nous obtiendrons diverses propriétés de la solu-
tion & partir de propriétés analogues du second membre, concernant les supports, la
régularité, la « croissance » & linfini. Le résultat sur la régularité (en t) montrera que
le probleéme fin est résolu du méme coup.

Faisons d’abord une remarque simplificatrice : P (¢, D)—A(t)I (I : application
identique de H) est un opérateur différentiel qui possede exactement les mémes
propriétés que P(t, D) (car m=>1!). Nous pouvons donc remplacer P (f, D) par
P, Dy—4(@t)I et a(t; u, v) par a(t; u, v)+ A (t) (v, v)y. Moyennent donec un change-
ment de notations, nous pouvons nous ramener 3 la donnée de P (f, D), avec les
hypotheses du début, et d'une forme a (t; w, v) vérifiant (ID) et, au lieu de (K 1),
Phypothése :

(K 0) II existe une fonction o (t)€ E;, a(t) >0 telle que, pour tout w €V et tout ¢ réel :
Re a(t; u, w)=a @) | |-
Ceci dit, remarquons qu’il existe un opérateur A4 (f) € &, (L (V; V)) tel que (4 (f) w, v)y

=a(t; w, v) pour tout ¢ et tous u, v€V (attention! A4 () est fondamentalement dif-
8 — 593801. Acta mathematica. 101. Imprimé le 8 avril 1959.
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férent de Jopérateur ainsi noté par Lions, dans [5], et associé par lui & la forme
a(t; u,v). 1 est clair que si a(f; u, v) satisfait & la condition (K 0), A4 (¢) satisfait,
lui, & la condition (H 1). D’autre part, si ¢, $ €D (V), on aura :

(A @) @, Y)vipi=(— l)kfa (t; @, DF[e7* DF ] dt.

Cette remarque va nous permettre d’appliquer les propositions 3.15, 3.16, 3.17.

Auparavant nous introduirons les appellations suivantes :

(PP) Nous dirons que le probléme est de type parabolique st :

. 1
1° m=1, ie. P(t, D)= 5 B,(t) D', n€N, B, €& (L(H; H);

r=-n
2° B, (t) est hermitien et vérifie (H 1);
3° a(t; u, v) vérifie les conditions (ID) et (K 0).

(PH) Nous dirons que le probléme est de type hyperbolique si :

1° m=2, ie. P(t, D)= % B.(t)D', n€N, B, €& (L(H; H));
re—n

2° B, (t) est hermitien et vérifie (H 1);

3° ot u, v) vérifie les conditions (ID) et (K O);

4° a(t; w, v) est hermitienne, i.e. a(t; u, v)=m pour tout t et pour tous wu,

vEV.

Remarquer que si a(t; u, v) est hermitienne, l'opérateur 4 (t) que nous avons associé
4 a(l; u, v) est hermitien.

Ceci posé, les prop. 3.14 et 3.17 nous permettent d’énoncer :

ProrosiTiON 3.18. Supposons le probléme de type parabolique. Alors il existe
une fonction >0, une fois contindment dérivable, G (t), ne dépendant que de a (t; u, v),
telle que, pour tout k€Z, il existe une fonction continue g, >0 telle que, pour toute

@ ED (V) et toute p(t) vérifiant p' =gy, et telle que p+ G vérifie (C 1), on ait :

Re [(*Dkf a(t; ¢, D*[e * DF@])di+ (P (¢, D) ep, ?)H;p,k] |y A Y |

Rappelons que la condition {C1) s’énonce :

(C1) Il existe py>0 tel que p’ (t)=p, pour tout t.

Les fonctions p (¢) figurant dans tous les énoncés, antérieurs et ultérieurs, sont supposées

vérifier (C 1).
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Pour le probleme de type hyperbolique, nous nous appuierons sur les propositions
3.15 et 3.16 :

ProrosrTioN 3.19. Supposons le probléme de type hyperbolique. Alors, pour
chaque k€ Z, il existe une fonction continue g, >0 telle qu'on ait, pour toute ¢ €D (V)
et toute p(t) vérifiant p' =g, :

Re [( - l)kfa(t; @, D[e D" @))dt+ (P (t, D) @, D @)uy, ,c]
2”‘?”2":27.16_’_”(P”ilz-l:p,k+l~

Ce sont les deux résultats qui vont servir de base & toute la suite. Nous désirons
traiter simultanément le probleme de type parabolique et celui de type hyperbolique.
A cette fin, nous poserons s=m—1, et nous définirons G pour m=2 comme étant
la fonction nulle.

Nous nous servirons du lemme suivant, di a Lions [6] :

Lemme 3.14. Soient un espace hilbertien E, un sous-espace O de E, muni d'une
structure pré-hilbertienne plus fine que celle induite par E, une forme sesqui-linéaire

D(f, h) sur Ex9, remplissant les deux conditions suivantes :

(I)  Pour tout h€H, e—~>D (e, h) est une forme linéaire continue sur E.

(II) Il existe ¢>0 tel que |® (h, k)| =c|| k|| pour tout RESD.

Dans ces conditions, quelle que soit la forme semi-linéaire h—L (h) sur ), il existe
un élément (en général non unique) w de E tel que : ® (u, h)=L (h) pour tout h€$.
i pour toute forme semi-linéaire L sur §, Uélément u de E vérifiant Uégalité

précédente est unique, alors L—>u est une application linéaire continue de Uantidual fort
de § dans E.

Nous allons appliquer le lemme 3.14 avec les choix suivants :

pour E : Tespace D' (p+G; V)0 D***(p; H) muni de la norme hilbertienne
B Waosor+ll p st

pour § : le sous-espace de E formé des f telles que D*** €D (V) (s=m—1). On munit
£ de la norme induite par E (on vérifie sans peine, en utilisant le fait que
D*** est une isométrie de D" (p; F) sur D" **(p; F), quels que soient F,
p, b, que O est dense dans E).
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pour ® : la forme, provisoirement défine sur D (V)x 9 :

(_ l)k f a (t; (p7 Dk [8—211 Dk+s Ll)])dt+

+ (- l)kf (¢, P (t, D) {D*[e™" D**% Y1} )udt

&t P, D) est I'adjoint de P (¢, D) pour lantidualité entre D (H) et D’ (H).

Les propositions 3.18 et 3.19 énoncent que la condition (II) du lemme 3.14 est
satisfaite dés que p'>g¢, (ce que nous supposerons). Reste & vérifier (I). Plus exacte-
ment, nous allons prouver que, pour ¢ arbitrairement fixé dans §, @—® (¢, ¢},
définie sur D (V) se prolonge en une forme linéaire continue sur # entier, pourvu
que gi soit « assez grand ».

Posons y =e 2? D***; x € D (V) d’aprés notre choix de § (en supposant p in-

définiment dérivable, ce que nous ferons jusqu’a nouvel ordre). Ceci conduit 3 étudier
des formes du type J((p, D [B(@t) Dk yl)zdt, avec BEE(L(E; E)), et E=V, r=0 si

on s’occupe du 1° terme de Vexpression de ®, E=H, —n<r<m si on s’occupe du
2° terme.

Nous nous bornerons & traiter le cas le moins facile, celui qui correspond & r =0,
k<0. La forme précédente est alors égale & une combinaison linéaire de termes

du type

f (D" [B® D¥ ), D* %)z dt

ol B est Padjoint de B (pour la dualité entre E et lui-méme) et on A, I, g sont des
entiers >0. Comme ¥ €D (E), il en est de méme de ¢’ D'y (si E=V, on doit rem-
placer p par p+@, ce qui ne change rien). Si h>1, il existe g, continue telle que
p' =g, implique |le™? D" [B® DF @] ||z <||@)lzp.x (cela résulte des lemmes 3.12 et

3.13). Lorsque A =0, la forme sesquilinéaire précédente s’écrit :
f (e " D¥ep, B e” D*y)pd ¢,
et comme BPe? D'y €D (E), dans tous les cas l'inégalité de Schwarz donne le ré-

sultat cherché.

Nous pouvons donc énoncer :
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ProrosiTioN 3.20. Sous les conditions de la prop. 3.18 st m=1 (resp. de la
prop. 3.19 st m=2) il existe une fonction positive (nulle st m=2) G (t), une fois con-
tindment dérivable, telle que pour tout k€Z, il existe une fonction continue g,>0 telle
gqu’on puisse affirmer, pour toute fonction réelle p(t), indéfiniment dérivable, vérifiant
P =g et (C1) et telle que p+ G vérifie (C1):

Quelle que soit g€ DF (p; H), il ewiste T€DF (p+ G; VYN D"t (p; H) telle qu’on
ait, pour toute @ €D, (V) vérifiant D** " 1 €D (V) ;

(- 1)"fa(t; f, D [e % D"“"‘Hp])dt%»(——l)"f(f, ID(t, D)[D¥{e®* D**" L} )udt

= (8, ! P p, k-
En effet, notre choix de la norme sur § fait que, si g€ D (p; H),

¢—>(gs Dm_l <P)H: Dk

est nne forme semi-linéaire continue sur ; il suffit alors d’appliquer le lemme 3.14.
Nous aurions pu aussi placer au second membre (g, @)v.pr¢.x avec, cette fois,
g€EDF (p+G; V).

L’égalité de I’énoncé peut s’éerire :
fd(t; £, D")dt+ f (1, P(t, D) D* Y)udt~ (g, D" $)ydt

pour toute Y €D (V). Mais ceci signifie que, pour tout w €V :
DFfa(t; £, u)+ (P (t, D)t, u)g]=D"(g, u)n, (1)

Pégalité devant s’entendre au sens des distributions scalaires.

Reprenons l'opérateur A4 (t) € E,(L(V; V)) défini par a(t; u, v)= (4 (f) u, )y pour
tout ¢ et tous u, v€ V. Appliquons la prop. 3.12 et son corollaire : pour tout k€ Z,
il existe une fonction G positive, une fois continiment dérivable, et une fonction g
continue >0, telles que si p'>g, et si p+ G, vérifie (C 1), 4 (f) soit un opérateur
borné de D* (p+ & V) dans D*(p+ Gy; V), tandis que P (t, D) est un opérateur borné
de D**™ ' (p; H) dans D* ' (p+ Gy H). Mais alors la quantité entre crochets, dans
le 1* membre de (1), appartient & D" ' (p+ Gy O) (C: corps des complexes); (g, %)y
appartient, lui, & D¥(p; C) et donc (prop. 3.11) & D* ' (p+Gy; €). Or D* est une

isométrie de cet espace sur D' (p+ Gy C). 1l en résulte que l'on a :
a(t; f, w)+(PE D)E, w)p=(8, u)u @)

pour tout u € V. Cette égalité vaut dans D! (p+ Gy; C), done aussi dans D'.
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Jusqu’ici p(t) était indéfiniment dérivable; supposons-le de nouveau simplement
une fois contindment dérivable, mais soumis aux mémes conditions de croissance que
précédemment. 11 est évident que nos assertions immédiatement antérieures restent
valables.

Reprenons la fonction G) définie plus haut. En modifiant sa définition, plus
précisément en appelant G, ce qui, plus haut, aurait été noté sup (Gy, Gi.1), on
voit que :

1° P(t, D) est un opérateur borné de D**" (p— Gy; H) dans D*(p+ Gy; H);

2° A(t) est un opérateur borné de DF(p—Gi; V) dans D¥(p+ Gy V) (tenir
compte de ce que Gy et @ sont des fonctions positives et appliquer la prop. 3.11).

Or on peut écrire :
(A () @, D°P)y,p 1= (e P DF[A (t) ], e T~ D¥° ) powy;
(P (t, D), D° ). p,x = (e~ T DE[P(t, D) pl, e~ = D' ) .

Il est alors visible que (4 (¢) ¢, D° )y, peut se prolonger par continuité, & partir
de D(V)xD(V), & D™ (p—Gy; V)xD*** (p—Gy; V); et de méme, la forme (P (¢, D) <,
DY)y« peut se prolonger & D¥'™(p—Gy; H)xD** ™ (p—Gy; H) (se rappeler que

s=m~—1). Mais alors les prop. 3.18 et 3.19 nous permettent d’énomcer :

ProrositioN 3.21. Sous les conditions de la prop. 3.18 si m=1 (resp. de la
prop. 3.19 st m=2), il existe, pour tout k€Z, une fonction positive G, une fois con-
tindiment dérivable, et une fonction continue g, >0 telles qu'on ail, pour toute p () vé-

rifiant p’'> gy, et telle que p+ G, et p— Gy vérifient (C 1), et pour foute
feD"* " (p—Gy V)N D" (p— G H) :
1° AWTeD (p+Gy V) et P(t, D)I€D* (p+ Gy H);
2° Re (e~®+6» DF[A (1) 1], e~ @~ 60 Ditm—1§),. o 4
+Re (e @+ DF[P (1, D) 1], e P~ D71 8) iy
>”f”2V:17+G-7‘+”f“%I;D.IHm—l,

ot G est la fonction définie par la prop. 3.18 si m=1 (resp. la fonction nulle si
m=2),

Ceci étant acquis, soit g€D*! (p— G —Gy; H), ou G et G, ont la méme signi-

fication que ci-dessus. D’aprés la prop. 3.20, il existe

teD*" ! (p— Gy VIND* " (p— G H)
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tel qu'on ait 1'égalité (2) (que p ne soit pas indéfiniment dérivable ne joue aucun
role). Mais A ®)I€ED*(p+Gy; V) et P(t, D)IED*(p+Gy; H). 11 en résulte que la

forme bi-semi-linéaire sur D, x V :
(@, u)— f e P D la (1 1, w)le P D DG dt+
+ f e+ DF (P (¢, D), u)y e P-D DF g dt

se prolonge canoniquement en une forme semi-linéaire continue sur DF (p—Gyi; V),

qui n’est pas autre chose que :

f,—>(e" PO DE[A () 1), e~ @50 DF 1) 1y, + (e~ TP DX [P (3, D) ], e~ %0 DFR) oy

De méme, (g, u)—)fe*(“G")Dk(g, u)y e~ P~ DF Gdt se prolonge en une forme semi-

linéaire continue sur D* (p—Gy; V) qui, pour f, € D* (p— Gy; V)<= D* (p; H), n’est autre
que (g, f,)u;p,x puisque g€ D¥(p; H). Au total, on a, pour toute f, €D* (p—G;; V)

(e~ @+6® De[4 (1) 1], ef(p—Gk)D"fl)Lz(v) +
+ (e_(p+Gk) DF[P(t, D)1, e—(p—Gk)Dkfl)LZ(H)= & $) o

Ceci reste vrai pour f,=Df puisque t€D*** (p—Gy; V) car s=m—1<1.
Mais alors la prop. 3.21 montre que 1'élément f est unique. Nous pouvons done

rassembler les résultats obtenus :

TutorimE 3.7. Supposons le probléme de type parabolique (resp. hyperbolique).
Dans ces conditions, il existe une fonction positive (resp. nulle) G (1), une fois con-
tindiment  dérivable, telle que powr tout k€ Z, il existe une fonction continue g, (8)>0 et
une fonction positive Gy (t), une fois contindiment dérivable, qui possédent les propriétés
suivantes :

Pour toute fonction réelle p(8), une fois continiiment dérivable, vérifiant p’ =g et
telle que p+ G vérifie (C 1), alors, & chaque g € D (p; H), correspond un élément unique
fde DX(p+G; V)0 D™ 1 (p; H) vérifiant, pour tout w€V :

a(t; £, u)+ (P, D), w)u=(g wx

au sens des distributions scalaires.

De plus, alors, si p+ G, et p+ G+ G, vérifient (C1) :

NE11%:0+ccer+ | B llis04 6o krm-1< Re (8, D™ Diatypr e
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Enfin, g—1 est une application linéaire continue de D*(p; H) dans Uespace
D(p+G; VYnD*"" Y(p; H) muni de la norme

(” ||2V p+G kT ” “%1 , k+m—1)%-

La derniére partie de I'énoncé résulte de la derniére partie du lemme 3.14. Rap-

pelons que (C 1) s’énonce :

(C1) Il existe py,>0 tel que p'(t)=p, pour tout t.
L’intervention de cette condition a pour but de donner un sens aux divers espaces
D"(p; E) introduits.

En vérité, nous n’avons pas démontré la majoration de I’énoncé. Ce que nous

avons démontré, c’est que, pour un choix convenable de G4, on a :

N5 oscs0p - on-n + | ElZpe oy < Re (& D™ "Darpioy e anen -

\

Bornons-nous & prouver la majoration de ’énoncé lorsque m=2. Dans ce cas G=0.
Posons provisoirement p,=p+ G,. Nous supposerons que pour chaque t€Z, on a

trouvé G, telle que :
”f“2V D, k-1 + ”f”?! Dy k < Re (g: Df)fl; Do k13

les autres conditions restant inchangées. Or g € DF (p; H) et 1€ D" (p; V) n D*** (p; H).
Soit alors {g,} (r=1,...) une suite de D(H) qui converge vers g dans D*(p; H).
Puisque les g, appartiennent & D**! (p; H), pour chaque 7 il existe f, € D¥*!(p; V) n
D2 (p; H) tel que a(t; £, u)+ (P, D)f,, u) = (g, ©) pour tout €V ; et on a:

N8l 5y e+ 1B I3 5 o1 < Re (8ns Dy, . e (1)

On déduit immédiatement de la majoration analogue, appliquée & f, —f,, et g, —g..,
que les f, convergent dans DF (p.: V) N D" (Pryy; H) vers un élément f, de cet

espace. Et I'on doit nécessairement avoir :

a(t; Ly, u)+ (P, D)y, w)y= (g, w)y pour tout uw€V.

Mais Gy, est une fonction positive, donc (prop. 3.11)D' (p; E) D' (Px+,; B) quels
que soient K et I. Si donc p est assez croissant pour que s’applique le théoréme
d’unicité, avec py,., & la place de p, on devra nécessairement avoir f,=f. Autrement
dit, les f, convergent vers f dans D* (pysq; V) N DF" (pryy; H). Mais alors la majoration
(1) reste valable a la limite, c’est-A-dire avec f & la place de f, et g & celle de g,.
Un simple changement de notations (on écrit Gy au lieu de G,.,) donne ensuite la

majoration du théoréme.
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Nous sommes maintenant en mesure de résoudre le probleme mixte posé au
commencement. Mais auparavant, il nous faut résoudre ce probléme dans un cas un
peu particulier : celui ou le second membre (et la solution!) sont des distributions

d’ordre fini.

THEOREME 3.8. Supposons le probléeme de type parabolique (resp. hyperbolique).
Alors, & toute SE€DT(H) correspond un élément unique T de D7 (V), tel que, pour
tout w€V :

a(t; T,u)+(P@E DT, u)y= (8, w)y (aw sens de D').

De plus, si 8 a son support dans la demi-droite t=a (a réel), il en est de méme de T.

1°  Démonstration de Dunicité

Supposons que lon ait TEDT (V) et a(t;T,u)+ (P(t, D)T, u)y=0 pour tout
u€V. Daprés le prop. 3.14, il existe k€ Z et une fonction continue g >0 telle que
TED*(p; V) pour toute p(t) vérifiant p’>g. Done, pour peu que p soit suffisamment
croissant, on aura TED* " D (p+G; V)N D*(p; H) et toutes les conditions du th. 3.7

seront réunies, d’ol résultera que T=0.

2°  Démonstration de Uexistence

Soit done S €D (H) & support dans la demi-droite ¢>a. Il existe k€Z et une
fonction continue g>0 telle que, si on appelle P, la famille de toutes les fonctions
p(t) vérifiant p'>g et p(a)=0, on ait SED*(PD,; H) (prop. 3.14). Désignons par D
la sous-famille de P, formée des p(f) qui vérifient en outre : p’=g+1, p' =g, +1, et
telles que p+G, p+ Gy et p+ G+ G, vérifient (C 1) (95, G, G, définies par le th. 3.7).
Pour chacune de ces p(#), il existe un élément unique £, de D*(p+ G; V)N D" ™ 1 (p; H)

vérifiant, pour tout w€V :
a (t; fp’ ’Ll/) + (P (t’ D) fp7 u)H: (S: u)H'

Soient p,, p, € P. Il est facile de voir qu’il existe une fonction p, (toujours du
type p(t)) ayant les propriétés suivantes : 1) py(a)=0; 2) py=sup (p;, po); 3) Ps>
=sup (g, gx); enfin : 4) p;+ G, py+ Gy, py+ G+ G, vérifient (C 1).

Ces propriétés impliquent : S €D¥(py; H) et D' (p;: BE)<D (py; B) (i=1,2) quels
que soient E et I (prop. 3.11), et aussi que le th. 3.7 s’applique avec p; & la place
de p. Mais alors l'unicité de la solution exige f, =1, =1£,. Autrement dit, lorsque
p€DP, tous les f, sont identiques. Notons T leur valeur commune. D’aprés le th. 3.7,
on a ||T|v;p+ e+ ey x<|| S|l p+c,, x- En multipliant les deux membres par exp [G (a) +

+Gy(a)], on voit (moyennant la mise en facteur de exp G(a) devant le second
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membre) qu’on peut supposer G (a) et Gi(a) nuls. Ceci dit, le second membre, deés
que p'+ G5 >g, est majoré par une constante indépendante de p. D’autre part, D con-
tient une suite {p,} vérifiant p, (t)+ G’ (f)+ Gy (t) =>n pour tout ¢ Il résulte alors de
la prop. 3.13 que TE€DY, (V).

Remargque. Une fois acquis le th. 3.8, le th. 3.7 fournit des renseignements sur
la régularité de la solution T si on en posséde sur celle du second membre S (c’est
manifeste si on remplace « régularité » par « croissance & l'infini »). Par exemple, si
m=2, et si § a ses dérivées d’ordre <1 localement dans L?(H), les dérivées d’ordre
<2 (resp. <1) de T seront localement dans L*(H) (resp. L*(V)).

THEOREME 3.9. Supposons le probléme de type paraboligue (resp. hyperboligue).
Alors, & toute SE€ED. (H) correspond un élément unique T de D (V) tel que, pour

tout w€V :
alt; T, w)+ (P DT, u)y= (8, )y (au sens de D).

Si 8 a son support dans la demi-droite t=>a (a réel), il en est de méme de T.

1°  Démonstration de 'unicité

Soit T €D, (V), ayant son support dans la demi-droite ¢>b et vérifiant, pour
tout u€V : a(t: T, u)+ (P D)T, u)y=0. Soit M un nombre < + oo arbitraire; soit
x(t)€EE, égale 4 1 sur lintervalle (— oo, M) et nulle pour t=M+1; a(t)T est &

support compact. Or toute distribution & support compact, & valeurs dans un Banach,
est d’ordre fini (Schwartz [10]); donc oT € D7 (V) et vérifie, pour tout v €V :

a(t; a T, u)+ (P, Dy {aT), u)yg= (8, u)y

ot S=P@E, D)(xT)~aP(t, D)T; S est d’ordre fini et a son support dans la demi-
droite t> M. D’aprés le th. 3.8, aT doit aussi avoir son support dans cette demi-
droite; mais ceci revient i dire que T=0 dans l'ouvert {> M. Comme M est arbi-

traire, ceci exige T=0.

2°  Démonstration de existence

Soit 8 € D) (H) & support dans la demi-droite ¢>a; soient un nombre fini M et
une fonction « € &, nulle pour ¢> M +1. Comme «S est & support compact, et donc
d’ordre fini, il existe, d’aprés le th. 3.8, un élément unigue T, de DL (V) tel que
a(t; To w)+ (P, D)T,, u)g=(aS, )y pour tout u€V. Si a=f sur (—oo, M), T,=Ts

sur la demi-droite ouverte (— oo, M( car, pour tout u €V,

a(t; To—Tp, u) + (P (¢, D) (To —Tp), wla= ((« — ) 8, u).
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Or (x—pB)S a son support dans la demi-droite ¢> M, donc aussi T,—Tj, d’aprés le
th. 3.8. En prenant « égale & 1 sur (—oo, M), on voit que T, est définie de fagon

unique sur la demi-droite ouverte (— oo, M( et vérifie, sur cet ouvert
a(t; To, u)+ (P, D)T,, u)y= (S, u)y pour tout v €7V,

Mais alors il existe une distribution T égale & T, sur (—oo, M( et ceci pour tout M
(et toute fonction o €&, égale & 1 pour <M et & O pour t=>M+1); comme T, a
son support dans la demi-droite 1> a, il en est de méme de 7. C.Q.F.D.

Ici encore le th. 3.7 fournit des renseignements sur la régularité locale (mais
évidemment pas, du moins directement, sur la croissance & Yinfini) des solutions. En
particulier le probléme fin est résolu. D’autre part, la derniére partie de ’énoncé du
th. 3.7 prouve la continuité, au sens de certains espaces de distributions d’ordre fini,
de la solution par rapport aux données (toutes incorporées, en théorie des distributions,
dans le second membre). Cette continuité vaut localement dans le cas général, et

globalement si 1’ordre est fini.

CrAPITRE IV
Autres dominations

Ce chapitre est subdivisé en deux paragraphes. Dans le premier, nous démontrons
trois résultats sur la domination exponentielle de type l-mixte : dans ce sens, 1° tout
opérateur & coefficients constants, P (D), normal en z,, équidomine ses dérivés
PC% 9Dy (r=1); 2° si de plus il est hypoelliptique, il équidomine tous ses dérivés
P®(D) (|p|=1); 3° enfin, s’il est ce que nous appelons ultraprincipal normal, P (D)
équidomine toute famille finie d’opérateurs différentiels & coefficients constants d’ordre
strictement inférieur au sien,

Dans le deuxiéme paragraphe, nous revenons & la domination multiplicative.
Nous prouvons qu'un opérateur différentiel & coefficients constants, P (D), équidomine
tous ses dérivés P® (D) (|p|>1) suivant des bases de domination constituées par des

fonctions exp (# 212 x?,).

§ 1. Domination exponentielle 1-mixte

Comme le titre l'indique, les bases de domination seront constituées, ici, par des
distributions 7' (z,, 2%), opérant multiplicativement en z, et convolutivement en z°. Ce
seront des transformées de Fourier par rapport & y° de fonctions exp [z;%(y%)], on

k(y°) € L® (mieux : » ne prendra qu’un nombre fini de valeurs) sur R" 1.
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Or, soit ¢ € D(R"™). La domination exponentielle 1-mixte, par transformation de

Fourier en 2° et par le théoréme de Plancherel, conduit & étudier des normes

2
N

0 .
exXp [x1h(?/0)] P (6—%, yO) @ (xp yO)

ol PeC[X,, ..., X,]et ¢z, y") = f(p () exp (2im 2°, y*>) daP.
Mais :

J

ou lon a posé h=h/2x. De sorte que le carré de la norme précédente est égal & :

ex.h(y“)P (i
ox,

,y")wxl, o day = flP(ymn(“)y) (2 -5, 9 dy,

fIP W+ ik @), )P e +ik @), v°) P dy.

Soit alors @ un deuxi®éme polynéme appartenant & C{X,, ..., X,]. Supposons gue,
pour ¢>0 arbitrairement donné, on ait pu déterminer % (y°) de maniere & avoir :
1@y, +ik(y"), ¥°) | <e| Py, +ik(y), o°)| (1)

pour presque tout y € R". On en déduit immédiatement que P (D) domine (au sens
exponentiel 1-mixte) (D). Il y a plus: la domination est globale, c’est-d-dire que les

inégalités de domination, qui peuvent s’écrire, aprés transformation de Fourier en 2° :

<e

’ 0
T h (Y o) = 0
2 v P(a 1 )(p(xl’y) L2

T,y

{
2y i .
€ lh(y)Q<" ) ?/) (x,, ¥°) 12

Y0

>

ces inégalités sont valables pour toute @ € D(R") (bien sir, il ne s’agit pas de domi-
nation uniforme sur R” entier).
Toutes les dominations que nous allons rencontrer dans le présent paragraphe
sont de cette espéce. En effet, elles résulteront toutes d’inégalités du genre de (1).
P(X) sera supposé normal et de degré m en X, ; cependant, son degré total

pourra excéder m. Nous supposerons toujours m>=>1. Nous poserons :

1 2\
P (X)= (ﬂ a—X') P(X).

THEOREME 4.1. Soit un polynéme P(X)€C[X,, ..., X,), normal et de degré m=>1
par rapport & X,. Pour tout ¢>0 il existe une application y—h{(y)=(h({x").,0, ..., 0)
de R"™ dans lui-méme, ot h(y°) ne prend quun nombre fini de valeurs et est continue

dans le complémentaire d’'un ensemble fermé de mesure nulle de R™7Y, telle que :

| P, (y+ih(y)| <& |P(y+ih(y))| pour presque tout y € R™ et tout entier ¥ >0.
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Le théoreme 4.1 implique, en le précisant, le résultat annoncé dans le préambule, &
savoir que P (D) équidomine, au sens exponentiel 1-mixte, ses dérivés P, (D) (r=1).

Avant d’aborder la démonstration proprement dite du théoréme 4.1, nous devons
établir une série de résultats algébriques.

Nous poserons

P(U+iV,y")=R(U, V; ") +iJ (U, V; 4" @ €R™Y,

ot R et J sont des polyndmes réels. Nous noterons @ (V ; ¢°) le résultant de R(U, V; 4°)
et J(U,V; 3y’ en tant que polynémes en U.

1° Le terme de plus haut degré en V, dans Q(V; y°), est indépendant de ¢°.

P(X) peut s'écrive X7'+ A, (X®) X7 "+ -+ + 4, (X"). Considérons alors
P (U it y') = (U +0)"+ 3 75 A () (U +4)" 75
K1

Les parties réelles et imaginaires de ce polynoéme en U sont :
tTm"R(tU,t; y°), eI U, t; o).

Le résultant, par rapport & U, de ces deux polyndémes est ™™ Q(t; 4°). En effet, si
f et g sont deux polyndémes & une indéterminée X, de résultant %, le résultant (par
rapport & X;) de ¢ "f(¢X;) et : ™g(¢X,) est un polynéme homogene en ¢!, de degré
m?, égal & h pour ¢=1.

On vérifie, d’autre part sans difficulté, que degy Q(V; 3°) =m> Par conséquent,
lorsque t—+o00, 7™ Q(t; ¥°) > Q,(¥°) défini par Q(V; 4°)=Q,(°)V™ + des termes
en V de degré <m®—1,.

Or, lorsque t—>+oco, "™ P(tU+1t,4° converge vers (U+1)"; d’autre part,
t""R(tU,t; 4% et t T "J (U, t; y° convergent respectivement vers R(U), J(U), partie
réelle et imaginaire de (U +4)". Ce « convergent » doit étre pris au sens de la topo-
logie usueclle sur ’espace vectoriel des polynémes de degré <m. Comme l'application,
qui, & deux polynémes, fait correspondre leur résultant (qui est un nombre complexe
fonction des coefficients des polyndmes considérés), est continue pour la dite topo-
logie, il faut que @, (¥°) soit le résultant de R(U) et J(U) (comme polyndmes en U).
Il s’ensuit bien que @,(y°) est une constante non nulle (par rapport & y°).

Revenons au polyndme P(X,, ") qui, pour chaque 3° € R*%, posséde m racines
7 (4°) = 8 (4°) + 06 (4°) (84, b réels). Pour tout y° € R* ! et tout 1 <k<m, Q (. (yp); ¥°) =0,

puisque R(U, & (3% ;4°) et J(U, ,(4°); ¥°) ont au moins une racine commune, & savoir
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8 (4°). Nous noterons T (y°) I'ensemble de nombre réels (¢ (4°), ..., £, (¥%), ¥° variant
dans R"1,

Soulignons que rien n’autorise 3 considérer m fonctions continues sur R*™' qui,
en chaque point y° de R"', coincideraient respectivement avec chacune des racines
de P(X,,4°). Ce que nous pourrons faire, ce sera de nous appuyer sur le lemme sui-

vant (dont nous laissons la démonstration au lecteur) :

Lemme 4.1. Soit R(X,t) un polynéme en une indéterminée X, de la forme :
X" +a, () X™ 4+ an(t)

ot les ap(t) (1<k<m) sont des fonctions définies el continues sur (0, 1). On suppose
que R(X,t) n’a de racines multiples qu’'en un nombre fini de points t de (0,1). Dans
ces conditions, il existe m fonctions continues r;(t) (1<j<m) sur (0, 1), qui, pour chaque
0<t<1, constituent Uensemble des racines de R(X,t).

Ceci dit, pour tout ¢ réel, Q(t; y°) est un polynéme sur R""!, dont nous noterons

W, la variété des zéros.

2° Sotent a<b deux nombres réels. Supposons que W, et W, ne soient pas identiques
& Despace R™ entier. Soit £ une composante connexe quelconque du complémentaire
de W,U W, Si T(y°) ne rencontre pas PUintervalle fermé (a,b) pour aw moins un

point de O, il ne le renconire pas pour tout pointv de 9.

Nous aurons besoin de faire intervenir la variété W de R"! formée des zéros
du discriminant de P(X,, %").

Commencgons par supposer que W n’est pas identique & Iespace R""! entier.

Raisonnons par l’absurde : supposons que 7 (y°) rencontre (a,b) pour y° égal &
un certain ¢ €L, tout en ne le rencontrant pas pour y° = yf € O. Puisque O est ouvert
connexe, il existe un arc de courbe continue simple, joignant y) & y?, entitrement
inclus dans © et qui ne rencontre W qu’en un nombre fini de points. Le lemme 4.1
nous autorise alors & considérer m fonctions continues sur cet arc de courbe, qui en
chacun de ses points, forment I'ensemble des racines de P (X, 3°). Ceci signifierait que
T ("), formé de points de la droite réelle variant continiment avec 3° sur larc de
courbe, rencontre (a,b) pour y*=y? et ne le rencontre pas pour y*=%§: il y aurait
donc un point de notre arc en lequel @ ou bien b appartiendrait a 7'(y°). Comme
Q(t; ¥°) sannule sur 7' (y°) d’aprés une remarque précédente, ceci signifierait que I'arc
en question rencontre W, ou bien W,, contrairement & nos hypothéses.

Supposons maintenant que W= R"1,
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Considérons P (X,,4°) comme élément de C(y,, .+., ¥s) [X,]. W est la variété
des zéros, dans R"!, du discriminant de P (X,,9°) et W=R"' signifie que ce
polynéme en y,, ..., ¥, est identiquement nul, d’olt il suit que le p.g.c.d. de P(X,, 3°)
et de (@P/2X,) (X;,9°) dans C(y,, ..., y.) [X,], qui est aussi leur p.g.c.d. dans
CYy, ..., yn] [X,], n’est pas constant. Cela signifie que P(X) est divisible, au sens de
C[X,, ..., X,), par un polyndéme de degré >1 et <m—1 en X,. Autrement dit, P(X)
est réductible dans C[X,, ..., X,].

On décompose alors P(X) en ses facteurs irréductibles et on démontre le résultat
pour chacun de ces facteurs, d’ou 'on tire ensuite immédiatement le résultat pour
P(X) lui-méme.

Ceci fait, désignons par E lensemble des ¢ réels tels que W, soit identique &

o

R™! entier, i.e. tels que @Q(¢; 4°) soit identiquement nul en tant que polynéme en y°.

3° E est un ensemble fini.

En effet, pour que le polynéme @Q(¢; 3°) en 3° soit identiquement nul, il faut
que son terme constant soit nul. Or, d’aprés 1°, ce terme constant est un polynéme
en ¢ de la forme Q,t™ + des termes de degré <m?—1 en ¢, o @, est un nombre
réel non nul.

Soit un nombre >0 quelconque; posons N =¢ '+supt. Pour tout t>N, le
teE

polyndme Q(t; 4°) en »° n’est pas identiquement nul, et sa variété de zéros W, dans
R" ! est de dimension < n—2. Par conséquent, c’est un ensemble de mesure nulle
dans R"2,

Par soucis de simplification, nous allons modifier légérement les notations: pour
tout entier ¢>0, nous noterons W, la variété des zéros du polynéme en °
Q(N+2ge*'; 4°). Nous noterons I, lintervalle fermé (N+2ge™, N+2ge'+2¢71)
de la droite réelle.

Nous noterons O, l'intersection de (§(W,U W) avec 'ensemble des y° € R"™!
tels que 7T (y°) ne rencontre pas I,. D’aprés 2° si O, rencontre une composante con-
nexe de ((W,U W,,,), il la contient. En particulier, O, est un ouvert de B"'. En-
fin, nous noterons O° I'ouvert §(W,U W, U ... U Wapi1).

4° Lorsque q varie de O & 2m+1, les O, forment un recouvrement de O°.

En effet, supposons qu’il existe y®€0° n’appartenant & aucun O,. Cela voudrait
dire que 7 (4°) rencontre tousles I, (0<g<2m+1). Mais 7 (3°) est un ensemble de
m nombres; et les [, sont 2m-+1 intervalles adjacents dont aucun n’a d’intérieur

vide : T (4°) ne peut les rencontrer tous & la fois.
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2m+1 2m+1
De 4° découle que (( U0 0, < Uo W, est de mesure nulle dans R*™' et comme
q= a=

O, ne rencontre aucune composante connexe de (W, U W,.,) sans la contenir, la
frontiere de O, est entiérement incluse dans W, U W,.,. Nous voulons maintenant
construire, & partir des ouverts O,, d’autres ouverts O; (en nombre égal & celui des
0,) qui ne se rencontrent pas, contenus dans les O, et dont le complémentaire de la
réunion est de mesure nulle dans R"7%.

Nous procéderons de la fagon naturelle, en posant :
0;=0,00(0¢,U...U0y), 00=0, (g=1,..,2m+1).

1 est clair que les O, sont ouverts, deux & deux disjoints et que, pour chaque
¢=0,1,...,2m+1, 0,<0, On a noté A Padhérence d'un ensemble A4 ; on notera A*
sa frontiére. Basons-nous sur le lemme suivant (dont la preuve, élémentaire, ne sera

pas exposée) :

LemMME 4.2. Soient (h+1) ouverts Ay, ..., Ay. Posons B;=A; N[ (4;,U ... U dy)
et =B,U...UB, (1<j<h, By=A4,). Alors :

h-1
Coc (jg) AF)U G (4pU ... U A4p).

En appliquant ce lemme avec 4; =0, et B;= 0y, en posant donc ® =05 U ... U Oz 1,
2m+1

et en tenant compte de ce que O; < W,U W,,,, on voit que @ <( U )W, et donc
q=0
C® est de mesure nulle dans R* L.

Ce qui précéde nous permet de définir une fonction % (y°) sur R™:
Ry )=N+(2g+1)e™ si y°€0, ¢=0,1,..,2m+1;
Ry =0 st y*e(d;
h(4") ne prend qu'un nombre fini de valeurs (toutes finies) et la distance de h(y°) &
Iensemble 7'(3°) est, pour tout y*€®, >¢!, clest-a-dire que |h(y°) —t(y")|>e !
pour tout 1<k<m et tout y° €® (et donc en particulier, presque partout dans R"~1),
Nous pouvons aborder maintenant la démonstration proprement dite du th. 4.1.
Au lieu d’appliquer la construction précédente & P(X) lui-méme, nous pouvons l'ap-
pliquer au polynéme P =PP, ... P, (rappelons que P, est, & un facteur constant
prés, la dérivée »° de P par rapport & X,); P est normal, et de degré }m(m+1)
en X,. Notons 7, (4°) =s (¥°) + it (4°) les racines de P; nous supposerons que les in-
dices k=1, ..., im(m+1) sont choisis, pour chaque %°, de sorte que les 7 (y°), cor-

respondant & :

k=m+m-1)+--+m—r+1)+1,....om+m—-—1D)+(m—r+1)+(m-r) (r=1,..,m),
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sont les racines de P,(X,,y"), tandis que ceux qui correspondent & k=1, ..., m sont
les racines de P(X,,%"). Ce classement est évidemment légitime. Posons enfin, pour
simplifier, m,=m+(m—1)+ - +(m—r+1), my=m.

Alors la construction effectuée dans les pages précédentes nous montre qu’il existe

une fonction A(y°) sur B! ayant les propriétés suivantes :

1° 2 (¥") ne prend qu'un nombre fini de valeurs, toutes réelles;
2° 11 existe un ouvert ® dans B, dont le complémentaire est de mesure nulle,

tel que h(y®) soit continue sur ® et vérifie :
|2 (%) —t(¥®)]>e pour tout y"€D et tout k=1, ..., m.

On a, avec la notation & (y)=(k(¥°), 0, ..., 0) :

me+{m—r)
P (y+ik (@) =P, (y, +ih ("), y°) =¢, 1'[+1 [y, +ih (%) — ("),

(¢, : constante complexe non nulle), ce qui entraine aussitot
| Prly+ik @) >]e] /ey

pour tout y° € ®, et nous autorise & considérer, toujours pour y° € ® quelconque :

nI_Pr+1(y+ih(y))l= mrt (=) 1
| P, (y+ih(y)] k=t Y1 — 8 (") + i [B (¥°) — 4 (4°)]
my+(m—1) 1

< L <(m-r)e r=0,1,..,m—L
k=mpt1 Ih(yo)—tk(yo)_l ( )

De 14 se déduit immédiatement le théoréme.(1)

(*) La preuve du théoréme 4.1 fournit, en particulier, la construction d’une solution élémentaire
B (x) de P{D). En effet, nous avons construit une fonction & (%) € L5 telle que 'P (y +ih{y®), y*) ; =1
pour presque tout y € R". Definissons alors la distribution E (z) par

@ (y+ ik (50, )
<K s > = —_—d A
@ ¢ f Pl +ih(@),y0) "

ou @ (x) GDz et &(z)=f @lz} exp (2in{z, 2d)dz (z€C"). Tl est facile de voir que E(x) est bien
une distribution, et que P (D) E =4,. Avec une tréds légére modification de la preuve du théoréme 4.1,
on peut prouver que si P (4, D) est un opérateur différentiel & coefficients constants en x, mais dé-
pendant continfiment du point 4 d’un espace topologique A, alors il existe une fonction continue
E (x, A) de A, & valeurs dans Dx', telle que P (A, D) E (z, A) =6, pour tout A€ A. A ce sujet, voir [16].
Tous les résultats du paragraphe 1 du présent chapitre IV sont étroitement liés & la construction de
solutions élémentaires et 3 celle de solutions élémentaires dependant, d’une certaine fagon (contina-
ment, de maniére différentiable, etc.), de paramétres, pour des opérateurs & coefficients constants en x,
dépendant de ces mémes paramétres de fagon convenable.

9 — 593801, Acta mathematica. 101. Imprimé le 8 avril 1959.
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Etant donné un opérateur différentiel P (D), dont on se propose d’étudier les
propriétés de domination, par rapport & une certaine définition de celle-ei, les ques-

tions qui, dés l’abord, se posent naturellement, sont, dans l'ordre :

1° P(D) domine-t-il tous ses dérivés P"% ¥ (D) (r>1)? ceci en admettant que
la direction Ox; joue un to6le privilégié dans les bases de domination et dans la forme
de l'opérateur;

2° Si ce qui précéde est acquis, P(D) domine-t-il tous ses dérivés PP (D)
(pEN", |p|>1)!

3° Enfin, P (D) domine-t-il tous les opérateurs d’ordre strictement inférieur au sien?

En ce qui concerne la domination mixte que nous étudions en ce moment, nous
venons de voir que la réponse & la premiére question est affirmative, quel que soit
Popérateur différentiel & coefficients constants P (D). Nous allons considérer un cas ot

la réponse & la deuxiéme question est aussi affirmative.

TrEOREME 4.2. Supposons P (D) hypoelliptique, et normal en x,. Alors, quel que
soit £>0, on peut trouwver h(y)=(h(¥%, 0, ...,0), h{y") € L® (R"Y), telle qu'on ail, pour
tout y € R™ et tout peN", |p|=+0:

| PPy +ib@)|<e| Py+ikm)]

Puisque P (D) est hypoelliptique, il existe M < +oo tel que |y|>M (y€R")
implique | P® (y)|<e|Ply)| pour tout |p|+0 (voir {2], th. 3.3 et th. 3.4).(})

D’autre part, si |y°| <M, les coefficients de P (X, 3°), comme polyndme en X,
restent bornés et celui de X7' (si m est le degré de P par rapport & X,; necessaire-
ment m>1) est une constante non nulle. Or tous les polynémes P (X, 3", |p|=0,
sont de degré <m—1 en X,. Par conséquent il existe B< + oo tel que |z |> B (2, € ()
implique : ' »

| PP (2, 4| <e| Pz, 94°)| pour tout |§°|<M et tout |p|+0.

Définissons alors & (y°) ainsi: h(y°)=0 si |4°|>M; h(y®) =B si |y°|< M. On voit
aussitot que A (y°) remplit les conditions requises. ’

Nous allons maintenant tédcher d’apporter une réponse, dans certains cas, i notre
question n°® 3.

Pour ceci, il va falloir introdunire une nouvelle classe d’opérateurs.

Soit P(X)€C[X,, ..., X,] de degré total m, dont nous noterons P,(X) la partie

homogene de degré m.

(1) Hérmander appelle « complets et de type local » les opérateurs que nous appellons hypo-
elliptiques.
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DEriNITION 4.1.. Nous dirons que P (D) est ultraprincipal normal si P (D) est
normal et si P,(y) et (8/2y,) Pny ne sannulent simultanément dans R" qu'au plus au
point y=0.

DEFINITION 4.2. Nous dirons que P (D) est ultraprincipal s’il est semblable & un

opérateur ultraprincipal normal.

Ces définitions  admettent une interprétation géométrique. En effet, la déf. 4.2
signifie qu’il existe un vecteur non nul e=(g,,...,a,) de R" tel que le seul zéro
commun dans R" des polyndmes

apP,
£ (y)

Pr(y) et alaai"(y)+---+an
L}
soit V’origine.

Notons I' le cone des zéros, dans R"," du polynéme P, (y). Convenons de consi-
dérer comme tangent & I' le long d’une génératrice double I'espace R" lui-méme.
D’aprés ce qui précéde, dire que P(D) est ultraprincipal équivaut & dire que la ré-
union des espaces tangents & I' n’est pas identique & R™; cette réunion ne contient
pas le vecteur a; si P (D) est ultraprincipal normal, cette réunion ne contient pas
Paxe des y;. Avec notre convention, ces propriétés impliquent I'absence de génératrices
doubles. En particulier, tout opérateur ultraprincipal est principal ([2], pp. 186 et 187).
La réciproque est fausse, comme on le vérifie sans peine avec 1'exemple de

& & &* &*

Tout opérateur elliptique, tout opérateur hyperbolique normal est ultraprinci-
pal normal. Tout opérateur hyperbolique est ultraprincipal. Le produit d’un opéra-
teur elliptique et d’un opérateur hyperbolique (resp. normal) est ultraprincipal (resp.

normal). La réciproque est fausse comme le prouvent les exemples de

Ltit we B2 )
oz, oz, 0w, ox; \oxs ox3)°

Le carré d’un opérateur ultraprincipal n’est ultraprincipal que si 'opérateur est
elliptique, car tout zero de P% (y) est un zéro de P,(y) et donc de

8 2 =22 (i
%(Pm(y))—-?Pm(y) 2, y) G=1,..,n).
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THEOREME 4.3. Soit un opérateur P (D) uliraprincipal normal. Il existe une ap-
plication y—>h(y)=(°), 0, ...,0), h(y°) EL® (R™Y), et des constantes A et H finies
telles que, pour presque tout y € R" et tout t=H :

m
2

1 y+ih(‘7—t4)t ) <4;—'P(y+ih(‘:—/)t)1.

II est clair que nous pouvons supposer m:>1 et P(y) homogéne de degré m.

Pour chaque 3° € R*?, nous noterons 7, (5°) = s, (¥°) + it (%), sk, b véels (L<k<m), les
racines de P(X,, % en tant que polynéme en X,. Au cours des pages 125-126, nous

avons construit une fonction %(y°) de y® € R*"! ayant les propriétés suivantes :

1° h(y®) est définie et continue sur un ouvert ® de R"!, dont le complémentaire
est de mesure nulle.

2° k(") ne prend qu'un nombre fini de valeurs réelles et vérifie, pour tout y° €D :
N+1<h(@®)<h(y)<N+4m+3 (N est le nombre défini p. 127; on a fait e =1
dans la construction de h).

3° Pour tout y*€®, et tout 1<k<m on a: |A({y")—4")|>1.

Ceci rappelé, fixons arbitrairement 1<k<m et y°€®. Supposons que lon ait :
|t@®) =2 (N +4m+3). Alors |h(5°)|<}|t(¥°)| et donc:

|2 (4°)|
|t (%) |

[t (&) — R ()P >t (y°)[ ] >}t (8°) + 12 ().

Supposons maintenant |#(y°)|<2 (N +4m+3). Alors :

[t () —REHP>1> ? [% (%) + P2 (3°)].

1
5(N+4m+3
Posons alors ¢®=5(N+4m+ 3)%. On a, dans tous les cas:

[t (") — R ()P = 72 [8 (5°) + 22 (4°)]

et cela est vrai quels que soient k& et y°. Ceci dit, considérons :

| Py, +ik(y°), ¥ P = [I {lyy — s )P+ [ (") — & (W)}
Ly IT {f =96 + ") )
“m i=1

Ek ol

41l
. b

puisque [k (4°) —t (4*)]*=>1 pour tout 1<k<m et tout y° €D.
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Tenons alors compte de (1) et du fait que ¢>1:

| Py +ih ("), o) P> 2 5 {[yl—sk(y°)]2+c_2[tk( Y+ RO}

s 1)2 H{[yl—sk PR+ 85 (4) + 1 ()}

mc
k*i

> ¢ [h”’“’ W)+ 2 I ln—n (y")l“] :

S|~
.
b

&
¥

On retrouve ici les Q,(y)= H [y, — 7 (¥")] (1<j<m) déjd maintes fois rencontrés; et
kL

Pexpression F (y)= Z | @« (%)%, qui est une véritable fonction de y dans R". Remarquons
que AF (y)>|P, ()’ car 2in P, (y) = Z Qly) (A< + o).

Dautre part, pour tout k=1, ...,m, |y ~7 ") F @) >|y,—n @[ Q@)=
=|P(y)|>. Mais en vertu de I’homogénéité de P(y), il existe une constante finie C

telle que |y, —r;(°)| < C|y| pour tout y € R*, d’ou :

ClyPF ) =P

Prenons |y|=1. On a: (4+C)F (y)>|P(y)|*+| P, (y)|*. Mais le second membre
de cette inégalité est une fonction continue de y sur la sphére unité de R", ne s’an-
nulant jamais, d’aprés nos hypothéses. Il en résulte qu’il existe >0 tel que ¥ (y) =b
pour tout y € R", |y|=1. Comme F(y) est une fonction positivement homogéne de y
de degré 2(m—1), on a F(y)=b|y[*” ¥ pour tout y€ R™

Finalement on voit qu’il existe une constante B< + co telle que :
R PP+ |y P<BIP @ +ik(y), o'

pour presque tout y € R" (précisément, pour tout y tel que y® € ®). Ceci implique im-
médiatement qu’il existe B, < + oo tel que, pour ces mémes y :

ly+ih@) " <B,|P(y+ik(y)]

en posant, comme dans I’énoncé, k(y)=(k(y%), 0, ..., 0).

Remplagons, dans cette inégalité, y par t™ 'y (£>0); on supposera dés lors que
4" €t®. En vertu de I'homogénéité, et compte tenu de ce que le complémentaire de
t® est de mesure nulle, on obtient le résultat voulu.

Conséquence du th. 4.3 : si P(D) est ultraprincipal normal d’ordre m, il équi-
domine, au sens exponentiel 1-mixte, les D? (|p|<m—1).
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On remarque la trés réelle analogie entre la démonstration du th. 4.3 et celles
qui nous ont permis d’obtenir les propriétés de domination exponentielles des opéra-
teurs hyperboliques et paraboliques. Entre ces deux cas cependant, outre la différence
évidente concernant k(y°) qui n’est plus une constante, dans le th. 4.3, il y a ce fait
que, dans le chap. II, les majorations se faisaient & l'aide de Re P(yl+ih)m¥
tandis que pour le th. 4.3 elles se sont faites avec |P(y+ ik (g%) [

§ 2. Domination multiplicative en exp (; [+ +e2x2])

Nous allons avoir besoin de quelques résultats préliminaires de nature purement
algébrique. Pour cela, nous considérons une algébre associative U sur le corps des
complexes, avec unité (notée I), mais non commutative. Si 4 €A et si P(X,) est un

\

polynéme & une indéterminée, & coefficients complexes, nous noterons P(A4) I'élément
de U obtenu par substitution de 4 & l'indéterminée X,. De plus, contrairement aux

conventions constamment adoptées jusqu’ici, pour un polynéme
P(X, .. X,)eEC[X,, ..., X,]

et un n-uplet p € N", nous poserons ;

P(p)(X X,)= __a._)p‘... 4 pnP(X X,)
13 =ev9 n aX1 aXn 17 v nl-

Ces nouvelles notations sont mieux adaptées aux raisonnements qui vont suivre, ol

la transformation de Fourier ne jouera plus aucun rdle.

LeMME 4.3. Soient A, B deux éléments de U, vérifiant [A, B]=1. Alors, quels que

sotent les polynémes P et @ a une indélerminde, & coefficients complexes, on a :
QB P)= 3 S P 4) g7 B)

Dans la somme du second membre, p désigne un entier (non un n-uplet!).

11 suffit de démontrer le lemme lorsque P(X)=X% Q(X)=X" (a, b entiers >0).
Remarquons que le résultat est banal lorsque l'un des deux nombres a, b est nul
(Lautre étant quelconque).

Nous allons commencer par démontrer le lemme dans le cas o b=1 et a est
quelconque. Nous raisonnerons par récurrence sur a, le résultat étant vrai pour a=0.
On a, pour a>1: Q(B)P(A)=BA*=(BA*)A=A4'BA—(a—1)A4*" d’aprés la
récurrence. Mais A 'BA=A*"1(AB—1)=P(A4)Q(B)—A* "' et ceci prouve ce que

nous voulions.
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En laissant a quelconque, nous ferons maintenant la récurrence sur b, ici & partir

de b=1, puisqu’alors le résultat est vrai. On a :
Q(B)P(AY=B"A*=B(B*"1 4%
qui est égal, d’aprés la récurrence, &

BE P ata=1) ... (a—m+1)(b—1) (h=2) ... (5—m) A= -1,

Mais, d’aprés ce que nous venons de voir, BA* ™=A4"""B—(a—m)A* ™1 On
en déduit :
(=n~”
Bt 4o =
Z m!

m=0

a(@—1)...@@—m+1)(b=1)(b—2) ... (b —m) A*> ™ B~m—

m

(@=1) ... (@=m) (b—1) (b—2) ... (b—m) 4>~ Bo-m~L,

Posons m == dans la premiére somme, m+ 1 == dans la seconde. Il vient :

"

B*A*=A°B® + Z( afe-1) ... (a—n+1)(b—1) ... b-n+1)[(b-n)+n] 4> "B ",

mais ceci n'est pas autre chose que ce que nous voulions démontrer.

LemME 4.4. Sotent A; et B; 2n éléments de (1 <i<n) vérifiant les conditions
de commutation suivantes : [A;, B]=1 si j=k, =0 si j=k, [4; 4,]=[B;, By]=0 pour
tous 1<j, k<n. Quels que soient les polynémes P, Q€C[X,, ..., X,], on a :

QB, ..., BYPA,, . 4= 5 T pora 409 B, . B,

peN, p'

Il suffit de démontrer ceci pour P(X)=X{* ... X%, Q(X)=Xi'... X’ ou les a

et les b, sont des entiers >0. Mais on a :
Q(B,, ..., B))P(4,, ..., 4,) =Bl A} ... B» AS

en vertu des relations de commutation. Or le résultat est démontré pour n=1; on
en tire aussitét le résultat pour n quelconque.

Etant donné un polyndme P(X)€C [X,, ..., X,] et n éléments U,, ..., U, de A
qui commutent, convenons de noter P(U) 'élément P(U,, ..., U,) de .

Supposons alors qu’il existe une involution U -»U dans ¥, i.e. une application
anti-linaire de Y dans lui-méme, telle que =1 et que (4 B)~=l§fi.

Du lemme 4.4 découle immédiatement
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LEMME 4.5. Soit n éléments A; (1<i<n) de U possédant les propriétés suivantes :
[4;, A4)=1I si j=Fk, =0 si j+k, [4;, 4]=0 pour tous 1<j, k<n. Alors, quel que
soit le polynéme P€C [X,, ..., X,], on a :

(PN PA)= 5 1 PO (4) [P (4]
pentP !

Il suffit d’appliquer le lemme 4.4 en prenant B;= —4; (s=1,...,7n) et Q(X)=
=P(—X); P est le polyndme obtenu en remplagant les coefficients de P par leurs
complexes conjugués. Remarquer que [P(4)]~=P(4).

Nous supposerons maintenant que U est une algdbre d’endomorphismes d’un es-
pace vectoriel §). Nous placerons sur § une structure pré-hilbertienne séparée, a Paide
d’un produit hermitien ( , ); la norme associée sera notée || ||. Nous ferons I’hypo-
thése suivante : pour tout élément B de ¥, il existe un autre élément de U, noté B

(et nécessairement unique) tel que :
(Bhy, hy) = (hy, Bh,) pour tous hy, by €.

B sera appelé l'adjoint de B et B— B sera linvolution dans 9. En remarquant que
si BEW, (B Bh,h)— (Bh, Bh)=|| BA||? pour tout & €, on déduit banalement du lemme 4.5 :

LEMME 4.6. Sous les hypothéses du lemme 4.5, on a, pour tout polynéme
PeC [X,, ..., X,] et tout élément b de D :

IPA)AR]E= 3 (P ()]~

peN

Remarquons alors que, quel que soit ¢ € N*, P® posséde la méme propriété que P,
c’est-d-dire qu’on a :
1 I_—’\A’_—
“P(a) (A)k”2= Z —llP(p+q)(A)kll2
penn D!

prqgy 1 | ==
=gl e || PO (4 2
q%(p)m+mm () 2]

<qlons 2 |PE @) hlp<qlen | PA) A
s (p+ !

en appelant m le degré total du polynome P(X). La derniére majoration résulte di-

rectement du lemme 4.6. Nous pouvons donc énoncer

LeMME 4.7. Sous les hypothéses du lemme 4.6, on a, pour tout polynéme
PeC[X,, ..., X,] de degré m, tout q€ N" et tout élément I de § :
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1 (@ 2 m 2
P @aE<2n [P,

Reste & appliquer ces résultats. Posons, pour simplifier, D;=08/2z; (1 <j<n). Nous
choisirons

comme espace §: D(R") avec la norme de L?;
1/1
comme opérateurs A; : les Vé (t— D;—t; x,) (1<j<n) ol les t; sont des nombres >0
7
quelconques.

Les adjoints se définiront au sens des opérateurs non bornés de L?, dont le do-
. e . e s 1 {1
maine de définition contient D. L’adjoint A; de A; sera donc —— (Z— D+t xj)
7

V2

défini lui aussi sur D. On prend ensuite les restrictions & D.

11 est facile de vérifier que 4;4;— 4, 4A;,=1 et que les autres conditions d’appli-
cation du lemme 4.7 sont satisfaites.
Soit alors P(X)€C [X,, ..., X,] de degré m. Posons :

P X)=P(V2t, X,, ..., V21, X,).
Le lemme 4.7 énonce que I'on a, pour tout p € N* et toute p €D :

1
p1l P)7 (g lE<2"|| ()l

Mais (PY® (X) =212 . 20 P® (V24 X, ..., V21, X,).
On a done :

1
o1 | PP(D,—ta,, ..., Dy~ a,) @ |2 <2 74722 .. 1% )| P(D, — By, ..., Do—t2 ) 93

pour tout p € N" et toute ¢ €D.
Remarquons alors que (D;—# ;) [exp (} £;2}) ] =exp (47 27) D; .
Comme la majoration précédente est valable pour toute @ €D, nous avons le

droit d’y remplacer ¢ par exp {} (2 + --- +%22)} @, et par conséquent d’énoncer :

TutoriME 4.4. Soit un opérateur différentiel P (D) a coefficients constants sur R",
d’ordre m. On a, pour toute @ €D (R™),” pour tout p € N* et tout t € R" :

2IPI
o llexp {3 (HHal+ - + 85 22)} PP (D)o 3

2™ ;% |lexp {3 (ot + - + 12 22)} P (D)@}
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Que ce théoréme ait une signification de domination est évident : il suffit de
prendre les #; suffisamment grands pour que le facteur devant le second membre

soit aussi petit qu’'on 'aura voulu :

COROLLAIRE 1. Soit un opérateur différentiel P (D) a coefficients constants sur E*,
par ailleurs quelconque; P (D) équidomine multiplicativement tous ses dérivés P® (D),
|p|+0. On peut prendre comme bases de domination des suites quelconques de fonctions

exp (t2 |z |?), o% les mombres t, tendent vers Uinfini.

Le résultat énoncé par le corollaire 1 va un peu en sens contraire de celui
énoncé par le th. 1.4 : il implique en effet que tout opérateur différentiel & coefficients

constants est multiplicativement dominant.

COoROLLAIRE 2. Soit, pour chaque p€N", une fonction a,(x) localement — L*.
Pour tout ouvert Q) borné de R, on peut trouver une constante Cg finie qu’on ait, pour
toute ¢ €D (Q) :

IPO)pll<Call DI+ 3 ay(a) P2 D)
De

Cela résulte immédiatement du corollaire 1 et du théoréeme 1.3.

Cette inégalité permet, de la facon classique, d’obtenir des résultats d’inversi-
bilité, au sens de L*(Q) (et éventuellement d’autres espaces, si P (D) a les propriétés
requises), pour l'opérateur P (D)+ > a,(x) PP (D).

Signalons que le lemme 2.7 pd’Htirmander [2] implique I'inégalité du coroll. 2
dans le cas d’'un ouvert de diamétre assez petit, cet « assez petit » pouvant facilement
se préciser par la connaissance des fonctions a,(x).

Le théoréme 4.4 lni-méme constitue, en quelque sorte, une extension du lemme
2.7 de Hormander : en effet il prouve que la majoration des P (D) (p € N™) par P (D)
peut étre rendue globale (i.e. valable pour toute @ € D (R")) & condition de remplacer
la norme de L? relativement & la mesure dx, par la norme de I'espace L? relatif a
la mesure exp |z|* dz (ou aux mesures analogues précisées dans 1’énoncé). On peut

évidemment remplacer D (R") par un complété convenable.
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