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2 YRAN~OIS TR]~VES 

Introduction 

L ' o b j e t  de ce t r ava i l  est  l ' d tude  d 'unc  m~thode  de comparaison,  que nous croyons 

nouvelle,  des op~ratcurs  diffdrcntiels.  Dans  le cas le plus  i m p o r t a n t  consider6 ici, 

lorsque pa r  exemple  P (D) et  Q (D) sont  deux po lynSmes  diffdrcnticls  s coefficients 

cons tan ts  et  ~ es t  un ouver t  de R ~, nous chercherons,  pour  t ou t  ~ > 0 ,  une fonct ion 

mesurab le  et  loca lement  born~c g~ tel le  qu 'on  a i t :  

[[ g~ Q (D) q~ [IL~ ~< ~ I[ g~ p (D) ~o [[ L, (1) 

pour  rou te  fonct ion T inddf in iment  ddr ivable ,  ~ suppor t  compac t  contenu dans  ~ ;  

et  si de tel lcs  fonct ions  g~ exis tent ,  nous dirons que P (D) domine  Q (D) sur ~ .  P lus  

g~n6ralement,  la domina t ion  consis tera  en des changements  de norme,  dans  un  espace 

fonctionncl ,  suscept ibles  de rendre  la (~ con t r ibu t ion  ~ d ' u n  opdra teur  donn6, a rb i t ra i re -  

men t  pe t i t e  si on la compare  ~ celle d ' u n  cer ta in  aut re .  Les  deux  premiers  pa ra -  

graphes  du  chap i t re  I pr~cisent,  dans  une s i tua t ion  assez gdn6rale, ce t te  no t ion  de 

domina t ion  et  en fournissent  les premibres  rbgles de man iemen t .  

Les  fonet ions  g~ p o u v a n t  f igurer  dans  (1) forment ,  lorsque v - ~  0, ce que nous ap-  

pelons une base  de domina t ion  de Q (D) pa r  P ( D ) .  I1 nous a pa ru  nature l ,  dans  le 

cas des coefficients constants ,  de ne consid6rer,  pour  commencer ,  que des bases  con- 

s t i tudes  d ' exponent ie l l es  

exp (h 1 x 1 + . . .  + hn Xn) (h 1 . . . . .  h~ rdels). (1) 

Ces fonct ions sont  en effet  i n t imemen t  lides s la s t ruc tu re  de groupe  add i t i f  de R n 

e t  donc  aux  opdra teurs  diffdrentiels  inva r i an t s  p a r  le groupe,  c 'es t -~-dire  s coeff icients  

constants .  I1 s 'ensui t  que leur  u t i l i sa t ion  b6ndficie des techniques  classiques, et,  au 

p remier  rang  d ' e n t r e  elles, de  la t r ans fo rma t ion  de Four ie r .  Dans  ce m6me ordre  

d ' iddes,  los procdd~s mis  au  po in t  p a r  M. L. H S r m a n d e r  dans  sa thbse a d m e t t e n t  

une ex tens ion  immddia te  qui  rend  d ' inapprdc iab les  services. Cet te  extension et  ses 

premibres  consgquences fon t  l ' ob j e t  du  p a r a g r a p h e  3 du  chap i t re  I .  (2) 

(1) La domination eorrespondante est dite (~ exponentielle ~. 
(2) Apres le ron6otypage du present travail, j 'ai  eu connaissance de l'article [7] de Mr. Lo Niren- 

berg, dans lequel se trouve d~finio une notion assez voisine d~ la domination exponentielle. Cependan~, 
los diff6rences entre les d~finitions de Nirenberg et les nStres sont assez profondes, ne ser~it-ce ClUe 
par le rSle, jou~ dans la domination, par e! Nirenberg utflise la relation par lui d~finie pour prouver 
l'tmieit~ des solutions de certains probl~mes de Cauchy. Sur le m~me sujet, est paru r~cemment un 
article de H5rmander ([3]), qui utilise ~t la fois les d~finitions de Nirenberg et notre th~or~me 4.4 
(relatif & une domination multiplicative mais non exponentielle). 
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A l'origine, notre intention dtait d'exploiter l 'existence d'unc domination, du 

genre de celle que traduit  (1), pour prouver l'inversibilitd (au sens de certains espaces 

de fonctions ou de distributions) d'op6rateurs du type P(D)+a(x)Q(D), oh a(x) est 

mesurable et localement born6e. Mais dvidemment, il convenait d 'abord de reconnaltre 

les opdrateurs qui possbdent de bonnes propri6tds de domination, propridt6s dont deux 

s'imposaient, avant  toute autre, ~ l 'esprit : que l 'opdrateur 6tudi6 domine l 'identit6 

(qu'il s o i t c e  que nous appelons dominant) ; qu'il domine tout  op6rateur d'ordre stricte- 

ment  infdrieur au sien. Sur la premibre de ces questions, nous aboutissions au r6- 

sultat  suivant : les opdrateurs qui ne dominent pas (pour des bases form6es d'expo- 

nentielles) l 'identit~ sont tous ~ fabriquds ~ s part ir  de l 'un d 'entre eux, qui n 'est  

autre que l 'opdrateur de Cauchy 

1(~+i~ ) 
Ux " 

Ce r6sultat est prdcisd et ddmontr6 clans le paragraphe 4 du chapitre I.  

Quant ~ la seconde question, elle nous a conduits ~ une nouvellc caract6risation 

des opdrateurs hyperboliques : ce sont prdcis6ment ceux qui dominent tous les  op6ra- 

teurs d'ordre strictement infdrieur au leur. E t  eettc caract6risation, ~ condition de 

rendre la domination locale, s '6tend aux hyperbohques s coefficients variables. Par  

des techniques directement inspir6es de celles qui nous ont conduits 1~, on obtient 

une caract6risation (toujours bas6e sur l 'ensemblc des op6rateurs domin6s) des op6ra- 

teurs paraboliques, au sens de Petrowsky, s coefficients constants ou variables. Ces 

rdsultats sc t rouvent  cxposds dans le ehapitre I I .  

Jusque 1s les bases de domination restaient formdes d'exponentielles. I1 nous a 

sembld utile de tes enrichir, cn essayant de conserver les propri6t6s valables avee les 

exponentielles. C'est le but  de la premibre part ie du chapitre I I I .  Toutefois, nous 

nous sommes limitds aux opdrateurs hyperboliques normaux ou paraboliques (tout 

ceci relativement ~ une direction privildgide xl) et aux bases form6es de fonctions de 

la seule variable x r On constate alors que les propri6tds du chapitre I I  se prolongent 

convenablement. Cet accroissement des bases de domination permet, dans le eas des 

coefficients variables, de sortir du cadre local, qui 6tait celui du chapitre I I ,  et d'dta- 

blir les dominations pour une eertaine classe d 'ouverts  non born6s. Du m6me coup, 

les dominations acqui~rent une signification invariante par  ehangement local de coor- 

donn6es. 

Les caractdrisations du chapitre I I  prdsentent cet int~r~t, de ne plus faire inter- 

venir les racines du polyn6me associ6 s la pat t ie  principale de l 'opfirateur diff6rentiel. 
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Elles sugg~rent une d6finition des op6rateurs hyperboliques ou paraboliques qui au- 

raient comme coefficients des op6rateurs d 'un espace veetoriel topologique dans un 

autre. Sans nous avancer dans cette voie, nous avons cependant 6tudi6 une cat6gorie 

d'op6rateurs diffdrentieIs ~ une variable, ayant  comme coefficients (non constants) des 

op6rateurs dans des espaces hilbertiens. Cette 6rude occupe la seconde partie du cha- 

pitre I I I .  En utilisant syst6matiquement le fait que d~/dt k (It entier >/0 ou < 0 )  

domine, suivant des bases form6es de fonctions de t arbitrairement croissantes, tous 

les op6rateurs dh/dt h pour h < k ,  nous 6tablissons trois in6galit6s (prop. 3.1, 3.2 et 3.3), 

utilis6es ensuite pour r6soudre une classe de probl~mes aux limities de type mixte 

(pos6s au sens de M. J .  L. Lions). Ces probl6mes ont d6js 6t6 rdsolus par  divers 

auteurs. Cependant, le th6or6me central du t rai tement  propos6 iei (th6or6me 3.7)est ,  

notre connaissance, nouveau. 

Dans le chapitre IV, nous consid6rons d 'autres  dominations que celles intervenues 

jusqu'ici: dans le premier paragraphe, les fonctions g~ de (1) sont remplac6es par  des 

opdrateurs multiplicatifs en x 1 et (i convolut i fs ,  en x 2 . . . . .  xn ; dans le deuxi~me para- 

graphe, on prend pour ff~, op6rant de nouveau multiplicativement,  des fonctions du 

type exp (e-21xl~). On d~montre un r~sultat vrai pour tout  ol~rateur  ~ coefficients 

constants P(D), disant que, suivant des bases ainsi choisies, P(D) domine tous ses 

d6riv6s P(~')(D), et eela, sur R n entier. En partieulier, en ce sens, P(D)es t  dominant.  

La plus grande partie de ce travail  a dt6 r~sum6e dans les notes aux Comptes 

Rendus de l 'Acad6mie des Sciences ([ l l] ,  [12], [13], [14], [15]). 

Nous tenons ~ exprimer notre vive grati tude s M. L. Schwartz pour ses encou- 

ragements et ses conseils. Sur la question des probl~mes mixtes, nous avons eu la 

chance d 'entrer en rapport  avec M. J .  L. Lions; ses nombreuses suggestions nous 

furent routes prdeieuses. M. M. Schwartz et Lions ont revu et corrigd notre travail.  

M. L. HSrmander a bien voulu nous communiquer une d~monstration nouvelle 

du th6or~me de earact6risation des op6rateurs dominants (th. 1.4), d6monstration que 

nous nous sommes permis de substituer ~ eelle d'origine, bien moins ~16gante. 

Je tiens enfin s remercier M. M. V6ron, sans lequel je n 'aurais pu poursuivre 

les recherches qui ont trouv~ leur aboutissement ici, et M. R. Pallu de la Barri~re, 

sans lequel elles n 'auraient  jamais eu de d~but. 
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C H A P I T R E  I 

G6n6ralit~s sur  la  d o m  rat ion 

w 1. D~finltions et ~nonc~s eneraux 

On consid~re un espace vectoriel E (sans topoi gie) et un espace norm~ .F, dont 

la norme sera not6e I[ I]; L ( E ;  F) d6signera l'espace ~ectoriel des applications lin6aires 

de E dans F, Lb (F) celui des op6rateurs born6s e F,  muni de la norme usuellc, 

not6e elle aussi ]1 IS (aucune confusion n 'est  s crai: ire); Ant (F) sera le groupe des 

op6rateurs inversibles et bicontinus de F sur lui-m~ ]e. 

D ~ F I N I T I O N  1.1. Soient S u n  sons.ensemble , T un dldment de L ( E ;  F). Nous 

dirons que S domine uni/ormdment T dans L ( E ;  '~) si, pour tout e > 0 ,  on pent 

trouver U E Aut (F) tel que : 

IlU(Tx)]l<~e sup l lU(Sx)l l  quel ue soit x e E .  
Se$ 

Dans route l~ suite, exception faite de la fin u present chapitre, l 'ensemble S 

se r~duira ~ un seul ~ldment S; nous dirons, dans ce cas, que S domine uniform~- 

ment  T dans L ( E ;  F) si, pour tout  e > 0 ,  on ] ,ut t rouver U EAut  ( F ) t e l  que 

IIu(y )ll< llU(Sx)ll quel que soit x E E .  

DJ~FINITION 1.2. Supposons que E soit un sous-espace vectoriel de F. Nous 

dirons que S c L (E; F) eat uni/ormdment dominant d ~s L (E; F) s i $  domine uni/ormd- 

ment, dans L ( E ;  F), l'in]ection canonique de E dans F. 

Ici encore, lorsque S se r~duit s un seul ~l~m~ Lt S, nous dirons de S qu'il est 

uniformdment dominant  dans L ( E ; F ) .  

D ~ F I N I T I O N  1.3. Soient S, ff deux sous-en, rubles de L ( E ;  F). Nous dirons 

que $ dquidomine uni/ormdment ff dans JL (E ; F) si, tout s > O, correspond U E Ant (F) 

tel que : 
sup iiV(Tx)li<  sup iiT(Sx)ll qu que soit x e E .  
Teff Se$ 

DJ~FINITION 1.4. Supposons que S dquidomi: ; un#ormdment ~ dans L ( E ;  F). 

Un sons-ensemble ~ de Ant (F) sera appeld une ba~, de domination de ff par $ dans 

L ( E ; F )  si, h tout e>O, on pent /aire correspondre "E ~ tel que : 

s u p i l U ( T x ) l l < ~ s s u p ] ] U ( S x ) [  I qu que soit x e E .  
Teff Se$ 
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Dans  ce qui va  suivre imm~dia tement ,  nous nous l imiterons au cas off S est  

rdduit  s un 616ment unique S E L ( E ; F ) .  Mais bon nombre  des ~nonc6s qu 'on  ren- 

contrera  se g6n6ralisent d i rec tement  au cas off S cont ient  un nombre  quelconque 

d'~l~ments.  

P It o P o s I T I 0 N 1.1. Supposons que S dquidomine uni/ormdment 7 dans L (E ; F) 

suivant une base de domination ~ .  Alors : 

1 ~ Soient un espace vectoriel G et u EL(G;  E). S o u  dquidomine uni/ormdment dans 

L(G;  F) l'ensemble des T o u ,  T E T ,  suivant la base ~ .  

2 ~ Quel que soit T o E 7, S +  T o dquidomine uni/ormdment 7 dans L (E;  F)su ivan t  la 

base ~ .  

3 ~ Quel que soit l'entier r>~ 1, S dquidomine uni/ormdment dans L ( E ;  F ) s u i v a n t  

1" 

la base ~ l' ensemble 2 + "" + '7 .  

Bornons-nous ~ d~montrer  2 ~ le reste 6 tant  s peu pros 6vident.  Pa r  hypoth~se,  

quel que soit e > 0, il existe U E ~ tel que ]] U T x ]] ~< e ]] U S x ][ pour  tou t  x E E et  tou t  

T E l .  D o n e :  [[UTxl I<~s( I IU(S+To)x l I+I IUToxl I ) ,  qui, appliqu6 k T=Wo,  d o n n e :  

E n  revenan t  en arri~re, 

d 'oh  le rSsultat.  

]] U T o x H ~  ~ I IU(S+ To)xlI. 
" ~ 1 - 8  

2 ~ - ~  ~ IIUTxlI   II U(S+ T0)/ll, 

C o It o L L A I It ~. Si S dquidomine uni/ormdment 7 dans L (E ; F) suivant une base 

de domination ~ ,  queUe que soit la /amille /inie (Ti) (l~<i~<r) extraite de 7, S domine 

uni/ormdment T 1 + ... + T r dans L ( E ;  F) suivant la base ~ .  

P R O P O S I T I O N  1.2. Supposons que S dquidomine uni/ormgment 7 dans L ( E  ; F) 

suivant une base de domination ~ ,  et qu'on air /air correspondre, ~t chaque T E 7, un 

opdrateur ATE Lb(F) de mani~re que : 

a. I l  existe M <  + ~o tel que ]]ArII~<M pour tout T E T. 

b. AT et U commutent, quels que soient T E 7  et U E ~ .  

Dans ces conditions, S dquidomine uni/ormdment, dans L ( E ;  F),  l'ensemble des 

A TO T, T parcourant 7, suivant la base ~ .  

Immddia t ,  puisque ]] V (A T T x) [I = ]1 AT (V T x) ]] ~< M I[ U T x ][ pour  tou t  x E E.  
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Un certain nombre d'applications de la domination tirent leur possibilitd du 

th~or~me suivant : 

TK~OR~M~. 1.1. Si S domine uni/ormdment T dans L(E; F), il existe deux 

constantes /inies A1, A 2 telles que : 

[[Sx[[<AI[[(S+ T)x[[<A2[[Sx[[ pour tout x e E .  

Preuve immddiate : il existe U e Aut (F) tel que [[ U Tx[[ ~< 1 [[ USx[[ pour tout  

xEE.  Mais alors []USx[[<-..[[U(S+ T)x[[+[[UTx[[ implique [[USx[[<-..2[[U(S+ T)x[[, 

d'ofi : 

IISxlI<~llU-~]l IIUSxlI<~2HU-~ H IIU(S§ T)xlI<--.211U-'II IIUII II(S§ T)xl[ 

ce qui fournit la premiere indgalitd. Pour  la seconde, remarquons qu'avec le m~me 

choix de U, on a :  

II u (s + T) xll <~11 u z~ll + ~ II U Sxll=~ll U Zxll. 

D'o~l  : [[(S§ U 1][ [[U(S§ ][U[[ [[~qx[[. 

Voici maintenant  quelques renseignements compldmentaires : 

P R O P O S I T I O N  1.3. Supposons que S damine uni/ormdment T clans L(E; F) et 

que T ne soit pas nul. Alors, ~ tout M< § oo, on peut /aire correspondre e > 0  tel que 

IIUTxII<~IIUSxII,  pour tout x e E ,  implique IIuIl IIu-~lI>~M ( U e A u t ( F ) ) .  

En effet, il existe x o E E tel que T xo:~O. Puisque S domine uniformdment T, on 

ne peut  avoir Sx0= 0 .  Mais alors []UT~o]l<<.ellUSxol[ implique : 

]ITxoH~IIU-III HUTxoH<~IIU 1H HuH HSxoll 

et  en  p o ~ a n t  c = II T x oll/ll ~ x011, o n  v o i t  que  ceci  implique c/~ ~< II u ~ll, d ' o ~  le r~sultat. 

PROPOSITION 1.4. Supposons que E soit un sous-espace vectoriel partout dense de 

F et que S soit uni/ormdment dominant dans L (E; F). Alors S ne peut ~tre un opdra- 

teur bornd (pour la norme 1[ II) de E dans F. 

Supposons que S soit borne. A tout  ~ > 0  correspond U~EAut (F) tel que 

IIU~xlI~[IU~Sxll pour tout xEE.  Quel que soit ~j>0, du fair que E est dense 

dans F,  il existe un ~ldment x~,n de E, Hx~,nll=l, tel que IIU~]I-~<~IIU~x~,nlI, d'ofi 
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et comme y est arbitrairement petit, ceci signifie 1 ~<e I IsII. Mais ~ est aussi arbi- 

trairemcnt petit. 

Remarque. La prop. 1.4 cesse d'etre exacte si on supprime la condition : E dense 

dans F, ou bien si on remplace la condition : S uniform6ment dominant par : S do- 

mine uniform6ment au moins un dldment T de L ( E ; F ) .  

P R O P O S I T I O ~  1.5. Supposons que E soit un sous.espace vectoriel de F et que S 

soit uni/ormdment dominant dans L ( E ;  F). Alors S n e  peut avoir de vecteur propre. 

Car si on avait S x o = z x o (z :nombre  complexe) pour un certain x 0 E E, on aurait 

I[Uxo[[<-..]z]e[[Uxo[ [ (e>0,  U E A u t ( F ) ) ,  soit 1 4 ] z l e  pour tout  e > 0 ,  ce qui es tab-  

surde. 

COROLLAIRE. Si S eat uni/ormdment dominant dans L ( E  ; F), aucun sous-es~zace 

de dimension /inie de E ne peut dtre stable par S. 

Dans tous les cas que nous aurons ~ consid6rer, F sera un espace hilbertien. 

Le th. 1.1 admet alors une interprdtation commode, ~ savoir qu'il existe un op~ra- 

teur born6 G de F, de norme ~<Ax, tel que G ( T + S ) x = S x  pour tout x E E .  On 

peut pr6ciser cela ainsi : 

T H ~ 0 R ~ M E 1.2. Supposons que F soit hilbertien et que S domine uni/ormdment 

T clans L ( E ; F ) .  II existe un isomorphisme vectoriel-topologique (pour la norme II II) de 

F sur lui-mdme, G, tel que G ( S + T ) x = S x  pour tout x E E .  

I1 existe U E A u t ( F )  tel que IIUTxI[<�89 pour tout  x e E .  Ddfinissons 

alors une application J de F dans lui-mSme de la fa~on habituelle : J = 0 sur l'ortho- 

gonal (dans F) de U S E ;  si y = U S x ,  x E E ,  J y =  U T x  et par continuit6, J se pro- 

longe s l'adhdrence de U S E  dans F. Ainsi g est d6finie sur F entier; [[g[l~<�89 d'a- 

pros la majoration prgc6dcnte. I)'ofl r6sulte que la s6rie ~ '  ( - 1 ) ~ J  k converge vers 
k - 0  

H EL~(F); H est l'inverse de I + J  : c'est donc un dldment de Aut (F) et ( I + J )  U S x =  

= U ( S + T ) x  implique S x = U - 1 H U ( S §  (pour tout xEE) ;  G = U - I H U  r6pond 

aux conditions de l'dnoncd. 

I1 conviendrait maintenant d'introduire la dualit6, en munissant E d'une topo- 

logie (assez f i n e : p l u s  fine, par exemple lorsque E est plong6 dans F, que celle in- 

duite par F), et les transpos6s tS, tT, etc. des op6rateurs 6tudids. Le th6or~mc 1.2 

permettrait alors, dans les circonstances favorables (le plus souvent rdalisdes en pra- 

tique) d'dtablir des isomorphies entre espaces de solutions des dquations (tS+ t T ) / = 0  
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et t S F = O .  Tout ceei demanderait  bien entendu ~ fitre prdcisd mais ne comporte 

aucune diffieultd. 

La domination uniforme, qui vient d 'gtre ddfinie, est une notion beaucoup trop 

dtroite pour les applications que nous avons en rue.  Dans presque routes les circon- 

stances, il nous faudra faire appel ~ un concept plus large, qui constituera la domi- 

nation proprement  dite. Nous ne chercherons cependant pas ~ en donner une ddfini- 

tion gdndrale; nous nous bornerons au cas des opdrateurs diffdrentiels, avec des espaces 

E et F de fonctions et de distributions. Mais auparavant  nous allons examiner ra- 

pidement un cas typique, qui indique, ~ h i  tout  seul, la vole h. suivre. 

Plaqons-nous sur ta droite rdelle, dont la variable sera notde t; soit L 2 l 'espace 

des classes de fonctions de t de carrd sommable et O le sous-espace de L 2 formd 

des classes qui ont un reprdsentant inddfiniment ddrivable ~ support  compact.  

Soit p ( t )  une fonction une lois continfiment ddrivable sur la droite, s valeurs 

rdelles, vdrifiant I P ' ( t ) ] > 0  pour tout  t. On peut  derire : 

(e -v(t) cp', e -v(t) q))L~ = - (e -v(t) el, e -v(t) qJ)~, -4- 2 (p '  (t) e -p(t) el, e - v(t) cf)L, 

quelle que soit ~0 E O ;  et done :  

d t  ~ q~)L~= p '  (t) [ dr .  (1) 

Soit alors un ouvert  bornd ~ de la droitc. Il existe un nombre c~ > 0  tel que 

[ P'  (t) I >~ ca pour tout  t E ~.  En remarquant  que p '  (t) ne change jamais de signe, et 

en appliquant l'in6galitd de Schwarz au 1 er membre de (1), on voit  que : 

T ~ c~ I d t  L, 
(2) 

pour toute ~v E~0(~) (i.e. ~v E O e t a  son support dans ~).  On peut d'ailleurs, dans 

eette in6galit6, remplacer ~v par  D h q  (h :en t ie r~>0  queleonque); par  it6ration, on 

obtient aussit6t : 

pour toute ~v E / ) ( ~ )  et tout  couple d'entiers 0~< h~< k. 

Nous rencontrerons ultdrieurement diverses gdndralisations de ce tr~s simple 

rdsultat. I1 r~sulte de (3) que D k domine uniform~ment D h dans L ( E ;  F )  lorsqu'on 

ehoisit pour E ~ (~2) et pour F l 'espace L ~ (~) des classes de fonctions ddfinies et de 

carrd sommable dans ~.  Comme base de domination, on pourra prendre n ' importe  

quelle suite de fonetions (opdrant multiplicativement) exp Pn (t) (n = 1 . . . .  ), oh pn(t) 
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est ~ valeurs rdelles, une lois continfiment ddrivable, vdrifiant I P'n (t) l >  0 pour  tou t  

' t t rdel et  I Pn ( )l ~>n pour  tou t  t E ~ .  

Mais on peut  tirer davantage  de la majorat ion (3). Imposons  en effet aux Pn (t) 

de vdrifier Ip'n(t) l>~n pour tou t  t rdel ( n =  1 . . . .  ) et non seulement pour  tou t  t E ~ .  

Cette suite de fonctions (opdrant mult ipl icativement)  consti tue une base de domina-  

t ion de D h par  D ~ dans L ( O ( ~ ) ;  L2(~))  quel que soit rouvert ~ de la droite. On a 

m~me : 
lie " n ( t ) n ~  IlL, < n-(~-h)][ e-Pn<t)Dkq 9 IlL ~ (4) 

pour  toute q~ E O. Mais cela ne signifie nullement que D k domine uniform~ment  D ~, 

suivant  la base form~e des exp Pn(t), dans L ( O ;  L~). En  effet, conformdment  ~ nos 

ddfinitions, il faudrai t  pour  cela que la multiplication par  exp Pn (t) soit un  isomor- 

phisme vectoriel-topologique de L 2 sur lui-m~me, c'est-h-dire, par  consequent,  que 

Pn (t) soit bornge sur route la droite, ce que contredi t  la condition ]p~ (t)[>~ n pour  

t ou t  ~. Oublions le fair que la majora t ion (4 )es t  valable pour  toute  ~ E O, c'est-h-dire 

que le choix de pn(t), fix~ par  le ddsir d 'avoi r  (4) avec 1In aussi peti t  qu 'on  l 'aura  

voulu, ne ddpend pas du support  de ~, ce qui consti tue une circonstance tr~s favo- 

rable et re lat ivement  exceptionnelle. I1 reste que nous nous t rouvons  dans la si tuation 

suivante : nous avons affaire s deux op4rateurs S, T E L (E;  F ) ;  E s 'exprime comme 

rdunion de sous-espaces E~ (i E J) ,  chaque E~ dtant  appliqu~ par  S e t  T dans un sous- 

espace F~ de F .  La  restriction S~ de S s E~ domine uniformdment  la restriction T~ 

de T s E~ dans L(E~; F~). De plus, il existe une famiUe 7~ d 'op~rateurs de F ,  

(~ non par tou t  d~finis ~), mais ddfinis sur la rdunion F' des F~ (i ~ J) ,  telle que, pour  

chaque i ~ J ,  le passage ~ la restriction ~ F~ en fasse un ensemble d 'op~rateurs  born~s 

et inversibles de F~ sur lui-m~me et une base de dominat ion de T~ par  S~ dans 

L(E~; F~). Ceci d~crit exactement ,  dans le cas gdn~ral, ce que sera la dominat ion  

telle que nous la rencontrerons dans la suite. 

w 2. Op~rateurs diff~rentiels et domination 

Nous commencerons par  exposer les notat ions qui seront utilis~es dans tou t  le 

cours de ce travail.  

Les op~rateurs diffdrentiels, les fonctions, les distributions, etc. seront ddfinis 

dans R ~, dont  ]a variable sera notde x =  (x 1 . . . . .  xn), ou bien y =  (Yl . . . . .  Yn), etc. 

N ddsignera l 'ensemble des entiers ~> 0 ; N n celui des n-uplcts (Pl . . . . .  pn) de tels 

entiers. On supposera N n muni  de la loi addit ive usuelle. Conform~ment ~ une cou- 

tume d~sormais bien dtablie, ~ p E N  n nous pourrons associer les (( factorielles ,~ 



R E L A T I O N S  D E  D O M I N A T I O N  E N T R E  O ] ? E R A T E U R S  D I F F E R E N T I E L S  l l  

complexes, 

( j  = l . . . . .  n ) .  

au polynSme 

1~.,\ I \ 1 \ 
P I = P , I . . . P n '  et l 'entier , p l = p , + . . . + p n .  Nous ~crirons aussi , ~ , = | P ' , . . - , P h i  

\ q l  \ l ql \ 

pour p, q E N  ~, pj~>qj pour tout  j = l  . . . . .  n. Pour tout  systbme z = ( z  1 . . . . .  z~) de n 

nombres complexes, il nous arrivera d 'employer la notation z" pour d4signer le pro- 

duit zf' ... z~ .  

Voici maintenant  une notation s laquelle nous aurons recours constarument : si 

x ~ ( x  1 . . . . .  xn) E R  n, nous poserons x ~  . . . . .  x~) (ERn-1). Analogue pour y, ou bien 

pour z E C  n. De m6me, si p E N  n, p0=(p~ . . . . .  p~ )EN ~-1. E t  aussi, si X ddsigne un 

syst~me de n inddtermin~es X 1 . . . . .  Xn,  X ~ ddsignera le~( sous-syst~mc ~) X 2 . . . . .  X~. Etc. 

Pour les espaces fonctionnels, nous utiliserons les notations classiques en th~orie 

des distributions. Pa r  exemple, si T e s t  une distribution tempdr~e sur R ~, i.e. si 

T E S'x, nous noterons T sa transformde de Fourier. Le plus souvent, la variable c6td 

image de Fourier sera y, celle c6td objet dtant x. Prdcisons n~anmoins que la trans- 

formation de Fourier sera supposde op~rer ainsi, sur ~), par  exemple : 

~ ( y ) = f ~ ( x ) e x p ( - 2 i z ~ ( x , y ) ) d x ,  q) E ~ ,  

off (x ,  y}  = x~ y~ + ... + xn y , .  

Nous ddsignerons par  P (D) l 'opdrateur diff~rentiel s coefficients constants sur 

R '~ obtenu en substituant,  dans le po lyn6me  P ( X ) E  C [X~ . . . . .  X~] (i.e. s coefficients 

n ind~termindes) la d~rivation ( 1 / 2 i z ) ( ~ / ~ x ~ )  s l 'ind~terminde X~ 

L'opgrateur P(~)(D), p E N  '~, sera associ~, conform~ment h, cette r~gle, 

2T~ ~ x•. ~ x~n P (x).  

Mais nous nous permettrons une importante  ddrogation ~ cette convention : nous 

d~signerons par D p le mon6me de d~rivation ~ " / ~ x  p' ~Pn/~xPn Nous espdrons que le r / r  i - . . ~  / ( J  n * 

lecteur gventuel voudra bien nous pardonner cette grave incoherence. La signification 

de D p est d4sormais classique en th~orie des distributions et nous est si famili~re 

que nous n 'avons pas su nous en affranchir. Mais, d 'autre  part,  l 'emploi incessant 

de la transformation de Fourier nous a contraints s at tr ibuer s P ( D )  le sens d~fini 

ci-dessus. 

Nous noterons I) (D) l 'adjoint de P (D), e'est-s le conjugud du transposd de P (D) 

(par exemple, pour la dualit~ entre ~ e t  ~ ' ) .  Si P (X) ddsigne le polynSme obtenu en rem- 

pla~ant, dans P (X), chaque coefficient par son complexc conjugud, on aura P*(D) =_P (D). 

II  faut  faire at tent ion au fair suivant : si /5(D) est l 'adjoint de P(D) ,  celui de 
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P(P)(D) sera (-1)IH(P)(~)(D) (pENn).  I1 suffit de faire la v~rification pour P(D)= 

=~/~x  I dont l 'adjoint est - ~ / a X l ;  or p(l.o ..... ~  et est son propre adjoint, 

alors clue (/~)r ..... o) (D) = - 1. 

On a int~r~t s utiliser des notations analogues pour les op~rateurs '~ coefficients 

variables. En notant  :~ (x) l 'anneau des fonctions d~finies dans R n, s valeurs com- 

plexes, soit P (x, X)  un ~l~ment quelconque de :~ (x) IX 1 . . . . .  Xn] ; P (x, D) sera l 'op~ra- 

teur  diff~rentie] obtenu par les subsitutions Xj-->(1/2i~)(~/axj)  ( l ~ j ~ n )  dans 

P(x,  X). On d~finit, comme on l 'a fair dans le cas des coefficients constants, les 

op~rateurs d~rivSs Pr D). On peut aussi le faire par  r~currence, ~ part ir  de : 

p(1,o ..... o) (x, D)  99 = [P (x, D) ,  Xl]  ~ = P (x ,  D) (x 1~0) - x I P (x, D) ~. 

G~n6ralisant ceci, voici la formule de Leibniz ([2], formule 2.1.6): 

P (x, D) (u v) = ~ 1 p(~) ~,~r (x,D)v (u, v E ~  par exemple). 

Nous noterons /3 (x, D) l 'adjoint  (lorsqu'il existe) de P (x, D) ; il se calcule en pro- 

longeant par lindarit6 la formule (a(x)DP) ~= ( -1 ) I ' ID  p.a (x) .  

D ~ F I ~ I T I o ~ 1.5. Soient deux opdrateurs di//drentiels & coe//icients constants P (D), 

Q (D) sur R' .  hTous dirons que P(D) et Q (D) sont semblables s'il existe un automor- 

phisme vectoriel u de R n tel que Q (y)= P (u. y). 

u . y  a un sens 6vident : s i  l 'automorphisme u est repr6sent6, dans le syst~me 

d'axes cart6siens O yj, par la matrice u~, u . y  a comme coordonn6es les u~yi 
t = l  

( i  = ] . . . . .  n ) .  

Nous allons maintenant  aborder l '6tude de la domination dans le cas des op6ra- 

teurs diffdrentiels. 

d6signera un ouvert de R n. Ce qui va  jouer le rSle de l 'espace E sera l 'espace 

O ( ~ )  des fonctions ind6finiment diff6rentiables dans R ~ ~ support  compact contenu 

dans ~2; F sera l 'espace L ~ (~2) avec sa norme habituelle. Lorsque ~ = R ~, nous omet- 

trons le plus souvent la mention (R n) : nous 6crirons O, L ~, etc. 

Dans tout  le pr6sent travail, les fonctions et les distributions auront des valeurs 

sealaires (i.e. complexes), saul dans ta derni~re partie du chapitre I I I ,  oh nous con- 

sid~rerons des distributions h valeurs darts un espaee de Banaeh. 

Il est bien ~vident que les coefficients des opdrateurs diff6rentiels qu'il nous 

arrivera d'~tudier ne seront pas des fonctions quelconques. I1 s'agira toujours de 

fonctions au moins localement-L ~162 et souvent soumises ~ des conditions suppl~men- 
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taires. Nous d~signerons par L~oc l'alg~bre des (classes de)fonctions dont la restriction 

& tout ouvert born6 ~ de R n oppartient h. L ~ (~). 

Nous n'allons pas 6tudier la domination, entre op6rateurs diff~rentiels, au sens 

le plus g6n6ral. Aussi nous faudra-t-il distinguer eertaines cat6gories, commodes 

manipuler, de dominations. 

Soit u n  entier k, 1 ~ k<~n. Consid6rons une distribution 

(eela revient ~ dire que T e s t  temp~r6e par rapport aux variables xk+~ . . . . .  x,). On 

peut effectuer la transformation de Fourier partielle de T par rapport aux x~§ . . . . .  xn : 

le r6sultat sera not6 T (x~ . . . . .  x~, y~+~ . . . . .  yn). 

Convenons d'appeler k-bornd tout  ouvert U de R ~ dont la projection sur le sous- 

espace x~+~ . . . . .  x~=0  (0~<k~<n-1) est born6e (un ouvert 0-born6 est un ouvert 

queleonque). 

D ] ~ F I N I T I O N  1.6. Soit un  entier ]c, 1 <~ k < n - 1 .  Nous dirons qu'une distribution 

T sur R", appartenant h 0'~ ...... ~k ~ Stxk+l .... . .  n' est k-mixte, si T ( x  1 . . . . .  xk, Yk+l . . . . .  Y,) 

est une /onction des variables x~ et yj ( l~<i<k ,  k+l~<?'~<n), dont la restriction ~ tout 

ouvert k-bornd U de R n appartient h L ~ (U). 

Nous dirons qu'un opdrateur T* de Z) dans L ~ est k-mixte s'il lui correspon d u n e  

distribution T (x) k.mixte, telle qu' on air, pour route cf E ~:  

99 = ~ T (x 1 . . . . .  Xk, Uk + l . . . . .  Un) q) (Xl . . . . .  Zk, Xk+l - uk + l . . . . .  xn - un) d uk § l ... dun. T* 
J 

Nous noterons ~(~) l'ensemble des op6rateurs k-mixtes de ~ dans L ~. I1 est 

peu pros 6vident que 9~ (~) est un espace vectoriel et peut ~tre muni d'une structure 

d'alg~bre commutative (sur C). Si S* et T* sont deux op~rateurs k-mixtes, corre- 

spondant respectivement aux distributions k-mixtes S et T, S* T* correspondra au 

produit de S e t  de T multiplieatif par rapport aux variables x 1 . . . . .  xk et de convo- 

lution p a r  rapport aux x~+ 1 . . . . .  xn, ou, si on pr6f~re, & la transform6e de Fourier 

r6eiproque, par rapport aux Ys (k + 1 < j ~< n), du produit multiplicatff ST. 9~ (~) est une 

alg~bre avee unit6 : cette unit6 est l 'opgrateur d~fini par 1 (x 1, .... xk) @ (~(Xk+l . . . . .  xn). 

On peut dgfinir ~(~) pour k =  0 et pour k = n;  9~ (~ sera l'alg~bre des op6rateurs 

dgfinis par les distributions temp6r~es sur R n dont la transform6e de Fourier appar- 

tient & L~ ;  son unit6 correspond & la mesure de Dirac; 9~ (n) est tout simplement 

L~r op6rant multiplicativement de ~ dans L 2. Toutes les d6finitions qui suivent et 
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qui  po r t en t  sur  9~ (k) v a u d r o n t  pour  0 ~< k ~ n. U n  ouver t  n-born~ sera t ou t  s implement  

un  ouver t  borne.  

Soit  1 ~< k ~ n -  1. Nous  noterons  Gk le groupe  des t rans la t ions ,  ope ran t  dans  R ~, 

la issant  s table  le sous-espace x 1 . . . . .  xk=  0. Nous  noterons  G o le groupe  d e  tou tes  

les t rans la t ions  de R n et  Gn le groupe r~dui t  ~ la seule t r ans la t ion  nulle. 

Soit  U un  ouver t  k-bornd et  s table  pa r  Gk (0 ~< k ~< n). Si k = 0, U est n~cessaire- 

men t  ident ique  ~ R n (R n e s t  0-bornd! ) ;  si k = n ,  U est  un ouver t  bornd quelconque.  

Soit  T* un opdra teur  k-mixte .  La  res t r ic t ion  de T* s ~ (U) se prolonge en une ap-  

p l ica t ion  l ingaire cont inue de L 2 (U) dans  lui-m~me, comme on le v4rifie fae i lement  

sur  la ddf. 1.6 (il y a deux choses s v~rifier : 1 ~ cet te  res t r ic t ion  se prolonge en une 

appl ica t ion  lin~aire cont inue de L 2 (U) dans  L 2, ce qui rdsulte du  f a r  que U est  k-bornd ; 

2 ~ les images,  p a r  ee t te  appl ica t ion ,  des 616ments de  ~ (U), sont  des fonet ions de L 2 

a y a n t  leur  suppor t  dans  U, c3 qui  r6sulte du  fair  que U est s table  p a r  Gk). 

Supposons  m a i n t e n a n t  que T* soit  inversible  dans  9~(~); alors la res t r ic t ion  de T* 

s ~ (U) se prolonge en un  i somorphisme vector ie l - topologique de L2(U) sur  lui-mSme. 

Tout  ceci nous p e r m e t  de formuler  la d6fini t ion g6n6rale de  la domina t i on  te l le  

qu 'el le  sera 6tudi6e dans  le cours de ce t rava i l .  

D ] ~ F I N I T I O N  1.7. Soient k un entier, O < k < n , ~  un ouvert de R ~, stable par 

Gk. Soient des opdrateurs di/fdrentiels sur R ~, P~ (x, D) (i e I), Qj (x, D) (] E J), I et J 

dtant des ensembles d'indices qaeleonques. Nous dirons que l'ensemble des P, (x, D) dqui- 

domine au sens k-mixte l'ensemble des Qj (x, D) sur l'ouvert ~ si les conditions suivantes 

sont satis/aites : 

1 ~ Pour tout ouvert k-bornd U, contenu dans ~ et stable par Gk, l'ensemble des 

P, (x, D) dquidomine uni/ormdment l' ensemble des Qj (x, D) dans L (9  ( U) ; L ~ ( U) ). 

2 ~ I l  existe un sous-ensemble ~ d'dldments inversibles de ~(k) ayant la propridtd sui- 

vante : pour chaque ouvert k-bornd U, contenu clans ~ et stable par Gk, notons ~ 

l'ensemble d'isomorphismes vectoriels topologiques de L 2 (U) sur lui-m$me dd/ini par 

restriction h O(U) et ensuite prolongement par continuitd des dldments de ~ .  Alors 

~ est une base de domination des Q~(x, D) par les P~ (x, D) darts L ( ~ ( U ) ;  L~ (U)). 

D I ~ . F I N I T I O N  1.8. Tout sous-ensemble ~ d'dldments inversibles de ~(~) pouvant 

/igurer dans la dd/inition 1.7, 2 ~ sera appeld une base de domination k-mixte de l'en- 

semble des Q~(x, D) par l'ensemble des P, (x, D) sur ~.  

E n  r~alitd, parce  qu ' i l  n ' y  aura  pas  de confusion s craindre,  nous dirons tou jours  

base de domination au lieu de base de domination k-mixte. 
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D ~ F I N I T I O ~  1.7 his. Soient k, P i (x ,D)  ( iE I ) ,  Qj(x,D) fiE J),  comme dans la 

dd/inition 1.7. Soit ~ un ouvert quelconque de R n. Nous dirons que l'ensemble des 

Pi (x, D) dquidomine au sens k-mixte l'ensemble des Qj(x, D) sur l'ouvert ~ s'il existe 

un ouvert ~' ,  contenant ~ et stable par G~, tel que l'ensemble des P~ (x, D) dquidomine 

au sens k-mixte l'ensemble des Qj (x, D) sur ~ ' .  Dans ce cas, toute base de domination 

de l'ensemble des Qj (x, D) par l'ensemble des Pt (x, D) sur ~ '  s'appellera aussi une base 

de domination du premier ensemble par le second sur ~.  

En vertu de l ' importance de ce cas, il nous faut  une ddfinition spdciale lorsque 

] ~ = n :  

D]~FI I~ ITIO~  1.9. Soit un ouvert ~ quelconque de R n. Nous dirons que l'en- 

semble des P~(x, D) dquidomine multiplieativement l'ensemble des Qj(x, D ) s u r  ~ s'il 

l'dquido~ine au sens n-mixte sur ~.  

Explicitions un peu cette ddfinition. D'apr~s la ddf. 1.7 elle signifie qu'il existe 

une famille de fonctions g(x) appartenant  ~ L~o (car ~(n) est l'algbbre d'operateurs 

ddfinis par de telles fonctions opdrant multiplicativement) telles que, pour tout  ouvert 

bornd U de R ~, il existe une constante cv (ddpendant de g) telle que O<ev<~ig(x)] 

pour presque tout  x E U (ceci correspond s l'inversibilitd dans ~(~)), et jouissant de 

la propri6td suivante : 

Pour tout ouvert bornd U contenu dans ~ et pour tout  e > 0 ,  il existe une 

fonction g (x) de la famille telle que 

sup IIg(x)Q,(x, D)q~IIL=<~e sup ]lg(x)P~(x, D)q~IIL, pour route ~ E ~ ( U ) .  
j E J  i ~ I  

I1 eonviendrait de donner, de m~me, une ddnomination partieuli~re & la domina- 

tion O-mixte, qui pourrait  ~tre appelde domination eonvolutive. Mais nous n'dtudierons 

pas du tout  ee genre de domination. En fait, nous n'dtudierons qu 'un seul type de 

domination mixte non multiplicative, une domination 1-mixte, avee des bases de 

domination constitudes par  des dldments de 9X <1) qui seront ddfinis par  des exponen- 

tielles en x I (chap. IV). 

Les bases eonstitudes d'exponentielles joueront un r61e trbs important  dans la 

suite. Ceei nous incite s poser la ddfinition suivante : 

D g F I ~ I T I O I ~  1.10. Soient k, ~ ,  P~(x,D), Qr ( iE I ,  j E J )  comme dans la 

dd/inition 1.7 bis. Nous dirons que l'ensemble des P~ (x, D) dquidomine au sens expo- 

nentiel k-mixte sur ~ l'ensemble des Qr D) s'il l'dquidomine au sens k-mixte sur ~,  

suivant des bases de domination constitudes par des dldments T de ~(~ dd/inis par des 

distributions T telles que T puisse s'dcrire : 
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exp ( - x l h  i (Y~+I . . . . .  Y,) . . . . .  x~ha (Y~+l . . . . .  Y~)) 

or le8 h~(Yk+i . . . . .  yz) ( l < v < k )  sont des ]onctions L ~ des Yk+i . . . . .  Y~- 

Ici  encore, par  son importance,  le cas k = n  a droi t  k une d6finition sp6ciale: 

D ] ~ F I N I T I O N  1.11. Soit ~ un ouvert quelconque de R n. Nous dirons que l' ensemble 

des P~(x, D) dquidomine exponentiellement l'ensemble des Ql(x, D)sur  ~ s'il l'6quidomine 

au sens exponentiel n.mixte sur ~.  

Done la dominat ion exponentielle est un  cas particulier de dominat ion multi-  

plicative : les bases de dominat ion y sont constitu6es par  des fonctions de la fo rme  

exp ( - <x, h>), avec h 6 C" (<x, h> = x 1 h i + .-- + x~ h~), opgrant  multiplieativement.  E n  

r4alit6, on peut  se borner s supposer h 6 R ", car si / 6  L ~ ct est s support  compact  

et si h=h '  + i h " ,  h', h" 6 R  ~, 

1 II.  = II 111,. 

Naturel lement ,  dans chacun des cas correspondants  ~ ees ddfinitions, toutes  les 

lois que l 'ensemble d 'opdrateurs  qui est domin6 se r6duit ~ un seul dldment, nous 

dirons (( domine ~) au lieu de (( 6quidomine ~). Si ee seul dldment est l 'applicat ion iden- 

t ique de O ( ~ )  dans L~(~),  nous dirons de l 'ensemble d 'op6rateurs  qui le domine, 

qu ' i l  est dominant sur ~ (all sens k-mixte, mult ipl icat ivement,  au  sens exponentiel  

k-mixte, exponentiellement).  

Avan t  d'aller plus loin, signalons quel part i  permet  de tirer le th. 1.1 de l 'exi- 

stence d 'une  dominat ion k-mixte. 

T H ~ O R ~ M ~  1.3. Soient un entier k, O<~k<~n, El un ouvert de R n. Supposons 

qu'un opdrateur di//drentiel P (x, D) dquidomine au sens k.mixte une /amille ]inie d'opd- 

rateurs di//drentiels Qj(x, D) (1 <<. j < r). Soit, pour chaque ~= 1 . . . . .  r, un dldment quel- 

conque T~ de ~(k). Alors, pour tout ouvert k-bornd U, contenu dans ~,  il existe une 

constante /inie Cv telle qu'on air pour route qD E ~)(U) : 

liP(x, D)qDll.<~c~lIP(x, D)~+ ~ T,.Q,(x, D)W 11L.- 
t=1 

Nous  pouvons supposer, d 'apr~s la d6f. 1.7 bis, que ~ est stable par Gk. Compte 

tenu de la d6f. 1.7, il suffit d 'appl iquer  le coroll, de la prop. 1.1, la prop. 1.2 et 

le th. 1 pour  obtenir le r6sultat  lorsque U est non seulement k-born6, mais aussi 
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stable par Ge. Mais tout ouvert k-bornd, contenu dans ~,  est contenu dans un ouvert 

k-bornd et stable par Gk, contenu dans ~ (ear ~ est lui-m~me stable par Gk). 

I~appelons qu'un ouvert est dit k-bornd si sa projection sur le sous-espace 

Xk+l . . . . .  x==0  est born~e (si k = n ,  cet ouvert doit ~tre bornd). 

w 3. Domination exponentielle et op~rateurs diff~rentiels a coefficients constants 

Nous allons dtablir, dans ce paragraphe, divers rdsultats g~n~raux sur la domina- 

tion exponentielle ddf. (1.11) appliqude aux opdrateurs diffdrentiels s coefficients con- 

stants. Certains de ces rdsultats nous serviront constamment dans la suite. Tous, ils 

admettent une gdndralisation, naturelle et immddiate (voir TrOves [11], [12]), ~ la do- 

mination exponentielle k-mixte, k quelconque, 1 ~< k ~ n ,  gdnfiralisation clue nous avons 

omise ici afin de ne pas trop alourdir l'exposd. 

LEMME 1.1. Soit P (D) un opdrateur di//drentiel dt coe//icients constants sur R n, quel- 

conque; notons m j l e  degrd de P ( X )  par rapport ~t Xr (1 <~j<<. n). Soit ~ un ouvert bornd 

quelconque de R~;  notons Tj le diam~tre de l~ projection de ~ sur l'axe Oxj  (l~<j~<n). 

Pour route q)E~)(~) ,  tout vecteur h de R n et tout p E N  n, on a 

p~lle<=h> ( D ) ~ I I . <  ... ~I ~ . . . .  ~n I le<= 'h>e(D)~l l . -  
�9 P l  Pn 

~ - + q e  <x'h> est une application biunivoque de 0 ( ~ ) s u r  lui-m~me. Nous pouvons 

donc prouver le lemme 1.1 avec ~e  -<~'h> K la place de 9" Mais d 'autre part, d'apr~s 

la nature m6me de la majoration ~ ddmontrer, 9a ne change rien de remplacer P (X) 

par P ( X -  z), z EC ~ arbitraire. Or e <x'h> Q (D) [e-<Z'h> co] = Q ( D -  h / 2  irt) q~. Ceci montre 

qu'on peut se borner au c a s h  = 0. Mais pour h = 0, le rdsultat n'est pas autre chose 

que le lemme 2.7 de H6rmander [2]. 

Le lemme suivant et sa ddmonstration sont tout  aussi directement inspirds de 

HSrmander [2] (principalement th. 2.2). 

LEMME 1.2. Soit un ensemble d'opdrateurs di//drentiels sur R ~, dt coe//icients con- 

stants, tous d'ordre in/drieur ~t un entier m, Pj  (D) (~ E J ;  J e s t  un ensemble d'indiees 

quelconque) et Q (D). Soit g (h) une /onction positive, dd/inie sur un sous-ensemble S de 

R ~. Les propridtds suivantes sont dquivalentes : 

(a) I1 existe un ouvert non vide U de R ~ et une constante ]inie A v  tels que, pour 

route q~EO(U)  et tout h E S  : 

[[e-<~'h> Q(D)q)[[L~ <<.Avg(h) sup [[e-<X'~> Pj(D)q)[[L:. 
t e ]  

2 -  593801. Acta mathematica. 101. Impr im6 le 7 avril  1959. 
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(b) II existe une constante /inie A telle que, pour tout y E R  ~ et tout h E S : 

(c) I1 existe une const:tnte /inie B tdle que, pour tout y E R ~ et tout h E S : 

(d) Pour tout ouvert bornd ~ de R ~, il existe une constante ]inie A a  telle que, pour 

toute ~ E 0 (~)  et tout h E S : 

[[e-<~'h> Q(n)q)i[L, <.Ang(h)  sup [[e-<~'h> Pj(D)q)[[L,. 
Y e J  

Les sommations, dans ~,  sont ~tendues ~ tout  p E/yn, mais il est clair que, 
p 

dans chacune de ces sommes, il n 'y  a qu 'un nombre fini de termes non nuls. 

(b)~  (c) et (d )~  (a) sont tr iviaux; nous d6montrerons (a)~  (b) et (c )*  (d). 

l* ( a ) ~ ( b )  

Dans l'indgalit~, de (a), nous pouvons remplacer ~ par ~ e -2~(x'~+ia> en posant 

h = h/2 ~ (avec y E Rn). On obtient aussit6t : 

I I Q ( n - y - i h ) q ~ l l L ~ < ~ i v g ( h )  sup I I P j ( D - y - i h ) v I [ L ~  (1) 

pour toute ~ EO(U) ,  tout  y E R  n e t  tout  hES .  

Soit ~ E D ( U ) ,  non nulle. Posons ap.q= d x  (p, q E N n ) .  Pour tout  en- 

tier m fini, la forme hernfitienne ~ ~ ap.q zp za est d~finie positive, non d~g~- 
IPl<~m Iql<~m 

ndrde. En effet, elle est 6gale s 

qui ne peut ~tre nulle que si tous les Zr le sont (parce qu 'aucune fonction non nulle 

de ~ ne peut  ~tre solution d'une ~quation aux d6riv~es partielles ~ coefficients con- 

stants). 

Ce fair implique qu'il existe une constante A 1 finie telle que :  

E Iz, l <A, E ap.qz, Sq 
P P,q 

pour tout  syst~me de nombres complexes (z p) (p e /W,  [Pl ~< m). 
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Soit alors R (D) un op~rateur diff~rentiel ~ coefficients constants,  quelconque. 

O U  a :  

R ( D + z )  99= ~, R(V)(z) (m>~ d e g R ( X ) ) .  
I p K m  

Le leeteur d6sireux de v~rifier cette 6galit~ n 'aura  qu'~ effecteur la t ransformat ion 

de Fourier  en x et  ~ d~velopper R ( y + z )  en s~rie de Taylor.  On en d~duit : 

~lR("(z)lS<A~ E 7~ a,,qR(V)(z)R(q)(z)=A~IIR(D+z)9911~, (2) 
P IPl ~. m I~l~<m 

eeei ~tant vrai  quels que soient R (D) (d'ordre ~< m) et  z E C n. 

Mais, d 'autre  part ,  il est ~vident qu'il existe A s <  + ~ telle que:  

II R (D + z) 99 I1%  = Eav,  q R (p) (z) R (q) (z) ~< A s ~ I R (v) (z)I s. (3) 
P, q P 

Remarquons  que A 1 et  A s n e  d~pendent  que de m et  de la function 99 (qu'on 

peut  choisir une lois pour  routes). 

I1 ne reste plus qu's  appliquer les in6galit~s (1), (2), (3), en prenant  99E~(U)  

arbitraire.  Appliquons d 'abord  (2) avec R = Q  et  z = - y - i ~ ,  ensuite (3) avec 

R=P~(]EJ)  (et z = - y - i l ~ ) ,  en t enan t  eompte du fait  que tous les Pj(X)  sont de 

degr6 ~<m. Compte tenu  de (1) : 

5 IQ (p) ( - y - i/~) I s ~< A 1 A~ A~ gS (h) sup 5 [ P~) ( - Y - i/~) is 
P . i e J  p 

pour  tou t  y E R ~ et  tou t  h E S. De l'~ se d~duit facilement (b). 

2 ~ (c )  ~ (d )  

D'apr~s (c), il existe B ' <  + c ~  tel que, pour  tou t  y E R  ~ et  tou t  h E S :  

I Q (Y - i ~)is ~< B,S gS (h) sup ~ I(P~ v) (y - i/~) I s. 
i e J  P 

Multiplions, ~ gauche et  s droite, cette in~galit~ par  I~ ( Y - i ~ ) i s  avec 99 E D (~). Le 

th~orSme de Plancherel  donne aussit6t : 

H e-<X" h> Q (D) 99 H%' 4 S 's gS (h) sup 5 H e-<X' h> p~) (D)  99 H%~. (4) 
J e J  p 

Or, d'apr~s le lemme 1.1, pour  chaque j'EJ il existe Cj< + ~ (ne d~pendant  que de 

f2 et  de l 'ordre de P~ (D)) telle q u e :  

Y II ~> P ? '  (D)99 It%, ~< c~ II ~> p, (D) 99 II%*. 
p 
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Posons alors C = sup C~. Iei intervient de nouveau le fait que le degrd des polyn6mes 
] e l  

Pj(X) est ~<m pour tout ?'EJ. On ddduit alors de (4): 

II e-<*" u> Q (D) ~ I1~' ~ C~ B'2 g* (h) supiCj ~ II e-(~' h> p~ (D) ~ I1~ 

pour route ~ E ~ (~) et tout hE S, d'ofl facilement (d). 

COROLLAIRE 1. Soient deux ensembles {Pj(D)} (/El),  {Q~(D)} (~EJ) d'opdra- 

teurs di//drentiels ~ coe//icients constants sur R ~, tous d'ordre <~ m. On suppose de plus 

que l'ensemble d'indices J e s t  /ini (alors que I e s t  quelconque). Les propridtds suivantes 

sont dquivalentes : 

(a) L'ensemble des P, (D) dquidomine exponentiellement l'ensemble des Qj (D) sur un 

ouvert non vide de RL  

(b) A chaque e >0  correspond h E R  ~ tel que, pour tout yERn;  

sup ~ [ Q~P' (y + i h)[ ~< e sup ~ I P~) (Y + i h)]. 
i e J  p ir 

(c) A chaque e >0 correspond h e R  ~ tel que, pour tout y E R  ~ : 

sup [ Qj (y + i h) [ ~< e sup ~ [ P~;) (y + i h) [. 
} e J  iE I  

(d) L'ensemble des P~ (D) dquidomine exponentiellement l'ensemble des Qj (D) sur R n. 

C o Ir o L L A I R E 2. Les propridtds suivantes sont dquivalentes : 

(a) L' ensemble des P~ (D) (i E I; les P~ (D) sont tous d' ordre <~ m) est exponentiellement 

dominant sur un ouvert non vide ~ de R n. 

(b) A chaque t >0 correspond h E R  n tel que, pour tout y E R ~  : 

1< sup 5 IP~P'(Y+ih)l 
e i e i  p 

(c) L'ensemble des P~ (D) est exponentiellement dominant sur R n. 

Dordnavant, lorsque nous aurons s faire ~ des op6rateurs s coefficients constants 

et ~ la domination exponentielle, nous dirons simplement dquidomine, domine, etc. 

au lieu de ~quidomine sur ~,  domine sur ~,  etc. 

CO~OLLAIRE 3. Soient des opdrateurs P~(D), Q~(D) ( i e I ,  ]EJ )  comme dans le 

corollaire 1. Si  l' ensemble des P~ (D) dquidomine exponentiellement l' ensemble des Qj (D), 

il dquidomine exponentiellement aussi l'ensemble des Q~) (D) (~EJ, p EN~). 
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CO~OLL.~IaE 4. Soient P~(D), Qj(D) comme clans le corollaire 1. Supposons 

qu'il existe une application i-->p~ de I dans N n telle que l'ensemble des P~P~)(D) dqui- 

domine exponentiellement l' ensemble des Qj (D). Alors l' ensemble des P~ (D) poss~de la 

mdme propridtd. 

C o R o L L A I ~ ]~ 5. Soient Qj (D) (~ E J) comme clans le corollaire 1. Soit un opd- 

rateur P (D) ~ eoe/]icients constants. Supposons que l'un des ddrivds P(~) (D) de P (D) 

gquidomine exponentiellement l'ensemble des Qj (D). Alors P (D) poss~de la m$me pro- 

pridtd. 

C o R o L L)~ I R E 6. S i  l 'un des ddrivds P(P) (D) d'un opdrateur P (D) est exponentiel. 

lement dominant, il en est de m$me de P (D). 

Une consdquence immediate du lemme 1.2 est que P (D) ne peut dominer que 

des opdrateurs d'ordre strictement inf~rieur au sien. Ceci peut  ~tre prdcis6, en con- 

siddrant l'ordre de P (D) par rapport s chaque variable, et plus gdndralement par 

rapport g chaque direction de l'espace; et on pourrait dtendre ce genre de considera- 

tions au ces des coefficients variables, ainsi qu's des dominations plus gdndrales que 

l'exponentielle. 

Des lemmes 1.1 et 1.2 ddcoulent de multiples consdquences, dont toute la suite, 

peu pros, va t~moigner. En voici cependant quelquesunes, tr~s dldmentaires. 

PROPOSITION 1.6. Soient P(D) ,  Q~(D) ( i 6J )  comme prdcddemment. Les pro- 

pridtds suivantes sont dquivalentes : 

(a) P (D) dquidomine exponentiellement les Qi (D). 

(b) P ( -  D) dquidomine exponentiellement les Q~ ( -  D). 

(c) /5 (D) dquidomine exponentiellement les ~ (D). 

Immddiat, en vertu du lemme 1.2, compte tenu de ce que /~ ( D ) = P  (D). 

C o ~ o L L A I R E. II  est dquivalent de dire que P (D), ou bien P ( - D), ou encore 

/5 (D), est exponentiellement dominant. 

PRO~OSITIO~ 1.7. Pour que P ( D )  Q(D) domine exponentiellement Q(D), il 

]aut et il su/]it que P (D) soit exponentiellement dominant. 

Que ce soit suffisant est banal. Montrons que c'est ndcessaire. Par hypoth~se, 

s chaque ~ >0, correspond h E R  n tel que:  

I Q(P) (Y + i h) l ~< e ~ I (P Q)(P) (Y + i h)[ pour tout y e RL 
p p 



22 ~RANqoIs TREVES 

Mais ~ I (P Q)(P) (Y § i h) l < M ~ I P(p) (Y § i h)[ ~ I Q(P) (Y + i h) l 
P P P 

off M est une constante ne d6pendant que des degrds de P ( X ) e t  Q(X).  De 1s 

aussit6t 
l ~ e M ~ l P ( V ) ( y + i h ) l  pour tout y E R  n. 

P 

PROeOSITION 1.8. Si P (D) domine exponentieUement un opgrateur Q (D) non nul, 

P (D) est exponentiellement dominant.. 

En effet, il existe c > 0  tel que c ~ l Q  (p)(z)t pour tout  zEC ~. 
p 

COROLLAIRE. Si P (D) est exponentiellement dominant et Q(D) non nul, alors 

P (D) Q (D) est exponentiellement dominant. 

En effet, d'apr~s la prop. 1.7, P ( D ) Q ( D )  domine exponentiellement Q(D) ct 

donc est exponentiellement dominant, d'apr~s la prop. 1.8. 

L EMME 1.3. Soit P (D) un opdrateur di//drentiel ~ coe//icients constants s u r  R n, 

d'ordre >~ 1. Soient deux polyndmes quelconques R, S ~ coe//icients complexes, h une 

seule inddterminde, tels que deg R >~ deg S. Alors, ~ chaque ouvert bornd ~ de R ~ cor- 

respond A (~)< + ~  telle que, pour route q~ED(~) et tout h E R  ~, on ait : 

[[ e<~. h> S (P (D)) (p ][L~ ~< A (~)[[ e (~' h> R (P (D)) ep ]Iv. 

s 

Posons R ( X ) = ~ A j X  ~-j, S ( X ) =  ~ B j X  s-j, Ao-4:0, Bo#O, s<r .  
] - 0  1 = 0  

Le lemme 1.1 montre qu'il existe Ca<  + ~ telle que : 

II e<~' ~> ~ I1~: < c~  Ile<X ~> P (D) ~ II- 

pour route ~v E D (~) et tout  h E R  ~. 

De plus, on peut prendre le diam~tre de ~ assez petit pour que Ca soit aussi 

petit  qu'on l 'aura voulu. De cette indgalitd ddeoule : 

[] e<X. h> pm-k (D) ~v IlL: < c~ II e<~ ~> pm (D) ~v ]Iv 

pour route qgED(f2), tout h E R  n, tout entier m, tout entier k tel que O<<,k<~m. On 

ddduit immddiatement de eela : 

II~ <~.~> s(P(D))~[I.-< ~ IB~IC~ll e<x'~>/'(D)~[IL: 
k - O  

< ~ IB~ICG +(~ ~)lle <~'~> P~(D)(pII-. 
k - O  
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Choisissons le diambtre de f2 assez pet i t  pour  avoir ~_ C~IA~I<~l lAo l  . Alors : 
k = l  

Aol Ile<X' > R(P(D)) vII.+ ~ IA I IIe<X. > k (D)  ll., 
k = l  

d'o f i  l 'on tire, compte tenu des diverses majorat ions rencontrdes : 

I Ao I I1 e<~" h> pr  (D) ~ II L -~ <~ 21I e<~" h> R (P  (D)) ~v ILL:- 

E t  donc : 

ceci pour  toute  o2 E D (f2) et tou t  h E R n. C'est l~ le rdsultat  relatif s un ouvert  parti-  

culler non vide. Mais alors le lemme 1.2 (dquivalence de (a) de (d)) prouve le lemme 

1.3 dans le cas gdndral. 

P R O P O S I T I O N  1.9. Les propridtds suivantes sont dquivalentes : 

(a) P (D) dquidomine exp~nentiellemeut les Qj (D) (1 ~< ~ ~ r). 

(b) Quels que soient les (r + 1) polyndmes R,  Rj  E C IX1] (1 <~ ~ <~ r) tels que deg R ~ 1, 

deg R ~ deg R s pour tgut ] = 1 . . . . .  r, R (P (D)) dquidomine exponentiellement les 

R j (Qj (D))  (1 <j~<r) .  

(c) I I  existe ( r + l )  polyndmes R,  R j E C [ X 1 ]  ( l ~ j ~ r ) ,  non tous nuls, avec deg R 

deg Rj pour tgut ~= 1 . . . . .  r, tels que R (P (D)) dquidomine exponentiellement 

les R~(Qj(D)) ( l~<? '<r)  

(b) ~ (c) dtant  banal, nous prouverons (a) ~ (b) ct (c) ~ (a). 

Posons m =  deg R; et  soit un ouvert  bornd quelconque f2 de RL I1 est dvident 

que si P (D) dquidomine exponent iel lement  les Qj (D), pm (D) dquidominc exponentiel- 

lement  les Q'f(D) (l~<?'~<r). A tou t  ~ > 0  correspond donc h E R  n tel q u e :  

[[ e<X. h> Q• (n)  q; IlL: ~< s [[ e <x' h> pm (n)  q~ ILL-. (1) 

pour toute  ~ E D ( ~ )  et tou t  l ~ < ] ~ r .  

Appliquons le lemme 1.3. Puisque deg Rj ~ m, il eziste Aj ( ~ ) <  + ~ tel que : 

[[ e<~' h> Rs (Q, (D)) ~0 IlL: ~< Aj (f~) II e<x' h> Q~ (D) ~ I{L~ (i = 1 . . . . .  r) 

et A ( f ~ ) <  + ~  tel q u e :  
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[I e<~' ~> pm (D) ~0 II- < A (~)II e<~' h> R (P (D))~ IIv 

ceci pour route q0ED (~) et tout  h ERL 

En combinant  ces indgalitds avec (1), on obtient le rdsultat cherchd. 

2" (c)~(a)  

Puisque les R, R s n e  sont pas tous nuls et que deg R ~  deg Rj, Fun des Rj 

n 'est  pas nul, et comme R (P (D)) domine exponentiellement R~(Qj (D)), done (prop. 

1.8) est exponentie|lement dominant,  nous pouvons supposer m= deg R j ~  1. 

Alors, en appliquant le lemme 1.3 eomme dans 1 ~ on voit  que pm (D) 6qui- 

domine exponentiellement les Q~ (D) ( j=  ! . . . . .  r). 

D'apr~s le lemme 1.2, ~ tout  s > 0  correspond h E R ~ tel que : 

Z I(QT) (q) (Y + ih)[ ~< s ~ I(Pm) (') (y + ih) l 
q P 

pour tout  y E R  n (et tout  j = l  . . . . .  r). Or il existe Bin< + ~  tel q u e :  

Z I(Pm) (") (Y + ih)]<~ B,~ [ Z I P  (") (y + ih)I] rn 
!o p 

off Bm ne d6pend que de m. On en ddduit : 

IQT (y+ih)  l=lQJ(y+ih)lm<<-eBm[~]P(")(y+ih)l] m 
P 

I 

soit enfin : I QJ (Y § i h ) l <~ (Bin e) m Z I P  (") (y + i h ) I 
P 

pour tout y ER ~ et tout  ] =  1 . . . . .  r. Mais alors le lemme 1.2 (6quivalence (c )~(d)  

du coroll. 1) implique le r6sultat. 

Voici maintenant  une consdquence de la prop. 1.3 : 

PI~Ot 'OSITION 1.10. Soient deux opdrateurs di/[dreutiels P (D), Q (D) ~ coe/[i- 

cieuts constants sur R n. On suppose que P (D) domine exponentiellement Q (D) et que 

Q (D) n'est pas nul. Alors, pour tout nombre /ini M et tout ~uvert non vide U de R ~, 

il existe un hombre ~ > 0 tel que si : 

[]e-<~.h> Q(D)q~HLo<~eHe <~'h) P(n)q~]lL, pour route q~ED(U), 

alors ndcessairement ] hi >t M. 

En effet, soit ~ un ouvert born6 non vide contenu dans U; P (D) domine uni- 

formdment Q (D) duns L (O (~); L 2 (~)). Nous pouvons appliquer la prop. 1.3. On 

dolt avoir : 
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6 

- ~< II ~ " '  ~> I1,.~(,)II ~-<~' ~> I1~(~, (~ > o). 8 

Mais en posant  ~ = sup Ix I : 

et donc e 2~lhl>~c/e, d'ofi le rdsultat. 

Voici un r~sultat qui nous servira ~ plusieurs reprises, dans la su i t e :  

LEMME 1.4. Soient p, qEIV n, q l ~ p l ,  q j = p j  pour tout 2 < ~ n .  On a : 

I1 suffit de ddmontrer  le rdsultat  lorsque 

Pz . . . . .  Pn=q~ . . . . .  q~=O et h z . . . . .  h , = O  

(car ensuite on n ' au ra  plus qu '~ substi tuer exp ( - (x z h~ . . . . .  x~ h.) D (~ p ...... P~) ef & ~). 

Mais alors e 'es t  un  eas partieulier du r6sultat  d~montr4 13. 9 : il suffit d ' y  ehoisir 

p ( t ) = h  i t ,  ee qui permet  de prendre co =[hl l  (done inddpendant  de f2). 

Nous  terminerons ee paragraphe par  un exemple : nous allons mont re r  que le 

laplaeien A = j  0 x~ est exponentiel lement dominant ,  mais que s i n  ~> 2, il ne domine 

exponentiellement aueun opdrateur ~ coefficients constants  du 1 er ordre. 

I ) ' abord ,  en ver tu  du eorollaire 6 du lemme 1.2, si l 'un des ddrivds P(~)(D) 

( p E N  ~) de P (D) est exponentiel lement dominant ,  il en est de m~me de P (D). Or 

si P (D) = A, alors pa .  0 ..... 0) (D) = 2 (0/0 xl) qui est exponentiel lement dominan t  (eomme 

il rgsulte immddia tement  du lemme 1.4, ou du eoroll. 2 du lemme 1.2, ou eomme 

on peut  le voir direetement).  

Supposons que A domine exponentiel lement l 'op6rateur  

Dans  ce cas, 

tel que : 

1 6 ~ 1  ( y l - i h , ) 2 +  ... + (y~-ihn)~12+ 1 6 ~  Y ly,+ih, l~+2n 
]=1 

]=1 

n 

~ l ~ j ~ x j  (~jEC, a j = A j + i B j ,  Aj,  B I E R ,  i = l  . . . . .  n). 
j= 

le coroll. 1 du lemme 1.2 exige qu'~ chaque e > 0  corresponde h E R  '~ 

pour tou t  y E R  n. (1) 
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Imposons  d ' abord  les conditions [Yl = Ih[ (rappelons que pour  zEC '~, [zl 2 = IZll s + -.. + [ znr') 
et  (y, h} = y~ h~ + ... + y, hn = O. 

D'au t r e  par t ,  r emarquons  q u e :  

r = 1 t S 

l 'un  

+ ~ (Bj Ak - Aj Bk) yj hk. 

Puisque t o u s l e s  ~s ne sont pus nuls, nous pouvons  supposer  par  exemple  que 

des Aj n ' es t  pas  nul. Prenons  alors y dans le p lan  (b, deux  dimensions!)  en- 

gendr6 par  h et  pa r  le vec teur  a =  (A 1 . . . . .  An). D 'apr~s  les conditions impos6es 

(j=~l AjYj)2+ (j=~ Ajhj)~=((a, Y})2 + (~a, h})2=la]2 lh' 2. 

Si y vdrifie ces diverses conditions, - y  les v6rifie aussi. Nous  p o u v o n s  donc 

imposer  la condit ion suppl6mentai re  : 

(BjA~- A~Bk) yjhk >~O. 
j - - k  

Avec ce choix de y, on voi t  que 

j~=io:j (y~ + ihs)r >~ ,a,21h, s. 

, ~ Rcmarquons  q u e  ] a l  2 = A~ + . - .  T An ne ddpend que de l 'op~rateur  ~. ~j - - .  
~=1 ~xj 

Mais si (y, h } = 0  et ] y l = l h l ,  lc 1 er membre  de (1) devient  ~gal s 32nSlh12+2n. 
Au total ,  nous avons  montr~  que, quel que soit hER n v~rifiant (1), on pouva i t  

choisir yER n tel que l 'in~galit~ (1) s '~crive : 

c [h 12 + c' ~>-1 i h [2 (c, c' > 0 inddpcndantes  de h et de e). 

Or, d 'apr~s  la prop.  1.10, lorsque s-->0, [h[-~ + oz. Pou r  s assez pet i t ,  la major~t ion  

prdc~dente est donc absurde.  
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w 4. Op~rateurs diff~rentiels a coefficients constants exponentieUement dominants 

D~s clue la domination exponentielle est introduite, la premiere question qui vient 

l 'esprit  est de savoir s'il existe des opdrateurs ~ coefficients constants P (D) qui ne 

soicnt pas dominants (i.e. qui ne dominent pas l'identit6). Or c'est le cas pour un 

op~rateur aussi simple que a /a  x I + i (~/~ x~). Sinon (coroll. 2 du lemme 1.2), pour 

chaque s > 0 ,  il existerait h=(hl ,  h~)ER 2 tel que IP(y+ih) l>~e  -1 pour tout y E R  2. 

Mais ceci est impossible, car y l=h~,  Y 2 = - h i  implique P ( y + i h )  O. En passant, 

remarquons la profonde hdtdrog6nditd que cet exemple rdv~le entre domination ex- 

ponentielle et ellipticitd, puisque l 'un des opSrateurs elliptiques les plus simples n 'est  

pas dominant (alors que la laplacien, lui, l'est). 

L 'obje t  s peu pros unique de ce paragraphe est la caractdrisation des familles 

fiuies d'opdrateurs diffSrentiels ~ coefficients constants qui sont dominantes (cfr. 

ddf. 1.2). 

Cette caract~risation (du moins pour un opdrateur) a ~t~ formulae dans Trdves [12]. 

La d~monstration que nous en poss~dions devait normalement prendre place dans 

le present exposd. Son tcxte ayant  ~t~ soumis, au dernier moment,  s M. L. HSr- 

mander, celui-ci a bien voulu nous communiquer une nouvelle preuve, par lui trouvde, 

du m~me rdsultat. La mdthode suivie par HSrmander est tout-~-fait diffdrente de 

celle de l 'ancienne d~monstration. Elle comporte de nombreux avantages : elle semble 

beaucoup plus proche du fond des phdnom~nes et (probablement pour cette raison) 

elle est considdrablement plus simple; en outre, elle permet  de pr~ciser les bases de 

domination. C'est pourquoi nous nous sommes permis de la substituer h la d~monstra- 

tion origine]le, stirs que le lecteur y verrait sa t~che fortement facilit~e. 

Nous allons commencer par  dtablir quelques rdsultats prdliminaires, de nature 

purement  algdbrique. 

Nous allons considdrer une alg~bre de polynSmes h coefficients complexes, ~ n 

ind6termindes, c'est-s unc sous-alg~bre A de C [X 1 . . . . .  X,].  Nous supposerons 

toujours que A n 'est  pas rdduite s {0} et qu'elle vdrifie la condition suivante : 

(SD) Si P (X) ~ ~ ,  alors P(~) (X) ~ / i  pour tout p ~ N ~. 

L E ~ ~ ]~ 1.5. A est engendrde (en rant qu'alg~bre) par l'ensemble /ormd du poly- 

n6me 1 et de r polyn6mes homog~nes de degrd l, appartenant ~t A et lindairement in- 

ddpendants (ce qui exige r<~ n). 

Puisque A n'est  pas rdduite s {0}, A contient un polynSme non nul. L 'un  au 

moins des ddrivds de ce polynSme est une constante non nulle. Puisque A est une 

alg~bre sur C, il en rdsulte que le polynSme 1 appart ient  ~ A. 



28 FRA•qOIS TR~VnS 

Prenons alors un syst~me lin~airement ind~pendant maximal dans l'ensemble des 

~l~ments homog~nes de degr~ 1 de A; par un changement lin~aire de variables, nous 

pouvons supposer que les ~l~ments de ce syst~me sont les monSmes X 1 . . . . .  X r (r ~< n). 

Raisonnons par rabsurde : supposons que l'ensemble (l, X 1 . . . . .  Xr) n'engendre pas v4. 

Cela signifie qu'il existe un polynSme P (X) dans ~4 contenant effectivement ]'une 

des inddterminSes Xr+l . . . . .  X~ (avec notre hypoth~se, on dolt ~videmment avoir 

r <  n). On peut d~river P (X) jusqu'g obtenir un polynbmc de la forme : 

c~+1X~+I + ..- + c, X~ + Q (X 1 . . . . .  XT) 

(Fun au moins des nombres complexes c~+~ . . . . .  cn 4tant =t=0). 

En vertu de (SD), ce polynSme appartient g ~4; et il en est de m~me de Q 

qui appartient ~ l'algbbrc engendr4e par les Xj (1 ~< 1"~< r); donc cr+l X~+I + ... + cn X~ 

appartient ~ A, contrairement ~ l'hypothbse clue tout 414ment homogbne de degrd 1 

de v4 est une combinaison lindaire des X 1 . . . . .  Xr. 

Nous d4signerons par V l'ensemble des vecteurs v de C = tels que 

P (X  + k v) = P (X)  

pour tout 2 complexe et tout polynSme P (X) de A. I1 est clair que Ves t  un sous- 

espace vectoriel de C n (en prenant C comme corps des scalaires). 

L E M M E 1.6. Tout polyndme Q (X) E C [X  1 . . . . .  X~] tel que Q ( X  + v) = Q (X) pour 

tout v E V, appartient h A .  

Par passage au quotient Cn/V ,  on se rambne aussitSt au cas V =  {0}. I1 suffit 

alors de ddmontrer que tout polynSme homogbne du 1 ~ degrd appartient ~ ,4. Si 

cela dtait faux, le nombre r du ]emme 1.5 serait < n. Mais alors, d'aprbs ce lemme 

1.5, il existerait un vecteur non nul v tel que P (X + 2  v ) = P  (X) pour tout  2 e C et 

tout P E,4 : il suffirait de prendre pour v un vecteur non nul annulant r polynSmes 

de degr~ 1 de ,4 qui, joints g 1, engendrent ,4. 

L 1~ M M E 1.7. Notons Lj (X)  = Rj (X)  + i Jj  (X)  (~ = 1 . . . . .  r) r polyndmes homog~nes 

de degrd 1 de A ,  lindairement inddpendants sur C, qui engendrent .4 lorsqu'on leur 

ad]oint le polyndme 1; Rj (X)  et Jj  (X)  sont des polyndmes & coe//icients rdels. Leo con- 

ditions suivantes sont dquivalentes : 

(a) Le syst~me des Rj  (X), J~ (X) (]= 1 . . . . .  r) est lindairement inddpendant. 

(b) II  n'existe aucun vecteur h E R n non nul vdriliant (h, v )  = hl v~ + ... + h~ v= = 0 

pour tout v E V. 
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1 ~ ( a )  ~ (~) 

On peut  effectuer un changement  de variables lindaire, s coefficients rdels, de 

mani~re ~ ramener  R j ( X )  s la forme Xj et J j ( X ) s  Ia forme XT+j ( l~? '~<r;  re- 

marquer  que (a) implique 2 r~< n). I )onnons-nous un vecteur  h' E R ~ arbitraire; soit 

g' un  vecteur  de R n vdrifiant : g~ = -h'~j, g~j=h~ ( j =  1 . . . . .  r); les autres composantes,  

s'il y e n  a, de 9' sont  choisies arbi trairement.  On a : 

(h;+ig;)+i(h~. j+ig~j)=O pour  tou t  j = l  . . . . .  r. 

Faisons le changement  de variable inverse du prdcddent : appelons h et g les trans-  

formds respectifs de h' et de g ' ;  remarquons  que h est encore arbitraire dans R' .  

011 a :  

R t (h + i g) + i J j  (h + i g) = 0 pour  tou t  i = 1 . . . . .  r. 

I1 en rfsulte imm6diatement  que h + i g E  V. Nous avons donc prouvd cec i :  

(b') Pour tout h E R  ~, il existe g E R  n tel que h + i g f i  V. 

Montrons alors que (b') est dquivalent ~ (b) : (b') implique (b), car supposons 

que ( h , v > = 0  pour  tou t  vEV; prenons v = h + i g .  On obtient  ]h ]~+ i (h ,g )= O ,  d'ofl 

h = 0. (b) implique (b'). En  effet, pour  z E C ~, posons 1% z = (Re z 1 . . . . .  Re  z.); Re z E R L  

I1 nous suffira de montrer  que, si (b) est vrai, alors le sous-espaee vectoriel de R ~ 

formd des vecteurs Re  v, v parcouran t  F, est identique ~ R ~ entier. Sinon il existerait 

h ~ R  ~ orthogonal  s ce sous-espace; or si v = v ' + i v " E V  (v', v"ERn),  on a aussi 

- i v E  V. Comme R e v  = v '  et Re ( - i v ) = v " ,  h serait or thogonal  s la fois s v' et 

v", donc ~ v. Comme v e s t  arbitraire dans V, eeci contredit  (b). 

2 ~ ( b )  * ( a )  

Plus exactement,  nous allons prouver  que ( b ' ) *  (a). Raisonnons par  l 'absurde : 

par  supposons que le systbme des tl~, J j  ne soit pas  lin~airement ind~penda.nt, 

exemple qu'il  existe 2 r - 1  constantes r6elles bl, aj, b1 ( 2 4  i~< r) telles que: 

r 

R l = b l J l  + ~ (ajRj+bsJj).  (1) 
i=2 

Prenons h E R  ~ arbitraire; d 'apr~s (b'), il existe g E R  ~ tel que g + i h E  V, donc tel que 

L j ( ~ §  pour  tou t  ]-=1 . . . . .  r. Ceci ~quivaut au syst~me d '~quations : 

Rj (g) = - J j  (h), J j  (g) = Rj (h) (] = 1 . . . . .  r). (2) 
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L'6galitd (1) donne : 

R1 (g) = 51 J1 (g) § ~ [aj Rj (g) § bj J j  (g)]. 
]=2  

ce qui peut  encore s'6crire, compte tenu des 6galit6s (2) : 

- J 1  (h)  = b I R 1 (h)  - ~ [aj J j  (h)  - bj Rj (h) ]  
j - 2  

soit, puisque h est arbitraire dans R~:  

- J l = b l  R1 - ~ ( a j J j - b j R ~ ) .  (3) 
1-2  

Multiplions les deux membres de (3) par  + i et  re t ranchons le r~sultat, membre  s 

membre,  de (1). I1 vient  : 

R 1 + i J ~  = b I (J1 - i R1) § ~ [aj (Rj § i Jj) + bj (Jj - i Rj)] 
]=2 

d'oh l 'on tire : ( l + i b l )  L I =  ~ (a j+ib j )  Lj, 
j = 2  

ce qui contredit  le fair que les Lj sont l indairement inddpendants  (sur C). C.Q.F.D. 

Nous sommes main tenan t  en mesure de d~montrer  le thdor~me suivant  : 

T H ~ O R ~ M E  1.4. Soit une /amille /inie d'opdrateurs di//drentiels sur R ~, ~ coe[- 

/icients constants, PI  (D) . . . . .  Pr (D). 

Pour  que cette /amille ne soit pas exponentiellement dominante, il ]aut et il su//it 

qu'existent uu automorphisme vectoriel u de R ~ e t  r polyn6mes [ L E  C [Z 1 . . . . .  Z~], avec 

2 ~ <~ n, tets que : 

Pj (u .  X) = I-L ( x i  + i x~+l . . . . .  x~ § i x ~ )  pour tout ~ = 1 . . . . .  r. (1) 

Si  la /amille considdrde est exponentiellement dominante, il existe uu sous-espace 

vectoriel W de R n, un hombre s > 0  et pour chaque h E~ W, une constante /inie Ah 

tels que : 

t~<Ah sup ~ [ P ~ P ) ( x + i t h )  I 
l ~ j ~ r  p 

pour tout y ~ R n et tout t > O. 

(1) Si u s'exprime, d~ns la base de R n choisie, par la matrice (u~), P (u" X) es~ le polynSme 
P (u] Xi  + "'" + u~ X . . . . . .  ul  X1 + ' ' "  + u~ Xn). 
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Nous  allons appliquer les lemmes 1.5, 1.6 et 1.7 s l 'alg~bre A engendrde par  

les P~P)(X) (pEN~;  ] = 1  . . . . .  r); V est a t tachd s A comme il a ~ t d d i t .  I l n o u s f a u t  

distinguer deux c a s :  

1 ~ I1 y a un  vecteur h' E R ~ non nu l  orthogonal ~t V (i.e. tel que h~ v 1 + --- + h" v~ = 0 

pour tou t  vE V). 

Dans ce cas, le polyn6me (h ,  X }  = h~ X 1 + ... + h'n X n  v~rifie la condition du lemme 

1.6 et par  consdquent appar t ient  s A.  I1 s 'exprime donc comme un polyn6me en 

les P ~ ) ( X )  (pEN~; ~ = 1  . . . . .  r), d'ofi r~sulte aussit6t qu'il  existe deux constantes 

positives finies A, M telles que, pour  tou t  z E C n :  

Prenons z = y + i t h ,  avec (h,  h ' )~ :O .  On a, en posant  s = l / M :  

[ 1 ts<[f(h, h~l] j~l ~ IP?)(y+ith)l 

pour tou t  y E R  ~ et tou t  t > 0 .  Ceci, moyennan t  le coroll. 2 du lemme 1.2, (1) va  

prouver  la derni~re partie de l'dnonc~, quand nous aurons prouvd que la ndgation de 

1 ~ dquivaut  s dire que la famille {Pj (D)} est non exponentiellement dominante.  On 

peut  prendre pour  W le sous-espace vectoriel de R ~ orthogonal  ~ l 'ensemble des h ' E  R ~ 

or thogonaux ~ V, ou, si l 'on pr~f~re, l ' image de V par  l 'application v ->Re  v. 

2 ~ I1 n'existe pas de vecteur non nu l  de R n orthojonal  ~ V.  

Nous avons vu que cela est dquivalent au fair que pour  tou t  h E R  n il existe 

g E R  n tel que h + i g E V .  Si la famille { P j ( D ) }  ~tait dominante,  d 'apr~s le coroll. 2 

du lemme 1.2, pour  tou t  e > 0 ,  on pourrai t  t rouver  h E R  n tel q u e :  

1 ~ < ~  ~ [ p ~ m ( y + i h ) [  pour tou t  y E R  n. 
J=l  p 

Mais, dans le 2 e membre  de cette in6galit6, on peut  remplacer y par  y +  g (g choisi de 

sorte que g + i h E V). D'apr~s la ddfinition de V, ce second membre  devient alors dgal 

(1) On peut appliquer ici le coroll. 2 du lemme 1.2 en tenant compte du fair que : 

l<~]<~r p j = l  p l<~]<~r p 

quel que soit z E C n. 
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1=1 p 

off y peut  gtre fixd arbitrairement dans R n. Mais 1/e peut ~tre arbi trairement grand, ce 

qui est absurde. 

Compte tenu de 1 ~ il rdsulte de eela que, pour la famille {Pj(D)), 6tre ex- 

ponentiellement dominante dquivaut ati fait qu'il existe un vecteur de R n orthogonal 

V. Ainsi se trouve ddmontrde la deuxi~me partie de l'dnoncd. Pour la premiere, 

il suffit d 'appliquer le lemme 1.7 (dans lequel ce qui est notd r e s t  sans rapport  

avee la signification actuelle de r et dolt maintenant  8tre notd v). L 'automorphisme 

vectoriel u du th. 1.4 sera n ' importe  quel automorphisme transformant R s (X) en X~ 

et J j  (X) en X~+j pour t o u t  j =  1 . . . . .  v. 

COROLLAIRE.  Pour que P ( D )  ne soit pas dominant, it /aut et il suHit qu' i l  

soit semblable dt un opdrateur di[/drentiel de la [orme : 

Ox,+l . . . . .  Ox, , 2 v ~ n ,  :~EC[Z  1 . . . . .  Z~]. 

P R O P O S I T I O N  1,11. Tout P ( D )  auto-ad]oint, d'ordre >~ 1, est dominant. 

En effet, P (X) est un polynSme ~ eoeffieients r6els, ee qui serait exelu par  le 

eoroll, du th. 1.4 si P (D) dtait non dominant.  

De tout eela rdsulte que sont exponentiellement dominants le laplaeien, l 'op6ra- 

teur de la ehaleur, eelui de Sehr6dinger, t o u s l e s  opdrateurs de type principal dont 

la partie homog~ne de plus haut  degrg est rdelle (~ un faeteur pros), t o u s l e s  opdra- 

teurs diff6rentiels ~ une variable, etc. Un op~rateur comme 02/~x2~+i(8~/Ox~)es t  

aussi dominant.  

Si la partie homog~ne de plus haut  degr6 d 'un opdrateur est dominante, cet 

opdrateur est dominant. Mais la rdeiproque n 'est  pas exacte, comme le prouve 

dominant, sans qu'aucun de ses ddrivds ne le soit. Un opdrateur peut  8tre 

Exemple : 
~2 . ~ ~2 

+2 0x " 

Le produit de deux opdrateurs non dominants peut 8tre dominant.  

le laplacien sur R 2. 

Exemple  : 
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Pour  ce qui est du n o m b r e s  du th. 1.4, voici un  cas impor tan t  oh oll peut  le 

prendre ~gal ~ 1 : 

P R O P O S I T X O ~  1.12. Soit P (X)EC [X 1 . . . . .  X,] de degrd m. Notons Pro(X) la partie 

homog$ne de degrd m de P (X). Pour que Pm (D) soit dominant, il [aut et il su[/it 

qu'existe un vecteur h E R n et une constante /inie A tels que : 

]t[<<.A ~ [P(V)(y+ith)] pour tout y E R  ne t  tout t rdel. 
Ipl>~rn-1 

Que la condition soit suffisante est ~ peu pros ~vident, compte  tenu de ce que, 

si I p l = m - 1 ,  
P~) (X) -P(~)  (X) = P(~)(0). (1) 

Montrons que la condition est necessaire. Pa r  hypoth6se,  quel que soit e > O ,  

il existe h E R "  tel q u e :  

1 
- ~ < ~ l P ~ ) ( y + i h ) l  pout  tou t  y E R " .  
8 p 

On peut  prendre e assez petit ,  et  h e n  consequence, pour  n ' avoi r  s sommer,  dans  

le 2 e membre  de l'indgalit~ prdcddente, que par  rappor t  aux p E N  ~ v4rifiant 

I p l ~ < m - 1  (s un facteur  2 pros, devan t  la somme). Or, s'il existait  YaER n tel que 

P~) (Ya + i h) = 0 pour  tou t  p, [ p I = m -  1, en ver tu  de l 'dgalit6 d 'Euler ,  ce serait en- 

core vrai  pour  tou t  p, ]p[ ~< m - 1 .  Donc il existe c > 0 tel qu 'on  air : 

i,l=~m_l lP~)(y+ih)]>>-C quel que soit y E R  n. 

En  remplagant  y par  y/t(t:~O) et en repassant  s P (compte tenu de (1)), on obt ient  

facilement le r6sultat. 

CHAPITRE II 

Op~rateurs hyperboliques, op~rateurs paraboliques 
et domination exponentielle 

La domination(1) sugg~re une classification des op~rateurs diff~rentiels, bas~e sur 

ce principe, que la classe d ' u n  op~rateur donnd puisse se reconnaltre par  le seul 

examen de ceux qu'i l  domine. La  comparaison des opdrateurs diff~rentiels introduite 

(1) I)ans le pr6sent ehapitre, routes les fois qu'il sera question de domination, il s'agira de d 0- 
ruination exponentie!le; nous omettrons toujours la mention ~ exponentielle~) ou ~ exponenti- 
ellement ~. 

3 - 593801. Acta mathematica. 101. Imprim~ le 7 avril 1959. 
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par HSrmander,  la relation << plus fort que ,>, donne lieu & un procddd de ee genre, 

qui retrouve trbs s i m p l e m e n t  des cat6gories admet tan t  d 'autres  d6finitions, telle celle 

des elliptiques, qui sont les opdrateur s plus forts que tout  op~rateur du m6me ordre. 

Rien dvidemment n ' interdit  de d~finir de fa~on analogue, mais s l 'aide de la domina- 

tion, des classes d'opdrateurs diff~rentiels: par  exemple, eeux qui dominent tout  

op~rateur d 'ordre strictement inf6rieur. Mais dans quelle mesure peut-on esp6rer re- 

eouper ainsi les classifications traditionnelles? 

Peu d'espoir nous est laiss~ du c6t~ des elliptiques. Nous avons vu, au cha- 

pitre I,  qu 'un op~rateur elliptique tr6s simple, ~ / ~ ,  n 'a,  en fait de propri6t~s de 

domination, mSme pas le minimum, i savoir qu'il domine l'identit~. Bien au con- 

traire, il s 'est rgv61d 8tre l'~lgment constitutif typique de t o u s l e s  op~rateurs non 

dominants. D'autres  elliptiques, comme le laplacien, poss~dent de relat ivement bonnes 

propri~tds de domination (encore que le laplaeien, par exemple, ne domine aucun 

op6rateur du premier ordre). 

De 1s r~sulte qu'il serait insensd, s fortiori, de chercher s d~finir l'hypoellipticit~ (1) 

l 'aide de la domination. Mais heureusement la situation se trouve renvers~e si l 'on 

examine une sous-cat6gorie des hypoelliptiques, les paraboliques. Ces op~rateurs, ainsi 

que les hyperboliques, non seulement jouissent d'excellentes propri~t6s de domination, 

mais encore celles-ci sont caractdristiques, et la caract6risation qu'elles fournissent 

s'6tend, dans sa presque totalitY, aux op6rateurs hyperboliques et paraboliques ~ coef- 

ficients variables. Les dominations qui se t rouvent  associ6es g l 'hyperbolicit6 d'une 

part, s la parabolicit6 de l 'autre, ne sont en aucune faTon anarchiques : 

1 ~ les bases de domination sont typiques; elles sont constitu6es par  des 

exp ( - < x ,  h>), oh l 'on peut  prendre, comme ensemble de vecteurs h, le cSne de 

lumi~re dans le cas hyperbolique, l 'axe des temps positifs dans le cas parabolique; 

2 ~ ehaque lois, la domination est r~alis~e ~ l'aide d 'une forme sesqui-lin6aire 

remarquable sur 9 ;  

3 ~ et, du moins dans le cas des coefficients constants, la domination est r6alis6e 

globalement, c'est-s par  des majorations valables quel que soft lc support  des 

fonctions de D qui interviennent (et non pas, comme dans le cas g6n6ral, seulement 

sur les ouverts born6s). 

Notre  propos, dans ee chapitre, sera de pr6ciser et de d6montrer ees divers points. 

(1) Un polyn6me diff6rentiel P (D) est dit hypoelliptiquo si toutes les solutions distributions 
de l'6quation P ( D ) T  = 0 sont des fonctions ind~finiment diff6rentiables. H6rmander, dans [2], a 
caracteris6 tousles polyn6mes diff6rentiels hypoelliptiques. Tout op6rateur eUiptique est hypo- 
elliptique. 



RELATIONS DE DOMINATION ENTRE OPERATEURS DIFFERENTIELS 35 

w l .  Op~rateurs hyperboliques ~t coefficients constants 

Spit P (D) un op~rateur diff~rentiel sur R n, & coefficients constants, d'ordre m. 

Nous noterons Pm (D) sa partie homogbne d'ordre m. 

PROPOSITON 2.1. Les propridtds suivantes spat dquivalentes : 

(al) P(D)  dquidomine les D p ( Ip l~<m-1) .  

(bl) II existe h E R ~, A < + ~ tels que, pour tout y ER ~ : 

l y+ ih[m- I< .AIPm(y+ih )  l. 

(Cl) I1 existe hER  ~, B <  +c~ tels que, pour ~tous t>~l et q~EO : 

Y Ile'<X'h> D ' v l I .  < TII~ P t D ) v l I . .  
IPl~<m-1 

En outre, le mgme vecteur h peut figurer dans (bl) et (cl). 

(e l )*  (al) est banal. Nous d6montrerons (a l )*  (bx) et (b l )*  (el). 

t *  (a l )  :~ (h i ) .  

D'aprbs le coroll. 1 du lemme 1.2, & tout  e > 0 correspond h, E R n tel que : 

l y + i h ,  l m - l < e X l P ( ' ) ( y + i h , ) l  pour tout  y e R " .  
p 

Mais il existe M, B <  + oo tels que zEC ~, I zl~> M, implique 

IP ( z ) -Pm(z ) l  + 5 P(~)(z)[<Blzl m-l" (1) 
p >11 

Or, d'apr~s la prop. 1.10, quel que spit 0<  + ~ ,  on peut  hfi faire correspondre e > 0  

tel que n&essairement I h, 1/> 9" Ceci nous autorise & choisir e = (2 B) -1 et I h el ~> M. 

Avee ce choix : 

ly+ih~l 'n- l<elPm(y+ih. ) l+~Bly+ih~l  '~ ~, 

spit: ly+ih ,  lm-~<.2~lP.,(y+ih.)l pour tout y e R  n. On pourra choisir pour h Fun 
de ees veeteurs h~ (alors A=B-1) .  

2 ~ ( b l )  => (01).  

Dans (bl), on peut remplacer y par t - l y  (t>~l) et en ddduire, grs & l'homo- 

g6ndit6 de Pm (X) : 

t ly+i th lm-x<<.AlPm(y+i th)  l pour tout  y e R  ~. 

Remarquons que eette in~galit6 exige h4:0 (pour t>~ 1 fixd arbitrairement). Sinon on 

aurait ly]m-l<.A'lPm(y) l pour tout  y E R  n, ce qui est exclu, puisque Pro(X)es t  

homogbne de degr6 m. 
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Utilisons de nouveau  l 'indgalitd (1). Pour  t >~ ~ I  I h 1-1 + 2 A B, elle implique aussitSt, 

pour  t ou t  y E R ~ : 

ttu+ ithlm-l <2 A IP (u+ th)l. 

Mais dbs que t e s t  assez grand, on a, pour  tou t  y E R  ~ : 

t l u + i t h l k < 2 t l y + . h l  
k = 0  

Ce qui nous conduit  f inalement  au rdsul ta t  su ivant  : 

I1 existe deux  constantes  posi t ives finies C, T telles que, pour  tou t  t>~T et  

t ou t  y ~ R n : 
rn--1 

2 ] y + i t h l  ~ <  ] P ( y + i t h l  2. (2) 
k~O 

Soit  alors ~ e~)  queleonque E n  posant ,  comme d 'habi tude ,  

~ ( z ) = f ~ 0  (x) exp ( - 2 i n ( x ,  z } )dx  (zeC~), 

on peu t  mult ipl ier  les deux membres  de (2) pa r  ]~(y+i th ) ]  2. Tenons compte  d e :  

1) r (y + i t h) = f [exp (2 ~ t (x,  h}) ~0 (x)] exp ( - 2 i ~ (x,  y}) d y; 

2) X f z[" ... z~ n r ~< I z ]~e pour  t ou t  z e C n. 
I~l=k 

E n  appl iquant  le th~or~me de Plancherel,  qui entraine 

f 
on obt ient  imm~dia tement  la condition (c 0 (on se ram~ne du eas t>~ T au cas t>~ 1 

par  une homoth~t ie  sur h). 

Nous dirons que P(D)  est normal (sous-entendu : en x 0 si P(y )=ay '~+Q(y ) ,  

avec degu, Q (y) <~ m - 1 e t a  eomplexe non nul. 

D]~ ' IZ~ITIO~ 2.1. On dit que P(D)  est hyperbolique normal si P ( D )  est normal 

et de plus, lorsque n>~ 2, si Pm (D) vdri/ie la condition suivante : 

Quel que soit yO=(y~ . . . . .  y , ) E R  ~-1 non nul, le polyndme Pro(Y1, yO) en Yl a 

toutes ses racines rdeUes et distinctes. 

D ~ F I N I T I O N  2.2. On dit que P (D) est hyperbolique si P (D) est semblable ~t un 

opdrateur hyperbolique normal. 



RELATIONS DE DOMINATION ENTRE OP~RATEURS DIFFERENTIELS 37 

I1 est clair, d'apr~s cos ddfinitions, que les propridtds ~ P (D} est hyperbolique 

(resp. hyperbolique normal) et (( Pm (D) est hyperbolique ~ (resp. hyperbolique normal) 

sont 6quivalentes. 

D'autre part, on remarque que si P (D) est hyperbolique, alors, s un faeteur 

constant pros, Pm {D) est un opdrateur rdel (i.e. ~ coefficients rdels). En effet, ra- 

menons P~ (D) s la forme hyperbolique normale. Alors 

P,n (Y) = a (Yl - rl (yO)) ... (Yx - rm (yO)), 

off les r~ (yO) sont les racines du polynSme en y~ Pm (Yl, yO) (en supposant yO fix~). 

D'apr~s ]a d~f. 2.1, les rj(y ~ sont toutes rdelles, quel que soit y~ d'ofi il suit 

que a -1 (2 i xe)mPm (D) a ses coefficients r~els. 

Tn~OR~ME 2.1. Les propridtds suivantes sont dquivalentes : 

(a) P (D) est hyperbolique. 

(b) P (D) dquidomine les D p (IP] ~< m -  1). 

(c) I1 existe hER n, 0 < A <  §  tels que, pour tout t>~l et route qJEO : 

E Ile-"~'~>D ~11.< Re (e-t(~'h)P(D)9~, e-t(~'h) Ph(D)q~)L, 
IPl<~m-1 

OU Ph ( Y ) = ~  h l ~ y l §  § P(Y), 

(c) implique la proprigtg (%) de la prop. 2.1 par application de t'inggalitg de 

Schwarz et eompte tenu de ce qua Ph (D) est d'ordre m - 1; et done, en vertu de cette 

proposition, (e)~(b).  Toujours d'apr~s la prop. 2.1, (b) implique la propri~tg (b~)de 

cette proposition. Nous d6montrerons que (b~) implique que P (D) est hyperbolique, 

c'est-~-dire (a), et que (a )*  (c). 

i ~ 0 } ~ )  ~ ( a ) .  

Faisons un changement de variables lin&ire dans R n de sorte que h devienne 

le vecteur (1, 0 . . . . .  0). Notons encore P (D) l'op~rateur transformS; P (D) est normal, 

sinon yO= 0 impliquerait P~ (y)= 0 quel que soit Yl r~el ou eomplexe, ce qui est en 

contradiction avec l Yl + i[ m-1 < A ]P~ (Yl + i, 0) l. Deuxi~mement, routes les racines du 

polynSme Pm(Z 1, yO) en z 1 (y0 fixd arbitrairement dans R n-l) sont rdelles. Car si 

z l = y l + i t ,  t#-O, dtait une racine, on aurait : 

I ,l" 1--I,I - - '  I 
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ce qui est  absurde.  Enfin, lorsque y0=~0, les raciues de P~(zl, y~ sons routes  dis- 

t inctes. Car supposons que Yl soit racine double. Quel que soit t~>l,  on aura i t  : 

t m-k cOk.pm( ) 
(Ityl + i l§176  +i'  tYO) 14Ak=e ~ ~ .  ~ y " 

Or, en d iv isant  ]es deux membres  ex t remes  pa r  t m-1 et  en faisant  tendre  t vers 

+ c~, le dernier  t end  vers 0 et  le premier  vers  l yl  m-1. 

2" (a)~  (e) 

Moyennan t  dventuel lement  un au tomorph i sme  de R", ramenons  P(D) ~ la forme 

hyperbol ique normale,  avee % = 1. E n  outre,  commen~ons pa r  supposer  P(D) homo- 

g~ne d 'o rdre  m. Posons P l ( y ) = ( 1 / 2 i ~ ) ( ~ P / a y l ) ( y  ). Fixons a rb i t ra i rement  yO dans  

R n-1 et  notons  rk(y ~ les racines (rdelles et  dist inetes si y ~  de P(Yl, Yo) en t a n t  

que po iyn6me en Yl. Posons, pour  2:1 E C queleonque : 

Qk(zl, Y~ /~ (z 1 - r j ( y ~  ( k = l  . . . . .  m). 
j = l , j ~ k  

On a : 2 i n  P1 (Zl, y0) = Q1 (Zl' y0) + . . .  + Qm (z1, Y0); 

et  quel que soit k = l  . . . . .  m, 

P (zl, y~ = (z 1 - r~ (yO)) Qk (2:1' yO). 
On en t i r e :  

-1 
p (Zl, yO) P1 (2:1, y0) = 

d'ofi enfin, pour  tou t  z 1 E C :  

Re  P (zl, yO) PI  (zl, yO) = _ _ _  

Pour  tou t  ceei, cfr. [1], p. 40. 

(zl - rk (yO)) [Qk (2:1, yO)12, 
k 

z, fQ (2:l, y~ 2 
2:T~ k=l/-~ 

Prenons  z l=y l+(2 i z t ) - l t  ( t>O).  On voi t  q u e :  

4~  2 Re P (z 1, yO) P1 (zl, yO) = t ~ I Qk (Zl, yO)12, 
k=O 

Notons  F(y, t) le second membre  divisd par  t :  c 'es t  une fonct ion continue, posi t ive 

et  pos i t ivement  homog~ne de degrd 2 ( m - l )  de Yl . . . . .  Yn, t. La  eontinuit~ de F(y, t) 
r~sulte ce que les rk(y~ dtant  routes  distinctes quel que soit y~ peuven t  6tre 

indieides de fa~on ~ 8tre, ehacune, une fonction continue de yO sur R n-1. L 'un ique  
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z6ro de F (y, t) dans R ~+1 est l 'origine, car F (y, t) = 0 implique P (zl, y0) = P l  (Zl, yO) = O. 

Par  cons6quent, il existe c > 0 tel q u e :  

m 1 

c 2 ~ ] ( z l  ,yo) I2k~<F(y,t) pour  tou t  y e R  ~ et  tou t  t>~l.  
k = 0  

Cette indgalit6 peut  encore s'dcrire: 

t21( .v ~ 2 ' - -  Re  P(Zl ,  yO) p l ( z l ,  yO) (1) 
k = 0  

pour  tou t  y E R  n et  tou t  t~>l (rappelons que z l = y 1 - i ( t / 2 7 r ) ) .  

Supposons main tenant  P (D) non n6cessairement homog~ne. On a : 

P (z) P1 (z) = P m  (z) (Pm)l (z) + P (z) [PI (z) - (P~)I (z)] + [P  (z) - P m  (z)] (P~)I (z) (z E C"). 

Or deg P (X) [P1 (X) - (Pm)l (X)] < 2 (m - 1) et  aussi deg [P (X) - P m  (X)] (Pm)l (X) < 2 (m - l) .  

II existe donc une constante M <  + co telle que, pour tou t  z E C n : 

m - 1  

I P (z) P1 (z) - P, .  (Z) (Pm)l (z) I < M ~ I z 1 ~.  
k=O 

(2) 

Appliquons (1) s Pm (D) et prenons t ~> 2 (2 7r/c)~M. Alors (2) implique directement  : 

m - 1  

t ~ I(zv ,,o~ I2~ ~< 8~2 Re P (zl, yO) P1 (zl, yO) (3) 
t I  C 2 

k = 0  

pour  tou t  y E R n et  tou t  t ~> (8 ~z2/c 2) M (z 1 = Yl -- i ( t /2 ~)). Dans cette majoration,  P (D) 

n 'est  plus ngcessairement homog~ne. 

Si, s priori, P (D) dtait hyperbolique,  mais non hyperbolique normal,  consid6rons 

un automorphisme veetoriel u de R n tel que Q (y )=  P ( u - y )  soit hyperbol ique normal,  

et  appliquons (3) avec Q au lieu de P.  Cette indgalit6 6tant  exacte pour  tou t  y fi R ~, 

nous pouvons remplacer y p a r  u - l y  ', y 'E  R ~ quelconque. Notons h le vecteur  trans- 

form6 par  u de (1, 0 . . . . .  0) eL posons ~ = h / 2 z .  Alors (3) donne, pour  tou t  y ' f i R  ~ 

et  t ou t  t >~ 8 re ~ M / c  2 : 

m - 1  

t Z I u ~ ( Y ' - i t h ) I  2k<~8~2 - ~  Re  Q (u -1 (y' - i th) )  Q1 ( u-1 (y' - i t h ) ) .  (4) 
k = 0  

Mais dvidemment,  si (uz) j=  ~ u~zk (?'= I . . . . .  n), on aura 
k = l  

1 ~ Q  1 '~ ~ P  
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Prenons z = ( 1 , 0  . . . . .  0); alors u z = h  et, pour  chaque j = l  . . . . .  n, (uz)j=u], d'ofi  

u~=hj. Par  consdquent, QI(X)=Ph(u .X)  ou Ph(Y)=QI(u-I .Y) .  E n  tenan t  compte 

de ceci dans (4), en r emarquan t  qu ' i l  existe c > 0 tel que c ]z I < I u-x (z) l pour  tou t  

z E C n, enfin, en suppr imant  l 'apostrophe dans y', on conclut qu'il  existe 0 < A < + 

tel que, pour  t ou t  y E R  ~ et t ou t  t>~8xe~M/c2: 

ly- i th l~<~ Re P ( y - i t ~ ) P h ( y - i t h ) .  (5) 
k--0 

Prenons main tenan t  ~ E O arbitraire. On a : 

~ ( y - i t ~ )  = f [~(x) exp ( - t ( x ,  h})] exp ( -2 i r e ( x ,  y})dx. 

Appliquons aux dcux membres de (5), pr~alablement multiplies par  ]~(y - i t~ )[  ~, le 

th~or~me de Parseval  : le 2 ~ dcvient  dgal 

A 
- -  Re (e-t<x'h> P(D) qg, e t(x'h) Ph(D)~)L~: 
t 

le 1 er majore (cf. preuve de la prop. 2.1) 

Z He-t(x'a>n'cflJl '. 
Ipl<~m-1 

Posons enfin t '= (8~2M/c2)-lt, h'= (8~2M/c~)h; nous obtenons : 

A c 2 
I~l<m5 111e-t'<z'h'>D~qgli~t r Re (e-t'<x'h'> p(D)g), e -t'<x'h'>-8~zMPh(D) ~)L'. 

Comme Ph.(D)= (c2/8~2M)Ph(D) et que cette derni~re majora t ion est valable pour  

t ou t  t'>~ 1 (et pour  toute  ~0 E ~) ,  on a exactement  obtenu (c). C.Q,F.D. 

Remarques. 1. Soulignons le fait que la constante A, dans la condition ( c ) d u  th. 

2.1, ainsi que B darts la condition (cI) de la prop. 2.1, est inddpendante du support  de 

(p. C'est  l~ un fait  remarquable,  que la simple ~quidominat ion des D ~ ( ] p l ~ < m - 1 )  

ne laissait pas prdvoir. 

2. On remarque aussi que cette dquidomination implique qu ' s  un facteur con- 

s tant  pros, Pm (D) soit un  op~rateur r~el. 

3. La  condition (c) est ~quivalente h. la suivante : 

(c') I1 existe hER  n, 0 < A <  + c ~  et to< + c ~  tels qu'on ait : 

A Z [[e-t(z'h>DPcfllzz,<~y Re (e-t<x'n>P(D)cf, e-t(z'n>Ph(D)~)z. 
IPl~<m-1 

pour toute ef E ~ et tout t >~ t o. 
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I1 r~sulte de la preuve du th. 2.1 que les vecteurs h pouvant  figurer dans (c') (avec 

A et  t o d~pendant de h) sont ceux tels que tout  automorphisme vectoriel de R n, 

amenant  h sur (1, 0 . . . . .  0), amine  P(D) ~ la forme hyperbolique normale. Cesh  for- 

ment  un cSne ouvert  de R n, qui contient l 'intdrieur du cSne lumi~re de P(D). 

4. On peut  se demander si Pn(D) n 'es t  pas rempla~able, dans les conditions (c) 

et (e'), par un autre polynome diff~rentiel (d'ordre m -  1). Sur cette question, on peut  

dire ceci : 

Soit P(D) un op~rateur hyperbolique normal, d 'ordre m. Choissons les indices 
.0 ERn-1 k = l  . . . . .  m, de fa~on s ranger, pour tout y , les racines rk(y ~ du polyn6me 

Pm (Yl, y0) en Yl dans l 'ordrc croissant. Disons, avec Leray, qu 'un op~rateur normal 

Q (D) d'ordre m - 1, sdpare P (D), si pour chaque yO e R n-l, yO =~ 0, tout  intervalle ouvert 

(rk (y0), rk+l (yO)) (/c = 1 . . . . .  m - 1 )  de la droite r~elle contient une racine du polynSme 

Qm-l(yl, yO) en Yl. 

I1 suit de eette dgfinition que si Q(D) s~pare P(D), Q (D) est lui-m~me hyper- 

bolique normal. 

Posons, comme plus haut, P1 (Y)= (1//2i~) (~P/OYl) (Y). Supposons toujours P(D) 

hyperbolique normal. Alors P1 (D) s~pare P(D). On peut se borncr au cas homog~ne. 

Fixons arbitrairement y~ Puisque P(Yl, yO), s'annulle en r~(y ~ et en rk+l (yO) sa 

d~riv~e premiere s'annulle dans l 'intervalle ferm~ (rk (yO), rk+l (y0)) mais n~cessairement 

pas aux bornes de cet intervalle, sinon P(Yl, yO) aurait  une racine multiple. D'ofi le 

r~sultat. En particulier, P1 (D) est hyperbolique normal. 

Notons a l e  coefficient de y~ dans P (y ) ;  celui de yT -1 dans PI (Y)es t  ma/2ize.  

Remarquons que i (ma/2ire)5>O. Ceci observe, signalons qu'on peut d~montrer le 

r~sultat suivant : 

Soit P (D) hyperbolique normal d'ordre m. Soit Q (D) normal d'ordre m - 1 ; notons a 

(resp. b) le coeHicient de yl (resp. ,~-I Yl ) dans P (y) (resp. Q (y)). On suppose que Q (D) 

sdpare P(D) et que ibS>O. Alors il existe deux constantes positives /inies A ,  t o telles 

que : 

He_tX, D~q~H~, < A Re (e-tX'p(D)qJ, e-tX'Q(n)q~)L, 
IP[%m-1 t 

pour toute q~ E O et tout t >~ t o . 

w 2. Op~rateurs hyperboliques A coefficients variables 

Dans ce paragraphe, nous allons essentiellement d~montrer que le th~or~me 2.1 

se g~ndralise de fa~on satisfaisante aux opdrateurs hyperboliques s coefficients varia- 

bles. La possibilitd de cette g~n~ralisation t ient surtout au lemme suivant : 
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L ~  2.1 Soie~t p, q e N  n, IPl=m, Iq l=m-1 .  Soit ,(z) e~  ~ val~ur~ r~,U,~, 
avec a (0)= O. Alors, quel que soit e >0,  on peut trouver un voisinage ouvert ~ de 0 

dans R ne t  un hombre M, /ini tels que, pour route q~ E ~ ( ~ )  et tout t>~ M, : 

IRe(e-t~'a(x)DPcf, e-t::,D~),~,l<et ~ l e - ~ ' D ~ l l ~  '. 
r ~ m  1 

Nous omettrons l'indiee L 2 au eours de toute la preuve. Commen~ons par  d~mon- 

trer  le r~sultat lorsque m = l .  Alors D p e s t  une ddrivation D j = a / a x  s ( l~<? '<n;  eette 

nota t ion  sera encore utilis~e dans la suite). On a:  

(e-t~:,aDjq~, e-tZ, q~)= _ (q~, Dj[ae-~tz']cf)- (e-tZ, cf, e-t~,aDr 

Si ] 4 1 ,  2Re(e-tZ'aDjcp, e-'X'w)= - f D a(x)le- x' (z)l dx. 

Si ?'= 1, l~e (e-t:~'aD~cf, e-tX'cf)= f ( -  �89 a+ta)[  e-tZ'cfl"dx. 

Soit ~ un voisinage ouvert born4 de 0, contenant le support de ~. Dans tous les  cas : 

]Re (e-tX'aDjcf, e- '* '~)  I < sup~,~ (la(x)l + ~71Dja(x)l)tll~ e-'X'w 15 

On choisit d 'abord ~ de mani~re que sup l a(x)[~< �89 Ensuite, en posant 

B =  sup s u p [ D  ra(x)[  
Irl~<m x e ~  

(B servira plus loin), on prend M, = B/e;  M~ et f2~ = ~2 ainsi choisis remplissent les 

conditions de l'~nonc~. 

Nous raisonnerons ensuite par  rdeurrenee sur m. Nous supposerons m~> 2 et le 

r~sultat exact jusqu'~ m - 1 .  

1 ~ Gas Pl >/1 et  ql ~> 1 

On peut dcrire DPq~=D p" (DI~), Dq~ =Dq'(DI~),  avee p'= ( P l  - l ,  pO), q,= (ql - 1, qe). 

On peut alors appliquer la r6currence & D 1~, puisque I p'] = m -  1, I q'l = m -  2. 

2" Cas  P1~>2 et  q l = 0  

On peut encore derire D v =  D1D p', p '= ( P l - 1 ,  pO). On a :  

(e-tX, a DV qp, e-tZ, Dq q)) = _ (e-t~,a DV'q~, e-tX, Dq Dl q~) - 

- (e- t~(Dia)D~'q ,  e t~'Dq~)+ 2t(e-tZ'aD"q), e-tZ~Dq~). 
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Puisque I p'l = I ql  = m -  ~, les deux derniers termes sont majords, en valeur absolue, par  

1 
sup (21a(x)[+~lDla(x) )t Y. II~-~X,D'mllL, 

Ir ~<m-1 

et on ehoisit ~ ,  et M~ de la mgme fagon que lorsque m =  1. 
! 

Reste le 1 e~ terme. Mais [p '[  = m -  1 et [q[ + 1 = m;  comme p~ = 1, nous nous trou- 

vons dans le cas 1 ~ avec p '  ~ la place de q et (q l+ l, q0) s celle de p. 

3" Cas  P i = q l = 0  

Dans ce cas, D p, D q et e -tx' commutent .  Posons ~p=cfe -tx'. On a :  

(aD~'v2, Dq~p)= -(Dq(a~p),DVtp) - ~ (Pp,) ([DV'a]D~'-V'~p, Dq~fl). 
, [p'[>~l 

PI~P] '  j=  1 . . . . .  n 

Or:  (Dq(a~p), DP~p)=(Dq~, aDVyO + 

Mais D v = Dj D ~'" (2 ~< j <~ n) et d o n c :  

: (:) 
Iq'l~>l 

q ~ q ] , t = l  . . . . .  n 

([D ~" a] D q-a" y~, D ~ ~p). 

([Dq" a] D q r ~p, DV ~p) = _ ([DjD~'a]Dq-q'~p, DV"~p) _ ([Dq'a]DjDq-q'~p, Dr'~p) 

de sorte qu 'en  ddfinitive, Re(aDV~p, Day)) est une somme de termes de la forme 

(b(x) D r y ) , D  sy)), avec Irl ~ < m - 1 ,  I s i s < m - 1  et b(x) f i~  (~ un facteur  entier prbs, b 

est une d6rivde de a). On a d o n c :  

B '  
]Re(a(x)nv~f,  nqv2)[<~-t  ~ [[n~y~[[ ~, 

I r l<m-1,  h=O 

d'ofi le rdsultat, en remplagant  y) par  cpe -tx' et en choisissant M~=B' / e  (B' est une 

constante finie, dont  on vdrifie facilement qu'elle peut  ~tre prise dgale s 4 m B, oh 

B =  sup s u p [ D  ra(x)[ ) .  
Irl~<m zef~ 

4* (::as Pl = 1, ql = 0 

Posons D ' - D 1 D  r, p ' =  (0, p0). On a :  

(e-tX, aDVtp, e - t ~ , D q q ) = - ( e - ~ a D r c f ,  e-tZ, DqDlcp)- 

- (e -t~' (Dla)DV'cp, e-tX'Dqq;) + 2t(e t~'aDV'q), e-tX'Dqcl)). 

La majorat ion des valeurs absolues des deux derniers termes du second membre  a 

d6js dtd effectude, en 2 ~ 0ccupons-nous  donc du premier, quA est dgal s : 
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(,) -(e-tX, Dq(aqg), e-tZ, DVqg)+ ~ (e-tX'(DP"a)DV'-P"qg, e-tX, DqDlq9) 
ip,,[~>l p" 

ce qui  est  encore 6gal ~ - ( e - t X ' D q q ,  e-tX'aDVq~)+des t e rmes  de la forme 

(e-tX, b(x)Dr q, e-tZ, D~ q), 

avec [ r [ < m - 2, [ s ] = m, s 1 = 1. Comme m >/2, nons pouvons  poser  D e = Dj D ~', 2 ~< j < n. 

Ce t e rme  peu t  s '6erire : 

_ (e-t~, (Djb)Drq, e-tX, D~'q9) _ (e-tX, bDrDjq~, e-tXiDS'q), 

ce qui  prouve,  au  to ta l ,  que : 

Re  (e-t~'a (x) 1)v% e-t~'Dqq~) = t (e-tX'a (x)DV'qg, e-t~'Dqq) + des te rmes  de la forme 

(e-~X'b(x)D~, e-~x'n'~) avec ] r [ < m - 1 ,  

b(x) repr6sente  (~ des fae teurs  ent iers  pros, ne ddpendan t  que de m) des ddriv6es 

d ' o rd re  ~<m de a(x). On eonclut  alors sans peine,  compte  t enu  de ce que ] a ( x ) ] - + 0  

lorsque [ x I-->0. 

5 ~ Gas P x = 0 ,  q x = l  

Se t r a i t e  de fagon en tous  poin ts  ana logue  au cas 4 ~ 

Remarque. Dans  les cas 3 ~ 4 ~ et  5 ~ de la p reuve  prdcddente,  nous n ' avons  pas  

eu ~ ut i l iser  la r6eurrence;  il  nous a suffi de supposer  a (x) m fois cont inf iment  dif- 

f6rent iable (i.e. a (x)fi Era). Nous  avons  utilis6 la rdcurrence en 1 ~ et  2 ~ oh il nous a 

suffi de supposer  a (x)q ~1. I1 en rdsulte que nous aur ions  pu  nous borner/ t ,  snpposer ,  

dans  l 'dnoned, a (x) E Em. 

Nous  allons considdrer des opdra teurs  ~ coefficients var iables  sur  R ' .  Darts la 

sui te  de ce pa ragraphe ,  sans que eela soit  ~ chaque lois rdp6t6, P (x, D) ddsignera un  

opdra teur  d 'o rd re  m;  sa pa r t i e  homog~ne d 'o rdre  m sera notde Pm (x, D). On supposera  

que les coefficients de Pm (x, D) sont  des fonct ions de ~m ; ceux de P (x, D) - P,, (x, D) 

seront  dans  ~1. 

Si Q (x, D) est  un  opgra teur  diffdrentiel  s coefficients var iables ,  Q (x 0, D) ddsignera 

l ' opdra teur  s coefficients cons tan ts  ob tenu  en fa i san t  x = x  o darts les coefficients de 

Q (x, D). Nous  poserons en out re  : R Q (x 0 ; x, D) = Q (x, D) - Q (x 0, D). 

Nous  dirons que P (x, D) est normal (resp. hyperbolique normal, resp.  hyperbolique) 

au point x o si eela est  vra i  pour  P (x  o, D), e t  que P ( x , D )  est  normal (resp. hyper- 

bolique normal, resp. hyperbolique) dans  un  ensemble  E de R n si cela est  vra i  en t ou t  
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point de E. D'apr~s nos hypotheses sur les coefficients de P (x, D), si chacune de ces 

propri~tds est vraie en un point, alors elle l 'est aussi sur un voisinage convenable de 

ce point. Remarquons enfin que l'hyperbolieit6 en un point est une propr i~d inva- 

riante par  changement (suffisamment diffdrentiable) de coordonn~es au voisinage de 

ce point. 

Nous allons avoir besoin d 'une nouvelle domination, plus particuli~re que la 

domination exponentielle (et dont il est probable que l ' introduction est superflue; 

mais nous n 'avons pas r6ussi ~ l'dviter). 

D]iFINITION 2.3. Soient P(x ,  D), Q(x, D) deux opgrateurs di//drentiels sur R ~, 

coe//icients continus. Nous dirons que P (x, D) domine normalement Q (x, D) sur un ou- 

vert ~ de R n si, Tour tout ouvert bornd U contenu dans ~ ,  il existe une constante A 

/inie et une suite {hk} (k= 1 . . . .  ) de vecteurs de R n, I hkl---> + co si k--~ + co, tels que, 

pour toute q~ E ~ (U) et tout k : 

II Q (x, D)II.< A Ih l II P(x, D) II.. 

On ddfinit de fa~on analogue le sens de ~ ~quidomine normalement ~). Concernant cette 

domination, nous aurous besoin du lemme suivant : 

LEYtME 2.2. Soient P ( x , D )  un opdrateur homog~ne d'ordre m et {Q,(x, D)} ( i~J)  

une ]amille d'opdrateurs homog~nes d'ordre m - 1 .  Soit U un voisinage ouvert bornd 

dquilibrd de 0 dans "R n. On suppose que P(x ,  D) dquidomine normalement les Q~ (x, D) 

sur U, suivant une base de domination /ormde de /onctions exp ( - ( x ,  hk~) avec 

I hkl---> + ~ si k---> + ~ .  Soit h u n  point adhdrant quelconque dt la suite {hk/Ihkl}. I1 

existe alors une eonstante /inie A telle que, pour toute q~ E ~)(U) et tout i E J : 

II Q~(0, n) oll , < A lie P(0, D) oll.. 

En lzartieulier, P(O, D) dquidomine les Q~ (0, D). 

On va  voir que la constante A est d~terminde par  l '4quidomination des Qt (x, D) 

par P(x,  D). I1 en rdsultera que l 'on peut  faire la preuv e lorsque J n 'a  qu'un seul 

~16ment, c'est-h-dire que la famflle dominbe se r6duit h un seul op6ra~eur Q(x, D). 

On peut  supposer que h = l i m  hk/Ih~]. Soit t > 0 ;  on a :  
k 

p x D)  / t km-�89 
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Puisque U est dquilibrd, t lhk] - 1 U C  U d~s que k est assez grand, done le 2 e membre 

de l'indgalitd prdcddente majore : 

]h~]/  t \ m - ~ l l  t x 

Par  passage  s la limite suivant k, on obtient : 

AII e-~<~'~> P(0, D)V II,, ~> t II e Q(0, D)V II.. 

Cette majoration dtant valable pour route ~ E ~0 (U), c'est 1~ exactement le rdsultat 

que nous ddsirions. 

TH~OR~.M~ 2.2. Lea propridtds auivantes sont dquivalentes : 

(a) P(x,  D) eat hyperbolique dazes l'ouvert ~ .  

(b) Chaque point x o de f2 poaahte un voisinage ouvert U (xo) Sur lequel P(x ,  D) dqui- 

domine normalement lea D ~ (I P l <~ m - 1 ) .  

(c) Pour tout x o E ~,  il existe un voisinage ouvert U (xo) de xo, un vecteur h de R ~ 

et une constante positive /inie A, tela que, pour route q~ E O ( U  (xo) ) et tout t>J 1 : 

IpKm-1 

vic oit 

II~-*<~,~>D.~II~,< A- R~ (e-t<~'h> P (x, D) q~, e-t<~'h> Ph (x, D) q~)L,, 
t 

1 (h ~ ~ ) P ( x , y ) .  Ph(x,Y)=~:ss ~ ~ ~ y l + ' " + h . ~ y ~  

(c) implique banalement (b). Si ( b ) e s t  vdrifid, c'est que Pm(x ,D)dquidomine  

normalement les D p (]Pl ~ m - 1 )  sur U(xo). Mais alors, d'apr~s le lemme 2.2, Pm(xo, D) 

dquidomine les D P ( I p l = m ' l ) ,  et donc aussi les n p pour tout  p, ] p l < m - i .  L e t h .  

2.1 exige done que Pm(X o, D) soit hyperbolique et, par  suite, aussi P(xo, D), d'ofl (a). 

Tout revient ainsi s ddmontrer que (a) implique (c). 

Soit x o E ~ quelconque; supposons P(xo, D) hyperbolique, et ramend ~ la forme 

hyperbolique normale. Moyennent une division 6ventuelle, nous povons mSme supposer 

que le coefficient de am/Ox[ n dans P ( x , D )  est dgal ~ 1, du moins sur un voisinage 

convenable de x o. Alors, l 'hyperbolicitd en chaque point de ce voisinage implique que 

Pm (x, D) est s coefficients rdets. 

D'apr~s le th. 3.1, il existe une constante positive finie A o telle q u e :  

II~-'~,D,~II~,< ~ Re (e-tX'p(xo, D)~o, e-t~'pl(xo, D) q0)L, 
IPl~<m-1 
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pour route ~ E ~ ( R  n) et tout  t~> l. Tout reviendra donc ~ montrer qu'il existe un 

voisinage U(xo) de x o tel que :  

IRe (e-tX~p(x, D)cf, e-Xt'Pl(x, D ) ~ ) ~ , - R e  (e-~Xlp(xo, D)cf, e-t~:'Pl(xo, D)~v)L~I 

2Ao'l~l~,~ 1 e n q)llL. 

pour toute ~v6D(U(x0) ) et tout t suffisamment grand. Cela rdsultera essentiellement 

du lemme 2.1. Dans la suite de la preuve, nous omettrons les indices L ~. On a : 

Re (e-tZ' p (x, D) cf , e-tX' Pl (X, D)~v) = R e  (e-t~:' P (Xo, D) cf , e-tZ' Pl (Xo, D) cf ) 

+ Re (e-t~'RP(xo; x, D)cf, e-t~'Pl(X , D)cf)+Re(e-tZ'P(xo, D)cp, e-t~:'R(P1)(Xo; x, D)cf). 

1 ~ Gas de P(x ,D)  homog&ne ( d ' o r d r e  m) 

Dans ce cas, R P(xo; x , D ) =  P ( x , D ) - P ( x o ,  D ) est une somme d'op6rateurs 

a(x)D p, avec I p l = m  et a(x) E~ 'n, ~, valeurs rdelles, a(Xo)=O ; R(P1) (xo;x ,D  ) est 

une somme d'op~rateurs b(x) D q, avec I q ] = m - 1 ,  b(x) rdelle, b(x) EE m. I1 rdsulte 

alors immddiatement du lemme 2.1 qu'on peut  trouver un voisinage (borne, ouvert) 

V(xo) de x 0 et un nombre M <  + o o  tels que :  

IRe (e-t=~RP(xo; x, D)cf, e-t~'Pl (X , D ) ~ ) [ + ] R e  (e-tX'P(xo, D)cp, e-t~'R(P~) (x0; x,D)~)l 
1 <~Tt[,J~'-ll[e-tX'D'q~[[~'~o <m pour toute q0eO(V(xo) ) et tout  t ~ M .  (1) 

2* Cas de P(x ,  D) n o n  h o m o g & n e  

Posons Q ( x , D ) = P ( x , D ) - P m ( x , D ) ,  QI (X ,D)=PI(X ,D)- (P1)m_I(x ,D ). On a :  

(e-tX'p(x, D)~,  e-tZlPi(x , D ) ~ ) =  (e-tX'Pm(x, D)~,  e-tX'(P1)m-i(x , D)cf)+ 

+ (e-tX' Q (x, D) cp, e-t~' Px (x, D) ~) + (e- t~, Pm (x, D) r e-t~* Q1 (x, D) ~). 

Les majorations qui nous restent ~ faire sont bien plus banales que celles de 1~ 

elles ne font pas intervenir le lemme 2.1 (elles ne portent  pas sur les parties rdelles 

des produits hermitiens, mais directement sur leurs valeurs absolues). 

D'abord,  puisque V (x0) est born~ et que l 'ordre de Q (x, D) et eelui de /91 (x, D) 

sont ~ < m - 1 ,  il existe dvidemment B I <  §  tel que, pour route ~ E ~ ( V ( x o )  ) et 

tout  t > 0 : 

[(e-~='Q(x,D)cf, e-tX'Pl(x,D)~f)l<B1 E I I~- 'X 'D~l l  ~- (2) 
]plUm -1  
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Quant  ~ (e-t~'Pm(x,D)cf, e-t~IQl(x,D)ep) , e 'est  une somme finies de te rmes  de la 

forme (e-tZ'a(x)DP% e-tX~/T~0), oh a(x} est  une lois eont inf iment  diff~rentiable, et  oh 

Ipl=m et  Iql<.m-2. Ce t e rme- type  peu t  s'~erire, en posan t  D'=DjD p" (Dj=~/~xj 
pour  un )" eonvenable,  1 ~< )" < n) : 

_ (e-tX, (Dja)DP'~, e-t~IDqcl )) - (e-tX, aDP'~, e-t~,D~D%f) + 2(~1s t (e-tX'aDP'~, e-tZ, Dq~), 

avee 8 l j = l  si j = l ,  = 0  si j~=l .  

Posons q'=(ql . . . . .  qJ-l, qi+l,qr . . . . .  q,); Iq'l<~m-1. I1 existe B ~ < + c ~  tel que, 

pour  route  ~0~O(V(x0)  ) e t  t ou t  t > 0  : 

[(e-t~:,(D~a)D~'% e-t~:'IT~)[~B~ ~ l[[e-tX'Dr ~[[ ~; 
I1~ - 

I ~.t(e-'~,aD.'~o, e-'~,D"cf)l<.Bzlle-'~,D"'cell~l, tlle-'~,D%fl[. 

~.~11 e - " , z ~  II < Ile-",D~'~ I I . 

e s t  vra i  si j~=l  ear alors ~1~=0; e 'est  vra i  si ? '=1  en ve r tu  du l emme 1.4. 

Mais 

Ceei 

Comme I p ' l ~ < m - 1 ,  ] q ' l < m - 1 ,  on en conelut qu' i l  existe B a <  + o o  tel q u e :  

I(e-t~'Pm(x,D)% e-t~'Ql(x,D)cf)I<~B a • le-tX'D~qJ]l ~ 
p < ~ m - 1  

pour  route q~eO(V(x0)  ) e t  t o u t  t > 0 .  

(3) 

Prenons  alors M >I 4 A  o (B 1 + Ba). E n  t enan t  compte  de (2) et  de (3), on peu t  derire : 

I (e-tz'P(x, D)~9, e-tz'pi (X, D)~ )  -- (e-t*'pm (x, D)~, e-tx'(Pi)m_l (X, n)~)] 

<~4-~otlpl~m_llle-tX'DPq~ll ~ pour  route  cfeO(V(xo) ) et t ou t  t>~M. 

E n  faisant  la eonjonetion de  eeci avee la majora t ion  (1) appliqu~e ~ Pro(x, D) (au 

lieu de P(x, D);  se rappeler  que P1 (x, y) = ( 1 / 2 i ~ )  (a/ayl) P(x, y), d'ofl (P1)m-1 = (Pro)l), 

on obt ient  aussi t6t  la majora t ion  ehereh~e et, par  consequent,  la condit ion ( e ) d e  

l '~noncd, du moins dans le cas off h = (1, 0 . . . . .  0) et  pour  t >~ M. Mais en revenan t  

au cas gdndral (pour h) pa r  un au tomorph i sme  vectoriel  de R ~, et  en faisant  e n s u r e  

une homoth4t ie  sur h (cf. p reuve  ou th. 2.1), on obt ient  ( e ) d a n s  son intdgritd. 

Remarques. 1 .  Nous ignorons si le simple fair, pour  P(x, D), d '~quidominer  lo- 

calement  les DP(IpI<~m-1), sans les ~quidominer normalement ,  suffit ~ entra iner  

l 'hyperbol ici td  d e  P (x, D). 
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2. I)ans la condition (c) du th. 3.2, l 'opdrateur Ph (x, D) peut ~tre remplacd par 

n'importe quel opdrateur Q (x, D) d 'ordre m -  1 jouissant de la propridtd suivante : 

Effectuons un automorphisme, dana R n, ramenant h sur (1, 0 . . . . .  0). Notons en- 

core P(x,  D) et Q (x, D) lea opdrateurs apr~s transformation; et ddsignons par a (xo) 

(resp. b(xo) ) le coefficient de y~n (resp. m-i Yl ) d a n s  P(xo, y ) (resp. Q(xo, y)). 

Alors, pour tout  x o E ~,  Q (x 0, D) sdpare (cf. Remarque 4, ~ la fin de la preuve 

du th. 2.1) P(xo, D ) et ib(xo)a(xo)>O. 

Remarquer que si Q(xo, D) sdpare P(xo, D), Q(x 1, D) sdpare P(xl ,  D) pour tou t  

x 1 assez voisin de x o. 

3. Dans la condition (e) du th. 3.2, le vecteur h et la constante A ddpendent 

en gdndral de x o e t  de U(xo). 

4. Rempla~ons cette condition (c) par la suivante : 

(c') Pour tout x o E ~,  il existe un voisiuage ouvert U (xo) de x o, un vecteur h de R "~ 

et deux constantes positives /inies A, T, tels que, pour route ~EO(U(xo)  ) et 

tout t >~ T, 

A 
Y= lle-.:.h>D.vll1:< T Re (e-t<:'n>P(x, D)~o, e-t<:'h>Pa(x, D)q~)L:. 

IPl~<m-1 

Dans (c'), A, T, h ddpendent d e x  o et de U(xo) (qui, lui-m6me, ddpend de Xo! ). 

Les vecteurs h, pouvant figurer dans (c'), sont lea h tels que tout  automorphisme 

vectoriel de R ~ amenant h sur (1, 0 . . . . .  0) amine P(xo, D) s la forme hyperbolique 

normale; ils forment un cSne ouvert, contenant l'intdrieur du eSne lumi~re de P (xo, D), 

que nous noterons F (x0). 

Ceci dit, soft P (x, D) un opdrateur hyperbolique. 

D~FINITION 2.4. NOUS dirons que P(x,  D) est hyperbolique lid dans un ouvert 

de R" si, pour tout compact K c ~,  l'intersection des cdnes F (Xo), x o parcourant K, n'est 

pas vide. 

Dire que P (x, D) est hyperbolique lid dana ~ revient done & dire que pour tout  

compact K c ~ ,  il existe un automorphisme uE de R n ramenant simultandment tous 

lea P(xo, D), xoEK , ~ la forme hyperbolique normale. Evidemment, tout  P(x,  D) 

hyperbolique normal dana ~ y est s fortiori hyperbolique lid. 

PROPOSITION 2.2. Les propridtds suivantes sont dquivalentes : 

(a) P (x, D) est hyperbolique lid dans l'ouvert ~ .  

(b) Quel que soit l'ouvert bornd U, ~ ] c ~ ,  P(x,  D) dquidomine normalement lea D ~' 

(Ipl<.m-1) gans Y. 
4 -  593801. Acta  mathematica.  101. Imprim~ lo 7 avril  1959. 
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(C) Quel que soit l'ouver$ bornd U, (7 c ~ ,  il existe h E R n et 0 <  A < + oo tels que, 

pour route 9~ E ~)(U) et tout t ~  1 : 

A 
Ile-t<x'h>DP~0]]~,~<~ Re  (e-t<~'h> P ( x , D ) %  e-t<x'~) Pn(x,D)q~)z,. 

]p[•m-1 

(c) implique bana lemen t  (b), pa r  appl icat ion de l ' indgalitd de Sehwarz et  grace 

au fair que Ph (x, D) est  d 'ordre  m - 1 .  

(b) implique (a) d 'aprbs  le l emme 2.2 : il rdsulte, en effet, de ce lemme,  que, 

pour  tou t  xoEU, P(xo, D ) dquidomine les D ~ ( [ p [ ~ < m - 1 )  su ivant  une base de do- 

mina t ion  constitude pa r  des exp ( - t ( x ,  h>), o~ h e s t  inddpendent  de x 0 (d 'aprbs le 

l emme 2.2, h peu t  ~tre ddtermind ~ l 'a ide seulement  d 'une  base de domina t ion  normale,  

sur U, des D ~ par  P(x,  D)). D'apr~s  la r emarque  4 ci-dessus, cela dquivaut  ex~cte- 

men t  s dire que h E F (Xo), quel que soit x o E U, d'ofi (a). 

Res te  ~ p rouver  que ( a ) ~  (c). 

P a r  hypoth~se,  lorsque x o parcour t  (7, qui est  un compac t  inclus dans ~ ,  l ' in ter-  

section des c6nes F (x0) n ' e s t  pas  v ide ;  soit h u n  vec teur  (ndcessairement non nul) 

de cet te intersect ion;  h peu t  figurer dans  la condition (e'), off se t rouven t  assoeids 

lui, pour  chaque x 0 E U, un voisinage U(xo) et  des constantes  que nous noterons  ici, 

pour  dviter route  confusion, A(xo) et  T(xo). Les U(xo)formant un recouvrement  

ouver t  de (7, il existe un nombre  fini de points  x i (l<i<r)de (7 tels que l ' ensemble  

des U (xj) recouvre  (7; posons A = sup A (xj) e t  T = sup T (xj). Dans  ee qui suit, t 
l~</~<r l~</~<r 

sera un nombre  rdel >/T. 

Ceci fair, donnons-nous une par t i t ion  de l 'unitd dans  ~), sur un voisinage con- 

venable  de (7, subordonnde au recouvrement  { U (xj)} (1 <~ ?" ~< r) ; notons ~j (x) (] = 1 . . . . .  r) 

les dldments de cet te par t i t ion.  Soit ~0 e ~)(U) quelconque. On a : 

(o~jqz) = ~j P (x, D) q~ + ~ 1 ;  D~ o:j P(~) (x, P(x,  D) D) 99. 
/,: 

Comme ~ 0 ~ D ( U ( x ~ ) ) ,  le th.  2.2 nous pe rme t  d 'dcrire:  

A E II < Re o:,P(x, D)99, e -t(~'n> x 
IPl<~m -1  

B 
• E Ile-'<~'~>D'~llt 

t lull<m-1 

en o m e t t a n t  les indices L ~, ce que nous cont inuerons de f~ire dans la suite. 

P a r  un ra i sonnement  analogue s eelui de la preuve du th. 2.2 (ddmonstrat ion de 

( a ) *  (c), 2~ on mont re  facf lement  qu' i l  existe B x <  + c~ tel  que, pour  route  ~ D ( U )  : 
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l(e-*<:' ~/> a, P (x, D)~p, e-*<*' ~> [P~ (x, D) (~, ~) - ~ P~ (x, D)~o]) ] ~< B~ ~,l~,~-x[l e- ~<~' ~> D~ I I ~. 

De sorte que finalement : 

Ipl~<m-1 IPl~<m-I 

A 
+--~-Re(e-~<~'h>~P(x,D)rg, e-t(~'h>Ph(x,D)q) ) (B '<  + ~ ) ;  

et donc, pour route q~E~(U) et tout  t>~M, on sommant sur }:  

2 

l~Km-I 1~1 

B' ~> D~ , q) 112 + A (g~ (x) e-t<x, n> ~<r~- ~ II e-"<~' Re P(x,D)cf, e-t<~'h>Pn(x,D)q~), 
IPl~m-1 

oh l'on a pos4 g (x} = Va~ (x)§ ... + ~ (x). Mais pour tout  p E h rn : 

11 e -t<x'h> D p cf 11 ~< ~ II e-~<x'h> Dp (~j~o)1[. 

On en conclut qu'il existe T',  A '  positifs finis tels que, pour toute ~eD(U)et 
tout  t >/T' : 

~. ]le-t<x'h>D~q)i[2<~-~-Re(g~e-t<x'h>P(x,D)q), e-t<x'h>Ph(x,D)~f). (1) 
Ipl~<m-1 

Ceci n'est pas encore tout-s ce que nous d~sirons. Nous devons maintenant 

proc~der s l'~limination de g; que cela soit possible t ient s l'essence m~me de la 

domination. Le raisonnement que nous allons faire (sans qu'il pr~sente aucune nou- 

veaut~) sera typique. Nous recourrerons de nouveau, dans ce ehapitre (th. 2.5) et le 

suivant (th. 3.3 et th. 3.4), ~ un proc~dd tout  s fair du m~me genre, sans en refaire 

ehaque lois l'expos~. 

E l i m i n a t i o n  de g(x) 

On a 0<  g(x)~< 1 pour tout  x dans un voisinage V de O; en particulier, ~0-->gq~ 

est une application biunivoque de ~ ( U )  snr lui-m~me. Soit f l E ~ ( V ) ,  • ( x ) = l  pour 

tout  x E 0.  Posons ] (x) = g-1 (x) fl (x). On a 1 ~< / (x) pour tout  x E 0 ,  et il est visible 

que / E V .  Nous pouvons remplacer, dans (1), q0 par /~ .  
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l ~ Minoration du Ier membre de (1) (avec / ~  & la place de ~) 

Du fai t  que [ E g ,  il existe M <  + o o  tel q u e :  

y II/:'<~,">D,~011 ~ 
Ipk<m-1 

"< t~ ,~ - I I  ~-'<='~>#' (lr ~ + M E  II :'<='~> # ' r  II ~ (occi pour route r e :0). 

Mais d ' au t r e  par t ,  fl existe une constante  finie B(h) ne d~pendant  que de h, telle 

que, pour  toutc  T E ~ : 

IPl~<m-1 

Compte  tenu  de ce que [>~1 sur U, on obtient ,  en p renan t  t~>~2MB(h), pour  route  

~ O ( U )  : 

2: II:'<='~>D'q, ll~<2 ~,~.~m-, ~,,~=_, II ~ ,<x. ~> D" ( [~) I I  ~-. (2) 

2* Ma/oration du 2 e membre de (1) (avec [T  au  lieu de ~0) 

Pour  simplifier, ~crivons P (resp. Pa) au  lieu de P(x, D) (resp. Ph(X, D)). On a : 

(g~ e-t<x,~> p(/q;), e-t<x'h> pa(/q~))=(e-t<x,h> pq~, e-t<~,h>ph~0)+ 

+ (e -t<~'h> [ g P ( [ ~ ) - P ~ ] ,  e-t<~'h>gPa(/q:)) + (e-t<x'h>Pcf, e -t<~'h> [qPh(f~)- P~qo]). 

Puisque ~ 0 E ~ ( U ) ,  gP( /c f ) -Pc  t) ne cont ient  que des ddrivdes d 'ordre  ~ < m - 1  de ~0; 

e t  gP~(]q))-Pncp ne cont ient  que des ddrivdes d 'ordre  ~ < m - 2  de qo. E n  e f f e t , / = g - i  

sur  ~7. I1 en rdsulte t ou t  d ' abo rd  qu' i l  existe M I <  + oo tel que, pour  route  ~ E ~ ( U )  : 

I (e-t<x' ~> [g p ([ ~o) - P ~],  e-t<~, h> g p~  (/qo)) I + I (e-t<~, ~ > [p  ~o - Pm ~0], e-t<~, ~> [9 P~ ([ qo) - P~ ~]) I 

<~M1 ~ Ile-t<~'a>DVq~ll ~ (Pro d4signe P,,(x,D)). (3) 
IPl<m-I 

Pour  majorer  I (e-t<~' h> Pm ~0, e- t<~. ~> [9 Ph {[ ~o) -- P~ ~o]) I, consid6rer une expression du 

type  (e-t<~'~>a(x)D~q~, e-t<~'a>Dq~0), avec Ipl=m, Iq]<m-2 et a(x) 6~  m. Posons 

D~=O/Oxr ( l ~ < j ~ n )  e t  supposons pa r  exemple  que pr Posons DV=D:D ~', avec 

P'= (Pl  . . . . .  P71, Pf~, Pt+I  . . . . .  Pn); on a : 

(e-t<x,h> aDrcf ' e-t(~,h> Dq~)= _(e-t<~,~> aD~'cp ' e-t<z,h> D~D~cf)- 

_ (e-t<~,a> (D/a)D~'% e-t<~.a>Dq~) + 2th~(e-t<x'h>aD~'~, e-t<~.a>Dq~). 

Les deux premiers  te rmes  du 2 ~ membre  sont ma jo r6s ,  en valeur  absolue, pa r  

Me ~m Ile-t(~'~>Drcfl] ~ ( M s :  const,  f in ie) .  D ' u n  aut re  c6t5, en ver tu  du lemme 1.4 

et puisque I q l ~< m -  2 : 
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Ith, I ~ II~-'<~'h>D~oll (pour route q~e~), 
Iris<m-1 

de sorte qu'au total on a bien, pour toute 90 E ~) : 

[(e-t<~:,h> a(x)D~'qp, e-t<x,h>.Dqqa)I<Ma 
Iris<m-1 

II -'-,'nr oll 
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off M s est une constante finie. En dgfinitive, il existe Ma finie telle qu'on ait, pour 

toute ~ E ~ ( U )  : 

I(e-t<':'h>Pmq), e-t<x'h>[gPh(/9)--Pncf])]<M4 ~. [[e-t<':'h>D~'~[I 2. (4) 
IPl~<rn-1 

Pour terminer, il suffit de faire la conjonction des in6galitgs (3) et (4). On trouve 

qu'il existe une cons tante  C(h) finie, telle que, pour toute ~ E D ( U )  et tout t > 0 :  

A'  
- -  Re (g~ e-t<x'h> P(/q)), e-t<z'h> Ph(/cf) ) 
t 

__A' e_t::,n>pacp)§ C(h) ~ ii_,<~,~>n,~ll~ (5) 4 ~  Re(e-t<x'h> Pq~' t Iql<~m-1 

3 ~ Elimination de g 

I1 suffit de faire la ' conjonction de ( 2 ) e t  de (5). Imposons t>~4C(h)(outre les 

conditions ddjs impos6es). Compte tenu de (1), on volt qu'il existe H ( h ) <  + ~ tel 

que, pour toute ~ E O(U) et tout  t>~H(h) : 

I~l<~m -1 ~ -  Re (e-t<x'h>Pcf, e-t<z'h>Pncf). 

Posons enfin t ' =  t/H(h), h '=H(h)h et A " =  4A' .  Nous obtenons exactement (c). 

w 3. Op6rateurs paraboliques h coefficients constants 

Nous nous proposons de montrer, dans ce paragraphe, que les op~rateurs para- 

boliques ~ coefficients constants donnent lieu s un th~or~me de domination analogue 

celui 4tabli darts le paragraphe 1 (th. 2.1), avec, bien entendu, les modifications 

qu'impose la nature diffdrente des op~rateurs dtudi6s. On verra qu'outre ~ ces modi- 

fications, prdvisibles, un fait nouveau apparalt, int~ressant les ddrivations d'ordre non 

entier, qui joue s l 'avantage, en un certain sens, des paraboliques. 

Nous n'aurons s consid6rer que des opdrateurs P(D) normaux, d'ordre m en Xl, 

mais dont l'ordre total sera toujours >m.  Nous noterons Pm.k(Y) la partie de P(y) 
p k telle que ,n.k(yl, y ~ soit homog~ne de degr6 mk. 
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D~FZNITION 2.5. (Pdtrowsky). No'as dirons qu'un olMrateur normal P(D) est 

p.parabolique s'il vdri/ie les deux conditions suivantes : 

(PI) II existe un entier p>~O tel que deg P(y~, yO)=rap. 

(P~) 11 existe un hombre ~ > 0  tel que les parties imaginaires des racines du poly- 

n6me P,~.~(Yl, yO) en Yl soient >~ pour tout y~ l y ~  

(Pn) exige p pair et ~> 2, ce que nous supposerons toujours dordnavant, m~me 

lorsque p ne sera pas rattachd s priori ~ un opdrateur diffdrentiel. 

DI~FINITION 2.6. Nous dirons que P(D) est p-anti-parabolique si P ( - D )  est 

p-parabolique. 

PROPOSITION 2.3. Supposons vdrifide la condition (PI) de la dd/inition 2.5. Alors 

les propridtds suivantes sont dquivalentes : 

(a) P(D) dquidomine les D r, prl + l r ~  suivant la base de domination con- 

stitude Tar les fonctions e x p ( - h x l ) ,  h >0.  

(b) II existe une constante /inie A telle que : 

( l y l - i h l + l y ~  y ~ pour tout y e R  ~ et tout h > 0 .  

(c) I1 existe deux constantes /inies A, H teUes qu'on air, pour route q)E ~ e t  tout 

h>~H : 
p 

5 h ~ Y~Ile-~'D'wlI~,<A Ile-~'P(D)~l]-, 

oiz l'on somme, dans ~k, s u r r  e N ~, p r 1 § I r~ I <~ m p - k. 

Nous ferons simultan~ment la preuve de cette proposition et celle du thdor~me 

su iwnt  : 

TH] iORi~E 2.3. Supposons vdri/ide la condition (PI) de la dd/inition 2.5. Alors 

les propridtds suivantes sont dquivalentes : 

(s P (D) est p-parabolique. 

(b) P (D) dquidomine les D r, pr,  § [r~ mp - 1, suivant la base de domination con- 

stitude par les ]onctions exp ( - h x l )  , h >0.  

(~) II existe deux constantes positives ]inies A, H telles qu'on air, pour route q)e 

et tout h ~ H : 

5�89 ]] e-h~' D~ ~o l[~ . + h 5~ [[ e-a~' D~ qo ll[, 4 A Re (e-h~' P (D) q), e-h~' Pl (D) q~)L,. 

1 0 P  
Pl (Y) - 2 iz~ ~yl (y ) et on somme dans ~ (resp. ~ )  Tar rapport aux r e lg ~ vdri/iant 

prl +[r~ (resp. < m p - � 8 9  



R E L A T I O N S  D E  D O M I N A T I O N  E N T R E  O P ~ R A T E U R S  D I F F E R E N T I E L S  55 

A v a n t  d ' en t reprendre  la d~monstrat ion,  signalons que ces deux ~noncds a d m e t t e n t  

des homologues pour  le cas ant i -parabol ique.  Pour  obteni r  la formula t ion  pr6cise de 

ees homologues,  il suffit  de remplaeer  pa r t ou t  exp  ( -hx l )  par  exp  (hxl ) ;  en outre,  

il eonvient  de remplaeer  h pa r  - h  dans l'in~ga]it~ de (b) et  A par  - A  dans  l ' in- 

6galit6 de (5); (?~) devient  : P (D) est p-anti-parabolique. 
Nous  ferons la d6monstra t ion suivant  le seh6ma : 

( b ) r  (h) =+(5) 

(c)  ~ (a) = (f~):+- (~). 

L' impl iea t ion  (e )~  (a) est  banale.  Nous  ferons, dans l 'ordre,  les preuves  de : 

( b )~ (e ) ,  (~)*(5) ,  (~ )~ (b ) ,  (5)~(&), j ) ) ~ ( s  

i "  ( b ) ~  (c) 

E n  ver tu  de (P~), il existe M <  q - ~  tel que zEC", [z[>~M, implique 

IP (z)- Pm.,(z)I~ B (IzlI + lz~ <~ ~ (IzlI+[z~ m 

( B :  eonst, finie). Si done h~>M, (b) implique : 

(ly~-ihl+lY~ y~ pou r  t o u t  y e R  n. 

Le carr6 du 1 er m e m b r e  majore  (s un fae teur  cons tant  pros, ind6pendant  de y e t  de 

h) [([yl-ih[+[y~ Or, iI existe c > 0  tel  que (a+b)'n>~caS"b ~-~)" pour  tous 

a, b>~0 et  0~<s~<l.  E n  appl iquant  ceci, on voi t  qu' i l  existe A ' <  + o =  tel que, pour  

tou t  y E R  n e t  tou t  h E M :  

P 

5 h ~(~'~, (I vl - i h I + I v ~ [ ' ) : '~-  ~'~' < A '  I e (v, - i h, y~ I ~ 
k = O  

De l~, par  le th6or~me de Plancherel,  se d6duit  a is6ment  (e). 

Supposons 6gal s 1 le coefficient de y~ dans P (y). Fixons a rb i t r a i r ement  yO, 

ly~ Notons  r~(y~ ~ les racines du polynSme Pm.~(zl, y ~ en z I. I1 ne nous 

int6resse pas  iei de savoir  si on peu t  d6signer m fonetions rj (y0)+ i sj (yO) sur la sphere 

unit6 de R n-1 qui, en ehaque point,  y repr6senteraient  les m raeines de Pm.~(Z 1, yO). 
Ce don t  nous avons  besoin, ce sont  les Qk(zl, yO) d6finis dans  la p reuve  du th. 2.1 : 

m 
Qk (Z1, y0) = l-I [Z 1 -- rj (yO) _ i s~ (y0)] (k = I . . . . .  m). 
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m 

Posons F (z 1, yO)= ~ ] Q k  (zl, yO)]3; F (zl, yO) est  une vdri table fonction de z 1 et de y0 
k=l 

dans  C1• R n-1. On a d 'ai l leurs : F (t~zi, t yO)= t2(m-1)p F (z~, yO) pour  tou t  t > 0, du fa i t  que :  

P~.~(t~xl, t x  ~ = t ~  Pm,~ (x ) .  

E n  ver tu  de la d~f. 2.5, si [ y ~  et  si I m z l ~ < 0 :  F(zl, ye)~m~ 2(m-l), d'ol~l, pour  

t ou t  y 0 E R  n-1 (si I m  z 1~<0) : 

F (z 1, y0) > /m ~2(m - 1) [ y0 ]u(m - 1). (I) 

en ver tu  de la pseudo-homog~n~itd de F(zl, yO). 
Mais F(zl, yO) est  un polynSme en z 1 et  Zl don t  le t e rme  de plus h a s t  degrd est  

m [ z I [2(rn-1). Con]me F (Zl, yO) ~ m (~2(m-1) que]s que soient z 1 E C, I m  z 1 ~< 0 (et ] yO [ = 1), 

il existe use  constante  finie M telle que, pour  ees z I et  ces y0, on air : 

M -~ (zi, yO) ~ [z I i2(m-1). (2) 

E n  ver tu  de la pseudo-homog~n~itd de F(zl, yO), ceci est encore vrai  pour  tou t  y0 ERn-1. 

La  conjonct ion de (1) e t  de (2) donne, pour  tou t  y ~ R  n e t  t ou t  h>~0 (avec M I <  + ~ )  : 

(]y, - i h [  + [ y0 [~)~(m-, < M~F(y~-ih ,  yo). (3) 

Ceci dit, r emarquons  (cf. p reuve  du th. 2.1) qu 'on  a :  

1 ~ [sk (yO) _ Im z~] [Q~ (z~, yO)I~. Re  [Pm.~(zl, yO)(Pro..)1 (zD yO)] = ~  k=l 

E n  choisissant les indices k =  1 . . . . .  m des racines, de fa~on coh~rente sur chaque 

droite de R ~-1 passan t  pa r  l 'origine, la pseudoohomog~nditd de P.~,~(X)implique 
sk (t yO) = t ~ sk (yO). En  eonsdquenee, pour  tou t  yO et  quelle que soit la racine r (yO) + i s (yO) 

de P,,.~(zl, y~ on a :  s(y~176 Compte  tenu de (3), on voi t  qu' i l  existe 

0 < M  S< + ~ ,  tel que pour  t o s s  y E R "  et  h > 0 :  

(h~-[y0 ] ~ ) ( l y l _ i h  [ + [yOlp)2(m-i) ~ M ~ Re [Pm.p(Yl-ih, yO) (Pm, p)1 (?]1 - i h ,  y0)]. (4) 

On p e s t  d6montrer  ]e r~sultat  su ivan t  : 

Soient deux cntiers re, ~>~0, / t ~ < 2 ( m - 1 ) ,  p # + v < ~ ( 2 m - 1 ) p - 1 .  Dans  ces con- 

ditions, pour  t ou t  a>~ 1 et  t ou t  b>~0:  

a'b~< (1 + b ~) ( a +  bP) ~(~-1). 

Appl iquons  eeei ~ a = h- l ly l  - -  i]~ I, b = h - 1 / p  [yO [, ~ = kl, v = []~o [. On suppose  donc  

k x ~ < 2 ( m - 1 )  et  pk~+lk~ I1 v ient  : 
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I Yl -- i h I k' ] yO [,k• I < h-lip (h + ] yO Ip) (] Yl - i h I + ] yO ]~)2(m-1) (5) 

(dane tou t  ceci, on supposera h >0) .  

Or il se t rouve  clue 

[Pro. v (zl, yO) [P1 (Zl, yO) _ (P~.,)I (zx, yO)][ 

et  ] [p  (Zl, yO) _ Pm. p (Zx, y0)] P l  (Zl, yO)] 

sont major6s par  des eombinaisons lin6aires de monSmes I zl] k~ ]yO]lk,I, off prdcis6ment 

k l < 2 ( m - 1  ) et  p k z + ] k ~  En  tenan t  compte de (5), on voi t  done 

qu'il existe B I <  + ~ tel  q u e :  

] P (Yl - i h, yO) P1 (Yl - i h, yO) _ pm.~ (Yl - i h, yO) (p,~,.)1 (Yl - i h, yO) ] 

< Blh-1/~ (h + ly~ ( ] y l - i h ]  + ]y~ ~(m-1) 

pour  tou t  y E R n et tou t  h > 0. Prenons alors H > 0 tel  que H 1/~ ~ 2 B I M 2. Compte 

t enu  de (4), on a, pour  tou t  y E R  ~ et  tou t  h > ~ H :  

m - - 1  

(h + ] y'  I n) ~--o (] yl - i h ]2 + ] yO 12p)k ~< 2 M e Re P (Yl - -  i h ,  yO) P l  (Yl - -  i h ,  yO). 

De l~ (6), de la fa?on habituelle : par  le th6or~me de Parseval.  

3 ~ (a )~  (b) 

Supposons done P (D) p-parabolique. Pour  tou t  I y0] = 1, Yl rdel et  h >~ 0 arbitraires, 

]P,,.p ( Y l -  ih,  y0)] >~ bin. On en ddduit,  grs ~ la pseudo-homogdn6it6 de P,,.~, pour  

tou t  y E R n et  tou t  h >~ 0 : 

D 'au t re  part ,  Pm.~(Zl, yO) est un polyn6me en z 1 dont  le terme de plus haut  degr6 

est z~ n. I1 existe done M <  + ~  tel que, pour  tou t  Yl r6e], t ou t  h > 0  et  tou t  yO, 

[ y ~  ] y ~ - i h ] " < < . M ] P m . , ( y ~ - i h ,  y~ Ici encore, la pseudo-homogdngit6 de Pm.~, 

permet  de dire que ceci reste vrai  pour tou t  yO E R ~-1. 

4 ~ (~)~ (a) 

Comme P1 (D) est combinaison lingaire de D ~, p r 1 + [ r ~ [ ~< (m - I) p, on ddduit  de 

(6), pour  route  ~ E O  et  t ou t  h > ~ H :  

D'aprbs le lemme 1.2, ceci 6quivaut  h dire que, pour  tou t  y et  tou t  h ~ H  (avec 

B ' <  + ~ ) :  
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h (h + ly~ ([Vl--ihl + iV~ <.< B' ~ I P(q)(yl- ih,  y~ ] ~. 
qeN n 

Rempla~ons,  dans  cet te in6galit6, y0 pa r  t y ~ Yl par  tPyl et  h pa r  tPh, avec t~> 1. 

Pour  y e t  h fixds, on a :  

t T M  h (h + ]yO I~,) (I Yl - i h i + [yO [~,)2(,,,- x) < B '  t2mPlP~., (Yl - i h, yO)Is + 0 (t 9(mq -1)). 

Multiplions ~ gauche et  ~ droite par  t - ~ p  et  raisons tendre  t vers  + oo;  nous abou-  

tissons ~ e e  que, pour  tous  y 6 R  ~ et h > ~ H :  

h(h + ly~ ( l y l - i h l  + ly~ < B" [Pm.~(yl-ih,  y~ ] ~. 

dans cette indgalit6, Yl pa r  tPyz, yO par  ty  ~ et  posons s=t-Ph ( t > 0 ) .  gempla~ons ,  

On obt ient  : 
a(e + lyol~,) ( Ig l_ i s l  + lyOlp)2(m-1) < B, I Pm.~(gl_ia ' yo) ]~ 

et  done, pour  tou t  ?/1 r6el, t ou t  y~ [y~ et  tou t  8 > 0 :  

gs<<. B' [ Pm. , ( y l - i s ,  yO[. 

Nous  allons mont re r  que cette inggalit6 entrMne (A). E n  effet, si elle est  vraie,  

pm.~(z v yO) ne peu t  avoir,  en t a n t  que po lyn6me en Zl, aueune racine, pour  aueun 

yO, [yO]= l ,  don t  la par t ie  imaginaire soit < 0 .  Car si r~+isj 6tait  une telle racine, 

en faisant  Yz = rj, s = - a t ,  dans l ' in6galit6 ei-dessus, le second membre  serait  nul, et  

non  le premier .  Supposons enfin que, pour  tou t  ~ > 0 ,  on puisse t rouver  yO, l yO[= 1, 

tel  que Pm.~(zvy ~ ait  une racine r~+isj, avec 0~<sj~<~. Prenons  alors, dans  l 'in6- 

galit6 ci-dessus, yl=rj, s=~;  elle donne # ~ < B " ~  (B":  constante  finie, ind6pendante  

de 7)" Comme ~ est a rb i t ra i rement  peti t ,  eeci est absurde.  

5 ~ (L,)::,- (s 

Le coroll. 2 du lemme 1.2 veu t  qu '~ t ou t  e > 0  corresponde h > 0  tel que, pour  

tou t  y 6 R n : 
( l y l - - ~ ] ~ ] + l y O ] I ) ) r n - l l P  < 8  ~. ]P(q)(yl-ih,  y~ 

qe N n 

Mais si h>/1,  il existe M <  + oo tel que : 

] P (Yl - i h, y0) _ Pro,, (YI - i h, y0) ] + Z ] P(q) (Yl - i h, yO)] 
Iql>~l 

< M ( l y l - i h l + l y O l ' )  m-l/" pour  tou t  y e R  n, 

d'ofi, en ehoisissant e > 0  assez pe t i t  (et h e n  cons6quence, ee qui est  compat ib le  avec 

h>~l),  pour  t ou t  y E R  n :  
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(lyl-ih[-f-Iy~ <~2~lPrn.~(yl-ih, y~ 

Rempla~ons, dans cette in~galit~, Yl par  t 'y l ,  y ~  ty  ~ et posons s= t -Ph  ( t>0) .  

I1 vient, pour tout  y G R  n et tout  a > 0  : 

a ( l y l - i s l  + ly~ Ihl [pm.~ (yl-is, yO)[. 

En laissant h fixe, on tire de ]~ aussitSt, pour ]yO]= 1 : 

811P<C[pm.p(y1_is, y0)[ ( C <  -t- c~) 

et ceci est vrai  pour tout  s > 0 et tou t  y~ r~e]. On raisonne, ~ part ir  de 1~, exacte- 

ment  comme on l 'a fait ~ la fin de 4~ compte tenu de ce que p~>2. 

Le th~or~me 2.3 et la proposition 2.3 sont compl~tement d~montrds. 

Introduisons les ddrivations d'ordre non entier, de la fa~on suivante : soit a E R~ 

(i.e. un syst~me de n hombres >~ 0). Nous poserons, pour q0 E O :  

D ~  (x) = f e 2~~<~' a> (2 i:~yl)~, ... (2i~y~)Sn ~ (y) dy, 

off, pour chaque }= 1 . . . . .  n, (2i~yj)~s est la valeur de la fonction zsJ en 2 i n y j ,  

mettons de la branche de cette * fonetion ~) qui est rdelle positive pour z rdel positif 

(bien entendu, ceci n 'a  aucune importance). 

TH~ORfiM~ 2.4. Suppoaons vdri/ide la condition (PI) de la dd/inition 2.5. Les 

propridtds auivantea aont dquivalentea : 

(a) P (D) eat p-parabolique. 

(b) Quel que soit ]c rdel >0,  P(D)  dquidomine lea D ~, oCz aER~ vdri[ie pal+[S~ <<. 

~ m p - l c ,  sur la base de domination constitude par lea fonctiona exp ( - h x l ) ,  

h > 0 .  

(c) II existe deux constantes [inies A, H telles que, pour route 9)EO, tout h>~H, 

tout rdel k>~O et tout sER~, pal + l s ~  on air : 

h ~'" ][ e-~' m V [ I .<A II e-h~' P (D)~ll--  

Bien entendu, le th. 2.4 admet  aussi un ~noneg homologue, valable pour les 

anti-paraboliques. 

(e) ~ (b) banalement et ( b ) *  (a) d'aprbs le th. 2.3. D'autre  part ,  la eonjonetion 

du th. 2.3 et de la prop. 2.3 fair que (a) implique : il existe B < + c~ tel que, pour 

tous y E R  ~ et h > 0 :  
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([Yl- ih[ + [ y~ II~)m < BIPm.~, (Yl--~h, yO)[, 

d'ofi l 'on ddduit (comme il a ddjs dtd faR) qu'il existe H fini tel que, pour tout  

y E R ~ et tout  h >~ H : 

(ly~--ihl+ly~ y~ I. 

Soit alors sER~_, p s l + l s ~  k>~O. On a :  

hkl" ( ly~-- ihl  + ly']~)m-kl" <~ ( ly l - - ih[  + ly~ BI e (y~--ih, y~ 

et comme ly -ihl ,ly, I ... (ly -ihl + ly"l,) 

quels que soient y et h, le thdorbme de Plancherel donne immddiatemen$ le r~- 

sultat. 

Remarques. 1. On constate par le thdorbme 2.4 combien exceptionnellement riches 

sont les propridtgs de domination des opdrateurs paraboliques : tout  d 'abord si on les 

compare aux elliptiques. I1 suffit de noter, par  exemple, que le laplueien ne domine 

aucune ddrivation du 1 er ordre, alors que l 'opdrateur de la chaleur 0/0 t -  A~ domine 

toutes les ddrivations en t d 'ordre (non ndeessairement entier) < 1, et routes les ddri- 

vations en x d'ordre < 2! 

Mais les propridtds de domination des paraboliques sont aussi plus riches (dans 

la mesure off une comparaison est permise) que celles des hyperboliques : P (D) hyper- 

bolique d'ordre m domine t o u s l e s  opdrateurs d'ordre ~ < m - l ,  mais il est facile de 

voir qu'il n 'en domine aueun, d'ordre (entier ou non) > m - 1 .  Alors que P (D) p- 

parabolique, d 'ordre m e n  xl, domine tous les D s pourvu que psi+Is~ Ceci 

pouvait  ddj~ se pressentir au vu de la condition (b) de la prop. 2.3, off figure, duns 

le 1 er membre de l'indgalitd, l 'exposant m, alors que dans la condition homologue pour 

les hyperboliques (prop. 2.1, (bl)), figurait l 'exposant m - 1 .  

gemarquons  encore, dans cet ordre d'iddes, que si t E N  n vdrifie p r 1 + ] r  ~ =rap, 

on a, pour route qgEO et tout  h>~H:  

Ile-h~ D" cfllL,~ A lie hx' p (D) q~llL,. 

Ceci rdalise une nouvelle comparaison entre op@rateurs diffdrentiels, analogue & la 

domination, mais oh e est remplacd par une constante finie A, et analogue & la rela- 

tion (( plus fort que )) d 'HSrmander ,  mais oh les op@ruteurs dfff~rentiels sont muItipli@s 

(~ gauche) par  une fonction. 
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2. On peut se demander, toujours sous l'hypoth~se (Pt), si la propridtd : 

(b') P(D) dquidomine les D r, r q N  ~, p r t + l r ~  

est 6quivalente s la propri6td (b) du th. 2.3 (ou 2.4), c'est-s ~ la m6me, s cela 

pros que dans (b'), on ne prdeise pas la base de domination, qui dtait prdcisde dans 

(b) (elle dtait formde des exp ( - h x  O, h> 0 ) .  Nous n'avons pas su ddmontrer ee 

rdsultat, r probablement exact, dans le eas gdndral (nous l'avons fair pour n = 2 

et clans d'autres eireonstanees particuh~res). 

w 4. Op$rateurs paraboliques ~ coefficients variables 

Ce paragraphe est le pendant du w 2, relatif aux hyperboliques s coefficients 

variables. Nous continuerons de ddsigner par p un entier pair I>2. La r61e du 

lemme 2.1 sera joud par le lemme suivant : 

LE~ME 2.3. Soient r, s E N  ~, rl+s~ <<.2(m-1 ) et 

prx +]r~ psx +ls~  

Soit a (x) E E ~v vdri]iant a (0) = O. AIors, quel que soit s > O, on peut trouver un voisinage 

ouvert g2~ de 0 dans R ne t  un hombre M~ /ini tds que, pour route q~ E ~  (~2~) et tout 

Rappelons que ~k est la somme dtendue aux q E N" vdrifiant P qx +lq~ <<- r a p - k  

(keN) .  

I ~ r~m-I 

Posons D r --- D r" D r", avee I r'l ~ ~ P, r; = 0 et p r'l' + ] r"~ < (m - 1) p + l p .  Ceci est 

toujours possible, parce que r~<~m-1. En transposant D r', on obtient (en omettant  

les indices L~): 

](e-hX, a(x)Dr q~, e-hX' D~qD) l<~l]e-~X, Dr"qD]l ]]e-hX, Dr:[a(x)D~qg]]]. 

.,Or : 

He-hX'D':[a(x)DSqJ]H<<.Ha(x)e-h~lDr'+sq~H+ : (r'q)ll(Dqa)e-hZ'Dr'+S-qqp H. 
Iql>~l 

ql<~ r i ( l= l . . . . .  n)  

Soit v u n  entier >~ 1. Prenons ~/>0 (ddpendant de v e t  de t ) t e l  que I xl <~/implique 
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Comme p s ~ + ] s ~ 1 7 6  (et r i = 0 ) ,  si ~ 0  a son suppor t  dans  a (x)] ~< 2-~e. 

la boule [x] ~<~/, on a u r a :  

D ' au t r e  par t ,  si l ql > 1, q , >  r~ pour  t ou t  ] = 1 . . . . .  n :  

[] Dr a (x) . e-"~, Dr'+"-~ q~ ll. < B lle-h~, Dr'+"-" q~ l[., 

oh B =  sup ]Dqa(x)],  le sup po r t en t  aussi  sur les q qui nous intdressent.  Dans  
Ixl~>t/ 

l ' indgalitd prdeddente,  ~ a son suppor t  dans  la boule Ix] ~<~. 

Puisque ] r ' ]  ~< �89 p e t  que q~ = r~ = O, il existe un entier  k/> 1 tel  que 2 1 r ' ~  r  < 

~ < p - 2 k ,  d'ofi l 'on ddduit, pour  tou t  y ~  '~-~ et t ou t  h rdel (e : eonstante  > 0  qui 

ne ddpend que de p ) :  

~z:~,, l:l~tr' ~,< lhl+ I:I , . 

Compte  tenu  de ee que p s 1+1:1 .< (~ -~ )p ,  on a, pour  I~1>~ 1 : 

eh 2"" [ Yl-ih l ~' ly~ ~'"+~'-~ < (Iz, l + ly~ ") (ly~-ih[ + [ y~ 1") 2<~-~) 

pour  tou t  y E RL Le thdorbme de Planeherel  donne alors : 

B r  
II (Dqa) e-ax' Dr'+'-q ~11 ~ < ~  (E~, II e ~ ' ~  I1' + Ihl ~E, I1 ~ ~ '~ r  I1~) ~ 

pour  t o u t  h rdel, [h[ ~> 1, e t  rou te  ~ 6 / )  a y a n t  son supporv dans  la boule Ix] ~< 7- 

Alors en p renan t  M,  >i (B'  2" e - i F  et  I hi > M~, ~ eontenu dans  la boule ]x [ ~< ~/, enfin 

avec un ehoix eonvenable de v (rappelons que ~/ ddpend de v), on obt ient  faei lement  

le rdsul ta t  ddsird. 

2 ~ r 1 ~ m  

Darts ce eas, r ~  et  s 1 ~ < m - 2 .  Posons D r = D  I D  r' avee D l = ~ / a x  1 et  

r ' = ( m - l ,  0 . . . . .  0). On a :  

(e-hX, a Dr q, e-hX,.DS q~) = 2 h (e-~X, a Dr'q,  e-h~, DS ~) _ 

- (Dl a.e-hZ,  Dr'qp, e-h~, DS qj) - (e-hZ, a Dr'qg, e-h~, D1DS q)). 

Compte  tenu  de ce que p r ~ + l r ' ~  et  p s , + I s ~  avee les m~mes 

nota t ions  e t  ddfinitions qu 'en  i ~ on peu t  derire, pour  tou t  ] h I ~> 1 e t  route  ~ E ~ a y a n t  

son suppor t  clans la boule I x [ <  ~ : 
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1 2 h ( e - a ~ , a D "  cf, e - a ~ , D ~ c f ) - ( D ~ a . e - ~ , D "  q:, e-h~,D~cp)[ 

~II ~ 

d'ofi ici aussi un  choix possible de v, de M~, etc. 

Quan t  au t e rme  (e- h~, a D r' ~, e~h~' D1 D ~ ~), remarquons  que p r~ + [ r '~  ] ~< ( m -  1) p 

e t  P ( s i + l ) + l s ~  avee r ~ + ( s l + l ) ~ 2 ( m - 1  ) : on se t rouve  dans  ]e cas 1% 

C.Q.F.D. 

Nous aurons  aussi besoin du l emme suivant  : 

LEM~E 2.4. Soient r, s E N " ,  prl-~-lr~ P*~+l:l<(m-~)p. So~ent a(x), 

b (x) ~ ~) quelconques. Quel que soit e > O, on peut trouver un hombre M~ < + c~ tel que 

[h I >i M~ implique : 

[ e -h~:' {a  (x) D" cp - D" [a (x) ~0]}, e -ax'  b (x) D s ~O)L, [ 

+ [(e - a ' '  b (x) D" ~, e - ~ '  {a (x) D '  ~o - D '  [a (x) qv]})t. [ 

pour route cp E ~). 

O n  & :  D'(a~)-aD'~= E (~)D~a.D" q~. 
q,<. ::l ~lj <. n 

Formule analogue avec s ~ la place de r. Remarquons qu'on a rl-q1<<.m -I. 
Nous sommes ainsi ramen~s ~ d~montrer ceci: 

Soit c(x)6D quelconque. Si r6N n v~rifie pr1+l:l~<mp-1, etsip81+ls~ ~< 

<.(m-I)p, alors, pour tout e>0, on peut trouver Me< +~ tel que h]>~M~ im- 
plique, pour route qv 6 ~0 : 

en o m e t t a n t  les indices L 2. Posons r = r ' + r " ,  avee pr~+lr'~ et  ri '=O, 

[ r "  [ ~< ~ p. Cette ddcomposi t ion de r e s t  dv idemment  possible. Si nous t ransposons  

D ~'', nous obtenons une somme de te rmes  du t ype  (u (x)e -ax' D"  q), e -hz' D s" of), u (x)E 70, 

psi+l:l<(m-~)p. Posons B = sup lu(x)[ ;  on a :  

l(u(x)e-~',D" ~, e-h',1~'cf)l< B]le-h',Dr'~llZ�89 l 

et tout re~ieut & m~jorer ll:h"D"~l[. Posons r'=Q+~ ~ee ~,=0, I:I<~P-I, 

p~+lo~ ceoi est possible; posons k=~p-[~~ On a k~>I. AIors (of. 

preuve du lemme 2.3, partie I~ pour tout y ER ~ et tout h r~el, l hl >I I : 
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c h~,~ I u0[~,~'~ t u , - i h  [~, [ ~01~,~, < (Ihl + t ~01~ ) ( l u ~ -  ihl  + In01) ~<~ -~) 

d'ofi ddcoule aussitSt, par le th4or~me de Plancherel : 

La presence du facteur ]hi k/~ permet d 'obtenir  directement le rdsultat, apr~s avoir 

raisonnd de fa~on tout-h-fait analogue pour D s (aq~)-aDSq~. 

Dans ce qui suit, P (x, D) d~signera un op~rateur diff~rentiel sur R ~, normal, 

d'ordre m en xl, & coefficients au moins continus. Nous dirons que P (x, D) est p- 

parabolique (resp. p-anti-parabolique) dans un ouvert ~ de R n si, pour tout Xoe~, 

P (x0, D) est p-parabolique (resp. p-anti-parabolique). 

La domination normale (d~f. 2.3) ne va pas nous servir dans le eas aetuel (~ 

cause du rSle de l 'entier p). Le lemme 2.2 doit ~tre remplacd, ici, par lc suivant : 

L]~MME 2.5. Soient P (x, D) et Q (x, D) deux opdrateurs di]/drentiels sur R n, ~t 

coe//icients continus. On suppose P (x, y~, yO) homog~ne de degrd m p  (en y!) et Q(x, y~, yO) 

homog~ne de degrd m p - k  (k entier >~0). On suppose qu'il existe un voisinage ouvert 

dquilibrd U de 0 dans R ~ et une constante ]inie A tels que, pour toute q~ED (U) et 

tout h >~ o (resp. h ~ O) : 

Ihl"'"lle-n~,Q(x, D)~ll.<A[le-h~e(x, D)q~IIL,. 

Dans ces conditions, on a aussi, pour ces qJ et ces h : 

Ihl""lle-'~X'Q(O, D)~II.<AIIe-h~'P(O, D)~I[ , , .  

Exaetement  la m~me d6monstration clue pour le lemme 2.2, ~ la modification pros 

demand4e par les pseudo-homog6n~it6s de P (x, D) et Q (x, D). 

Voici maintenant l'~quivalent du th6or~me 2.2 (mais aussi, en m~me temps, de 

la prop. 2.2) : 

T H C . O R i ~  2.5. Soient un ouvert ~ de R ~ et un opdrateur di//drentiei P (x, D) 

sur R ~, h coe]/icients dans ~. Supposons que pour tout xoe[2 , P(xo, D)vdri]ie la 

condition (P~) de la dd/inition 2.5. Alors les propridtds suivantes sont dquivalentes : 

(a) P (x, D) est p-parabolique dans ~.  

(b) Pour tout ouvert bornd U tel que ( ] ~ ,  il existe deux constantes ]inie8 A~, Hv 

telles que : 

~o 

h ~" ~ Ile-'~'Drq~ll~,<A~,lle-'~'P(x, D)~ l i -  
ke0 
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pour toute e d E ~ (U) et tout h >~ Hu. La sommation, dans Ek, porte sur les r E N ~ 

v~ri/ia~t p r~ + I r~ < m p - -  k. 

(c) Pour tout ouvert borne U tel que U c ~ ,  il existe deux constantes positives finies 

Au, Her telles que, pour toute qDE~)(U) et tout h>~Hu : 

~,lle-h~'D' ~ll~+h ~lle-~'Dr ~ll~<Re (e-h~'P(x, D)~,  e-h~P~ (x, D)q~)L~, 

o~z P~(x, y )=(1 /2 i z~ ) (~ /~y~)P(x ,  y) et oiz Zp et Zt~ ont le seus dd/ini clans (b). 

Cet dnoncd a d m e t  un homologue,  valable  pour  les ant i -parabol iques.  

( b ) o ( a )  d 'apr~s le l emme 2.5 et  le th. 2.3. Nous  prouverons,  dans l 'ordre,  

( c )~  (a), (a) ~ (c), (a) ~ (b). Comme les ra isonnements  ne font  appel  qu ' aux  techniques 

utilisdes ~ sati6t~ dans ce chapitre,  nous nous bornerons souvent  ~ esquisser leur 

marche.  

Moyennan t  6ventuel lement  une division, nous pouvons  nous r amener  au cas off 

le coefficient de y~, dans  P ( x ,  y), est ~gal ~ 1 pour  t ou t  x E f L  E n  effet, il n ' es t  

pas  difficile de voir  que chacune des conditions (a), (b), (c) du th. 2.5 implique que 

ce coefficient ne peu t  s 'annuler  en aucun point  de ~2. Si le coefficient de y~ dans 

P (x, y) est ~gal ~ 1, celui de y ~ - i  dans P1 (x, y) est  aussi une constante.  I1 rdsulte alors 

faci lement  du l emme 2.3 que, pour  tou t  s > 0 ,  on peu t  t rouver  un voisinage ouver t  

U(Xo) de x 0 E ~  et  un nombre  fini M(xo) tels qu 'on  air, pour tou te  q)EO(U(xo) ) et  

tou t  h >~ M (x o) : 

i (e-h~RP(xo;  x, D)rf, e-hx'p~(x, D)~v)l+](e-h~P(xo, D)cf, e-h~R(P1)(Xo; x, D ) ~ ) ]  

<.e(E~,,lle-"~'D~ ~ll~+hE,,lle-"~'D'~ll~) (1) 

en o m e t t a n t  les indices L 2, ce que nous continuerons de faire dans la suite; rappelons 

que R P ( x 0 ; x , D ) = P ( x , D ) - P ( x  o,D). On a : 

(e-hr' P (x, D) ~, e nz~ P l  (X , D) q)) - (e-n~' P (xo, D) q), e-n~ Px (x o, D) q~) 

= (e-n~ R P (xo; x, D) q~, e-h~ P~ (x, D) q~) § (e-n~' P (xo, D) q~, e - ~  R (P~) (Xo; x, D) ~). 

Nous allons nous b~ser sur cet te formule et sur l 'indga]itd ( 1 ) p o u r  p rouver  

l 'dquivalence de (a) et de (c). 

a ~ (c) ~ (a) 

Soit xoEf2; soit U un ouver t  born6, con tenan t  Xo, ( ] c  ~.  Prenons  ensuite, dans 

(1), e~<(2Au) -1. De (c) et de (1) r~sulte alors que, pour  route  q~E~(U(xo)) et  tou t  

h >~ sup (H~, H (Xo)) : 
5 -- 593801. Acta matheraatica. 101. Impr i rn~ le 7 avri l  1959. 
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De 1s se d~duit,  par  l ' indgalitd de Schwarz, pour  ces ~ et  ces h :  

V%~lle-~'D~ll+h~[[e-h~'D~i{<2A~lle-a~'P(xo, D) V[ [. 

Alors le ]emme 1.2 implique qu'il  existe B < + ~ tel que : 

h (h+ I y~ ( I yl - i h  I + I y~ IP)2(m-1) ~< B ~  IP (q) (%, YI - i n ,  y~ 
p 

pour  tou t  yER '~ et  tou t  h>~ sup (M, Hu). A par t i r  de ls on prouve  que P(x0,  D ) e s t  

p-parabol ique exac tement  comme il a dtd fai t  dans la preuve  du th. 2.3, par t ie  4 ~ 

2" (a)~ (c) 

A par t i r  de l 'indgalitd (1) et  de l 'hypoth~se que P(x  o, D) est  p-parabolique,  et  

poss~de done la propridt~ (c) du th. 2.3, on voi t  que la condition (c) du th. 2.5 est 

v~rifide pour  des ouver ts  (( assez pet i ts  )). I] nous reste s l '~tablir  pour  tou t  ouver t  

U, ~7 compac t  et inclus dans ~ .  

Chaque point  de ~ poss~dant  un voisinage pour  lequel (c) est v~rifige, nous 

pouvons  recouvrir  0 par  un nombre  fini d 'ouver t s  V 1 . . . . .  Vk sur chacun desquels 

(c) est vdrifi~e. Donnons-nous  une par t i t ion  de l 'unitd {aj} dans  ~ ,  subordonnde au 

recouvrement  {Vj} (1 ~<]~< k), sur un voisinage convenable de [7. E n  ver tu  du lemme 

2.4, pour  tou t  e > 0, on peu t  t rouver  M <  + oo tel que h > / M  implique, pour  route 

E ~ ( U )  et  tou t  ~ = 1  . . . . .  k :  

(e -hx' P (x, D) (~j ~), e -hx' P I  (x, D) (~t ~)) - ( e-hx' 0~ P (x, D) % e -hx' P1 (x, D) ~)l 

Si  o n  p o s e  g (x) = l / ~  (x) + --- + ~9 - -  k (x), en p r enan t  s assez pet i t ,  en obt ient  (el. preuve 

de la prop.  2.2), pour route  ~ E O ( U )  et  tou t  h>~M: 

off B e s t  une constante  finie. Res te  ~ ~liminer g : on proc~de comme dans la preuve 

de la prop.  2.2 (dlimination de g), en se se rvan t  ici du l emme 2.4. 

3* (a) ~ (b) 

C'est  la par t ie  la plus banale  de 1~ ddmons t ra t ion .  Soit x0E~ ;  puisque P (x0, D) 

est  p-parabolique,  il existe, en ver tu  du th. 2.4, deux constantes  finies A, H telles 

quc, pour  tou te  ~ E ~  et tou t  h ~ > H :  
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p 

n~II,-~'D~q~II<A I I , -~ 'P  (Xo, D) ~11. (2) 
k=0 

Mais il est  clair qu' i l  existe un voisinage ouver t  U (xo) de x 0 tel q u e :  

Il e-hX' [P (x, D) - P (xo, D)] q)l] <<. 2)A Eo lle-h~' D~ cf H 

pour  toute  c fE~(U(xo)  ) et tou t  h rdel (la sommat ion,  dans  ~o, por te  sur les r E N  ~ 

vdrifiant pr  1 + I r ~ ] <<. mp). Compte  tenu de (2), ceci implique immddia temen t  : 

[[e-hXl p (xo, D) ~v]l <~ 2 He-hX' P (x, D)~[]  (3) 

pour  toute  q~E~(U(xo) ) et t ou t  h>~H. 

La  conjonetion de (2) et  de (3) implique d i ree tement  (b), mais  avec U(xo) s 

la place de U. A par t i r  de lk, on passe ~ un ouver t  born6 quelconque U, U c ~ ,  

l 'aide d 'une  par t i t ion  de l 'unit6, comme dans  2~ ici les ehoses sont  plus simples : 

r emarquer  en effet que si a (x) e ~ ,  P (x, D) a (x) - a (x) P (x, D) est une somme d 'opdra-  

teurs  b (x) D q, avec Pql + [q0[ ~< r a p -  1. Ceci pe rme t  d 'ut i l iser  les facteurs  h k/v, devan t  

les sommes  ~ (k= 1 . . . .  , p), pour  parveni r  aux  majora t ions  souhaitdes. 

Remarques. 1. Le fai t  que, dans la condition (b) du th. 2.5, au  premier  membre  

de l'indgalit6, la sommat ion  en k s 'effectue ~ par t i r  de k = 0, est de grande impor tance  : 

il condui t  immddia temen t  ~ la domina t ion  des dgrivat ions d 'ordre  entier  ou non D s, 

st iR+, psl  +[s~  

2. La  difference, entre le th.  2.5 et le th. 2.2, pour  les domaines  de validitd 

des majora t ions  (dans le th. 2.2, elles ne sont vraies que sur des voisinages con- 

venables  de chaque point,  tandis  que dans le th.  2.5 elles sont vraies sur tou t  ouver t  

born6 U, U c ~) ,  cette diff6renee n ' a  rien de tr~s profond.  Elle t ien t  s implement  au 

fair  que les op6rateurs parabol iques sont donnds s priori sous forme normale.  Un  

opfirateur hyperbol ique normal  jouirai t  de la propridt5 analogue, comme le prouve  la 

prop.  2.2. 

3. On peu t  d6montrer  que les conditions (a), (b), (c) du th. 2.5 sont 6quivalentes 

s la suivante  : 

(b') Quels que soient le nombre rdel k > 0  et le point x o de ~,  il existe un voisinage 

ouvert Uk (x 0) de x o tel que P (x, D) dquidomine, sur Uk (Xo), lea D ~, olt s eR~ 

vdrifie p s l + l s ~  suivant la base de domination constitude par les 

exp ( - h x l ) ,  h > O .  
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On remarque, dans cette condition, que les modalitds de la domination ne sont 

pas prdeisdes, comme elles le sont dans (b) (facteurs hk/P). 

On pourrait  ajouter bien d 'autres conditions dquivalentes aux prdcddentes; par 

exemple, (b') implique une propridtd identique, s cela prbs que Uk (x 0) y est remplacd 

par un ouvert bornd U, U c ~;  inversement, dans (b) on pourrait  remplacer U par 

un voisinage convenable de x 0 (arbitraire dans ~).  En rbgle gdndral, t o u s l e s  pas- 

sages du local aux ouverts bornds, et vice-versa, sont ldgitimes. 

4. On pouvait  dvidemment faire, sur les coefficients de P (x, D), des hypothbses 

bien moins restrictives que de les supposer dans E. 

CHAPITRE I I I  

D o m i n a t i o n  e n  exp (-p(xl)) 

Nous allons maintenant  ~largir Ies bases de domination au dels des exponenti- 

elles, tout  en restant  dans le domaine de la domination multiplicative. Ce que nous 

eherchons d'abord, c'est s prolonger s des fonetions plus g~ngrales les propri~t~s 

dtablies avec les exp (x,  h). Par  exemple, on peut se demander si des in~ga]it~s du 

genre de 

Ile-<x'n>DT~ll~<e Re (e-<X'h> P(D)cf, e-<X'n> P~ (D)~v)L, 
Ir1<~ m - 1  

(P (D) hyperbolique d'ordre m, ~ >0 ,  ~v E D) restent vraie lorsqu'on remplace (x, h) 

par une fonction g (x) qui ne soit plus lin6aire. D'autre  part,  par les exponentielles, 

nous avons at teint  certains faits, mais dans des cas relat ivement restreints; se pour- 

rait-il que leur domaine de validit6 soit 61argi si on enrichit suffisamment les bases 

de domination? Par  exemple, l'in6galit6 pr6c6dente a 6t6 d6montr6e, avec un choix 

convenable de h, pour toute ~vED(Rn). Mais ceei est en g6n6ral faux lorsqu'on 

remplace P (D) par un op6rateur s coefficients variables. Ne r6cuperera-t-on pas, ce- 

pendent, cette propri6t6, si on aceepte de ne plus se limiter s la domination ex- 

ponentielle? 

C'est s ce genre de questions que nous allons nous int6resser dans la premibre 

partie du pr6sent chapitre, en ne nous occupant, toutefois, que des op6rateurs hyper- 

boliques normaux et paraboliques. 

Dans la seconde partie, nous 6tablirons des in6galit6s de domination qui, prati- 

quement, ne sont qu 'un cas particulier de eelles de la premi6re partie. Nous disons 

pratiquement,  parce que les op6rateurs diff6rentiels 6tudi6s auront comme coefficients 
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des opdrateurs  (dans des espaces hilbertiens) et  non plus des scalaires; mais  s ce d6- 

tail  pros, qui ne change rien d'essentiel,  les ra isonnements  res teront  ]es m~mes, ou 

p lu t6 t  seront  des simplifications de ceux de la premiere partie,  simplifications dues 

au fait  que nous nous placerons sur la droite,  et  non plus sur R n avec n quel- 

conque. Nous  avons  cherch~ s montrer ,  dans cette seconde partie,  l ' intdr~t que peu t  

prdsenter,  dans certains cas, l 'extension des bases de dominat ion  dont  nous venons 

de parler,  et  commen t  il est alors possible de tirer par t i  des inggalit~s de dominat ion.  

Les deux  premiers  pa ragraphes  sont  consacr~s s des construct ions et  des r6sultats tr~s 

g~n~raux; le dernier  mont re  comment  ils pe rme t t en t  la r~solution de certains pro- 

blames aux  limites de type  mixte.  

PREMIERE PARTIE 

w l .  Op~rateurs hyperboliques et paraboliques h coefficients constants 

Nous eommencerons  par  ~tablir divers lemmes sur des op~rateurs diff~rentiels en 

une var iable  t, ~ coefficients constants  par  r appor t  s t, mais  qui d~pendent  (d 'une 

certaine fagon ) de certains param~tres .  Par t ie  de ees lemmes nous servira pour  t ra i ter  

le cas hyperbol ique normal  (dans Rn), par t ie  pour  le cas parabolique.  

Nous poserons, dans ce qui suit, D ~ d / d t .  L'opdra teur  s ~tudier e s t :  

P ( D ) = ( D - i r l ) . . .  ( D - i r m )  (m>~I) 

off tes rj sont des nombres  complexes,  soumis ~ diverses conditions. Nous associerons 

P (D) les opdrateurs  : 

Q~(D)=  I~ ( D - i r j ) ,  k = l  . . . . .  m; P l ( D ) =  ~ Qk(D)- 
1=1, ]*k  k=l  

On re t rouve  1s des choses connues. On a : 

P (D) = (D - irk) Qk (D) pour  chaque k = 1 . . . . .  m. 

Jusqu '~  nouvel  ordre, et  saul  ment ion  expresse du eontraire,  les fonctions et  

distr ibutions consid~r6es seront d~finies sur la droite r~elle, dont  la var iable  sera t. 

Nous  allons utiliser cont inuel lement  une funct ion p (t) ~t valeurs rdelles, au moins 

une /ois contin~tment ddrivable, v~rif iant  toujours  : 

(C O) [ p '  (t) [ > 0 pour tout t rdel. 

Ult~r ieurement  p (t) pour ra  ~tre soumise s d ' au t res  conditions. 

Soit ~E]Ot; on a : 
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Re (e -~(t) P (D) % e -v(t) P1 (D) ~)L~= ~ Re (e -v(t) P (D) % e -p(t) Qk (D) qO)z~ 
k = l  

= ~ Re (e -v(t) (D--irk) Q~ (D) % e-V(t)Q~(D)q~)L~ 
k = I  

= ~ f[p'(t)+Xmr~]le-~(')Q~(O)q~l~dt. (1) 
k = l  . 

(H) 

Nous ferons dordnavant l'hypothbse suivante : 

Les r s (l~?'~<m) sont des /onctions homog~nes de degrd d d'une variable s de 

R n-1. Les I rs (s)l/Is I a sont borndes sur R n-~. 

En outre Its r s vdrifieront toujours l'une ou l 'autre des hypothbses suivantes 

(qui S'excluent!) : 

(HYPER) L e s r  s (s) sont des [onctions rdelles et continues de s, distinctes deux ?t deux 

pour tout s # O. 

(PARA) I1 existe un hombre (~>0 tel que I m r  s(s)>~5 pour tout l <.~<<.m et tout 

s e  R n-l,  Isl=l. 

Dans le cas (PARA), le degrd d'homogdnditd d doit ~tre un entier pair. 

La formule (1) nous permet d'dcrire : 

Re (e -~ P (D) % e -p P1 (D) (p)L. = ~ I p' (t) I e-'(') Qk (D) q~ 12 dt. (2) 
k = l  

dans le eas (HYPER);  

Re (e -r  P (D) ~, e -v P1 (D) q)L, 

>1 ~=~ ( f  p ' le-"  Qk(D)qJl~dt+~lslalle-" Qk(D)qJIl~,) (3) 

dans le eas (PARA), puisque (PARA) et (H) impliquent Im rk (s)>~ 5 Is] ~ pour tout  

k = l  . . . . .  m e t  tout sER  ~-a. 

LV, MME 3.1. Supposons les hypotheses (H) et (HYPEE)  vdri/ides. II existe c > 0  

tel que, pour toute q~EOt, tout h(t) rdelle continue et tout s E R  n-1 : 

m - 1  

c ~ Isl2~<m-l-o)ll e-.`,,oq~ll~.~< ~ Ile-hr162 
q =0 k = l  
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P o u r  m = 1, le l e m m e  es t  bana l ,  car  a lo rs  t o u s l e s  Qk (D) son t  ~gaux  ?~ 1. N o u s  

r a i s o n n e r o n s  p a r  r~cur rence  sur  m, c ' e s t -~ -d i re  sur  le n o m b r e  d ' o p ~ r a t c u r s  Qk (~gal 

m) e t  sur  l eu r  dcgr~ (~gal s m - 1 ) .  C e p e n d a n t ,  c o m m e  on v a l e  voir ,  l a  r~cur-  

r ence  ne  p e u t  d ~ b u t e r  s m =  l ;  el le d o i t  c o m m e n c e r  s m = 2. 

t "  Cas m = 2  

P o s o n s  ~ (t) = ~o (t) e x p  {�89 i t  ( r  I -)- r2)}; il  v i e n t  : 

2 

II e-h (D - irk) ~ Ill, = I[ e-~ (D - i~)~p III' + [[ e-h (D + i ~) y~ II•', 
k = l  

off l ' on  a pos6 ~ = ~ (r 1 - r ~ ) .  Le  s econd  m e m b r e  es t  ~gal  s : 

2 lie-" D ~ II~,+ 2 ~2 II~-h ~ [[I,, 

oh ~2 (s) = a 4 [r t (s) - r 2 (s)] 2 n ' e s t  j a m a i s  nu l  p o u r  Is[ = 1, e t  c ' e s t  une  fonc t ion  con-  

t i n u e  de  s, done  i l  ex i s t e  c 2 > 0  te l  que  ~'2(s)>~ce[s[2a p o u r  t o u t  s E R  "-a .  C o m m e  

II ~-h ~ III, = l[ ~-~ ~ lib (car  les re son t  r~els), on  a: 

2 

2 ~ l ~ l ~ l l ~ - ~ l l b <  ~: [ l~ -" (D- i~)~ l lb  pour route ~0eD. 
k= l  

D ' a u t r e  p a r t ,  D = (1 /2  e) [r~ (D - ir2) - r 2 (D - ira)]. C o m m e  r~ (s) ~< C21s leg (k = 1, 2) 

p o u r  t o u t  s E R  n-l, e t  ~2(s)~c~[sl2a : 

C 2 
]Ie-~D~H%~<7: 5 He-"(D- i rk )q~[ l l  , p o u r  t o u t e  ~ e O .  

~c 2 k = l  

L a  c o n j o n c t i o n  des  d e u x  m a j o r a t i o n s  o b t e n u e s  d 6 m o n t r e  v i s i b l e m e n t  le l c m m e  3.1 

dans  le cas m = 2 .  

2* Cas m > 2 

N o u s  r a i s o n n e r o n s  d o n c - p a r  r~cur rcnce  sur  m. P o s o n s  : 

Q~k(D)=  l~  (D- i r~) ,  i = 1  . . . . .  m, k = l  . . . . .  m, ~ + k .  
l= l  

lg:], l~:k 

On a Q~(D)=(D- ir~)Q~k(D)  p o u r  t o u t  ~ = l  . . . . .  m, ] + k .  P o s o n s  : % = ( D - i r k ) e l .  

A v e c  ces n o t a t i o n s ,  on  p e u t  gcr i re  : 

lie-" Q,(D)~II~,= ~ I1~-" Q,k (D) wkllb. 
1=1 ] - I  
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Or (pour k fixd) les Qj,% forment  une famille d 'opdrateurs  du m6me type  que la fa- 

mille des Qj, au nombre  de m - 1 ,  d 'ordre  m - 2 .  D'apr~s la rdcurrence, il existe 

c 1 > 0  (inddpendant de s, de ~0,%, de k, de h) telle que, pour route q q Ot (dont dd- 

pend ~v,%) : 
r/l--2 

131 E [sl~('~-~-~)lle-~D~w,%lt~.< ~ IIe-'~Qr 
q-O j - l ,  ]~:,% 

d'ofl, en revenant  ~ fP et en sommant  par  rappor t  s k :  

m-2  

~ ~ I~1 ~<~-~-~) ~ I1~ -~ (D-~r~)D~ol l~ ~ II ~-~ Q, (D) ~oll~- 
m q=o k=l ]=1 

et comme le rdsultat  pour  m = 2  entralne : 

2 

II e-h (n-r ,%)nqqpl l~,~ ~ lie -h (n--r,%)nqgPll2L, 
,%=I k=l 

avec % > 0  inddpendant  de s, h, q, etc., on en ddduit  aussitSt le lemme 3.1 dans le 

cas gdndral. 

COROLLAIRE 1. Supposons vdrifides les hypotheses (H) et (HYPER) .  I lex i s te  

c > 0  tel que, pour route ~PE~t, tout s E R  ~-1, toute p( t )  rdellz, une lois contin~ment 

ddrivable, vdri/iant (CO):  

ra-1 

c ~ H I/Ip'le-'Dqcfl[~ .~ Re (e-~P(D)cf, e vP~(n)cf) t~ .  
q=0 

I1 suffit de tenir compte de l'dgalitd (2), p. 70, et d 'appl iquer  le  lemme 3.1 

~, la fonction h (t) = p (t) - �89 log I P' (t) l" 

Nous  allons main tenan t  nous occuper du cas (PARA).  

L E ~ M E  3.2. Supposous les hypotheses (H) et (PARA) satisfaites. I I  existe une 

constante c > 0  telle q~te, pour route qpE~, tout s E R  n-1 et tout h (t) rdelle, une lois con. 

tin~tment ddrivable, vdri/iant h' (t)>~ 0 pour tout t : 

m--1 

c Y [81u'~"m-"-'~)l[e-"~)D"cp[l~,< ~ Ile-n(t)Qk(D)cPll~,. 
q=0 kffil 

Le r6sultat  est banal pour  m = 1. Ici aussi nous raisonnerons par  rdcurrence sur 

m. Mais il suffit d 'dtablir  le rdsultat  suivant  (qui correspond au cas m = 2) : 

II~ -~ (n-ir~)wll~.>~ ~o(ll ~-~ DWlI~.+ I~l ~ II~-~wlIr (co>O). 
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Car en remplaqant ensuite ~0 par ( D - i r ~ ) %  et en itgrant cette minoration (appliqude 

aux deux termes du second membre), on obtient le rdsultat dans le cas g~ndral. 

Or le l e~ membre est ~gal s 

(e-~ Dq~, ir~e-~ q:)~,= - i ~ ( e - ~  Dq), e-~ q))t~, Mais : 

d'ofl : 

Re (e-h D q~, irke-h cf)L~ = --(Ira rk)Re (e-~ Dcf, e-h~0)t~+(Re rk) Im (e-l~ Dq~, e-h q~)L,. 

Mais Re (e -hD% e-hq~)L,=(h'e-h% e-hq~)L~; donc au to ta l :  

Ile-~ (D--irk)q~ll~,=He hD~011~+2(Im rk)(h'e-h cf, e h q~)L~-- 

- -2 (Re  rk) Im (e-hDq:, e-~qV)L,+lrkl~lle-hq)ll2L2. 

I)'apr~s l'hypoth~se de l'~nonc~, h'>~0; d'apr~s (PARA), Im r~>0.  Par  cons~quen'~, 

le 2 e membre de l'dgalit~ pr~c~dente majore : 

]]e-"nq~]]~-2]]e-hDq:]]L,]Re rk} He-hvi]L,+((1Re rk)e+(Im rk)2)He-hv[]~, 

1 { (Ira  rk) ~ 
~>~ ~ - -  tt e-h D~~ (Im r~)~lle-hq~lli,/ 

En utflisant (H) et (PAl%A), on voit que Im rk(s)>~]s[ a pour t ou t  BERn-x; d'autre 

part, en vertu de (H), il existe C< +oo  tel que ]rk(s)]<~C]s] a pour tout  s E R  n-a, 

d'o/1 : 

I1:  ~ (D--irk) ~ll ~>~-~ (c-~ ~ II ~-~ D W ii%. + ~ I ~ i ~ il ~-~ ~ [l~,), 

ce qui est exactement ce que nous voulions prouver. 

COROLLAIRE. Supposons vdri/ides les hypotheses (H) et (PARA). Il  existe c > 0  

tel que : 

q=O 

I 
~<- Re (e-P P (D)cf, e ~' P~ (D)cf )~, 

C 

pour route q~ 6 Dr, tout s 6 R n-~ et toute p (t) rdelle, deux /ois contin~ment dgrivable, vdri- 

]iant p' (t) >0,  2 p  '~ (t) - p "  (t) >10 pour tout t. 

]l suffit de tenir compte de l'in6galit6 (3), p. 70, et d'appliquer le lemme 3.2 

successivement aux fonctions h (t) = p (t) et h (t) = p (t) - ~ log p' (t). 



74 I?RAN~OIS TI~I~,VE S 

Lorsque m = 1, la condition 2 p' ~ (t) - p "  (t) >~ 0 est superflue. Quoiqu'il  en soit, 

elle est facilement s~tisfaite. Remarquons  que s i p  (t) la v~rifie, q ( t ) = 2 p  (t) v~rifie 

2q  '~ ( t ) - q "  (Q>~q'~(t) pour  t ou t  r r4el. Nous  allons avoir besoin main tenan t  de fonc- 

t ions soumises s cette derni~re condition. Mais auparavant ,  il nous fau t  dtablir un 

lemme fondamental ,  qui gdn~ralise le lemme 1 .4 :  

L]~MME 3.3. Soient j, k E N ,  j < k .  Soit p( t )  une lonction rdelle une lois con- 

tin~ment ddrivable, vdri/iant la condition : 

(C1) II  existe p o > 0  tel que p'(t)>~po pour tout t rdel. On a alors, pour toute 

~ E o t  : 

La d6monstra t ion est immgdiate : 

Re (e -p D ~, e -~ ~)L, = (P' e-P ~, e -~ ~)L,- 

, Donc H ~pTp, e-"  ~ [l~' = Re \ Up' D % ~, 

pour j = 0, k =  l, par  l 'indgalitg de Schwarz. En  rempla~ant  ~ par  d'ofi le rgsultat  

DJ% on obt ient  : 
II 1 p j §  II 

m~is 
I ~ IlL' I L~ " 

On termine alors en raisonnant par r~cu~ence sur k - j .  

Ce ]emme 3.3 va nous servir sans arr~t dans ]a suite de ce chapitre, tant  dans 

la  l ~r~ partie que dans la seconde (apr~s une g~ngralisation immediate). 

Concernant  les fonctions p (t) qui v~rifient 2 p' ~ - p"  >~ p'3, on peut  donner  un 

~nonc~ am~lior~ du lemme 3.3 : 

L]~MM]~ 3.4. Soit p( t )  rdelle, deux lois contin~ment ddrivable, vdrifiant (C l) et 

p ' ~ ( t ) - p "  (t)>~O pour tout t. Alors, quels que soient k E N  et ~ E ~  t, on a : 

IIp' w I1,., < 2 IIe-" I1.. 

l l  suffit gvidemment  de prouver  ce ]emme pour  k =  0. Appliquons le lemme 3.3 

avec h = p - ~  log p' s la place de p; on a h ' = p ' - p " / 2 p ' ~ � 8 9  e - h =  Up'e -T , d'ofl 

aussit6t  le r~sultat. 
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LEMME 3.5. Soit d u n  entier pair. Soient h, k, rEN,  h<~m, k ~ < m - 1 ,  h+k~<  

~ < 2 ( m - 1 ) ,  d ( h + / c ) + r ~ < ( 2 m - 1 ) d - 1 .  Quel que soit e > O, on peut trouver H~ < +co 

tel qu'on ait : 
m-1 

{s{r{(e P Dhq~, e-~ Dgq~)L,{<~ ~ ({sl~a(m-�89 V~e-"  Dqq~{{~O 
a=0 

pour toute q~ E Or, toute p (t) rdeUe, deux /ois contin~zment ddrivable, vdri/iant p' (t)>JH~ 

et p'~(t)-p"(t)>>-O pour tout t rdel, et tout sER n-~. 

Nous omet t rons  les indices L z dans la preuve. Nous ne ferons d'ailleurs cette 

preuve que dans le cas off h = m ,  k ~ < m - 2 .  Les autres cas se t ra i tent  de fa~on en 

tous points analogue. 

On peut  6crire : 

(e-" Dm% e-" D~q))= - (e -"  Dm-l q), e-,  D~+l q))+ 2(p 'e - ,  Dm-1% e-" D~qD). 

i*  Majoration de {s{~{(e-" D m-~ V, e-"  D ~+~ V)] 

Dans  le cas off nous nous sommes placds, les conditions de l '6noncd veulent  que 

d k + r < . d ( m - 1 ) - l .  Posons a = ( m - k - 1 ) / ( r + l ) ;  comme k<<.m-2, a est >0 ;  puis 

H=(4/e)  TM (on prendra  s <  1). Nous  supposerons p'(t)>~H pour tou t  t. 

Supposons d ' abord  Is[ ~< H a. Nous pouvons ~crire : 

]s]~](e-" Dm-1% e-P Dg+l cf)]<~H=r-�89 ]] V~p'e-" Dm-i cf] [ { [ e - ' n g + l V [  {. 

Comme k ~ < m - 2 ,  en ver tu  du lemme 3.3 : 

][e-VDg+iq~][<H�89 l/~p' e-p Dm-m ~o [[ 

d ' o ~ :  ]s]'[(e-'Dm-x% e-"D~+'v) l<Ha'-(m-k-"l}V~p'e-'D'~-Xcf{[e. 

Supposons maintenant  Is [ >~ H". Puisque r ~< d (m - k - 1) - 1, on peut  poser r = r I + r~ 

avee rl<~d(m-k-l-~)-�89 r ~ < � 8 9  et donc dcrire : 

[8[r[(e-pDm-lcf, e-~ o k + l ~ )  [ 

< 2  ({sl ~:' [[e-~ D~+~ ~ [l: + Isl~"lle-PD"-a~[[ ~) 
2 

a ( r + l ) = m - k - 1  implique H~-(m-k-~)=H-~, de sorte qu 'on  a, pour  tout  sER ~-1 

et toute  ~ E Ot : 
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Isl'l(e-'Dm-x% e-, D~+~ ~) l 

"~<~2 m-l~ (I 8 12d(m-�89 II e-v Dqcf I1~+ lsl ~<m-~-r II l~p' e-" Dr ~ ll~)- 
q = 0  

D'aprbs  notre choix de HI on peut  remp]aoer (l fH a) par  ~e. 

2 ~ Majora t~o~ de 18 Irl(p ' : "  D m-' % *-P D~ ~)1 

Prenons H e t  a comme dans 1% Supposons [sl~<Ha; on a :  

Islrl(p'e-pDm-lcf, e-~D~q~)l<HarllV~e-PDm-lqjllllVp"e-~D~qJll. (1) 

Mais en vel~u du lomme 3.3, le 2 e membre  de cette indgalitd est majord par  

Har~ II r : ~  D ~  ~11 II '-~ D~§ ~ I1" 

On pout  donc, ensuite, raisonner oomme on l 'a  fair on 1 ~ pour  l sl~< H a. 

Supposons maintenant  181~> H a. On a iei : 

[.s}rl(p'e-POm-199 , , - ~ D ~ ) I < I s I ' I I ~ - ~ D ~ - ' ~ I  I II:~p'D~I I 

En  ver tu  de l 'hypoth~so sur p, nous pouvons appliquer le lemme 3.4; il en rdsulte 

que le second membre de l'indgalitd prdoddente est majord par  

18lrll, ~D~-X~l I II:~o~+1~ll<2(181",ll:,D~+'q, ll~+lsl~'-II:~O~-1~ll~), 

oh r 1 e t r  2 sont les entiers ddfinis on 1 ~ . On eonelut oomme en 1 ~ et on about i t  

ainsi ~ la m~me majorat ion qu 'en  1 ~ mais avec Is (l(p' ~-~D~-~% ~-~Z:~)l oommo 
1 er membre. Les deux majorat ions obtenues donnent  immddiatement  la rdsultat. 

I1 convient maintenant  de traduire ces r~sultats en termes d 'op4rateurs diffd- 

rentiels sur R ~. Cela se fait  visiblement sans difficultd : eomme los indgalitds dtablies 

son t  valables pour  toute  ~0EOt, on prendra pour  q0 une fonotion dp(t, yO), yOERn-1 ' 
vdrifiant (x E R ~) : 

f ( I )  (x,, yO) exp (2 ~ (x  ~ y0>) yO D~. i d E 

m 

On supposera que los coefficients de P ( D ) =  I-[(D-irj(s)) sont des polyn5mes en 
t = '  

8~ . . . . .  s~; de sorte qu 'un  y remplagant  sj par  (1/2 i~r)(~/~ xj), on obtiendra un op6rateur 

diffdrentiel ~ coefficients constants sur R ~. 

Cependant  nous changerons nos notat ions : nous substi tuerons xx ~ ce qui, jusqu '~ 

maintenant ,  6tait not6 t; D ne ddsignera plus d/dt et reprendra la signification des 
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chapitres prdcddents. Ainsi P ( D )  s'obtiendra par substitution, dans le polyn6me 

P (X) ~ C IX 1 . . . . .  X~] de (1/2 i~)  (~/~ X~) s l'inddterminde X~ pour chaque ~ = 1 . . . . .  n. 

P (D) sera normal, et d'ordre m en Xl; il pourra arriver (cas parabolique) que l 'ordre 

total de P (D) soit supdrieur s m. Comme d'habitude, on posera 

P1 (Y)= (1/2 i z~)(~P/~ Yl)(Y)" 

l~ous sommes alors en droit d'6noneer : 

TH]~OR~ME 3.1. Soit P (D) un opdrateur hyperbolique normal ~ coe//icients con- 

stants sur R ~, d' ordre m. I l  existe deux constantes positives/Jules H, A telles que, pour route 

q~ E Oz et toute /onction rdelle p (Xl) , une /ois contin~zment ddrivable, vdri/iant p'  (xl)>~H 

pour tout x~ rdel, on air : 

1 [ ] /~  (zl) e-P(z') nq  ~) ]]22 < A Re  (e -p(x~) P (D) q~, e -p(x', P~ (D) q~)L~ 
q ~ m -  

L'6nonc6 homologue pour le cas parabolique est celui-ci : 

TH~OR~ME 3.2. S o i t d  un  entier pair >~ 2. Soit P (D) un opdrateur d-parabolique, 

d'ordre m par rapport h x r I1 existe deux constantes positives /inies H, A telles que, 

pour route q)E ~ et route /onction rdelle p (Xl), deux [ois contin~ment ddrivable, vdri/iant 

p' (xl)>~H et p ' 2 ( X l ) - p "  (Xl)>~O pour tout x I rdel, on air : 

~�89 II e-P(~) Dq ~ [1~ + 5~ [[ ] /~  (x~) e -~(xl) Dq~ I]~2z <<. A Re (e -~(~) P (D) ~, e -p(~I) P l  (D) ~)L~. 

Pour /c entier >/0, la sommation dans ~k s'effectue par  rapport  aux q ~ N  '~ qui 

vdrifient d ql + I qO [ ~< m d - k. 

Le th. 3.1 gdn~ralise une part ie du th. 2.1; le th. 3.2 gSndralise, lui, une patt ie du 

th. 2.3. 

La preuve de ces thdor~mes est simple. On commence par supposer que P (D)= 

=Pro (D) dans le cas hyperbolique, P (D)=Pro. a (D) dans le cas parabolique (i.e. que 

p (y~, yO) est homog~ne de degr~ md). On effectue alors une transformation de Fourier 

par rapport  s x ~ ce qui donne des op~rateurs a (~ /~x  l - j r  l(y~ ... ( ~ / ~ x l _ i r  m (y0)) 

(a :nombre  complexe non nul). Ces opdrateurs vdrifient (H) avec d =  1 si P (D) est 

hyperbolique, et d pair >~ 2 si P (D) est parabolique, et de plus (HYPER)  dans le 

premier cas, (PARA) dans le second. On applique le corollaire du lemme 3.1 dans 

le GaS (HYPER),  celui du lemme 3.2 dans le eas (PARA). On obtient ainsi le th. 3.1 

lorsque P (D) =Pm (D) et le th. 3.2 lorsque P (D) = P~. ~ (D). 
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Pour  obteni r  le th .  3.1 dans  sa gdndralitd, on peu t  effectuer (1) une t rans forma-  

t ion  de Four i e r  en x ~ e t  on ut i l ise une ma jo ra t i on  du  t y p e  de celle du  lemme 3.5, 

mais  bien p lus  banale,  de  

l c < ~ m - 1 ,  h + k §  cet te  ma jo ra t ion  fixe le choix de la con- avec h ~  m, 

s tan te  H.  

En  ce qui concerne le th .  3.2, nous pouvons  aussi  l ' ob ten i r  pa r  t r ans fo rma t ion  

de Four ie r  r~ciproque pa r  r a p p o r t  s y0, du moins dans  le cas off P ( D ) =  Pro. a (D). 

Le passage au  cas g~n~ral est  ici un  peu  plus d6l icat  que dans  le cas hyperbol ique .  

I1 convient  de r emarque r  qu 'on  a (ff E ~ ;  on a omis les indices L ~) : 

(e -p(~) P (D) % e - p(x~) P1 (D) q~) - (e - ~(x~) Pro. a (D) % e - p('~) (Pro. a)l (D) q~) 

= (e -p(~') [P (D) - P~.  a (D)] % e -p(~') P1 (D) ~) + 

+ (e -p(x~) P,~. a (D) % e -~(x') [P1 (D) - (P,~. a)l (D)] ~). 

Le 2 ~ membre  de cet te  ~galit~ est  une combinaison lin6aire de p rodu i t s  du  t y p e  

(e-p(z,) D a ~, e -p(~') D~" ~), 

&vec : 

d q t + l q ~  d q ; + [ q ' ~  pour  le 1 ~ terme;  

d q ~ + t q ~  d q ~ + t q ' ~  pour  te 2 ~ te rme.  

Posons h=q. k=q;, r=lq~176 Pour ces deux termes, on a:  h<~m, k<~m-1, 
h + k ~< 2 (m - 1), d (h + k) + r ~< (2 m - 1) d - 1. Si donc nous faisons une t r ans fo rma t ion  

de Four ie r  p a r  r a p p o r t  s x ~ nous sommes en dro i t  d ' app l i que r  le lemme 3.5 (avee 

yo ~ ]a place de s e t  x I ~ celle de t). Ensui te ,  une t r ans fo rmat ion  de Four i e r  rdei- 

p roque  en yO donne le rdsu l ta t  cherchd. 

w 2. Op~rateurs hyperboliques et parabollques h coefficients variables 

Nous  reprenons  ici in t~gra lement  les no ta t ions  et  d~finit ions des pa rag raphes  3 

et  4 du  chapi t re  I I .  

LEMME 3.6. Soient r, s e n  n, [ r [ = m ,  181= -1. Soit a ( x ) e E  a v~l~urs rdelles, 

avec a(O)=O.  Quel que soit s>O,  on peut trouver un voisinage ouvert ~ de 0 dans 

R n et un hombre positi[ M e <  + ~ tels q u e :  

(1) On peut aussi appliquer la remarque de la p. 82. 
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Iql<~m-1 

pour toute qJ E ~ ) (~ )  et toute /onction rdelle p(xa), une lois eontinCtment ddrivable, vdri- 

liant p' (x 0 >1 M~ pour tout x ~ ~2~. 

Ceci est la g~ndralisation naturelle du lemme 2.1; 1~ preuve est calqu~e sur celle 

de ce lemme 2.1, aux modifications pros, tout-s  superficielles, qu ' impose la n~ture 

linduire de p(x  O. Nous allons (pour les sceptiques) en exposer compl~tement la dd- 

monstrat ion.  Nous omet t rons  les indices L ~. 

i ~ Cas m = 1 

Alors Dr=~/~xj  (l~<j<~n) e t :  

(e-~ a(x) D~q), e-P q~) = ~ [ -  Dja(x) 2 Re 
$ 

+ 2a (x) Dip (x0] [ e-P(~')~0 (x)[2 dx. 

Bien entendu,  Dip (x 0 = 0 si j=~ 1. Soit ~2 un voisinage ouvert  bornd de 0 dans R ~ 

tel que ]a(x) l<�89 pour tou t  x e ~ ;  posons B =  sup sup ]nqa(x)]. On a (quel que 

soit j = 1 . . . . .  n) : 

[l~e (e-Pa Di ~0, e - ~ ) ]  ~< �89 {e + B ( i n f  p '  (x0)-~}][ l/p ' e-~q0 ][ ~ 
xe~  

pour route ~ E D (~), d'ofi le r6sultat  en prenant  M~ = B/e  et ~ =  g2. 

On poursuit  la ddmonstrat ion en ra isonnant  par  rdcurrence sur m;  le rdsultat  

est vrai  pour  m =  1, on le suppose vrai  jusqu 's  m - 1 .  

2 ~ Cas r 1>11 et s 1>~1 

On a Dr=Dr'D1 et DS=D~'D1 avec r ' = ( r l - 1  , r  ~ et s ' = ( S l - l , s ~  Comme 

I/I =m-1,  I * ' l = m - 2 ,  nous sommes en droi t  d 'appl iquer  la rgcurrence h, DzV. 

3 ~ Cas r 1>~2 et s 1=0 

Ecrivons encore D r =  D r ' D 1  . On a :  

(e- P(~') a (x) D r ~, e- p(x,) D ~ q~) 

= - (e- ~(x~) a D e' ~0, e- ~(~') D s D 1 ~ )  - (e- ~(z,) (D 1 a) D T' ~, e- p(~0 D s q)) + 

+ 2 (p' (xl) e-~(Z')aDT'q), e-'(~l)DSqJ). 

1)uisque [r '[  = [s[ = m -  1, les deux derniers termes sont major~s, en valeur absolue, 

si ~o E O ( ~ ) ,  par  : 
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SUp 2]a(x)] ~ 116 -p(z') Vp' (Xl) Dq~]] 2 

et  on peu t  choisir  ~ et  M,  comme lorsque m =  1. 

Quant  au  1 er t e rme : - (e-;(xl)aDr'cfl, e-~(X')DSDl~0), r emarquons  que Is[ + I = m ,  que 

[ r ' { = m - 1  et  que r '  1>~1; nous nous t rouvons  donc dans  le cas 2 ~ (avec (s 1 + l , s  o ) 

la p lace  de r e t r '  ~ celle de s). 

4 ~ Cas r 1 = s 1 = 0 

Ic i  e - ' (~~ ne joue aucun  r61e et  on obt ient ,  fac i lement  (cf. preuve  du  lemme 

2.1, eas 3~  

[Re (a (x) D r (e -v(~~ ~v), D ~ (e - ' (x~ ~))t  

q ~<m-1 qL-0 
B 

~sLlPxe~ pt (/1) Iflq~<~m 0-= 111 l/p' (x~) ~-'(~" D~ ~ II ~ 

d'ofi  le rdsul ta t ,  en p renan t  M,  = B/s .  

5 ~ Cas r t = l ,  s 1 = 0  

Ecr ivons  D ~=D 1D r' (ici r ~ = 0 ) ;  on a : 

(e-V(~)aDr cf ' e-~(~,)D~ ~) 

= _ (e-p(~OaD~'cf, e-~(~,)DScf ) _ (e-p(~,)(Dla)Drcf, e-~(~~ 

+ 2(p' (Xl) e-~(~)aD'cf, e-~(~)D~cf). 

Les deux derniers  te rmes  se majoren t ,  en va leur  absolue,  comme dans  3 ~ Le premier  

t e rme  (du 2 e membre)  est  6gal s  

- ( e - p ( ~ ) a D ~ ,  e-~(~,)D~q))+ ~ (e-V(x')(Dr"a)D~'-r"cf, e-V(X~)DSDlCf ) -  
Ir"l>~t r" 

-- ~ (s ) (e-p(z~ e-p(z~ 8' 

ce qui mon t re  que l~e(e-m~:')aD*% e-P(~~ est une somme finie de te rmes  du 

t y p e  (e-P(~')b(x)Dq'cf, e-P(*')Dq"cf), a v e c :  b(x) E~., [ q ' ] ~ < m - 2 ,  [q"[=m,  q ' l ' = l .  

Comme m>~2, nous pouvons  poser  Dq"=DjD ~, 2<~j<~n. Ce t e rme - type  peu t  donc 

s 'derire : 
- ( e  v(z')(Djb)Dq'cf, e P(~)Dqq))-(e-P(Z')bDCDjrf, e-~(Z')Dqq~), 

ce qui prouve,  au  to ta l ,  que l~e (e-P(~)aD~cf, e-~C~')D~q~) est une somme de te rmes  

de la forme (e ~(~)c(x)D~cf, e-~(~~ avec h, k E N  ~, t h [ < ~ m - 1 ,  I k [ 4 m - 1 ,  et  
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c (x)E ~ .  On cone lu t  sans  pe ine ,  en  r e m a r q u a n t  que  la  v a l e u r  ab so lue  de  ee t e r m e  

es t  m a j o r d e  p a r :  

sup  I c (x)[ 
�9 ~ ~ II Up' (Xl)e,-P(X')Dh~)II II Up' (~1)~-'(~,>D~q, II. 

L ~ M M E  3.7. Soient r, s e n  =, Ir+sl<2(m-1), [rl<m, 181<m-1. S o i t a ( x ) e E .  

Quel que soit l'ouvert bornd ~ de R = et quel que soit ~ > 0, on peut trouver un nombre 

positi/ M~ (~)  < + ~ tel que : 

I(e-~(X')a(x)Drq:, e ~cX')D~0)L,l~<e 5 HUP'(Xs)e-P(X')Dqq~][~ ~ 
I q l ~ m - 1  

pour toute q)EO(~2) et toute /onction rdelle p(xl) u n e  lois continCtment ddrivable, vdri- 

/iant p' (xi) >~ M~ (~)  pour tout x E g2. 

On p e u t  d v i d e m m e n t  se b o r n e r  s cons id~re r  le cas off I r ] = m .  Si r l ~ < m -  1, i l  

ex i s t e  i~>2 t e l  que  r j > ~ l ;  dc r ivons  D r = D i D  r" avec  I r ' l < . m - 1 .  E n  t r a n s p o s a n t  Dj,  

on o b t i e n t  

(e -~(~~ a D ~ ~,  e- ' (~ ')  D ~ ~)L~ 

= - (e- ~(xo (Dj a) Dr '  ~0, e - ' (~ )  D s ~0)L~ - (e-~(x') a D r" ~0, e -  ~(x,) Dj  D ~ ~0)z,, 

e t  e o m m e  I s l ~ < m - 2 ,  nous  s o m m e s  r a m e n d s  a u  cas I r l ~ < m - 1 .  Si r l = m ,  on a la  

m~me  Io rmule ,  ma i s  avec  ~ =  1, e t  avec  un  t e r m e  s u p p l d m e n t a i r e  au  second  m e m b r e ,  

t e r m e  qui  es t  
2 (p '  (x 0 e - ' (~')  a D r" ~, e -'(x~ D ~ q~)L,. 

L a  v a l e u r  abso lue  de  ce t e r m e  es t  ma jo r~e  p a r :  

2 sup I~(~)1 I1UP'(xOe-'<~')Dr'vll-II I/P~TOOe-~(~')D~vlI-. 

P o s o n s  s '  = (8 + 1, .s ~ ; on a ] s' I ~< m - 1. D ' a p r ~ s  le l e m m e  3.3, 

II U~ (xO ~ "(X" D~ w II-~< ~ e-~(X') D"  q ~ 
v p txl) L 2 

et ,  c o m m e  on a auss i  ]r ' ]<~m-1 ,  on v o l t  q u e :  

[2 (p '  (x 0 e " (~ ' )aDr '~ ,  e-~(~')DS~) L, [ 

<2sup la(/)l 

d 'of i  le rdsu l t a t .  

6 - 593801.  A c t a  ma thema t i ca .  101. I m p r i m 6  le 7 avr i l  1959. 
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Remarque. Si on ava i t  supposd a(x) EB, c'est-s inddfiniment ddrivable, et  

born~e, ainsi que chacune de ses d~riv~es, sur R ~ entier, on aura i t  alors pu  prendre  

comme ouver t  ~ n ' impor te  quel ouver t  de R ~, et  en part iculicr  R n lui-m~me. Cela 

ressort  mani fes tement  de la (~ ddmonstra t ion ,). 

La  conjonction des lemmes 3.6, 3.7 et  d u  th. 3.1 conduit  d i rec tement  au th~o- 

r~me suivant ,  qui est la g4ndralisation d 'une  par t ie  du th. 2.2 : 

T H e O R i Z E  3.3. Soit P(x,  D) un opdrateur hyperbolique normal d'ordre m sur R ~, 

coe//icients indd/iniment di//drentiables. Pour chaque point x o de R n, on peut trouver 

un voisinage ouvert U (Xo) de ce point, et deux constantes positives /inies A (xo), H (x0) 

telles qu'on air : 

~. [[ V~p'(x~)e-~(~')nqq~]l~,<<.A(xo) Re (e-p(x~)p(x, D)q~, e-P(~~ D)q~)L~ 
]qi<~m-1 

pour route q~ E O ( U  (xo) ) et route /onction rdelle p(xl) , une /ois contindment ddrivable, 

vdri/iant p' (xl) >~ H (xo) pour tout x E U (xo). 

Nous allons essayer ma in tenan t  d '~tendre,  dans une certaine mesure,  ce r4sul tat  

d ' au t res  ouver ts  que des voisinages (qui ne sont pas  arbitraires) de chaque point .  

Nous allons considgrer un ouver t  ~ de R n soumis ~ la condition suivante  : 

(N) Quel que soit le nombre M /ini, l'ensemble des points x E ~ qui vdri/ie~t I x~l <<. M 

est compact. 

TH~OR~ME 3.4. Soit P(x,  D) un opdrateur hyperbolique normal d'ordre m sur R ~, 

h coe//icients indd/iniment di//drentiables. Soit ~ un ouvert de R ~ possddant la propridtd 

(N). Pour route /onction continue h(x) sur R ~, il existe une /onction continue G(Xl) de 

la variable rdelle xl, G (Xl) >~ 1 pour tout xl, telle que, pour route q) E ~ (~) et pour route 

/onction rdelle p (Xl), une /ois contin~ment ddrivable, vdri/iant p' (Xl) ~> G (Xl) pour tout xl, 

on air : 

E I]h(x)e ~(~')Dq~[[~.<Rc (e-~(x')P(x, n)q~, e-P(x~)Pl(X, D)~)L,. 
]qi~m 1 

Rappelons  que P1 (x, y ) =  (1/2 i~) (~ P/~  Yl) (x, y). 

Conatruisons, ~ par t i r  du recouvrement  (U(xo)}x~ de R n, off U(xo) eat le voi- 

sinage de x o d~fini par  le th.  3.3, un recouvrement  localement  fini de R ~, que nous 

noterons (Ut)~1. Chaque U~ est  bornd et contenu dana un certain U(xo) auquel  sont 

attach~es,  par  le th. 3.3, des constantes A(xo) et H(x0) ; apr~s avoir  choisi, pour  

chaque i E J ,  un U(x0) qui contient  U~, nous poserons A~= A (Xo) et  Hi=H(xo) .  
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Prenons ensuite une part i t ion de l 'unitd (~) dans ~ ,  sub(.rdonn~e au recouvre- 

ment  (Ud. Nous noterons Ks le support  de = s e t  J~ l 'ensemble des indices j 6 J tels 

que Uj rencontre U,. 

Nous omettrons (provisoirement) les indices L ~ et nous derirons P (resp. P1) au 

lieu de P (x, D) (resp. PI (x, D)). En  outre, posons Rs = P =~ - =i P ,  Ss = P1 ~s - =s P~ : 

R~ est un  op4rateur d 'ordre m -  1, S~ est d 'ordre  m - 2 ;  les coefficients de R~ et de 

S~ sont dans O. 

D'apr~s le th.  3.3, si p'(x~)~>Hs pour tou t  x~  Us, on a :  

5 [[ ]/PTe-'Dq(ohcf)[[~<'-As Re (e-~'P(oh~), e-~Pl((ziq))). (1) 
[ql~<m-1 

Ceci dit, remarquons q u e :  

(e-~' P (ohq)), e ~' P~ (ohcp))- (o~ e-~ P cf, e-~ Pt cf) 

=(e-~R~cf, e-~Ss~)+(e ~R~, e-~'oqP~cf)+(e-;ohP~, e-~Sscf). (2) 

I1 est dvident qu'il  existe M~ < + ~ tel que : 

e ~S~q))+(e PRoof, e-~ohPlcf)l<M, ~ fp ' ]e  ~Dqcfl2dx 
Iql~<m-1 d 

puisque ~i et les coefficients de Ri et de St ont  leurs support  dans Ki c Us. 
Dans le terme (e P~sP~0, e-~Ss~0), nous pouvons remplacer ~o par  fli~0, off 

fli E ~ (Ud vau t  1 sur Ks. I1 existe B~ < + 00 tel que, pour route q0 E ~ et route p (xl) : 

Ill/~e-'D~(flsq))ll ~<<.B, E ( p ' l e  "Dqq)l ~dx. (4) 
[q[~<m-1 [q[<~m 1 3 

Vi 

Posons alors B [ =  ~ ( l + B d ;  B[ est fini ear J i  est un ensemble fini; posons 
ieJ~ 

e~= inf (1/2AjB'j); es>0 ,  toujours paree que J~ est tiM; on a alors : 

1 B; sup e~ < - - - -  (5) 
s~ J~ 2 A j" 

Or le lemme 3.7 dit  qu 'on peut  t rouver  H~ < + oo tel que, s i p '  (x 1) >~ H~ pour t ou t  

xE  Uf, on air, pour  route ~v E ~ : 

](e-'ohP(flscf), e-'Ss(fl,~)) I 

E IVp; 'z (fl, )ll 
q <~m-1 

f p'I -'D~ 
Iql~m I .  

rll 
compte tenu de (4). 
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Si nous posons H;'=M~e/~, en faisant  la conjonction de (3) et  de la derni~re 

in4galit4, eompte  tenu  de (2), on obt ient ,  si p '  (x,)>~sup (H/,  H~") pour  tou t  x s  U~: 

[(e-'e(~,W), e-~P~(~,~))  - (7~e ~P~o, e " P ~ ) l < s ,  (~ +B,) [ql~<~m_ 1 f p t  [e-,D~q~12dx 
u~ 

et  en faisant  la conjonction de ceci avec (1), on voi t  que s i p '  (x~)>~sup (H~, H'~,/-/~'), 

on aura,  pour  route ~o E O : 

, j.,<.~_~ II I /P;~-~D~ (~ ,~)  II 2 

< R e  ( ~ e  ~P~, e-~PlCp)+ei(l § B~) 5, f p'le-~D~l~dz 
Iql~<m-1 

U~ 

< R e  ( ~ e - P P ~ ,  e-PPl~)+e~(l + Bi) 5` ~ Vpze-'D~(~,~)[[ 2 (7) 
j e J  i q <~m-1  

puisque, pour  t ou t  x 6 U,, ~ (x) = 5` aj (x) ~ (x). 
J~Q 

Soit alors t un hombre  r~el a rb i t ra i re ;  nous ddsignerons par  Vt l ' hyperp lan  

x I = t de R n. 
Nous ddfinirons une fonction H (t) ainsi : H ( t )=  sup (H,, H; ,  H~') le sup 4rant  pris 

la lois sur H , H ' , H "  et sur les i tels que U , f ~ V t f ] f / + ~ t .  E n  ver tu  de (N), ces 

i sont en nombre  fini; et de plus, H(t) est une fonction constante  par  morceaux,  ne 

p renan t  qu 'un  hombre  fini de valeurs  (finies et  positives) sur tou t  intervalle born~ 

de la droite. 

Nous imposerons alors ~ p(x 0 de v~rifier 

(I) p" (xl) >~ H (x 0 pour tout x 1 rdel. 

Nous supposerons dSsormais que ~0 6 O (f2). Dans  ees conditions, si (I) est  satis- 

faite,  la majora t ion  (7) est  exacte pour  tou t  i 6 J .  Nous pouvons  en faire la somme,  

membre  s membre ,  lorsque i pareour t  J ,  apr~s avoir  posb g (x) = ( ~ a~ (x))~. I1 v ient  : 
ie~ r 

1 5 i~s A~ Iql<m-1 [[ 1/~7 e-~~ Dq (Cr 

teJ ]~J~ lql~<m-1 

Le dernier t e rme  du second membre  peu t  s%crire : 

5 [ S e j ( l + B j ) ]  5` [[l~p'e-'Dq(~,qJ)l[~<SB[supsj S. [ll/~e-"D~(~,~)[[ 2, 
i e J  j t J  i [ql~<m-1 i e J  i e J  i [ql<~m 1 

Compte  tenu de (5), on about i t  b, ceci : 
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Si p (x:) v4rifie (I), on aura, pour  route ~v ~ ~ (~2) : 

5 ~ ~A [[l/~e ~Dq(~,~)ll~<'--Re(g~e-'P~, e-~P:c,v) �9 
[ql~<m-1 ~eJ 

(8) 

Restent  s dliminer les At et g (x). 

Posons A ( t ) = s u p A i  oh le sup est pris sur les i E J  tels que U~(~VtNg2=4:0; 

A (t) est une fonction du m~me type  que H(t). Soit B (t) une fonction rdelle, ind,-  

l iniment ddrivable de t dans R 1, qui sera choisie plus loin. Imposons  s p(xl)  de 

vdrifier : 

(II) p '  (Xl) ~ A (Xl) B 2 (Xl) pour tout x 1 rdel. 

L'indgalitd (8) devient alors : 

tl Be-~ nq(~cp)ll2<~2Re(g~ e-~ Pq~, e-v Plq~). (9) 
}q}~m-1 

i e J  

Reste ~ ~liminer g (x). Remarquons  que g e ~ ;  de plus, g (x)>  0 pour  tou t  x G R ~, car 

si on avai t  g (x0)= 0 pour  un point  x o de R n, cela signifierait qu 'on  a a~ (x0)= 0 pour 

tou t  i E J ,  contrairement au fair que les ~ consti tuent  une part i t ion de l 'unitd dans 

R n. Si donc / ( x ) = l / g ( x ) ,  on aura / e E .  Comme d'ailleurs g = (  ~ a~)~- 5 ~,~j~<l, 
i e J  i+ j  

on a / (x)>~l  pour tou t  x e R L  

On peut  alors faire la remarque suivante : soit r G N n quelconque ; posons F~ (t) = 

= s u p  [D~/(x)[, le sup ~tant calcul~ sur les x e ~ ,  tels que x l=t .  F~(t) est une fonc- 

t ion semicontinue, donc mesurable, sur la droite, et, en ver tu  de (N), elle est bornde 

sur tou t  intervalle borne. De ceci, par  des raisonnements en tous points analogues s 

ceux ddjs faits, on ddduit qu'il  existe deux fonctious continues M (x:) et H' (xl) telles 

que, s i p '  (Xl) ~ H '  (Xl) pour  tou t  x 1, alors, pour  route ~v e D (s : 

I(e-'P~, e- 'P,q~)-(e-PgP(/q~) ,  e- 'Pl( /~v))l~< 5 IIM(xl)e-~D'~[[ ~. (10) 
[ql~<m-1 

De fa~on analogue, on peut  montrer  qu'il  existe une fonction continue H "  (x~) 

telle que, si p '  (Xl) ~> H "  (Xl) pour  tou t  x I rdel, alors, pour toute  ~v E ~ (~2) et t ou t  

qEN",  [ q [ ~ < m - 1  : 

IIB - D~ II 
~eJ 

Tenons compte de cette in~galitd et de ( 1 0 ) p o u r  appliquer (9 )ap r~s  y avoir  

remplac~ ~v par  /~v. On voit  que si p'(Xl) v~rifie (I) ([I), et si de plus : 

2 i2= (1) Tenir compte de ce que ~ cci 1. 
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( I I I )  p '  (Xl) >~ H" (xl) , p' (Xl) >~ H" (xl) pour tout x 1 rdel, 

alors, pour route ~ E O (~) : 

~ [IBe-~Dqq)l]2<-Re(e-~Pq),e-~Pl~)+ 5 IIM(xl)eLPDqq~l[2. 
Iql~<m-1 [q[<m-1 

On obtient  enfin le th. 3.4 en soumet tan t  B s la cond i t ion :  

(IV) B(Xl)>~3[M(Xl)+~(xl) ] pour tout x 1 rdel, 

oh ~ (t)= sup lh (x)I, le sup ~tant calculd sur les x e ~ tels que x 1 = t. 

Remarques. 1. Le thdor~me 3.4 implique ~videmment une propridtd de domina- 

t ion : il suffit d ' y  remplaeer h (x) par  (1 /e)h  (x); cette dominat ion n 'es t  pas tout-k-fair 

globale, e'est-&-dire ind~pendante du support  de 9. La  nature  des bases de domina- 

tion, ne eomprenant  que des fonctions de la seule variable xl, interdisait ~ priori 

tou t  espoir d 'obtenir  une dominat ion off l 'ouvert  ~ aurai t  pu ~tre identique & R ~ 

entier. 

2. Les ouverts  qui v~rifient la condition (N) comprennent,  entre autre, t o u s l e s  

cylindres ouverts  de g~n~ratrices orthogonales aux hypcrplans x I = constante,  et tous 

les cSnes ouverts qui ne coupent  ces hyperp lans  que suivant  des bornds. 

I1 nous faut  maintenant  voir les pendants  paraboliques des th~or~mes 3.3 et 3.4. 

Comme dans ce qui precede, nous nous bornerons le plus souvent  s esquisser les 

raisonnements, en ~non~ant les rdsultats intermddiaires. 

P (x, D) est maintenant  d-parabolique (d entier pair  /> 2), d 'ordre  m e n  x 1 ; nous 

supposerons que le coefficient de ~m/~x~ dans P(x, D) est une constante (on pourra 

toujours se ramener  s ee cas par  division). 

On commence par  d~montrer  une g~n~ralisation du lemme 2.3 : 

L~MME 3.8. Soient r, s e n  ~, r~+sl<~2(m-1), drl+]r~ dSl+lS~ 

Soit a (x)e ~ avec a (0)= O. Quel que soit e >0 ,  on peut trouver un voisinage ouvert ~ 

de 0 dans R ~ et un nombre positif /ini M~ tels qu'on air, pour route q~ E O ( ~ )  e$ 

route /onction rdelle p(xl) , deux /ois contin~ment ddrivable, vdri/iant p ' ( X l ) >  M~ et 

p'~ (Xl) - p" (xl) ~> 0 pour tout x 1 : 

I(e-~'(X~)a(x)D~q~, e-P(z~)Ds~p)L,] ~e(~.a II l/P~)~)e-~(Z')Dqq~]]~ "+ 5�89 ]]e-~'(~:')Dqq~]l~). 

Rappelons que si k est un  entier, la sommat ion clans ~ porte  sur les q ~ N ~ 

vdrifiant d q~ + I qO [ ~< m d - /c .  

Lorsque m = 1, la condition p,2_ p ,  >~ 0 est superflue. La  dgmonstrat ion se fair par  

les proc~d~s utilis~s jusqu'ici  (elle s'inspire des preuves des lemmes 2.3 et 3.5, 3.6, 3.7). 
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On fait  ensuite la conjonction de ce lemme et du th~or~me 3.2. On obt ient  

l '~quivalent du thdor~me 3.3 et ce qui constitue une gdn~ralisation d 'une  partie du 

th~or~me 2.5 : 

THI~OR~ME 3.5. Soit P (x ,  D) un opdrateur d-parabolique sur R n, h coe//icients 

indd/iniment di//drentiables. P o u r  chaque point x o de R ' ,  il existe un voisinage ouvert 

U (x0) de ce point, et deux constantes positives /inies A (xo), H (%) tels que : 

II e-"Xl)Dqq ~ I1 , + II e-P(X~ I1 , 
~< A (xo) Re (e -'(~') P (x, D) ~, e -~(x') P1 (x, D) ~0)t, 

pour route qDE ~ ( U  (xo) ) et toute /onction rdelle p(xO, deux lois continCtment ddrivable, 

vdrifiant p' (Xl) >~ H (Xo) et p'~ (x 0 - p"  (Xl) >/0 pour tout x E U (xo). 

Enfin, pour passer ~ l 'dquivalent parabolique du th. 3.4, on pourra s ' appuyer  

sur le lemme suivant,  qui est l 'homologue du lemme 3.7 et g~ndralise le lemme 2.4 : 

LEMME 3.9. Soient r, s G N  n, dr l+lr~  ds l+ l s~  d ( r l+81)+ 

+ I r~ + so I ~< (2 m -  1) d - 1. Soit a (x) E ~ quelconque. Alors, pour tout ouvert bornd ~ de 

R ~ et tout hombre s > O, il existe M~ (~) < + c~ tel que, pour toute q~ G ~ (~2) et toute 

]onction rdelle p(Xl) , deux /ois continCtment ddrivable, vdri/iant p ' ( x O ~ M ~ ( ~  ) et 

p,2 (x 0 _ p,, (Xl) ~> 0 pour tout x E C2, on air : 

[(e-~(X~) a(x)D~ qj, e-P(X,) DSq))L.[ 

Nous ferons la majorat ion seulement dans le cas off r l = m ,  r~ dSl+]S~ << - 

( m - 1 ) d - 1 .  En  omct tan t  les indices L 2 et en posant,  comme d 'habi tude,  D l = ~ / ~ x  1, 

on pout  ~crire : 

(e-PaD~cp, e - ~ D ' ~ ) =  - ( (Dia)e -PD~- lc f ,  e - P D ~ ) -  

- (ae-~D'~n-~c:, e - ~ D ~ D ~ )  + 2 (p'ae-~D'~ -1 c:, e - ~ D ~ ) .  

La majorat ion de ]((Dia)e-~D~-~c:,  e - ~ D ~ ) ]  ~tant banale, nous avons ~ nous oe- 

euper des deux derniers termes du 2 ~ membre.  

t* Maioration de I(ae-PD~-aq~, e-~DSDl~) l  

Posons s ~ 1 7 6  ''~ avec d ( s l + l ) + l s ' ~ 1 8 9  Is"~189 ceci est pos- 

sible parce que d s I + I so I ~< ( m -  1) d - 1. Posons ensuite s'  = (s 1 + 1, s'~ s" = (0, s"~ On 

transpose D s'', cc qui conduit  s une somme de termes de la forme (b (x)e -~ Dr'of, e-" D ~" q~), 
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avec r~ = m- -  1, I r'~ ~< �89 d -  1, et b (x) E E. On volt  alors que si B ddsigne le max imum 

de ]b(x) l sur ~ ,  on a :  

] (b e-~ D~'% e-P D~'q~) l < B ]l e-~ Dr q~ ll ]] e-P D~'q) ]]. 

Dans le second membre de la dernibre indgalitd, effectuons une t ransformation de 

Fourier en x~ on obtient  alors ]e rdsultat  en raisonnant  exactement  eomme dans la 

preuve du lemme 3.5, compte tenu de ce que r; = m - 1, s; <~ m - 1, d (r; + s;) + I r ~ + s~ l <~ 

( 2 m -  1 ) d -  1. 

2 ~ Majoration de I(p'ae-PD~-'q~, e-'D~)l 

On ehoisit s '~ et s ''~ comme en 1 ~ mais on pose ici s ' =  (sl, s'~ On transpose 

encore D ~'', ce qui conduit  s une somme de ternles (b(x)p'e-PD~'qD, e-~D~'q)), avec 

b (x) E E et r '  comme en 1 ~ Toutefois, dans le cas prdsent, d s; + I s'~ I ~< (m - �89 d - d. 

La  condition p , 2  p,,>~ 0 permet  d'dcrire (lemme 3.4) : 

IIp'e-VD~'q~ll<~2He-VD;~t I pour route  T E ~ ,  

off ~=  (s l+  1, s'~ e'est-s que ~ est exactement  ce qu 'on a not6 s' en 1~ nous 

nous t rouvons dans la m6me situation qu 'en 1 ~ et on dolt done faire le m~me rai- 

sonuement.  

T I ~ O R ~ M ~  3.6. Soit P(x ,  D) un opdrateur d-parabolique sur RL Soit un ouvert 

de R n, vdri/iant la condition (N) (p. 82). II existe une /onction a (Xl)>0, constante 

par morceaux, ne ddpendant que de l'opdrateur P (x, D) et de l'ouvert ~ ,  telle que, pour 

toute /onction continue h (x) sur R ~, il existe une [onction continue G(xz)>~ 1 teUe que, 

pour route cf E ~ (~) et route /onction rdelle p(xl), deux ]ois contin~ment ddrivable, vdri- 

/iant p' (Xl) ~ G (Xl) et p'~ (Xl) -- p "  (Xl) ~ 0 pour tout xl, on ait : 

( ~ d  H aU~) e -p(x~) D q q~ I1~' + ~ II h (x) e -p(x') n q ~ II~) 

~ R e  (e-P(x') P (x, D)% e ~(~')P1(x, D)~)L~. 

On construit  un recouvrement  (U~) de R ~ et une part i t ion de l 'unitd (~) de O, 

subordonnde & ce recouvrement,  comme dans la preuve du th. 3.4. Ici aussi, ce qui 

importe, c 'est  d ' abord  d 'obtenir  des majorat ions convenables des crochets [P, ai] et 

[/)1, ~ ]  : cela se fair ~ l 'aide du lemme 3.9. 

On abouti t  ainsi s une indgalitd qui peut  s'dcrire, avee ]es m~mes notat ions que 

dans la preuve du th. 3 .4 :  
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1 

<Re (g2 e-~ P (x, D)~, e-~ Pi (x, D) ~) ~.,. 

Reste pratiquement ~ dliminer g2, par le procddd habituel, qui consiste ~ remplacer 

~o par g - l q ,  et ~ majorer 

(e-VP(x,D)cp, e-vPl(x,D)q~)L~-(e-PgP(x,D)(~),  e -PgPI ( x ,D) (~ ) ) .  

Dans le cas prdsent, moyennant  des conditions de croissance sur p (xl), et par des 

raisonnements tout-~-fait analogues s ceux ddveloppds jusqu'ici, cela se majore par  

1 [ ~  ~ e -~(~)D q 2 +  2 

(toujours moyennant  ccrtaines conditions de croissance sur p(xl) ) de sortc qu'au total, 

on obtient : 

<~ Re (e-V(~') P (x, D)cf, e-V(xl) P 1 (x, D)F)L~. 

On pose alors A(t) = 8 sup Al, le sup dtant calculd sur les i E J  tels que 

U~ N Vt N F~# 0;  A (t) est nne fonction constante par  morceaux, borndc sur tout inter- 

valle bornd; on a alors : 

Re (e-P(~') P (x, D) ~, e- v(x~) P1 (x, D) ~)L~. 

Comme le 1 ~ membre de cette indgalit~ majore, pour p (xl) convenablement croissant, 

il ne reste alors plus qu'~ prendre a (xl)= 1/A (xl) et ~ imposer la condit ion:  

off ~ est ddfinie comme dans la preuve du th. 3.4. 
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Soulignons que l ' intervention de la fonetion a (x~) ne peut 6tre 6vitde (du moins 

dans le cas g6n6ral). Dans la seconde partie, nous allons rencontrer un ph6nom~ne 

analogue et la p lus  grande simplicitd de la situation va nous permettre de mieux 

eonstater combien il t ient /~ la nature m6me des choses. 

SECONDE PARTIE 

w 1. Op~rateurs diff~rentiels sur la droite ~ coefficients op~rateurs 

Dans cette partie, t sera la variable r~elle, D la d~rivation d/dt ,  Z l 'ensemble 

des entiers de tout  signe. Nous utiliserons les ddrivations (par rapport  ~ t) d 'ordre 

nggatif. Saul mention expresse du contraire, elles auront la signification suivante : 

si ]c esr un entier >0 ,  nous poserons D - k q ) ( t ) = Y ( t ) ~ k ~ o  (~E~) ;  Y(t) est la fonc- 

tion d'Heaviside); D-k~0 n 'appart ient  pas en gdnSral ~ ~); c'est la primitive d'ordre 

]~ de q0 dont le support est limit4 s gauche; si ~0 a son support dans la demi-droite 

t<~a (a rdel), alors dans l 'ouvert  t>a,  D-~q~ est un polynSme en t de degrd ~</c-1. 

Dans route la suite, et sans que cela soit en gdndral rappelg, p(t) reprdsentera 

une ~onction une /ois contin(ement ddrivable, i~ valeurs rdelles, vdrifiant la condition 

suivante : 

(C 1) Il  existe p 0 > 0  tel que p' (t)>~pe pour tout t rdel. 

Si E est un espaee hilbertien, nous noterons g~n~ralement ( , )E  le produit her- 

mitien de E, II lIE sa norme. I1 pourra advenir que le dual fort de E ne soit pas 

eanoniquement identifi~ ~ E, auquel cas il sera not~ E'. Si F est un second espace 

hilbertien, L ( E ; F )  sera l 'espaee de Banach des op~rateurs born~s de E dans F. 

Nous aurons sans cesse s manipuler des fonctions et des distributions sur la 

droite & valeurs dans des espaces de Banaeh. Sur ee point, nous nous conformerons 

aux d~finitions et notations de L. Schwartz ([9] et [10]). En r~gle g~n~rale, les fonc- 

tions et distributions s valeurs vectorielles seront imprim~es en caract~res g ra s :  

f, T, etc. et si, par  exemple, ces valeurs appartiennent ~ E, les espaces dont ce sont 

les ~l~ments seront affectgs de la mention ( E ) : •  (E), L 2 (E), ~ '  (E), etc. Un espace 

fr~quemment utilis~ sera ~ t ( L ( E ;  F ) ) :  eelui des op~rateurs born6s de E dans F, 

fonctions ind~finiment ddrivables de t. 

Quel que soit k E Z ,  et quelle que soit r e-~(t)D~cp appart ient  ~ L2(E) 

en vertu de (C 1). C'est ~vident si k >/ 0. Si k < 0, D k ~ est tempdrde lorsque 

t - ~  + ~ (et s support limit~ s gauche), alors que exp ( -  p(t)) d~eroit plus vite que 

exp ( -- P0 t). 
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LEMME 3.10. Soit B(t) E~t (L(E;  E)) hermitien pour tout t. Si ~ E ~ ( E ) ,  on a : 

Re (e- pa) D k [B (0 D ~ ] ,  e-~(t) D k ~)L,(S; 

= ([p' (t) B(t) + (k - �89 (t)] e-P<~ r e-P(~ 

I 
~ z  k Re  (B(h+z)(t)e-P(t)D~-hcp, e-P(t)DkC~)L,(E ) si k ~ 0 ;  

+ k 
~.. c kh Re  (e-P(~ e-PCt)I~)L~(E) si k <  O. 

Les c k a sont des entiers positi[s ou ndgati[s, qui ne ddpendent que de h et de k. 

Nous omettrons,  au cours de la ddmonstrat ion,  les indices L ~ (E). 

t o k ~ O  

Supposons d ' abord  k = O .  Alors : 

(e-~BD~,  e - ~ ) =  _ (~ ,  D[Be -~p~]) 

= 2 ( p ' B e - ~ ,  e -~cp) - (B 'e - -~ ,  e - ~ ) - ( e - ~ c p ,  e-PBD~),  

d'ofi : 2 Re  (e-PBD~, e-~cp)=([2p'B-B']e-Pr e-Pr 

ce qui consti tue le r4sul tat  dans ce cas. 

Raisonnons ensuite par  rdcurrence : supposons le r~sultat  vrai  j u s q u ' ~  k - 1  et  

prouvons-le pour  k (supposal >~ 1). On peu t  dcrire : 

(e-~J~(BDr e-~ j~cp) 

= (e- 'D ~-z (B'D~),  e - 'Dk~)  + (e-~J~ -z [BD ( D ~ ) ] ,  e - ~ D  ~-z ( D ~ ) ) .  

Occupons-nous d ' abo rd  du 2 ~ t e rme ;  en ve r tu  de la r4currence 

Re  (e-~D ~-~ [BD (Dry)], e - ~ D  ~-z ( D ~ ) )  

~ ~ ( k - l l )  Re(B(~*l)e-~'D~-ac.p,e-'D~). (1) =([P'B+(k-~)B']e-~'-D~$, e-~'D~) + Z h+ 
h = l  

Passons ensuite au 1 ~ terme.  Pa r  appl icat ion directe de la formule de Leibniz, on 

voi t  qu' i l  est ~gal s 

(e-~B'l~r e - ~ l ~ ) +  ~ (e -~ ~,  
h ~ l  

E n  p renan t  la par~ie r~elle de ceei et  en l ' a jou tan t  a u  second membre  de (1), on 

obt ient  la formule cherch~e. 
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2*  k~< - -  1 

Posons f = D~r I1 est facile de ddmontrer  l'dgalitd 

-k  
D ~ ( B D ~ )  = n ( B f ) +  ( k -  1 ) B ' f +  ~ c~D-h(B(h+l)f) (2) 

h=l 

off les c~ E Z ne ddpendent  que de ]~ et  de h. D 'au t re  p a r t :  

(e - 'D(Bf ) ,  e -~ l )=2(Bp 'e -~ f ,  e P f ) - ( e  ~f, e ~BDt) ,  

et  comme : (e-Pf, e-PBDf)=(e-Pf ,  e - P D ( B f ) ) - ( e - ~ B ' f )  e-~f),  

on a : Re (e-PD(Bf), e - ~ f ) =  ([Bp'§  �89 e-Pf, e - ' f ) .  

Alors, en mult ipl iant  les deux membres de (2) par  e -p, en faisant ensuite leur produi t  

hermitien, dans L~(E), avec e-~f, et  en prenant  les parties rdelles des r~sultats, on 

obt ient  la formule de l'dnoneg. C.Q.F.D. 

I1 nous importe de prolonger les formules s des opgrateurs B(t) appur tenant  

des espaces plus (~ grands ~) que ~t  (L (E ; E)), particuli~rement aux B (t) E Et (L (E ; E)). 

Si ]c~>0, il n ' y  a 10as de difficultY, car les B(h~)(t)Dhh~cpE~(E). Si /c<0,  on peut  

dnoncer : 

COROLLAIRE. ~oit B(t) EEt(L(E;  E)) hermitien. Si ~ E O ( E )  et si /c<0,  on a :  

Re (e- p(t) D k [B (t) D ~] ,  e- ~(t) D k r L'(E) 

( - 1 )kf  (Dk {[p ' (t) B(t) + (k - �89 (t)] e-2p(t)nk~}, r + 

+ ~ c ~ ( -  1) ~ (D~{e-~)D ~[B(~+~)(t)D~]}, ~o)~dt. 
h=l  

Dans la suite, si [ e t  g sont deux fonc~ions r~elles sur la dro i te , />~g (resp. [ >g)  

signifiera [ (t) ~> g (t) (resp. [ (t) > g (t)) pour ~ou~ t. D 'aut re  part ,  si B (t) ~ ~t (L (E ; E)), 

nous dirons que B(t) cst hermitien, si, pour  ehaque t, l 'op6rateur B(t) es~ hermitien. 

Ingroduisons maingenant l 'hypoth~se suivante : 

(H 1) II existe une /onction continue b ( t ) > 0  teUe que 

Re (B (t) u, u)~ ~> b (t) [I u [[~ pour tout u e E et tout t rdeI. 

Lorsque B(t) csr hermitien, on peut  remplacer Re (B(t)u, u)~ par  (B(t)u, u)~. 

1)~01"OSITI01~ 3.1. Supposons que B ( t ) ~ t ( L ( E ;  E)) soit hermitien et vdri/ie 

(H 1). Alors, quel que soit k ~Z, on peut trouver une /onction continue g~ telle qu'on 

ait, pour toute q~ ~ D(E) et toute p(t) vdri/iant p '~g~ : 
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1 ~ Vp' ( t )b ( t )e -p( t )D~c~eL~(E);  

2 0 Re  (e-p( t )Dk[B( t )D~],  e,-P(t)Dk~)L,(E)~ �89 ]] ] / p - - ~ ( t )  e-~(t)D~]]~,(~). 

Nous pr~ciserons, au  fur  et  & mesure  des besoins de la d~monst ra t ion ,  h quelles 

condi t ions  de croissance il convient  de soumet t re  gk. Mais il est  en tendu  que la pre-  

miere de ces condi t ions est  indiqu~e pa r  (C 1) : il exis te  p 0 > 0  te l  que gk(t)>~po pour  

t ou t  t rdcl. 

Nous  omet t rons ,  au tours  de la preuve,  lc indices L 2 (E). 

1 ~ k~>0 

Dans  ce cas, la condi t ion 1 ~ de l 'dnonc4 est bana lemen t  sat isfai te .  Supposons  

vdrifide l 'hypoth~se  su ivantc  : 

(C2)  2 ( 2 k +  l) l lB'(t)HL(E;E)<b(t)gk(t ) pour tout t rdel. 

Alors : 

([p'B+(lc-�89 - 2 b ( t ~  J 

Compte  t enu  de (H 1), le dernier  membre  majore  

[I 

d'ofi  aussi t6t ,  en app l iquan t  (C 2 ) :  

([p'B + (k-  �89 ~'] ~, ~) >/~ ]] ~ ~ ]l'. (~) 

Remplaqons,  dans  (1), ~ pa r  e " D k ~ .  On ob t i en t  : 

([p' B + (lc - 1) B'] e -~ D k r e-~' Ok ~ )  >~ ~ [[ ]/b~p' e -~ D ~ ~ [[~. (2) 

Ceci di t ,  considdrons un  tc rme (e-;B(~+a)Dg ~ ,  e-~D~r avec  l<<.h<~k-1. Impo-  

sons la condi t ion  su ivan te  : 

(C 3) 4Mk[IB(h+I)(t)][L(E:E) <~ Vb(t) p' (t) 

Cette  condi t ion  pe rme t  d 'dcr i re  : 

pour tout t et tout h = O  . . . . .  It, avec 

O<h<k h +  1 " 

(~) 
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Nous  allons ut i l iser  mainten&nt  le lemme qui g~n~ralise le l emme 3.3 (et, ~ t r a -  

vers  ce dernier ,  le lemme 1.4) : 

LEMM~. 3.11. Soient h, lc ~ Z, h< lc. Soit une /ouction rdelle p(t), une /ois contin~- 

ment ddrivable, vdri/iant (C 1). Alors, pour route r ~ ~ (E) : 

{{ VP'($)e-P(t)Dhc~HL2(E) pk-h-1 Vp~i 

L a  ddmons t ra t ion  est  essent ie l lement  la m~me que celle des lemmes 3.3 et  1.4. 

Mais r emarquons  d ' a b o r d  que, si h es~ < 0, ~/pTe-~Dhr E L2(E) pour  route  

E O ( E ) .  E n  effet : 

{{ ~p'e-PDh~{{2= f p' e-P(e -p [{Dhcp{{~)dt 

si ~a a son suppor t  dans  la demi-dro i te  t>~ a. Or, comme D ~ o  est polynSmiale  au  

vois inage de + co et  que e -~ d~crolt  plus r i t e  que e -~~ il exis te  B <  + ~ tel  que 

sup (e -p(t) II nh  ~ (t)H~) ~< B. Comme d ' a u t r e  p a r t :  
t ~ R  

p' (u) e-P(U) du = e -p(a),  
a 

on a bien le rdsul ta t .  

Ceci di t ,  on a :  R e ( e - P D ~ ,  e-~)=i{Vpp'e-2'~]{ 2. 

E n  remplagan t  ~ pa r  D h ~  (h E Z quelconque),  on ob t i en t  : 

d ' oh  auss i tSt  le r~sul ta t  en i td ran t  ces indgalit~s. 

Revenons  s la d~mons t ra t ion  de la prop.  3.1. Appl iquons  le lemme 3.11 au 2 ~ 

membre  de l ' in~galit~ (3), compte  t enu  de ce que h y est  /> 1. Si le nombre  P0 de 

(C1)  est  suppos5 >~1, on a :  

pou rvu  que gk vdrifie : 
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(C 4) gk (t) ]//~ (t)/> 1 pour tout t rdel. 

Alors (3) donne:  

[(e_~B(h+l)D~_h~ ' e_PD~)] <~]]1 Vbp, e_,D~cpil2 

et ceci est vrai pour tout  h ~  1 . . . . .  k - 1 .  On a donc : 

2 I R e ( B  e- n  )l<tllV e-'D  ll 2. 
h=~ h + l  

Alors la prop. 3.1, lorsque k~>0, d~coule du lemme 3.10 et de la majoration (2). 

2 ~ k ~  - 1 

Commen~ons par imposer la condition suivante : 

t 

(C' 2) log b (t) < J gk (u) du pour tout t r ~ e l .  
td 

0 

Prouvons qu'elle implique la propridt~ 1 ~ de l%nonc~. Si P'>~gk, (C' 2) implique 

log b<.p-p(O), et donc Vb<~Coe �89 (Co: constante positive), d 'ofi :  

II 
�89 vdrifie ~videmment (C 1); nous avons vu, au d~but de la preuve du lemme 3.11, 

qu'alors ~/�89 p' e- �89 D ~ q~ E L ~ (E) pour tout k E Z et toute ~ E 0 (E). 

Imposons maintenant la condition: 

(C'3) 4Mik]HB(n+l)(t)[[L(~;E)<<.~/[~(t)gk(t) pour tout t et tout h = 0 , 1  . . . . .  - k ,  o~ 

M =  sup I c~l. 

On ddduit d'abord de (C' 3) que B(a+I)e-VDk~EL~(E); en effet, s un facteur 

constant pros, ]] B (h+l) e-kDkq~ liE< ]] ]/bP' e- 'Dke~ lIE; or nous avons vu que 

Ensuite, du lemme 3.11, rdsulte imm~diatement que e-'D-h[B(a+l~D~] ~L~(E). 
Imposons /~ g~(t) la condition suppldmentaire suivante : 

t 

(C' 4) log ]iB(t)l]~(~:~)<�89 |g~(u)du  pour tout t rdel. 
f~ 

* 7  

0 

Par le  m~me raisonnement qui a suivi (C' 2), on voit que (C' 4) implique 

~pYp'Be-'D~ ELZ(E) pour toute ~ $ O(E).  
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De tout cela, et, par prolongement, du lemme 3.10, on d6duit : 

Re(e_~Dk[BD~] ' e _ ~ D k ~ ) = ( [ l / ~ B + ( k _  1 B '  Dk~o ' 

- k  

+ ~ c~ Re (e-PD -h [B(h+ l ) /~ ] ,  e -~D~) .  (4) 
h = l  

Ceei dit, par substitution de e - ~ / ~  s ~ dans la minoration (1), apr6s y avoir 

transpos6 l/p'p ', on obtient l'homologue de (2): 

( [ J / ~ B + ( k - � 8 9  e-PDk~, ]/pTe-PD~)>~,,J/~pp'e-P D~, ,2 .  (5) 

Le lemme 3.11, convenablement prolongG compte tenu de ce que h~>l, implique 

B(h+l) [ 
II~/p'e-~D-a[B(a+l)Dk~]HK j/~- e-~'Dk~ (ici po~>l). 

En appliquant alors (C' 3), on voit que :  

i l e _ , D _ h [ B ( h + l ) D ~ ] l [ < <  " 1 4 ~  k [ H V b p ' e- ~' De ~ l l . 

Si donc gk v6rifie (C 4), et si p'>~gk: 

](e-,D -h [B(h+l)Dk~], e - ' D k ~ ) l  

=l[ /~e-~'D-h[B(a+') [Vp b D~r ~/p'be- 'Dk~/ 

~< I[ 1/~ e-'D-h [B(h+l)Dk r II II II 
1 

On eonelut alors eomme en 1 ~ en utilisant (4) et (5). C.Q.F.D. 

Consid6rons un op6rateur (~ int6gro-diff6rentiel ~) 

P(~,D)= ~ B~(~)D ~, m, h e N ,  B~eg~(L(E; E)). 

COROLLAIR~. Supposons flue Bm (t) soit hermitien et v&i/ie (H 1). Quel que soit 
k ~ Z, il existe une [onction continue ge > O, telle qu'on air, pour route ~ ~ D (E) et route 
/onction rdelle p(t), une /ois contin~ment d&ivable, v&i/iant 1)' >~ge : 
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1 ~ Up' ($) b (t) e -~(t) D k~m-1 ~ E L ~ (E) ; e -~(t) D k[P (t, D) ~]  E L ~ (E); 

2 ~ Re (e -p(t)D ~ [P  (t, D) r e -p(t) D k+ m-1 ~)Z'(E)~ ~4 II ip' (t) b (t) e -p( t)  n k+m-1 ~O [12~(E). 
Nous laisserons au lecteur la preuve, tr~s simple, de ce corollaire. I1 est 6vi- 

dent  qu 'outre  aux conditions de la prop. 3.1 sur la croissance de gk, il convient 

d 'en  ajouter  une autre, qui t ienne compte de la (~ croissance ~) des coefficients Br (t) 

pour - n ~ r ~ < m - 1 .  Le coefficient �88 pas plus que le �89 de la prop. 3.1, ne joue de 

rSle privil6gi6. N ' impor te  quel nombre < 1 aurai t  pu lui 8tre substitu~; mais il aurai t  

fallu alors faire d6pendre ga du choix de ce nombre, sans autre effet, pour  ce que 

nous avons en rue,  que d 'alourdir  l 'gnonc6. 

La  proposition 3.1 et son corollaire ont  une signification 6vidente de domina t ion :  

Soit C (t) E Et (L (E ; E)) quelconque ; soit e > 0 arbitraire ; imposons s gk (t) de 

vdrifier : 

1/~(t) b ( t )>l+l - l IC( t ) l lL(E:~)  pour tou t  t rdel. 

En  appl iquant  l'indgalitd de Schwarz au 1 ~r membre de l'indgalitd du corollaire de la 

proposition 3.1, on voit  que D k P (t, D) domine multiplicativement,  dans L (D (E) ; L 2 (E)), 

l 'opdrateur C( t )D  k+m-1. On en ddduit aussit5t que D ~ P ( t , D )  ~quidomine (au m~me 

sens) toute  famille finie d 'opdrateurs int~gro-diff~rentiels, ~ coefficients dans Et (L (E ; E)), 

d 'ordre (~ventuellement n~gatif) str ictement inf~rieur au sien, c'est-s d 'ordre < ]c + m. 

Ce fait s 'apparente  ~videmment de fa~on tr~s ~troite s ce que nous avons ren- 

contr~ dans la premiere partie de ce chapitre, et aussi dans le chapitre I I .  Ici comme 

l~, la dominat ion s'effectue par  le v~hicule d 'une  forme Re ( e - ' P ,  e ~Q); ici comme 

ls on peut  prendrc pour Q un op~rateur qui (s un factcur, pouvan t  ~tre un op~ra- 

teur, positif pros) peut  ~tre le ddrivd de la patt ie  principale de P (d~rivd suivant  une 

direction privildgide). 

Notre  intention est d 'exploiter les majorat ions que nous pouvons obtenir, dans 

un sens bien d~termind, susceptible de nous conduire ~ la solution de ccrtains probl~mes 

aux limites de type  mixte. A cette fin, nous concluerons ee paragraphe 1 par deux 

majorat ions ~ peine diff~rentes de celle de la prop. 3.1 et t i rant  comme elle leur pos- 

sibilit~ de la dominat ion de D ~ par  D ~ (h</c) suivant des bases de dominat ion con- 

sti~u4es par  des exp ( - p  (t)) (cette dominat ion est une consequence banalc du lemmc 

3.11). Darts le paragraphe suivant, nous ddfinirons et ~tudierons rapidemcnt  une suite 

d'espaces hilbertiens de distributions, qui doivent nous permettre  d ' interprdter  utile- 

mcnt  les rdsultats du paragraphe en cours. 

Pour  ddmontr~r les in~galit~s que nous avons en vue, nous aurons besoin de 

divers lemmes. 

7 - 593801. Acta mathematica.  101. Impr im~  le 8 avr i l  1959. 
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LEMME 3.12. Soit b(t) EEt une /onction > O. Soit C(t) E t (L(E;  E)). Pour chaque 

> 0  et chaque k E Z, il existz une /onction continue gk,~ > 0 telle qu'on ait, pour route 

r ~ ~ (E) et route p (t) vdri/iant p' >~ g~.~ : 

1 ~ ~p~))b( t )e -V(~)D~f iL~(E) ;  

2~ II e-y(')D ~ [C (t) ~ ]  I1-(~)-< ~ II V~ (t) b (t) e "(')D~ ~ I1~'(~) 

Pour 1 ~ lorsque k <  0, on raisonne comme on l 'a  fair dans la preuve de la prop. 

3.1. 

Passons donc ~ 2 ~ Le rdsultat est banal pour k -  0 puisqu'il  suffit alors d ' im- 

poser II c (t)IIL(~: ~)< ~ Vgk.~ (t) b (t) pour tou t  t. Supposons-le ddmontrd pour k, et eela 

avec route la gdndralitd ddsirable : quels que soient s, C(t), b (t). En  omettanr les in- 

dices L 2(E), on peut  dcrire : 

]]e-vDk+l(Cc.~)ii<~He VD~(Cnq~)H+ile-VDk(C' q~)ll. 

Puisque le rdsultat  est vrai pour k, nous pouvons l 'appliquer s D ~  (aver C et b), 

pour le 1 er terme, et ~ q~ (aver C' s la place de C), pour le 2 e terme. On en ddduit 

aussitSt : 

lie "D~+I(C~)II< �89 V ~ e  "D~+'~II+�89 V p ; e - ' D ~ l l  . 

Mais (lemme 3. 11) :  I I V ~ e  ~D~II~< ]~e-~D~+l~ 

Nn imposant  la condition gk,~ l /b~ > 1, on obtient  le rdsultat cherchd pour  k + 1. 

Remarquons  qu 'on peut  imposer ~ gk,~ des conditions de croissanee telles que si 

P' >1 gk.~, e -vDk (CD -1 q~) et e-VD k-1 r f i  L ~ (E) quelle que soit q~ E O (E). On peut  alors 

dcrire : 
]]e-VDk-i(Cq~)ll<~iIe-VDa(CD-lc~)ii+ile-'D~ ~(C' D-~q~)]] 

<<.He-VDk(CD 'r H. 

On conclut en appl iquant  le rdsultat  pour k, s D-Ir (aver C' ~ la place de C dans 

le 2 e terme;  on supposera P0 >~ 1). 

LEMME 3.13. Soit C(t) EE t (L (E;  E)). Quel que soit ~ > 0 ,  il existe une /onction 

g~ > 0 telle qu'on air, pour tout k E Z, route q~ E 0 (E) et route p (t) vdri/iant p'>~ g~ : 

1 ~ C(t) Vp'(t)e-V(t)Dkq~EL~(E); 



RELATIONS DE DOMINATION ENTRE OPERATEURS DIFF~RENTIELS 

Soulignons le fa i t  que la fonct ion g~ est inddpendante  de k ! On a : 

C' C e- ~ 

Imposons  les deux condit ions suivantes  : 

Elles en t rMnent  : 

Mais ( lemme 3 .11) :  

Imposons  alors la  condi t ion su ivante  : 

t 

2 log II c f 
0 

pour  t ou t  t. 

pour  tou te  ~ e O (E). 

g~(u) d u  pour  t ou t  t. 

99 

(1) 

Si p'>~g~, on aura  IIC(t)HL(E;E)<~Coe�89 + c ~ ) ,  e t  donc, pour  t ou t  k e Z  et  tou te  

~ e O ( E )  : 

LIvTe ~ e - � 8 9  ~. pour  t o u t e  t. 

E n  ve r tu  de (C 1), le 2 e membre  de cet te  in6galit6 a p p a r t i e n t  s L ~ (E), donc le 1 er, 

ee qui  p rouve  1 ~  de plus, nous autor ise  ~ remplacer  r pa r  Dkr dans  {1), ce 

qui est  exac temen t  ee que nous voulions prouver .  

Nous sommes ma in t enan t  en mesure de ddmont re r  le rgsul ta t  su ivan t  : 

PROPOSITION 3.2. Supposons que B ( t ) e ~ t ( L ( E ; E ) )  soit hermitien et vdri/ie 

(H1) .  Pour taut k E Z, or~ peut trouver une /onction continue g k > 0  teUe qu' on ait, pour 

toute q~ E 0 (E) et route p (t) vdri/iant p' >~ gk : 

1 ~ I/p; (t) b (t) e -~(t) D k $ e L  2 (E); 

2 ~ R e  (e -~(t) D k [B  (t) q~], e -p(~ D k+l ~)L2(E)~ i I] V-~t (t) b (t) e -p(t) D k r ]]~(E). 

Remarquons  que, pour  k = 0 et  avec ~ au  lieu de �88 en facteur,  le rdsu l ta t  est  

6noncd pa r  la prop.  3.1. Cet te  quest ion de fac teur  > ~ a son impor tance ,  car  nous 

al lons ra isonner  pa r  r6currence sur k, et  p rouver  c e c i :  
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Pour  tou t  e > 0  et tou t  k ~ Z ,  il existe g~.~ telle que, pour  toute  ~ f i O ( E )  et 

tou t  p (t) vdrifiant p' >/g~. ~, on air : 

Re (e -~ D ~ (B ~), e -p D ~+~ ~)L~(E)>~ (~ --[k Is)11Y-p' b e -~ D ~ ~ I1 0( ) (1) 

Dans la suite, nous omettrons les indices L ~ (E). Nous supposerons ce rdsultat  

vrai pour  k; nous ddsirons alors montrer  qu 'on  peut  t rouver  g~_~.~ et g~+l.~ donnant  

lieu au rdsultat homologue pour k - 1  et k + 1 respectivement.  Mais il est clair qu'i l  

suffira de prouver  l 'existence de g~+~,~ pour  k~>0 et celle de g~_~,~ pour k~<0. 

t ~ k>~0 

l~empla9ons, dans (1), ~ par  Dr Nous pouvons dcrire : 

(e VDk+I(Br e -VDk+2~)=(e -VDk(BD~) ,  e-PDg+2q~)+ 

+ (e -p D k (B' ~) ,  e -~ D k+~ ~) .  (2) 

Le 2 r terme du second membre est dgal 

- (e ~ D ~+1 (B' q~), e -p D k+x ~ )  + 2 (p' e-V D k (B' ~) ,  e -~ D k+~ ~o). (3) 

Si nous supposons p'b>~ l, on a d 'abord  : 

[(e -p D k+x (B' ~) ,  e -p D T M  r II ~-" Dk+~ (B' ~)I I  II Vp' b ~-v D k+~ q~ It. 

D'apr~s le lemme 3.12, il existe g~:k.~ continue > 0  telle que p'>~g~;~,~ implique, pour  

route ~ ~ ~ (E) : 

[le-~ D ~+' (B'~)ll<<.~llVp'be-'D~+~[ I. 

D o n c :  [(e -v D k+l (B' q~), e - ~ D  k+l ~)[~< ~[I Vp'be - v D  k+l ~[[~. (4) 

D 'au t re  par t  : 

tlCp, ,D +lvl I 

Appliquons alors le lernme 3.13, avec C (t) = 1/b (t) : il existe g2:~ telle que s i p '  >~g2;a 

et si ~ D ( E ) :  

Appliquons ensuite le lemme 3.I2 au second membre : il existe g2;k Celle que, si 

p'>/g2:k et si ~oED(E) : 
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II e- ,  D k+l (B'  )11 I1 Vp' b e-" Dk II. 

Si donc nous posons g2: k.~ = sup (g2;~, g2;k), on aura : 

I(p'e -p Dk(B'~) ,  e -p D k+l ~)<~ 3111/p'be-P Dk§ (5) 

pour route ~ E O (E) et route p (t) v~rifiant p '  >/g2: k. ~. Posons enfin 

gk+l ,e= sup (gl;k,e, g2;k.t, gk, s)" 

En  faisant la conjonction de (2), (3), (4), (5), on voit  que t 'on a :  

[(e-'D~+I(B$), e - 'Dk+2$)- (e - 'Dk(BDco) ,  e- 'Dk+~qo)[  

~ ]l Vp' b e-" D k+l r l] e (6) 

pour route ~ E O ( E )  et route p(t)vgrifiant p'>~gk+l.~. Puisque gk+l.~>Jgk.~, on aura, 

pour ces p (t) et ces r d'apr~s (1) appliqud s D ~  : 

Re (e-" Dk (B D $), e-P Dk+Z $) >~ (~-- l ki 8) ii l/pT-b e-~' nk+l cO H~. 

En  eombinant  (6) avec ceci, on obt ient  le rdsultat  voulu. 

2 o k ~ < 0  

Moyennant  une condition de croissance sur p (t), facile s pr~ciser, on peut  sub- 

stituer D - l q o  s ~ dans (1). La  formule B D - I ~ = D  -1 ( B ~ ) - D  -~ (B'D-lcO) permet  

d'dcrire : 

(e -p D ~-1 (B r e-"  D k ~ )  

=(e-PDk(BD -a~), e Pl:~cO)+(eTPD k- l (BD-a~) ,  e-PDk~). 

Le 2 ~ terme du second membre est ggal s : 

-(e-~ Dk (B' D-I ~), e-, Dk-l tO) + 2 (p'e-P Dk-l (B' D-l  tO) ' e-P Dk-~ tO). 

Bien entcndu, pour  que ees diverses expressions aient un  sens, il eonvient d ' imposer  

p(t) (ou s gk-l.~) des conditions de eroissance idoines. Ceei fair, on raisonne 

exaetement  eomme en 1 ~ en se basant  sur les lemmes 3.11, 3.12, 3.13. 

Le r~sultat de l 'dnoned decoule banalement  de (1), off l 'on aura choisi e = 1 / ( 4 [ k  D. 

Pour  terminer, d~montrons la proposit ion suivante : 
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PROPOSITION 3.3. Supposons que B (t) E ~t (L(E; E)) vdri/ie (H 1). Alors, pour 

tout k EZ, il existe une /onction continue gk > 0  telle qu'on ait, pour toute ~ E O (E) et 

toute ]onction p (t) vdri/iant p' >~ g~ : 

1 ~ b~(t))e-p(t)j~q)EL2(E); 

2 ~ Re (e -'(t) D k [B (t) r e -~(t) D k r ~ H V ~  ~-p(t) ~ o  

La fonction b (t) est celle ddfinie par (H 1). Soulignons ]e fait que B (t), dans 

cet dnoned, ne dolt pas ndcessairement ~tre hermitien. 

0me, tons  les indices L 2 (E); (H 1) implique : 

Re (Be-"  Dkr e-" DZ~)>~H I/~)e-P(~' l Y ~ H s  

du moins si k est >~0 , pour route ~ E ~  (E) et route fonction p(t)  rdelle, une lois 

continfiment ddrivable, vdrifiant (C 1). 

Si nous imposons la condition: 

t 

1oglIB(t)  HL(E:E)<~/gk(U)dU pour tout t, 2 
0 

et si p'~> gk, l'indgalitd prdcddente sera valable aussi pour k <  0. De plus, comme 

b (t)~< liB (t)llL(~:~) pour tout  t, la premiere assertion de l'dnoncd s 'ensuivra aussi. 

Tout  revient alors ~ montrer  que lorsqu'on commute B ( t ) e t  D ~, ]a quantitg 

supp]dmentaire qui s ' introduit peut ~tre majorde, en valeur absolue, par  

. 

Cela rdsulte de la domination de D h par D k pour h <  k. 

t o k>~O 

On a : / ~ ( B ~ ) = B / ~ + ~ I  B(h)De-h~" 

Supposons satisfaite la condit ion:  

4 M k ll B(~) (t) llz(E: E) < Vb (t) gk (t) pour tout t et tout l <~ h <~ k, 

Alors, si p' >~gk (en supposant >/1 le hombre P0 de la condition (C 1)) : 



Si done nous imposons : g~ (t) b (t) > 1 

et  donc : 
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~< ~ II @ ~-" D ~-~ ~ II II ~ e-~ D~ ,p il 

pour tout t, 
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I (e - 'OD~[B~] ,  e-P D k ~ ) - ( e - ~  B D k ~ ,  e-~D~c@)l<~lll+~e-~ D~]l  ~ 

ce qui, compte  tenu de la majora t ion  du ddbut,  entralne le rdsul tat  dans le cas con- 

siddrd, i.e. pour  k~>O. 

2 ~ k <  0 

II  existe des entiers d~ E Z (ne d6pendant  que de k et  h) tels que 

D ~ (B ~o) = B D z r + ~ d~ D -a  [B (~)/~ ~o]. 
h = l  

On a :  

I(e -~ D -h [B <~> D k ~o], e. -p D ~ ~)1 = ( e-~ ~ 1/P ~ D-~  [ B(h) Dk ~o], e --p I/b D k ~o) A 

Si done b gk> 1, eerie quant i t6  est  rnajorde p a x :  

II V~e -~D-~ [B<h>D~ ~] II" II ~ e - ~ D ~ l l  �9 

Or, en ver tu  de (C 1) (off p0 > l ) ,  puisque h~>l : 

, ~  -< - ~  B (h) 7 

Vp' b 
Imposons  enfin la condition suivante  : 

4 i l k  I IIB(h)(t)llL(~;~) <~ l /~)gk( t )  pour tout t et tout l <~h< -lc, 

off M =  sup IdOl. 
l~<h~< - k  
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D'apr~s ce qui prdc~de, elle entraine : 

[d~ ( e - ' n  -~ [B(~) De ~], e -~ De~)l < ~ i  II 1 ~e-~ n ~ l l  ~- 

On conclut comme il est indiqud en 1 ~ 

w 2. Les espaces ~ (q; E) 

Soit k E Z, k < 0. Convenons de d~finir, dans le groupement e ~(t) D k, off p' > 0, 

l 'op~rateur D k par D k r (t) = ( - Y ( - t))* ( - Y ( - t)) *(-k) ~ r (t), ~ E O (E). Nous lui lais- 

serons le sens antdrieurement dgfini, c'est-s y , ( - k ) ~ ,  dans le groupement e - r  D e. 

Avec cette convention, remarquons que si p (t) v~rifie la condition (C 1) : 

(C1) I1 existe P0>0 tel que p'( t)  >~po pour tout t; 

alors e - P D k ~  et e P D ~  appartiennent s L 2 (E) quels que soient k E Z et e~ E ~)(E). 

Ceci nous autorise s poser la d6finition suivante : 

DI~FIh'ITION 3.1. Soient un espace hilbertier~ quelconque E, k E Z  et une /onction 

q (t) rdelle, une /ois contiw~ment ddrivable, vdri/iant la condition : 

(C' 1) I I  existe P0>0 tel que [q'(t)l>~Po pour tout t. 

Nous ddsignerons par ~k (q; E) l' espaee hilbertien, obtenu en compldtant ~ (E) muni  

de la structure prd-hilbertienne sdparde dd/inie par le produit hermitien : 

(e-q D k ~ ,  e-q Dk~)L,(E), r ~ b E ~ ( E ) .  

Remarquons que q' (t) garde le mSrne signe sur la droite enti~re; dans la d6f. 3.1, 

e-qDe a la signification prbcis6e au d~but (avec P'=lq '[ ) .  

Nous noterons (u, V)E:q.k et ][U[]~:q.k respectivement le produit hermitien et la 

norme dans O~(q;E)  (u, v e O ~ ( q ; E ) ) .  Si S e O ( E ) ,  ]]$]]E:q.k=]]e-qDk$]]L*(E). 

PROPOSITION 3.4. Soient deux entiers h, k E Z ,  h<~k. S i  q(t) vdri/ie (C 1), 

(q; E) est plongd contindment clans 0 a (q; E) et on a, pour route f E ~ (q; E) : 

1 
I]f]]~:q.h~< sup q, Ilf]]E:q.~. 

- .  I (t) l ~-~ 

Ceei est, ~ peu de choses pros, un ~nonc~ dquivalent au lemme 3.11. Pour r E D (E), 

Re (e -q D r e -q ~)L'(E)= f q' II e-q ~ I1~ dr, 
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d'ofl aussitSt le rdsultat, lorsque h = 0, k = 1 et ~ E ~0 (E). On peut cependant remplaeer 

par D h ~a, h E Z quelconque, puisque e -q D h ~ E L 2 (E) pour route r E O (E). On 

obtient ainsi le r~sultat pour h E Z quelconque, k = h +  1, mais ensuite il suifit de 

l'it~rer et de le prolonger pour obtenir le rdsultat gdn~ral. 

COROLLAIRE. Pour tout lc~Z et route /onction q(t) vdri/iant (C' 1), ]0 u (q; E) est 

plongd contin~ement dans ~ '  (E) : c'est un espace de distributions ~ valeurs clans E. 

D'apr~s la prop. 3.4, il suffit de prouver le r6sultat pour k~< 0. Or on a, pour 

] ($ ,  d?)L~(~)l = t (e  -q D ~ r e +~ D -k d?)~,(~)] 

II: O-k qo II :~ q' 
~< sup e q(~) ]] D -~ ~ ]] L,<E)II e-q D~ ~ ]IL'<E) 

t eK 

oh K est le support de ~ .  Ceei prouve que ~ (E), muni de la topologie induite par 

]0 x (q; E), est plongd continfiment dans O' (E), d'ofi facilement le rdsultat. 

Introduisons le dual fort E '  de E eL notons ( , )  le crochet de la dualit6 entre 

E et E',  et J l'anti-isom~trie canonique de E sur E' .  

Jusqu'~ nouvel ordre, nous supposerons k >~ O. 

Notons ~)'Z(q; E') l'espace des distributions T E O ' ( E ' )  qui peuvent se mettre 

sous la forme : 
T = ( - 1 ) ~ D k ( e - e q D k v ' ) ,  v'ET:)~(q; E'). (1) 

Les d~rivations doivent s'entendre au sens des distributions. 

Comme ~:F (q; E) est plong~ continfiment dans ~ '  (E') (coroll. de la prop. 3.4), 

T est bien ddfinie par (1). 

L'~l~ment v' est unique; car si on avait D k (e-2qDkv ') =0,  fl existerait un poly- 

n6me P(t), s coefficients dans E', de degr~ ~<k-1 ,  tel que e-qDkv '=eqP;  mais 

e-qD~v 'eL~{E' ) ,  alors que eqP ne peut appartenir s L2(E'), ~ cause de (C' 1), que 

si P = 0, ce qui entraine v ' =  0. 

Par d~finition, la norme de T dans O 'k (q ;E ' )  sera ~gale s I[v'[[~,;q.k. 

D'autre part, comme O(E)  est dense dans ~ ( q ;  E), il existe une injection 

canonique du dual fort de /:F (q; E) dans ~)' (E'). 

PROPOSITION 3.5. Soit k un entier >~0. L'in]ection canonique du dual /ort de 

]0 x (q; E) darts ~ '  (E') est une isomdtrie de ce dual /ort sur ~,k (q; E'). 

(t)-->Jr (t) ( J :  anti-isom~trie canonique de E sur E') est une anti-isomdtrie 

de ]0 (E) sur ~ (E') pour ]es normes respectives de ~)k (q; E) et de ~ (q; E'); elle se 
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prolonge en une anti-isomdtrie, notde encore J ,  de ~ (q; E) sur ~ (q; E').  Notons J1 

l'anti-isomdtrie du dual fort de O ~ (q; E) sur O ~ (q; E) lui-m~me, et posons J~ = J o J1 : J2 

est une isomdtrie du dual fort de ~ (q; E) sur ~)~ (q; E') .  La composde de J2 par 

( -1 )kD~(e-2qD k) est, comme on le vdrifie facilement, l 'injection canonique du dual 

fort de ~ (q; E) dans ~ '  (E'). ]l rdsulte de cela, et de la ddfinition de la norme dans 

O '~ (q; E'),  que c'est une isomdtrie sur O 'k (q; E'). 

La proposition 3.5, conformdment s la coutume, permet d'identifier le dual fort 

de ~s  (q; E) h ~,k  (q; E') .  Mais, d'aprbs le corollaire de la prop. 3.4, O - s  ( _ q; E')  

est plongd lui aussi dans ~ '  (E'). Ceci nous autorise 5, dnoncer : 

PROPOSITION 3.6. Soit k un entier >~ 0; O 's (q; E') = O-s  ( _  q; E') (l'dgalitd valant 

aussi pour les structures hilbertiennes). 

I1 suffit de prouver que les normes induitcs sur ~ (E') par les deux espaces con- 

siddrds coincident. 

S i v '  E ~)k (q; E')  et T E O 's (q; E ')  sont lids par l'dgalitd (1), convenons de poser 

v' =Jq.k T. 

Soit alors q~EO(E') .  Posons g=e-qD~(Js ,  qCp); on a 

g E L 2 ( E  ') et q~=(--1)kDk(e-qg).  

La norme de (p, dans ~'~:(q; E'), est dgale & IIg]IL~(E')- Supposons par excmple q'>~Po" 

En at t r ibuant  (conformdment ~ nos conventions) ~ D-  ~ q~ la signification ( - Y ( - t)) *k ~ r 

on peut  dcrire g = e q [ ( - 1 ) ~ D - k ~ + P k  1], off Pk-1 est un polynSme de degrd ~ / ~ - 1 ,  

coefficients dans E'; e q D - k  r E L 2 (E') et g E L ~ (E'); mais eqP~_x E L ~ (E') exige 

P k - l = 0 ,  d 'of i :  g=eq[(- - l )kD-kcp] ,  et par consdquent : 

II eo D - s  r IIL~(E') = II g 

Le F r membre est la norme de ~ dans D -k ( - q ;  E'), d'oh le rdsultat. 

COROLLAIR~. Soit k E Z quelconque. L'in]ection du dual /ort de D ~(q; E) dans 

~ '  (E') est une isomdtrie de ee dual sur O - ~ ( - q ;  E') .  

Pour k>~0, cela rdsulte des propositions 3.5 et 3.6. Mais on peut substituer E' 

E et - q  s q; donc (pour k~>0) le dual fort de ~ ( - q ;  E ' )  est isomdtrique 

~ - ~  (q; E); la transposition de cette isomdtrie donne celle qu'on eherche. 

Dordnavant, nous identifierons toujours le dual fort de ~ ( q ;  E) & ~ - ~  ( - q ;  E') .  

Nous sommes maintenant en mesure de caractdriser les dldments de ~ ( q ;  E), 

quel que soit k ~ Z. 
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1 ~ Caraetdrisation des dldments de ~ (q; E) (]c~> 0) 

La car~ctdrisation r~.sulte de la prop. 3 .4:  ~F (q; E) est l 'espace des (classes de) 

fonctions u (t), d~finies et mesurables sur la droite rgelle, s valeurs dans E, telles que 

e-qjDhu ( t ) ~ L  ~ (E) pour tout 0~< h~< k (les d~rivations D ~ doivcnt s 'entendre au sens 

des distributions en t s valeurs dans E). 

2 ~ Caractdrisation des dldments de D -~ (q; E) (]c>~ 0) 

Pour que T ~ ~ - k  (q; E) (s priori, T E ~ '  (E)), i] faut  et il suffit qu'cxistent (k+ 1) 

fonctions gh E L 2 (E) telles que : 

T = e q g o §  D(eqg l )§  ... § Dk(eqgk). 

D~montrons cette assertion. Pour que T' E ~)' (E') soit un dl~mcnt de O-k  ( _ q; E'),  

il faut et il suffit qu'existent (/c+ 1) fonctions g'~ E L  2 (E') telles que 

T'  q ' -q ' = e -  g o + . - - + D k ( e  gk). 

Que ceci soit suffisant est dvident (compte tenu des identifications effectu6es); que ce 

soit nbcessaire rbsulte de la d~finition de O,k (q; E ' )  et de la prop. 3.6. Notre asser- 

tion s 'obtient alors par  dchange de E et de E ' .  

Voici maintenant  des propridtds tout-s ~ldmentaires des espaces O k (q; E). 

PROPOSITION 3.7. Soient E et F deux espaces hilbertiens, une application lind- 

aire continue u de E dans F. L'application ~ (t)--->uto (t) de ~ (E) dana ~ (F) se pro. 

longe canoniquement en une application lindaire continue ~ de ~[Y~ (q; E) dana ~ (q; F). 

Si  u eat biunivoque (resp. sur]ective), il en eat de mgme de 4. 

CO~OLLAIRE. Soit e un dldment quelconque de E; f-+(f, e)E est une application 

lindaire continue de ~ (q; E) dans D k (q; C) (C est le corps des complexes). 

PROPOSITION 3.8. Soit un entier h>~O quelconque; f-->Dhf est une isomdtrie 

de ~D~(q; E) sur ~k -h  (q; E). L'iaomdtrie rdciproque, que nous noterons D -h, coincide, 

~ur ~ (E), avec l'opdrateur ainsi notd ]usqu'h maintenant. 

PROrOSITION 3.9. Soient E et F deux espace8 hilbertiens, A (t)EBt (L(E;  F)); 

f-->A (t)f eat une application lindaire continue de ~ (q; E) dans ~0 k (q; F). 

Rappclons que si G est un esp~ce de Banach, Bt (G) est le sous-espace de ~t (G) 

form~ des fonctions g (t) telles que, pour chaque entier r ~  0, il existe Br < + o~ tel 

clue II g(r)(t)I1~ B r pour tout  t r~el (ce sont les fonctions born~es sur route la droite, 

ainsi que chacune de leurs d4riv6es). 
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Soit k >~ 0 : 
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Comme les D k - h A  (t) sont tous dans L• (L (E; F)), on a banalement  le rdsultat  dans 

ee cas. 

Notons tA (t) le transposd de A (t) pour  la dualitd entre E et  E ' ,  F et F ' ;  

tA (t)E ~t (L (F'; E')); pour k>~O, f-->tA ( t ) f  est donc une application lindaire continue 

de :IT ( - q; F ' )  dans ~[Y ( - q; E').  La transposde de cette application est f-->A (t) l, 

qui est done continue de O -k (q; E) dans O -k (q; F).  

En  rdalitd, nous avons prouvd plus, ~ savoir que ] ' infection canonique de Bt (L (E; E)) 

dans L (O z (q; E); ~ (q; F)) est continue. On en ddduit  : 

PROPOSITION 3.10. Soit {Av(t)} une suite de Bt (L(E;  F)) convergeant vers 

A (t) E Bt (L (E; F)) au sews de Et (L (E; F)) et bornde dans Bt (L (E; F)). Alors, pour 

chaque f E O z (q; E), la suite (A~ (t) I} converge vers A (t) f daws 0 ~ (q; F).  

En  effet, la suite {A~ (t)} ddfinit un ensemble dquicontinu d 'applications lindaires 

de O ~ (q; E) dans O k (q; F)  et pour ~ E 0 (E) quelconque, la suite {A~ ( t ) ~  converge 

vers A ( t ) ~  dans O ( F ) ,  tt fortiori dans ~ ( q ;  F). Comme O ( E )  est dense dans 

O q (q; E), on a bien ls rdsultat. 

PROPOSITIO~ 3.11. Soient ql, q~ deux /onctions vdri/iant les conditions de la 

ddfinition 3.1. Les propridtds suivantes sont dquivalentes : 

(a) exp (ql ( t ) -q2 (t)) est une /onction bornde sur touts la droite. 

(b) ]0 e (ql; E) est plongd eontin~ment daws ~ (q2; E) pour tout k E Z. 

(c) ~ (ql; E) est plongd contin~ment daws ~ (q2; E) pour au moins un k E Z. 

En  se basant  sur le fair que ])k est une isomdtrie de ~ (q; E) sur O ~ (q; E), on 

voit  qu'il suffit de prouver  l 'dquivalence de (a) et  de (Co) : ~0 (ql; E) est plongd con- 

tin~ment daws ~o (q2; E). 

(a) ~ (Co), car, pour tou ts  r E O (E) : 

lie (e II e~ II e-~ 

(co) ~ (a), car (Co) impliqus qu'il exists B < + oo tel qus : 

][ e-q'$ [[L.(E)~ B [[ e-q' ~o lILt(E) pour touts  ~ E O (E). 

Faisons alors parcourir  a ~ une suite {$n)  ( n =  1 . . . .  ) de O tells que les [$~12 con- 

vergent  vers la mesure de Dirac 5to (t o E R) dans l 'espace des mesures s support  com- 
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pact;  on en d~duit : e a~(t~176 comme t o est un point  quelconque de la droite, 

c 'est  bien l& ce qu 'on  voulai t  d~montrer .  

PROPOSITION 3.12. Soit Po un nombre > 0 .  Soient E et F deux espaces hil- 

bertiens, A (t) E Et (L (E; F)). Pour tout s > 0 et tout k E Z, il exiate une /onction posi. 

tive Gk.~, une lois contin(eme~t ddrivable, telle que A (t) aoit un opdrateur bornd de 

/Y (q; E) dana ~ (q + Gk. ~; F), de norme ~ e, pour route q (t) vdri/iant : I q'l >~ Po + I G'k.~ I. 

Soit k>~0. Pronons une fonction G (t), une lois continfiment ddrivable, G (t)~> 0, 

telle que : 

e ~(')ll A(~,(t)IIL`E:F,<F~ pour  tou t  t et  t ou t  h=O, 1 . . . . .  k. 

On a alors, pour  t o u t e  ~ E O (E) : 

h~O . 

k 
8 

h~0 

e II e - ~  D 

Pour  la derni~re in~galit6, on a appliqu~ le lemme 3.11. 

Le r&ul ta t  ainsi prouvd pour  /c>~ 0 reste valable lorsqu 'on remplaee : E par  F ' ,  

F par  E ' ,  A (t) par  son transposd tA (t) (pour les dualitds entre E et  E ' ,  F et F ' )  t t  

q par  - q .  I1 ~nonce, dans ce cas, que tA (t) est un op~rateur bornd, de norme ~ e ,  

de ~0~( -q ;  F ' )  dans ~ ( - q + G ;  E ' ) .  Mais A (t) est le transposd de tA (t) pour  lcs 

dualitds entre ~ k ( _ q ;  F ' )  et /YC(q; F)  d 'une  part ,  / Y ~ ( - q + G ;  E ' )  et 7D-k (q -G;  E) 

de l 'autre;  il en r&ul te  que A (t) est un opdrateur  bornd, de norme ~ e, de O -k (q - G; E)  

dans D -  k (q; F),  et ceci pour  tou te  q vdrifiant ] q' [ ~> Po + 2 [ G' [. E n  rcmpla~ant  q - G 

par  q, on obt ient  le r&ul ta t .  

COROLLAIRE. Soit Q ( t , D ) =  ~ A~(t) D ~, m, n E N ,  A ~ E E t ( L ( E ; F ) ) .  Pour 
r ~ - n  

tout e > 0  et tout k E Z, il exiate une /onction Gk.~ >~ O, une lois contin~tment ddrivable, 

teUe que Q (t, D) soit un opdrateur bornd, de norme <~ e, de ~ (q; E) dans ~k - , ,  (q + G; F) 

pour toute q (t) vdri/iant ]q'[ ~> Po + [ G~.~ [. 

Revenons  ma in tenan t  aux  fonctions p (t) rdelles, une lois continfiment ddrivables, 

v~rifiant (C 1) (donc p ' > 0 ) .  

lqous d&ignerons par  ~ (E) l 'espace des distr ibutions sur la droite, ~ valeurs  
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dans E, dont le support est limitd s gauche, et par O'a+ (E) le sous-espace de ~ (E) 

form4 des distributions ayant  leur support dans la demi-droite t/> a. 

Nous ddsignerons par Oaf+ (E) le sous-espace de O'a+ (E) form4 des distributions 

T possddant la propri4t4 suivante : 

II existe un entier m (ddpendant de T) et pour chaque O<~h<.m, une /onction 

gh (t) continue, & valeurs darts E, tels que : 

T = g 0 +  Dgl  + ... + Dmgm. 

I1 est ais4 de montrer que, dans cctte condition, on peut choisir les fonctions gh routes 

nulles pour t < a. 

~+I (E) d4signera la r4union des O'f+ (E) lorsque a parcourt la droite rdelle. C'est 

l'espace des distributions s valeurs dans E, d'ordre fini ([7], I, Chap. 1, w 2, p. 25)�9 

D]~FINITION 3.2. Soit ~ une [amille quelconque de /onctions rdelles p(t), une 

/ois contin~tm~nt ddrivabl~, vdri/iant (C 1). Nous ddsignerons par O~(~; E ) l e  sous- 

espace de N ~ (p; E) /ormd des f ayant la propridtd suivante : 
P 

I1 existe une constante /inic. M (ddpendant de f) telle que, pour route /onction 

p(t) 6~), ]lflls:p.k<<.M. 

Nous munirons ~ (0;  E) de la norme H fllE:~.~ = sup IIIHE:,.k; ~ (0; E ) e s t  alors 
pep 

un espace de Banach. 

Soit Q unc deuxi~me famill( de fonctions p (t), contenue dans 0 .  Alors ~[Y (0;  E) 

est plong4 continfiment dans ~ (Q; E). En langage imag4, on peut dire que (~ plus 

grande est la famille 0 ,  plus pet:t est l'espace ~0 k (0;  E) et plus fine est sa topologie ~). 

PaoPOSlTIO~ 3.13. Soient k 6 Z ,  a rdel. Soit (p~} ( n = l  . . . .  ) une suite de 

/onctions rdelles, une /ois contin~tment ddrivables, vdri/iant, pour tout n, p ~(a )=0  et 

p'~ (t)>~n pour tout t. Alors ]D k ({p~}; E) est contenu dans O'J+ (E). 

Dk(k6Z) ,  a v e c l a  signification Y(t)  *(-~) lorsque k<O, est un opgrateur de 

O'j+ (E) dans lui-m6me, et d4finit une isomdtrie de ~ ({p~}; E) sur 9 ~ ({p~}; E). Nous 

pouvons donc nous borner au c a s k  = 0. 

Soit donc f telle que [[e - ~  f lIL'(E)~< M pour tout  n. S i t  < a, 

p~ (t) = - | p'~ (u) d u ~< - n (a - t), 
a /  

t 

et donc exp [n ( a -  t)] ~< cxp ( - p~), d'ofl : 
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t 

e2n(a-t) f pour tout  n =  1, . . . ,  

ce qui exige f = 0  p .p .  sur la demi-droite t < a .  C.Q.F.D. 

Cette proposition va jouer pour nous le r61e que joue le thdor~me des supports, 

dans les applications de la transformation de Laplace; d'ailleurs les ddmonstrations 

des deux rdsuttats sont similaires. 

PROPOSITION 3.14. Soit a rdel. Soit TED'J+(E)  d'ordre m. I I  exists une /onc. 

tion continue g > O, telle que, pour toute /amille ~) de [onctions p (t) vdri/iant p ( a ) =  0 

et p'>~g, on ait T E ~ - m ( ~ ;  E). 

Soit donc T = go + D gl + "'" +Dm gin, oh les gj sont continues, s valeurs dans E, 

nulles pour tout  t <  a; posons G (t) = 1sup II gj (t)lIE; G (t) est continue, et nulle pour 

t < a .  Or il est clair qu'on peut  trouver g continue et > 0  telle que 

t 

a 

Afor t io r i ,  aura-t-on pour toute p (t), p (a)= O, p'>~ g : 

II e- G (t)II-  1, 

d'oh aussit6t le r6sultat. 

Le moment  est venu de traduire, dans le langage des espaces ~[~ (p; E), les r6- 

sultats du w 1. 

Nous allons simplifier un peu l'dnonc6 du corollaire de la prop. 3.1 et celui de 

la prop. 3.2, en choisissant gk de sorte que p ~gk imptique bp'>~4. Nous pouvons 

alors dire : 

PROPOSITIOZq 3.15. Soit P ( t , D ) =  ~ Br(t)  D r, m, h E N ,  B r E E t ( L ( E ;  E)). On 
"fffi n 

suppose que Bm (t) est hermitien et vdri/ie (H 1). Alors, pour tout k E Z, il existo une 

/onction continue gk > 0 tells que, pour toute ~ E 0 (E) et touts p (t) vdri/iant ' >~ P ~gk,  

on air : 
2 P ( t , D ) ~ n  k (p;E)  et Re (P(t ,  D ) ~ ,  Drn-lcp)E:~.k>~][nrn-le~[[E;p.k. 

PROPOSITION 3.16 Soit B( t )  E St (L(E;  E)), hermitien et vdri/iant (H 1). Pour 

tout k E Z, il exists une /onction continue gk > 0 teUe qu'on ait, pour touts r E ~ (E) et 

touts p (t) vdri/iant p '  >i gk : 
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Ill:, Re (B (t)r Dc~)~;,.k >~ I[ ~ 

Enfin, dans l'dnoncd de la prop. 3.3, introduisons une fonction G(t), positive, 

telle que ~ exp G ~> V2; nous pouvons ~noneer : 

PROPOSITION 3.17. Soit B( t )  E Et (L(E; E)) vdri/iant (H 1). I I  existe une /onction 

G (t)>~ O, une lois contin~ment ddrivable, ne ddpendant que de B (t), et, pour tout ]c E Z, 

une /onction continue gk>0 telles que, Tour route ~ E~)(E)  et route p(t)  vdri/iant 

P'>~gk, on air : 
2 Re (B(t) q,, 

w 3. Application h la r~solution de certains probl~mes mixtes 

Les probl~mes aux limites de type mixte que nous allons consid~rer dans le 

prdsent paragraphe ont d4js dtd rdsolus, enti~rement ou en partie, par divers aute t rs  

(principalement Visik, Lions, Ladizenskaia, Kato). Nous nous bornerons ici s rappeler 

bri~vement comment les pose Lions, au sans de la thdorie des distributions, et nous 

en entreprendrons aussit6t la r~solution. Pour de plus amples renseignements (con- 

crdtisation des notions introduites, exemples, relations entre les probl~mes mixtes fins 

et les probl~mes mixtes au sens des distributions, etc.), le lecteur pourra se reporter 

aux travaux de Lions (principalement [4], chap. II,  et [5], Technical report 1). 

On commence par se donner deux espaees hilbertiens V e t  H; Ves t  plong~ con- 

tinfiment dans H (et, dans les applications, en gdndral, V e s t  dense dans H). En- 

suite, on consid~re, pour chaque t r~el, une forme sesqui-lin~aire continue a (t; u, v) 

sur V • V, vdrifiant les conditions suivantes : 

(ID) Qu~ls que soient u, v E V, a (t; u, v) E ~t. 

(K1) I1 existe deux /onctions ~(t) ,  ~(t) E ~ ,  )~(t) rdelle, ~( t )>0 ,  telle8 que, pour tout 

u E V et tout t rdel : 

Re a (t; u, u) + ~t (t) [[ u [[~ >~ ~ (t) [[ u l[~" 

On donne enfin un opdrateur int~gro-diffdrentiel 

P ( t , D ) =  ~ Br(t)  D r, m, n E N ,  B~(t) E E t ( L ( H ; H ) ) .  
r = - n  

Concernant P (t, D), on fair l'hypoth~se que B~ (t) est hermitien et v~rifie (H 1) : 
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(H l) I1 existe une /onction b (t) E Et, b (t) > O, teUe que : 

Re (B (t) g, g)H>~ b (t)]] g ]]~ 

pour tout g E H et tout t rdel. 

Ceci dit, on prolonge de fa~on canonique (Schwartz [ 9 ] ) l a  forme a(t; u, v ) e n  

une forme sesqui-lin~aire continue sur 9 '  (V)•  V, forme que nous noterons a (t; U, v), 

U E D ' ( V ) ,  v E V. Le produi t  hermit ien ( , ) H  se prolonge, lui, canoniquement ,  s 

9 '  (H) • H; nous 5erirons (T, g)~ pour  T E 9 '  (H), g E H.  

On pose alors le problbme suivant  : 

Probl~me mixte. Etant  donnde T E 9'+ (H), chercher U E 79'+ (V) vdri/iant, pour tout 

v E V :  

a (t; U, v) + ( e  (t, D) U, V)H = (T, V)H. 

On dit  que le probl~me est fin, si, k dtant  un entier ~> 1 : 

1 ~ on suppose que le (~ second membre  ~> T e s t  une fonction ( ]c-  1) lois cont inhment  

ddrivable de t, h, valeurs dans H,  et  que T (k) (ddriv~e au sens des distributions) 

est localement  - -  L ~ (H), i.e. ~ T (k) E L 2 (H) pour  tou t  ~ E O~; 

2 ~ on cherche une solution U qui soit ( k - 1 )  lois continfiment ddrivable de t, 

valeurs clans V, et (]c + m -  1) lois continfiment d~rivable s valeurs dans H.  

Nous allons r~soudre le probl~me mixte,  sous les hypotheses  ~numdrdes, dans le 

cas oh m =  1 et dans celui off m = 2 .  Nous obt iendrons diverses propridtds de la solu- 

t ion ~ par t i r  de propri~t~s analogues du second membre ,  concernant  les supports ,  la 

rdgularit~, la (~ croissance )) ~ l'infini. Le rdsul tat  sur la rdgulari~d (en t ) m o n t r e r a  que 

le probl~me fin est  rdsolu du m~me coup. 

Faisons d ' abord  une remarque  simplifieatrice : P( t ,  D ) - ~ ( t ) I  ( I :  appl icat ion 

identique de H)  est un op~rateur diffdrentiel qui poss~de exac tement  les m~mes 

propridtds que P ( t , D )  (car m~>l!) .  Nous pouvons donc remplacer  P ( t , D )  par  

P (t, D) - ~ (t) I et  a (t; u, v) pa r  a (t; u, v) § ~ (t) (u, V)H. Moyennent  donc un change- 

men t  de notations,  nous pouvons  nous ramener  ~ la donndc de P( t ,  D), avec les 

hypotheses  du d~but, et  d 'une forme a(t ;  u, v) vdrifiant (ID) et, au lieu de (K 1), 

l 'hypoth~se : 

( K 0 )  I I  existe une ]onction ~ (t) ~ Et, zt (t) > 0  telle que, Tour tout u E V et tout t rdel : 

R e .  (t; u, u)/> (t)II u II - 
Ceci dit, remarquons  qu'il  existe un opdrateur  A (t) E Et (L ( V; V)) tel que (A (t) u, v)v 

= a (t; u, v) pour  tou t  t et  tous u, v E V (attention! A (t) est fondamenta lement  diL 

8-- 593801. Acta mathematica. 101. Imprim~ le 8 avril 1959. 



114 FRANCOIS TREVES 

fdrent de l 'opdrateur ainsi notd par  Lions, dans [5], et associd par  lui ~ la forme 

a (t; u, v)). I1 est clair que si a (t; u, v) satisfait s la condition (K 0), A (t) satisfait, 

lui, & la condition (H 1). D 'au t re  part ,  si ~o, ~b E ~  (V), on aura : 

(A (t) ~ ,  t~)v:v.k = ( - 1) k f a (t; ~ ,  D k [e -2v D ~ t~]) dr. 

Cette remarque va nous permet t re  d 'appliquer les propositions 3.15, 3.16, 3.17. 

Auparavan t  nous introduirons les appellations suivantes : 

(PP) Nous dirons que le probl~me est de type parabolique si : 

1 

1 ~ m = l ,  i.e. P( t ,  D ) =  ~. B r ( t ) D  r, n e N ,  B r e g t ( L ( H ;  H)); 

2 ~ B 1 (t) est hermitien et vdri/ie (H 1); 

3 ~ a(t; u, v) vdri/ie les conditions ( ID)  et (K 0). 

( P H )  Nous dirons que le probl~me est de type hyperbolique si : 

2 

1 ~ m = 2 ,  i.e. P ( t , D ) =  ~ Br(t)  D r, h e N ,  B r e E t ( L ( H ; H ) ) ;  
r ~ - - n  

2 ~ B 2 (t) est hermitien et vdri/ie (H 1); 

3 ~ a (t; u, v) vdri/ie les conditions ( ID)  et (K 0); 

4 ~ a ( t ; u , v )  est hermitienne, i.e. a ( t ; u , v ) = a ( t ; v , u )  pour tout t et Tour tous u, 

v E V .  

Remarquer  que si a (t; u, v) est hermitienne, l 'op~rateur A (t) que nous avons associ~ 

a (t; u, v) est hermitien. 

Ceci pos~, les prop. 3.14 et  3.17 nous permet ten t  d'~noncer : 

PROPOSITIO:N 3.18. Supposons le probl~me de type parabolique. Alors il existe 

une /onctiou >10, une /ois contin~tment ddrivable, G (t), ne ddpendant que de a (t; u, v), 

telle que, pour tout k EZ,  il existe une /onction continue g k > 0  telle que, pour route 

q ~ E O ( V )  et route p(t)  vdri/iant P'>~gk, et telle que T + G  vdri/ie (C 1), on air : 

Re [ ( -  1)~ f a (t; r D k [e -2p D k ~ ] ) d t  + (P (t, D) ~, ~)H:p, k] ~ II �9 I1r + II �9 II -; p , / r  

Rappelons que la condition (C 1) s'~nonce : 

(C 1) I1 existe P 0 > 0  tel que p' ( t )~Po pour tout t. 

Les fonctions p (t) f igurant dans t ous l e s  ~noncds, ant~rieurs et ultdrieurs, sont suppos~es 

vdrifier (C 1). 
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Pour  le probl6me de type  hyperbolique, nous nous appuierons sur les propositions 

3.15 et 3 .16 :  

PROPOSITION 3.19. Supposons le probl~me de type hyperbolique. Alors, pour 

chaque k E Z, il existe une /onction continue gk > 0  telle qu'on ait, pour toute r E ~ (V) 

et route p (t) vdri/iant p' >1 gk : 

Re ( - 1) ~ f 
] 

a (t; ~ ,  D k [e - ~  D k+~ ~] )  d t + (P  (t, D) ~ ,  D ~)H: v. kJ 

2 _]_ 

Ce sont les deux rdsultats qui vont  servir de base s route ]a suite. Nous ddsirons 

trai ter  s imultandment le probl~me de type  parabolique et celui de type  hyperbolique. 

A cette fin, nous poserons s = m - l ,  et nous ddfinirons G pour  m =  2 comme grant  

la fonction nulle. 

Nous nous servirons du lemme suivant, dfi h Lions [6] : 

LV.M~E 3.14. Soient un espace hilbertien E, un sous.espace ~ de E, muni d'une 

structure prd-hilbertienne plus /ine que celle induite par E, une /orme sesqui-lindaire 

r (f, h) sur E• ~, remplissant les deux conditions suivantes : 

(I) Pour tout h fi~, e-->CP (e, h) est une /orme lindaire continue sur E. 

(II)  I l  existe c > 0 tel que ]O (h, h)] ~> c II h pont  tout h e ~. 

Dans ees conditions, queUe que soit la /orme semi-lindaire h-->L (h) sur ~, il existe 

un dldment (en gdndral non unique) u de E tel que : �9 (u, h)= L (h) pour tout h E ,~. 

Si pour toute /orme semi.lindaire L sur ~, l'dldment u de E vdri/iant l'dgalitd 

prdeddente est unique, alors L--->u est une application lingaire continue de l'antidual /oft 

de ,~ dans E. 

Nous allons appliquer le lemme 3.14 avec les choix suivants : 

pour E : l 'espace I:F ( p +  G; V ) ( / O  k+~ (p; H) muni  de la norme hilbertienne 

pgur ~ : le sous-espace de E formd des f telles que D ~+~ f E~) (V) ( s = m -  1). On muni t  

de la norme induite par  E (on vdrifie sans peine, en utitisant le fair que 

D k+s est une isomdtrie de D ~ (p; F)  sur ~ h - g  s (p; F),  quels que soient F,  

p, h, que ~ est dense dans E). 
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pour (I) : la forme, provisoirement  ddfine sur ~ ( V ) •  : 

( - 1) k f a (t; ~ ,  D ~ [e -2v D k+~ t~]) d t + 

+ ( - 1) k f (q), b (t, D) {D k [e -2p D ~+~ t~ ]} ) .d t  

off /~ (t, D) est l 'adjoint  de P (t, D) pour  l 'ant idual i td  entre O (H) et ~ '  (H). 

Les proposit ions 3.18 et 3.19 dnoncent que la condition (II)  du lemme 3.14 est 

satisfaite d~s clue p '  >~gk (ce clue nous supposerons),  g e s t e  ~ v~rifier (I). Plus  exacte-  

ment ,  nous allons prouver  que, pour  t~ a rb i t ra i rement  fix4 dans ~ ,  ~o-+(I)(~,  ~b), 

ddfinie sur O ( V )  se prolonge en une forme lindaire continue sur E entier, pourvu  

que gk soit (( assez grand )). 

Posons x = e - 2 ~ D k + ~ b ;  X E ~ ( V )  d 'apr~s notre  choix de ~ (en supposant  p in- 

ddfiniment ddrivable, ce que nous ferons jusqu 'h  nouvel ordre). Ceei conduit  ~ dtudier 

des formes du type  .I'(r D~[B(t)D~X])Edt, avee BE~t(L(E;  E)), et E = V ,  r = 0  si 

on s 'occupe du 1 r t e rme de 1'expression de (I), E = H ,  - n < ~ r ~ m  si on s 'occupe du 

2 0 terme.  

Nous nous bornerons b~ t ra i ter  le cas le moins facile, celui qui correspond b~ r~> 0, 

k < 0 .  La  forme prdcddente est alors dgale ~ une combinaison lindaire de termes  

du t ype  

f (D-h [~a) D k D q dt q~], X)~ 

off /} est l 'adjoint  de B (pour la dualitd entre E et  lui-mSme) et off h, l, q sont des 

entiers >~ 0. Comme X E ~ (E), il e n e s t  de mSme de e ~ D q ~ (si E = V, on dolt  rem- 

placer p par  p+G, ce qui ne change rien). Si h>~l, il existe g~ continue telle que 

p'>~ gh implique lIe-" D h [h~o D k qo] I]L,(E)~< II �9 (eela rdsulte des lemmes 3.12 et  

3.13). Lorsque h=O, la forme sesquilindaire prdcddente s 'dcrit  : 

f (e -v D k ~ ,  B (z) e" D q X)E d t, 

et  eomme B(l)eVD qX ED(E) ,  dans t o u s l e s  e~s l 'indgalitd de Sehwarz donne le rd- 

sul ta t  cherehd. 

Nous pouvons  done dnoncer :  
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PROPOSITION 3.20. Sous les conditions de la prop. 3.18 si m =  1 (resp. de la 

prop. 3.19 si m = 2 )  il existe une /onctiou positive (nulls si m = 2 )  G (t), une /ois con- 

tin~ment ddrivable, tells que pour tout k E Z ,  il exists une fonction continue gk>0 tells 

qu'on puisse a//irmer, pour touts /onction rdelle p (t), indd/iniment ddrivable, vdrifiant 

p'>~g~ et (C 1) et telle que p + G  vdri/ie (C l) : 

Quells que soit gEDk(p;  H), il exists fE]OX(p+G; V) t3Dk+~-l(p; H) tells qu' on 

air, pour touts r  vdri/iant ~ + ~ - ~ ( V )  ; 

( - 1 ) ~  f a ( t ;  f, DZ[e z" D~+m-a ~ ] ) d t +  ( - 1 ) ~  (f, P(t,  D)[D~{e -~" Dk+rn-if~}J)Hdt 

= (g, D ~ - ~  $).;~,~. 
En effet, notre choix de la norms sur ~ fair que, si g ~]O ~ (p; H), 

$ - + ( g ,  D 'n-~ r 

est une forme semi-lindaire continue sur ~; il suffit alors d'appliquer le lemme 3.14. 

Nous aurions pu aussi placer au second membre (g, ~)v;p+a.~ avec, cette fois, 

g E O~(p+ G; V). 

L'dgalitd de l'dnoncd peut s'dcrire : 

( a(t; f, 1)x t~)dt+ ( ( f ,  f)(t, D)Dk~?)t ldt=(g,  D~?)Hdt  
d d 

pour touts t~ E D(V). Mais ceci signifie que, pour tout uE V: 

D x [a (t; f, u) + (P (t, D) f, U)H] = D k (g, U)H, (1) 

l'~galitd devant s'entendre au sens des distributions scalaires. 

Reprenons l'opdrateur A (t) ~ Et (L (V; V)) ddfini par a (t; u, v) = (A (t) u, V)v pour 

tout  t et tous u, v E V. Appliquons la prop. 3.12 et son corollaire : pour tout  k E Z, 

il existe une fonction Gk positive, une fois continfiment d6rivable, et une fonction gk 

continue >0,  telles que si p'>~gk et si p+Gk vdrifie (C 1), A(t)  soit un op~rateur 

bornd de ~O ~ (p + G; V) dans D~ (p+  Gk; V), tandis que P (t, D) est un opgrateur bornd 

de ~k+m-l(p; H) dans ~ l (p+Gk;  H). Mais alors la quantitd entre crochets, dans 

le 1 er membre de (1), appartient s Ok- l (p+Gk;  C) (C:  corps des complexes); (g, u)n 

appartient, lui, s ~ ( p ;  C) et done (prop. 3.11) s ~ - l ( p + G k ;  C). Or D ~ est une 

isomdtrie de cet espace sur ~ - l  (p + Gk; C). I1 en rdsulte que l'on a : 

a (t; f, u) + (P (t, D) f, U)H = (g, U)H (2) 

pour tout  u E V. Cette dgalitd vaut  dans ~ 1 (p§ Gk; C), done aussi dans D'. 
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Jusqu'ici p(t) &ait inddfiniment ddrivable; supposons-le de nouveau simplement 

une fois continfiment ddrivable, mais soumis aux m~mes conditions de croissance que 

prdcddemment. I] est dvident que nos assertions immddiatement antdrieures restent 

valables. 

Reprenons la fonction Gk ddfinie plus haut. En modifiant sa ddfinition, plus 

prdeisdment en appelant Gk ee qui, plus haut, aurait did notd sup (G~, Gk+~), on 

voit que : 

1 ~ P(t ,  D) est un opdrateur bornd de ;0k+m(p--G~; H) dans YF(p+Ok; H); 

2 ~ A(t) est un opdrateur bornd de 7iY(p-Gk; V) dans lY(p+Gk;  V) (tenir 

eompte de ce que Gk et G sont des fonetions positives et appliquer la prop. 3.11). 

Or on pent dcrire : 

(A (t) ~ ,  D ~ t~)v:v.k = (e -(v+~ .D k [A (t) ~], e-(P-a~) D ~ +~ t~)L~(V); 

(P (t, D) tO, D ~ ~)H:~, ~ = (e -(v+~ Dk [P (t, D) r e- (~ GE) Dk+~ dp)L~(m. 

I1 est alors visible que (A (t)q~, D s ~)v:v.k peut se prolonger par continuitd, ~ partir 

de Z)(V)•  ~ /ge+~ (p-G~;  V)• V); et de mdme, la forme (P(t, D ) ~ ,  

DSd$)n:v.k peut se prolonger ~ ~ + a  (p--Gk; H) x O  k+m (p-Gk;  H) (se rappeler que 

s = m - 1 ) .  Mais alors les prop. 3.18 et 3.19 nous permettent d'dnoncer : 

PROPOSITIO~r 3.21. Sous les conditions de la prop. 3.18 si m =  1 (resp. de la 

prop. 3.19 si m =  2), il existe, pour tout k E Z, une /onction positive Gk, une lois con- 

tinCtment ddrivable, et une /onction continue gk>0 telles qu'on air, po~r toute p (t) vd- 

rifiant P'>~gk, et telle que p+Gk et p--Gk vdri[ient (C I), et Tour route 

t e d  k+m-l (p -Gk;  V) N O k+m (p--Gk; H) : 

1 ~ A( t ) fE~)~(p+Gk;  V) et P ( t , D ) f E T g F ( p + G k ; H ) ;  

2 ~ Re (e -(v+e~) D e [A (t) f], e -(v-G*)De+'~-~ f)L,(v) + 

+ Re (e (re G~) De [p (t, D) f], e (v-~) D~+m-~ f)z,(n) 

II r I1%; + II 

oct G est la /onction dd/inie par la prop. 3.18 si m =  1 (resp. let [onction nuUe si 

m=2) .  

Ceci dtant aequis, soit g ~ + 1  ( p _  G -G e ;  H), oh G et Ge ont la m6me signi- 

fication que ci-dessus. D'aprbs la prop. 3.20, il existe 

t e O ~+~ ( p -  a~; V) n O ~§ ( p -  a~; H) 
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tel qu 'on  ait  l '~galitd (2) (que p ne soit pas  inddfiniment d~rivable ne joue aucun 

rSle). Mais A( t )  I e ~ ( p + G ~ ;  V) et  P ( t , D )  I ~ ( p + G ~ ; H ) .  ]l  en rSsulte que ]a 

forme bi-semi-lindaire sur ~ t  • V : 

(~, u)--> f e -(~+a~) D ~ [a (t; f, u)] e -(~ G~) l ~ d t +  

+ ( e -(~+~) 1~ (P (t, D) f, u)H e -(~-~) D ~ (f d 
J 

se prolonge canoniquement  en une forme semi-lin6aire continue sur ~ ( p - G ~ ;  V), 

qui n 'es t  pas  aut re  chose q u e :  

~1 "-~ (e - (p + Gk) ~ [A (t) f], e - (~ - G,) /~ f~ ) L'(V) + (e - (" + ~*) D * [P  (t, D) f], e - (" - a,) D ~ ~1 ) L*(H)" 

f 
De m~me,  (~, u)--> J e (~+ak) D~ (g, U)H e -(p-ok) D~ ~ dt se prolonge en une forme semi- 

lin6aire continue sur ~ (p - Gk; V) qui, pour  fl E ~ ( p -  Gk; V) ~ ~[Y (p; H),  n 'es t  au t re  

que (g, fl)H;p.k puisque g E O ~ ( p ;  H).  Au total ,  on a, pour  tou t s  f l E O ~ ( p - G k ;  V) 

(e (P+Gk) l ~ [ A  (t)f], e (P-Gk) nkfl)L2(V) + 

+ (e -(p+G~) D k [P  (t, D) I], e -(p-vk) D k fl)L0(H) = (g, fl)H: P. k. 

Ceci reste vrai  pour  ~1 =DS[ puisque f E ~k+~ ( p _  Gk; V) car s = m - 1  <~ 1. 

Mais alors la prop.  3.21 mont re  que l '~ldment f est  unique. Nous pouvons  donc 

rassembler  les rgsultats  obtenus  : 

TH~OR~ME 3.7. Supposons le problems de type parabolique (resp. hyperbolique). 

Dans ces conditions, il exists une fonction positive (resp. nuUe) G(t), une lois con- 

tin~ment ddrivable, tells que pour tout k E Z, il exists une /onction continue g~ (t) >0 et 

une ]onction positive G~ (t), une /ois contin~ment ddrivable, qui poss~dent les propridtds 

suivantes : 

Pour touts /onction rdelle p (t), une /ois confinement ddrivable, vdri]iant p'>J gk et 

tells que p + G vdri]ie (C 1), alors, ~ chaque gE~Ok(p; H), correspond un dldment unique 

f de ~)~ (p § G; V) N Ok+,n-I (p; H) vdri/iant, pour tout u E V : 

a (t; f, u) § (P (t, D) f, U)H = (g, U)H 

au sens des distributions scalaires. 

De plus, alors, si P+Gk et p+G+G~ vdri/ient (C 1) : 

f~ II IIv;P+G+ak, k+llfll~;~+Gk.k+m-1 ~< Re  (g, Dm-~t)~;,+~k.k. 
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En/in, g - + f  est une application lindaire continue de Z)~(p; H) dans l'espace 

Z)~(p+G;  V) N ~k+m-l(p; H) muni de la norme 

2 + (JI II 1) 

La derni~re partie de l'dnoncd r~sulte de ]a derni~re partie du lemme 3.14. Rap- 

pelons que (C 1) s'dnonee : 

(C l) II existe p 0 > 0  tel que p'(t)>~po pour tout t. 

L'intervention de cette condition a pour but de donner un sens aux divers espaces 

~h (p ; E) introduits. 

En  vdritd, nous n 'avons pas ddmontrd la majoration de l'dnonc~. Ce que nous 

avons ddmontr~, c'est que, pour un choix convenable de Gk, on a :  

2 2 Dm l 

Bornons-nous ~ prouver la majoration de l'dnoncd lorsque m = 2 .  Dans ce cas G= O. 

Posons provisoirement Pk = P + Ga. Nous supposerons que pour chaque /c E Z, on a 

trouvd Gk telle que : 

2 ~< Re (g, Df)H.,a ~-1, 

les autres conditions restant  inchangdes. Or g E Z) k (p ; H) et f E O ~ (p ; V) N Z) ~+1 (p ; H). 

Soit alors (g~} ( n : l  . . . .  ) une suite de O(H)  qui converge vers g dans O ~(p; H). 

Puisque les gn appartiennent s Z) k+l (p; H), pour chaque n i l  existe f~ E Z) ~+1 (p; V) N 

~ + ~ ( p ;  H) tel que a ( t ;  f~, u ) +  (P(t, D) fn, u ) =  (g~, u) pour tout  u E V; et l 'on a : 

On ddduit immddiatement de la majoration analogue, appliqude s a . , -  a~. et g ~ -  g~, 

que les an convergent dans ~[~(Pk§ V ) f 3 ~ + l ( p k + l ; H  ) vers un dldment f0 de cet 

espace. E t  l 'on dolt ndcessairement avoir : 

a (t ; fo, u) + (P (t, D) f0, U)H ~-- (g, U)H pour tout  U E V. 

Mais Gk+l est une fonction positive, donc (prop. 3.11)~l(p;E)~Z)Z(pk+l;  E ) q u e l s  

que soient E et 1. Si donc p est assez croissant pour que s'applique le thdorbme 

d'unicitd, avec Pk+l h la place de p, on devra ndcessairement avoir a0=a. Autrement 

dit, les a~ convergent v e r s a  dans Z) ~ (Pk+l ; V) fl Z) ~+1 (Pk+l ; H). Mais alors la majoration 

(1) reste valable ~ la limite, c'est-s avec a s la place de an et g s ceHe de g~. 

Un simple ehangement de notations (on dcrit G~ au lieu de Gk+l) donne ensuite la 

majoration du thdor~me. 
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Nous  sommes ma in tenan t  en mesure de r6soudre le problbme mixte  pos~ au 

commencement .  Mais auparavan t ,  il nous fau t  rdsoudre ce probl~me dans un cas un 

peu part iculier  : celui off le second membre  (et la solution!) sont des distr ibutions 

d 'ordre  fini. 

TH~OR~ME 3.8. Supposons le probl~me de type parabolique (resp. hyperbolique). 
f f  Alors, h toute S ~ ( H )  correspond un dldment unique T de O+(V) ,  tel que, pour 

tout u ~ V : 
a (t; T, u) + (P (t, D) T, U)H= (S, U)H (au sens de O'). 

De plus, si S a son support dans la demi-droite t>~ a (a rdel), il enes t  de mgme de T. 

1 ~ Dgmonstration de l'unicitd 

Supposons que l 'on air T E D ' S ( V )  et a (t ; T, u) + (P  (t, D) T, U)H= 0 pour  tou t  

u E V .  D'apr~s  le prop.  3.14, il existe k E Z  et  une fonction continue g > 0  telle que 

T E ~ (p ; V) pour  route  p (t) vdrifiant p '  ~> g. Donc, pour  peu que p soit suf f i samment  

croissant, on aura  T E ~k-(m-~) (p + G ; V) N ~ (p ; H) et  routes les conditions du th. 3.7 

seron~ rgunies, d 'o~  rgsultera que T = 0. 

2* Ddmonstration de l'existence 

Soit donc S E V ~  (H) ~ suppor t  dans la demi-droi te  t~> a. I1 existe k E Z et une 

fonction continue g > 0 telle que, si on appelle ~g la famille de routes les fonctions 

p(t) v~rifiant  p'>~g et p(a)=O, on air S E ~ ( 0 g  ; H)  (prop. 3.14). Ddsignons pa r  0 

la sous-famille de ~g form~e des p(t) qui v~rifient en outre  : p ' ~  g+ 1, P ' ~g k+  1, et 

telles que p + G ,  p+Gk et p + G §  vdrifient (C 1) (ff~, G, Gk ddfinies pa r  le th.  3.7). 

Pour  chacune de ces p (t), il existe un  dl4ment unique Ip de ~ (p + G; V) N ~ +  m-1 (p; H)  

v~rifiant, pour  tou t  u E V :  

a (t ; fp, u) + (P (t, D) f~, U)H = ( S ,  U)H. 

Soient Pl, P2 E ~ .  I1 est facile de voir  qu'il  existe une fonction p~ (toujours du 

t ype  p (t)) ayan t  les propridtds suivantes  : 1) P8 (a) = 0 ; 2) Pa ~> sup (Pl, P~) ; 3) p~ >~ 

>~sup (g, gk); enfin : 4) pa+G, pz+Gk, pa+G+G~ vgrifient (C 1). 

Ces propri~t~s impl iquent  : S E ~ (P3 ; H)  et ~)z (p~ ; E) = O ~ (Pa ; E) (i = 1, 2) quels 

que soient E et  l (prop. 3.11), et  aussi que le th.  3.7 s 'appl ique avec P3 s la place 

de p. Mais alors l 'unicitd de la solution exige f ~ = f p = f p .  Aut rement  dit, lorsque 

p E ~ ,  tous les fp sont identiques. Notons  T leur valeur  commune.  D 'apr~s  le th.  3.7, 

on a ]1T ]] v; ~+ G+ ak. ~ ~ II S H H: p+ C~, ~. En  mul t ip l iant  les deux membres  pa r  exp [G (a) + 

+Gk(a) ] ,  on voi t  (moyennant  la raise en facteur  de exp G(a) devan t  ]e second 
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membre) qu 'on  peut  supposer G (a) et Gk{a) nuls. Ceci dit, le second membre,  dbs 

que p ' +  G~ >7 g, cst majord par  une constante inddpendante de p. D 'au t re  part ,  ~ con- 

t ient  une suite (Pn} vdrifiant P'n (t) + G' (t) + G' k (t)/> n pour tou t  t. I1 rdsulte alors de 

la prop. 3.13 que TeO~§ 

Remarque. Une lois acquis le th. 3.8, le th. 3.7 fournit  des renseignements sur 

la rdgularitd de la solution T si on en possbde sur celle du second membre  S (c'est 

manifeste si on remplace <( rdgularitd i) par  <~ croissance ~ l'infini ~)). Pa r  exemple, si 

m =  2, et si S a ses ddrivdes d 'ordre ~< 1 loealement dans L 2 (H), les ddrivdes d 'ordre  

< 2  (resp. ~<1) de T seront localement clans L2(H) (resp. L2(V)).  

T H e O R i Z E  3.9. Supposons le probl~me de type parabolique (reap. hyperbolique). 

Alors, ~ route S EO+ (H) correspond un dldment unique T de ~+ (V) tel que, pour 

tout u E V : 
a (t ; T, u) + (P (t, D) T, U)H = (S, u)~ (au sens de ~ ' ) .  

S i  S a son support dans la demi-droite t >~ a (a rdel), il en est de mdme de T. 

i ~ Ddmonstration de l'unicitd 

Soit T E 0'+ (V), ayan t  son support  dans la demi-droite t>~ b et vgrifiant, pour  

tou t  u E V : a (t : T, u) + (P  (t, D) T, U)H = 0. Soit M un nombre < + co arbitraire ; soit 

~(t) EEt, dgale s 1 sur l ' intervalle ( - c o ,  M) et nulle pour t > ~ M +  1; ~( t )T  est 

support  compact.  Or route distribution s support  compact,  s valeurs dans un Banach,  

est d 'ordre fini (Schwartz [10]); donc ~ T  E O:/ (V) et v~rifie, pour  tou t  u E V :  

a (t ; o~ T, u) + (P (t, D ) ( a T ) ,  u ) , =  (S, U)H 

Off S = P ( t , D ) ( a T ) - ~ P ( t , D ) T ;  S est d 'ordre  fini e t a  son support  dans la demi- 

droite t>~ M. D'aprbs le th. 3.8, a T  doit  aussi avoir  son support  dans cette demi- 

droi te;  mais ceci revient ~ dire que T = 0  dans l 'ouvert  t>~ M. Comme M est arbio 

traire, eeci exige T = 0. 

2 ~ Ddmonstration de l'existence 

Soit S E O~ (H) & support  dans la demi-droite t>~a; soient un nombre fini M e t  

une fonction a E ,~t, nulle pour  t>~ M + 1. Comme a S est s support  compact,  et  donc 

d 'ordre  fini, il existe, d 'apr~s le th. 3.8, un dldment unique T~ de ~ +  (V) tel que 

a (t ; T~, u) + (P (t, D) T~, U)H = (a S, U)H pour tou t  u E V. Si ~ = fl sur ( - c~, M), T~ = T~ 

sur la demi-droite ouverte ( - ~ ,  M( car, pour  tou t  u E V, 

a (t ; T~ - T~, u) + (P (t, D) (T~ - T~), u ) ,  = ((a - fi) S, U)H. 
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Or (~- f l )  S a son support dans la demi-droite t>~ M, donc aussi T ~ -  T~, d'apr~s le 

th. 3.8. En prenant ~ dgale ~ 1 sur ( - c ~ ,  M), on voit que T~ est ddfinie de fa~on 

unique sur la demi-droite ouverte ( -  c~, M( et v~rifie, sur cet ouvert 

a (t ; T~, u) + (P (t, D) T~, u)u = (S, U)H pour tout u E V. 

Mais alors il existe une distribution T dgale ~ T~ sur ( - c ~ ,  M( et eeci pour tout M 

(et route fonction ~EEt  dgale ~ 1 pour t~<M et ~ 0 pour t > ~ M §  comme T~ a 

son support dans la demi-droite t>~a, il en est de m6me de T. C.Q.F.D. 

Ici encore le th. 3.7 fournit des renseignements sur la rdgularitd locale (mais 

4videmment pas, du moins directement, sur la croissance ~ l'infini) des solutions, t~n 

particulier le probl~me fin est rdsolu. D'autre part, la derni~re partie de l'dnoncd du 

th. 3.7 prouve la eontinuitd, au sens de certains espaces de distributions d'ordre fiIfi, 

de la solution par rapport aux donndes (toutes incorpordes, en thdorie des distributions, 

dans le second membre). Cette eontinuitd vaut localement dans le cas gdndral, et 

globalement si l'ordre est fini. 

C H A P I T R E  I V  

Autres dominations 

Ce chapitre est subdivisd en deux paragraphes. Dans le premier, nous dgmontrons 

trois rdsultats sur la domination exponentielle de type 1-mixte : dans ce sens, 1 ~ tout 

opdrateur ~ coefficients constants, P(D), normal en xl, dquidomine ses ddrivds 

P(r'~176 (r~> 1); 2 ~ si de plus il est hypoelliptique, il dquidomine tous ses ddrivds 

p(v) (D) (I P l >~ 1) ; 3 ~ enfin, s'il est ce que nous appelons ultraprincipal normal, P (D) 

dquidomine route famille finie d'opdrateurs diffdrentiels s coefficients constants d'ordre 

strietement infdrieur au sien. 

Dans le deuxi~me paragraphe, nous revenons ~ la domination multiplicative. 

Nous prouvons qu'un opdrateur diffdrentiel s coefficients constants, P(D), dquidomine 

tous ses ddrivds P(V)(D) (Ipl >~ 1) suivant des bases de domination constitudes par des 

fonctions exp 2 (tl xl  + . - .  + t~ ~). 

w 1. Domination exponentielle 1-mixte 

Comme le titre l'indique, les bases de domination seront constitudes, ici, par des 

distributions T (x 1, x~ opdrant multiplicativement en x 1 et convolutivement en x ~ Ce 

seront des transform~es de Fourier par rapport ~ y0 de fonctions exp [xlh (yO)], off 

h (y0)E L ~176 (mieux : h ne prendra qu'un nombre fini de valeurs) sur R n-1. 
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Or, soit ~ ~ ~ (Rn). La domination exponentielle 1-mixte, par transformation de 

Fourier en x ~ et par  le thdor~me de Plancherel, conduit s ~tudier des normes 

exp[xih(yO)]p(~, y0)~(/1 ,  y0)~:~.~~ 

P e C [X 1 . . . . .  X~] et ~ (x, yO) = f ~ (x) exp (2 i ~  ( x  ~ yO)) d x  o. 

\~ Xl 

off l 'on a posd ~ = h / 2 ~ .  De sorte que le earr~ de la norme pr~cddente est dgal ~ :  

f I P (Yl + i ~ (y0), yO)12 I~ (Yl + i ~ (y0), yO)I~ d y. 

Soit alors Q un deuxi~me polynSme appa1~enant s C [X~ . . . . .  X.]. Supposons que, 

pour s > 0  arbitrairement donn~, on ait pu d~terminer h(y  ~ de mani~re s avoir : 

I Q (Yl ~- i ~ (yO), y0) l ~< ~ I p (Y~ + i ~ (y0), y0) l (l} 

pour presque tout y E R ~. On en ddduit immddiatement que P (D) domine (au sens 

exponentiel 1-mixte) Q (D). I1 y a plus : la domination est globale, c'est-'s que les 

indgalit6s de domination, qui peuvent s'dcrire, apr~s transformation de Fourier en x ~ : 

t , I 

eX~U(Y)Q(-~ 1' Y~ ~(xl'y~ L 2 ~ [  eX'h(Y~ Y~ ~(xl'y~ 2 ' 
, x I yQ [ixt,yO 

ces in~galit~s sont valables pour toute ~ E O (R ~) (bien stir, il ne s'agit pas de domi- 

nation uniforme sur R ~ entier). 

Toutes les dominations que nous allons rencontrer dans le prdsent paragraphe 

sont de cette esp~ce. En effet, elles rdsulteront routes d'in~galitds du genre de (1). 

P ( X )  sera supposd normal et de degrd m en X1; cependant, son degr~ total  

pourra excdder m. Nous supposerons toujours m ~  1. Nous poserons : 

= P (X).  PT(x) 2 i~ 

TH~OR:~ME 4.1. Soit un polyn6me P ( X )  E C [ X  1 . . . . .  Xn] , normal et de degrd m>~ 1 

par rapport h X 1. Pour tout e > 0 it existe une application y--> h (y) = (h (yO), 0 . . . . .  0} 

de R ~ dans lui-mdme, o~e h (y  ~ ne prend qu'un hombre ]ini de valeurs e t e s t  continue 

dans le compldmentaire d 'un ensemble /ermd de mesure nulle de R n-l,  telle que : 

I P r ( y + i h ( y ) ) l < ~ r l P ( y + i h ( y ) ) l  pour presque tout y E R  ~ et tout entier r >10. 
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Le thdorbme 4.1 implique, en le prdcisant, le rdsultat annoncd dans le pr~ambule, h 

savoir que P(D) dquidomine, au sens cxponentiel 1-mixte, ses d~riv~s P~(D) (r~>l). 

Avant  d 'aborder  la d~monstration proprement dire du thdor~me 4.1, nous devons 

dtablir une sdrie de rdsultats alg~briques. 

Nous poserons 

P ( U + i V ,  y~  V; y ~  V; yO) (yO~Rn-1), 

off R et J sont des polynbmes r~els. Nous noterons Q(V; yO) le rdsultant de R (U, V; y0) 

et J ( U ,  V; y0) en tan t  que po]ynSmes en U. 

l ~ Le terme de plus haut degrd en V, clans Q( V; yO), est inddpendant de yO. 

P (X) peut s'dcrire X[ n + A 1 (X ~ X~ n-1 + ... + Am (X~ Considdrons alors 

t -'n P (t U + i t, yO) = ( U  + i) m + ~ t -k Ak (yO) ( U  + i) m-~. 
k~l  

Les parties r~elles et imaginaires de ce polynSme en U son t :  

t- '~R(tU, t; y~ t mJ( tU,  t; y~ 

Le r~sultant, par  rapport  ~ U, de ces deux polynSmes est t- '~Q(t;y~ En effet, si 

/ et g sont deux polyn5mes ~ une inddterminde X 1 de r~sultant h, le r~sultant (par 

rapport  ~ X1) de t-m](tX1) ct t-mg(tX1) est un polynSme homog~ne en t 1, de dcgrd 

m 2, ~gal s h pour t = l .  

On vdrifie, d'au~re part  sans difficultd, que dcgr Q(V; y~ Par  consequent, 

lorsque t - ->+c~ ,  t-'~ Q (t ; y~ -~ Qo (y~ ) ddfini par Q ( V ; y~ = Qo (y~ V'~ + des termes 

en V de d e ~  ~<m 2 - 1 .  

Or, lorsque t--~+ ~ ,  t -mp( t  U+i t ,  yO) converge vers (U+i )m;  d 'autre  part ,  

t-'n R (t U, t; yO) et t-m J (t U, t; yO) convergent respectivement vers R (U), J (U), partie 

r~elle et imaginaire de (U+i)  m. Ce (~ convergent ~ doit ~tre pris an sens de la topo- 

logie usuelle sur l 'cspace vectoriel des polynSmcs de degrd ~ m. Comme l'application, 

qui, s deux polynSmes, fair correspondre ]eur rdsultant (qui cst un nombre complexe 

fonction des coefficients des polynSmes consid~r~s), est continue pour la dice topo- 

logie, il faut que Qo (y0) soit le rdsultant de R (U) et J(U)  (comme polynSmes en U). 

I1 s'ensuit bien que Q0 (yO) est unc constante non nulle (par rapport  ~ y0). 

Revcnons au polynSme P(X1, yo) qui, pour chaque yO ERa-l ,  poss~de m racincs 

rk (y0) = sk (y0) + itk (yO) (sk, tk rdels). Pour tout  yO E R n 1 ct tout  1 ~</c ~< m, Q (tk (yo) ; y0) = 0, 

puisque R (U, tk (y0) ; y0) et J (U, tk (y0) ; yO) ont au moins une racine commune, ~ savoir 
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sk(y~ Nous noterons T ( y  ~ l 'ensemble de nombre rdels (t~(y ~ . . . . .  t,n(yO)), yO var iant  

dans R n-1. 

Soulignons que rien n 'autorise ~ consid~rer m fonctions continues sur R ~-1 qui, 

en chaque point  y0 de R ~-1, coincideraient respect ivement avec chacune des racines 

de P(X1, yO). Ce que nous pourrons faire, ce sera de nous appuyer  sur le lemme sui- 

van t  (dont nous laissons la ddmonstrat ion au lecteur) : 

L~MME 4.1. Soit R ( X ,  t) un polyn6me en une inddterminde X ,  de la /orme : 

X ~ + a  l(t) X ~ - 1 + . - .  +a~( t )  

o~e les ak(t) ( l~]c~<m) sont des /onctions dd/inies et continues sur (0, 1). On suppose 

que R ( X ,  t) n'a de racines multiples qu'en un nombre /ini de points t de (0, 1). Dans 

ces conditions, il existe m /onctions continues rj (t) (1 <<-~ m) sur (0, 1), qui, pour chaque 

0 <~ t <~ 1, constituent l' ensemble des racines de R (X, t). 

Ceci dit, pour  tou t  t rdel, Q ( t ; y  ~ est un  polynSme sur R ~ 1, dont  nous noterons 

Wt la varidt~ des z~ros. 

2" Soient a< b deux nombres rdels. Supposons que Wa et W~ ne soient pas identiques 

l'espace R ~-1 entier. Soit 9 une composante connexe quelconque du compldmentaire 

de Wa 0 Wb. Si  T (yO) ne rencontre pas l'intervalle /erred (a, b) pour au moins un 

point de ~ ,  il ne le rencontre pas pour tout point de 9 .  

Nous aurons besoin de faire intervenir la vari~td W de R n-1 formde des z~ros 

du discriminant de P(X1, yO). 

Commen~ons par  supposer que W n 'es t  pas identique s l 'espace R ~-1 entier. 

Raisonnons par  l 'absurde : supposons que T (y  ~ rencontre (a, b) pour y0 4gal "s 

un  certain yO E ~ ,  tou t  en ne le rencontrant  pas pour  yO = y~ E 9 .  Puisque ~ est ouver t  

connexe, il existe un arc de courbe continue simple, joignant yO ~ yO, enti~rement 

inclus dans ~ et qui ne rencontre W qu 'en  un nombre  fini de points. Le lemme 4.1 

nous autorise alors s considdrer m fonctions continues sur cet arc de courbe, qui en 

chacun de ses points, forment  l 'ensemble des racines de P (X1, yO). Ceci signifierait que 

T(y~ form~ de points de la droite r~elle var iant  continfiment avec yO sur l 'arc  de 

courbe, rencontre (a, b) pour  yO=yO et ne le rencontre pas pour  yO=yo0: il y aurai t  

donc un point  de notre arc en lequel a ou bien b appart iendrai t  h T (yO). Comme 

Q ( t ; y  ~ s 'annule sur T(y  ~ d ' a p r ~  une remarque pr~cgdcnte, ceci signifierait que l 'arc 

en question rencontre W~ ou bien Wo, contrairement s nos hypotheses.  

Supposons maintenant  que W = R  n-1. 
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Consid~rons P(X1, yr) comme dldment de C(y~ . . . . .  yn) IX1]. W e s t  la varigtg 

des z~ros, dans R ~-1, du discriminant de P(XI ,  y r) et W = R  n-1 signifie que ce 

polyn6me en Y2 . . . . .  y~ est identiquement nul, d'ofl il suit que le p.g.c.d, de P ( X  1, yr) 

et de (~P/aX1)  (X 1,y~ dans C(y2 . . . . .  yn)[X1], qui est aussi leur p.g.c.d, dans 

C[y 2 . . . . .  y~] [X1] , n 'est  pas constant. Cela signifie que P ( X )  est divisible, au sens de 

C[X 1 . . . . .  X~], par un polyn6me de degrd ~> 1 et ~< m - 1  en X 1. Autrement dit, P ( X )  

est r~ductible dans C[X 1 . . . . .  Xn]. 

On dgcompose alors P ( X )  e n s e s  facteurs irr6ductibles et on d~montre le r~sultat 

pour chacun de ces facteurs, d'ofl l 'on tire ensuite immddiatement le r~sultat pour 

P (X) lui-mSme. 

Ceci fait, d~signons par E l 'ensemble des t r~els tels que Wt soit identique s 

R n-1 entier, i.e. tels que Q(t; yr) soit identiquement nul en rant  que polyn6me en yr. 

3" E est un ensemble /ini. 

En effet, pour que le polyn6me Q ( t ; y  ~ en yO soit identiquement nul, il faut  

que son terme constant soit nul. Or, d'apr~s 1 ~ ce terme constant est un polyn6me 

en t de la forme Qot m* -k des termes de degr~ ~<m 2 - 1  en t, off Qo est un nombre 

r~,el non nul. 

Soit un nombre e > 0  quelconque; posons N = e  - 1 + s u p t .  Pour tout  t l>N, le 
t e e  

polyn6me Q ( t ; y  ~ en y0 n 'est  pas identiquement nul, et sa varidt~ de zdros Wt dans 

R n-1 est de dimension ~< n - 2 .  Par  consequent, c'est un ensemble de mesure nulle 

dans R n-1. 

Par  soucis de simplification, nous allons modifier l~g~rement les notat ions:  pour 

tout  entier q>~0, nous noterons Wq la vari~t~ des z~ros du polyn6me en yO 

Q ( N + 2 q e  1; yO). Nous noterons Iq l 'intervalle fermd ( N + 2 q e - l , N + 2 q e - l + 2 e  -1) 

de la droite r~elle. 

Nous noterons 0q l'intersection de C (Wq U Wq+l) avee l 'ensemble des yO ERn-1 

tels que T (yO) ne rencontre pas Iq. D'apr~s 2 ~ si 0q rencontre une eomposante con- 

nexe de C (Wq U Wq§ il la eontient. En partieulier, Oq est un ouvert de R n-1. En- 

fin, nous noterons O ~ l 'ouvert  C (W0 U W 1 U ... U W~+I).  

4 ~ Lorsque q varie de 0 ~ 2 r e + l ,  les Oq ]orment un recouvrement de O r. 

En effet, supposons qu'il existe yr E O r n 'appar tenant  ~ aucun Oq. Cela voudrait  

dire que T(y  ~ rencontre tous les  Iq ( 0 ~ q ~ < 2 m + l ) .  Mais T(y  r) est un ensemble de 

m nombres;  et les Iq sont 2 m +  1 intervalles adjaeents dont aueun n 'a  d'int~rieur 

vide : T (yr) ne peut les reneontrer tous s la lois. 
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2 m + l  2 m + l  

De 4 ~ d~coule que C( U Oq)c  U Wq est de mesure nulle dans R n-1 et  comme 
q = 0  q = 0  

0 a ne rencontre aucune composante connexe de C (Wq U Wq+l) sans la contenir, la 

fronti~re de 0q est enti~rement incluse dans WqU Wq+ 1. Nous voulons maintenant 

construire, s partir des ouverts Oq, d'autres ouverts O~ (en nombre ~gal s celui des 

0q) qui ne se rencontrent pas, contenus dans les Oq et dont le compldmentaire de la 

rdunion est de mesure nulle dans R ~-1. 

Nous procdderons de la fagon naturelle, en posant : 

0 ' ~ = O q n C ( 0 o _ , U . . . U 0 o ) ,  O~=0o ( q = l  . . . . .  2 m + 1 ) .  

I1 est clair que les Oq sont ouverts, deux h deux disjoints et que, pour chaque 

q = 0 ,  1, ..., 2 m +  1, 0~ c Oq. On a notd ./i l'adhdrence d 'un ensemble A ; o n  notera A* 

sa fronti6re. Basons-nous sur le ]emme suivant (dont la preuve, dldmentaire, ne sera 

pas expos~e) : 

LEMME 4.2. Soient ( h + l )  ouverts A o . . . . .  Ah. Posou8 Bi=AjNC(. / i j_I  U ... U_/i0) 

et q)=BoU . . .U B n ( l < j ~ h ,  B0=A0). Alors : 

h - 1  

C a P ~ (  U A*)UC(AoU. . .UAh) .  
j - 0  

/ 
En appliquant ce lemme avec Aj = 0q et Bj = Oq, cn posant donc (I) = 0o U U 0 '  �9 �9 �9 2 m + 1 ~  

2 m + I  

et eli tenant compte de ce que O* ~ Wq U Wq+ 1, on voit que C (I)c(  0 )W~ et donc 
q - 0  

CO est de mesure nulle dans R ~ 1. 

Ce qui pr~cbde nous permct de ddfinir une fonetion h (y0) sur R~: 

h ( y ~  -~ si y~ q = 0 , 1  . . . . .  2 r e + l ;  

h (yO) _ 0 si y0 e C (I); 

h (yO) ne prend qu'un nombre fini de valeurs (routes finies) et la distance de h (yO) 

l'ensemble T ( y  ~ est, pour tout y~ >~-1, c'est-g-dire que I h ( y ~ 1 7 6  1 

pour tout 1 ~< k < r a  ct tout yO E aP (et donc en particulicr, presque partout dans R~-I). 

Nous pouvons aborder maintenant la d6monstration proprement dire du th. 4.1. 

Au lieu d'appliquer la construction prdc6dente s P ( X )  lui-m6me, nous pouvons l'ap- 

pliquer au polyn6me P = P P ~  ... P~ (rappelons que P~ est, ~ un facteur constant 

pros, la d6riv6e r e de P par rapport ~ X1); /5 est normal, et de degr6 � 8 9  

en X 1. Notons rk (yO)=s~ (yO)+ i t~ (yO) les racines de /~; nous supposerons que les in- 

dices /c=1 . . . . .  � 8 9  sont choisis, pour chaque y0, de sorte que les rk(y~ cor- 

respondant ~ : 

k - m + ( m - 1 ) + . . . + ( m - r + l ) + l  . . . . .  m + ( m - 1 ) + ( m - r + l ) + ( m - r )  ( r = l  . . . . .  m), 
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sont  les racines de P~ (X1, yl)), tandis  que ceux qui correspondent & k =  1 . . . . .  m s o n t  

les racines de P(X~, y~ Ce classement est dvidemment  ldgitime. Posons enfin, pour  

simplifier, m~=m + (m- 1) + -.. + (m-r+ 1), m o = m .  

Alors la construct ion effectude dans les pages prdcddentes nous montre  qu'il  existe 

une fonct ion h(y ~ s u r  R n-1 ayan t  les propri4t4s suivantes : 

1 ~ h (y~ ne prend qu 'un  nombre  fini de valeurs, toutes  rdelles; 

2 ~ I1 existe un ouver t  (P dans  R ~-~, dent  le compldmentaire est de mesure nulle, 

tel que h (y~ soit continue sur (I) et  vdrifie : 

i h(y0)_tk(y0)l>~e -~ pour  t ou t  y0E(i) et  t ou t  k = l  . . . . .  m. 

On a, avec la nota t ion  h (y )=  (h (y~ 0 . . . . .  0) : 

mr+(m-r) 
P,(y+ih(y))=P~(yl +ih(y~ y~ 1-[ [Y~ +ih(y~176 

k=mrWl 

(cr : constante complexe non  nulle), ce qui entraine aussit6t 

IP~(y+ ih  (y))I >~ I~l (1/~) ~- '  

pour tou t  y~ (I), et  nous autorise s considdrer, touiours pour  y~ (I) quelconque : 

2:~!P~+x (y+ih(y)) I 
IP~(y+ih(y))l 

I m,+(m- r) 1 I 

= k=~+l  Yl - s~ (yO) + i [h (yO) _ tk (yO)] 

.~+(=-1) 1 
r = 0 , 1  . . . . .  m - 1 .  

De l& se d~duit immddiatement  le thdor~me.(1) 

Q) La preuve du th6orbme 4.1 fournit,  en particulier, la construct ion d 'une solution ~16mentaire 
E (x) de P (D). En otter ,  n o n s  a v o n s  construi t  uno fonction h (yO) E / ~  tolle quo I P (Yt + i h (y0), yO) I >~ 1 
pour presque tou t  y E R n. Definissons alors la dis tr ibut ion E (x) par  

< E (x), ~0 (x) > = f ~ (y' + i h (yO), ~ d , 
P (Yx + i h  (y0), y0) Y 

off q g ( x ) E ~  x eL ~(z)=fqg(x) exp (2 izz(x ,z>)dx (zEon). I1 est  facile de voir  que E(x) est bien 

une distribution,  eL que P (D) E= ~z. Avee une trbs 16g~re modification de la preuve du th6or~me 4.1, 
on peut  prouver que si P (~, D) est un  op6rateur diff6rentiel k coefficients constants  en x, mais d6- 
pendant  continfiment du point  ~ d 'un  espace topologique A, alors il existe une fonction continue 
E(x, 2) de 2, & valeurs dans ~)~, telle que P(2, Dx)E(x, $) =(~x pour tout  ~tEA. A c e  sujet, voir [16]. 
Tous los r6sultats du paragrapho 1 du pr6sent ehapitro IV sent  6troitement li6s ~ la construction de 
solutions 616montaires et  ~ cello de solutions 616mentaires dependant ,  d 'une certaine fa~on (continfi- 
rnent, de mani6re diff6rentiable, etc.), de parambtres, pour  des op6rateurs h coefficients constants  en x, 
d6pendant  de cos m6mes param6tres de fagon convenable. 

9 - 593801. Acta mathematica. 101. Imprim6 le 8 avril 1959. 
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E t a n t  donn6 un op6rateur  diff6rentiel P(D), dont  on se propose d '6 tudier  les 

propri~t6s de dominat ion,  pa r  r appo r t  ~ une eertaine d6finition de celle-ei, les ques- 

t ions qui, d~s l 'abord,  se posent  naturel lement ,  sont, dans l 'ordre : 

1 ~ P(D) domine-t- i l  tous  ses d~riv~s P( r '~176 (r>~l)~. ceci en a d m e t t a n t  que 

la direction O x I joue un rSle privil6gi~ dans les bases de dominat ion  et  dans  la forme 

de l 'opgrateur  ; 

2 ~ S i c e  qui prdc~de est  aequis, P(D) domine-t-i l  tous  ses d6rivds P(P)(D) 

(pen Ipl> l)? 
3 ~ Enfin, P (D) domine-t-i l  t o u s l e s  op~rateurs d 'ordre  s t r ic tement  infdrieur au sien ? 

E n  ce qui concerne la dominat ion  mix te  que nous dtudions en ce moment ,  nous 

venons de voir  que la rdponse s la premiere  question est  aff i rmative,  quel que soit 

l 'opdrateur  diffdrentiel ~ coefficients constants  P (D). Nous  allons considdrer un cas oh 

la rdponse s la deuxi~me question est  aussi aff i rmat ive.  

T ~ O R ~ M E  4.2. Supposons P(D) hypoelliptique, et normal en x~. Alors, quel quc 

soit s > O, on peut trouver h (y) = (h (yO), 0 . . . . .  0), h (yO) E L ~ (Rn-1), telle qu' on ait, pour 

tout y E R ne t  tout p E N  n, ] p] ~ O : 

I P(p) (y+ ih (y))I<<. ~IP (y+ ih (y))I. 

Puisque P(D) est  hypoell iptique,  il existe M <  + o o  tel que ]y[>~M ( y E R  '~) 

implique [P(~)(y)I<slP(y){ pour  t ou t  ]p]~=0 (voir [2], th.  3.3 e t  th. 3.4).(1) 

D ' au t r e  par t ,  si l y~ < M, les coefficients de P (X1, y0), comme polynSme en X~, 

res tent  born6s et  celui de X~ ( s i m  est  le degr6 de P pa r  r appo r t  ~ X , ;  necessaire- 

men t  m~> l) est une constante  non nulle. Or tous les polynSmes P(~)(X 1, y0), I P ] 4 0 ,  

sont  de degr~ ~< m - 1 en X~. P a r  cons6quent  il existe B < + co tel  que I z~ I >~ B (z~ E C) 

implique : 
IP(~) (z~, y~ ~< e I p ( z l ,  y0)[ pour  tou t  [y~ < M et  t o u t  I P[ # 0. 

Ddfinissons alors h (y0) ainsi : h (y0) _ 0 si ]y0[/> M ;  h (y0) = B si [y~ I < M.  On voi t  

aussi t6t  clue h (y0) rempl i t  les conditions requises. 

Nous  allons m a i n t e n a n t  t~cher d ' app0 r t e r  une rdponse, dans  certains cas, ~ notre  

quest ion n ~ 3. 

Pour  ceci, il va  faUoir introduire une nouvelle classe d 'op~rateurs .  

Soit P ( X ) E  C [X 1 . . . . .  X~] de degr~ to ta l  m, dont  nous noterons  P~ (X) la pa t t ie  

homog~ne de degr~ m. 

(1) H6rmander appelle (~ complets et de type local )) les op6rateurs que nous appellons hypo- 
~l|iptiqu~s. 
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D~rIN~T~ON 4.1. Nous dirons que P(D)  est ultraprincipal normal si P(D) est 

normal et si Pro(Y) et (~/~yx)P~y ne s'annulent simultandment dans R ~ qu'au plus au 

point y = O. 

D~FINITION 4.2. NOUS dirons que P(D)  est ultraprincipal s'il est semblable ~ un 

opdrateur ultraprincipal normal. 

Ces ddfinitions admettent  une interprdtation gdomdtrique. En effet, la ddf. 4.2 

signifie qu'il existe un vecteur non nul a = ( a  I . . . . .  an) de R n tel que le seul zdro 

commun dans R ~ des polyn6mes 

aP~ ~Pz 
P~ (y) e t a  1 ~ (y) §  + an ~Y~Yn (y) 

soit l'origine. 

:Notons U le e6ne des z~ros, darts R ~, du polyn6me P~ (y). Convenons de eonsi- 

ddrer comme tangent ~ F le long d'une gdndratriee double l'espace R ~ lui-mdme. 

D'apr~s ce qui prdc~de, dire que P(D) est ultraprineipal dquivaut s dire que la rd- 

mfion des espaces tangents ~ F n'est pas identique ~ Rn; cette rdunion ne eontient 

pas le vecteur a;  si P (D) est ultraprineipal normal, eette rgunion ne eontient pas 

l'axe des Yl. Avec notre convention, ces propridtds impliquent l'absence de gdn6ratrices 

doubles. En partieulier, tout  opdrateur ultraprincipal est principal ([2], pp. 186 et 187). 

La rdciproque est fausse, comme on le vdrifie sans peine avec l'exemple de 

~2 ~ 82 a2 

ax~ ~x~ ax~ ~ "  

Tout opdrateur elliptique, tout  opdrateur hyperbolique normal est ultraprinci- 

pal normal. Tout opdrateur hyperbolique est ultraprineipal. Le produit d 'un op6ra- 

teur elliptique et d 'un opdrateur hyperbolique (resp. normal) est ultraprineipal (resp. 

normal). La rdciproque est fausse comme le prouvent les exemples de 

~ ~ ~4 / ~4 ~4 

Le carrd d'un opdrateur ultraprincipal n'est ultraprincipal que si l 'opdrateur est 

elliptique, ear tout  zero de P~ (y) est un zdro de Pm (Y) et done de 

~P~ 
ayj (p~ (y)) = 2 P~ (y) ~ (y) (i = 1 . . . . .  n). 
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TH~ORi~M~ 4.3. Soit un op~rateur P(D)  ultraprincipal normal. II  existe une ap- 

plication y--> h (y) = (h (yO), 0 . . . . .  0), h (yO) fi L ~ (R~-I), et des constantes A et H /inies 

telles que, pour presque tout y f i r  ~ et tout t>~H : 

I I  est  clair que nous pouvons  supposer  m>~ 1 er P(y )  homogbne de degrd m. 

Pour  chaque yO q/i~-1,  nous noterons  rk (yo) = sk (yO) + i tk (yO), 8~, tk rdels (1 ~< k ~< m), les 

racines de P(Xx ,  yO) en r a n t  que polyn6me en X x. Au tours  des pages 12,5-126, nous 

avons  construi t  une fonct ion h(y  ~ de yO fiR~-X a y a n t  les propridtds suivantes  : 

1 ~ h(y ~ est  ddfinie et  continue sur un  ouver t  �9 de R =-~, don t  le compldmentai re  

est  de mesure  nulle. 

2 ~ h (y0) ne prend  qu 'un  nombre  fini de valeurs  rdelles et vdrifie, pour  t ou t  y0 e �9 : 

N+l<~h(y~ ( N e s t  le nombre  ddfini p. 127; on a fair  s = l  

dans la construct ion de h). 

3 ~ Pour  t o u t  yOEO, e t  t ou t  l~<k~<m on a :  [h(y~176 1/>1. 

Ceci rappeld, fixons a rb i t ra i rement  1 ~< k • m  et  y~ (I). Supposons que l 'on a i r :  

] t k ( y ~  Alors ]h(y~189176 et  d o n c :  

[tk(y~176 ~ [1 Ih(Y~176 h~(y~ 

Supposons ma in t enan t  [t~ (y~ < 2 (N + 4 m  + 3). Alors : 

1 
[tk (yO) _ h (yO)]2 ~> 1 >t 5 (N + 4 m  + 3) ~ [t~ (yO) + h ~ (yO)]. 

Posons alors c ~ = 5  ( N +  4 m  + 3) ~. On a, dans  t o u s l e s  c a s :  

[t k (yO) _ h (yO)]~ >1 c- 2 [t~ (yO) + h 2 (yO)] 

et  cela est  vra i  quels que soient k et  yO. Ceci dit, considdrons : 

[ P (y~ + i h (yO), yO)1~ = [~ {[y,  _ sk (yO)]~ + [h (yO) _ tk (yO)]~} 
k = ]  

1 > / -  
m ] - 1  k = l  

puisque [h (yO) _ tk (yO)]2 ~> 1 pour  tou t  1 ~< k ~< m e t  tou t  yO E dp. 



RELATIONS DE DOMINATION ENTRE O P ~ A T E U R S  DIFF~RENTIELS 133 

Tenons alors compte  de (1) e t  du fair que c >  1 : 

[ P (Yl + i h (y0), yO)]2 > / 1  ~ i~i ([Yl - sk (y0)]2 + c-2 [t~ (yO) § h 2 (y0)]} 
j = l  k = l  

k~ j  

1 { [ y l -  (y.)]2 + (yo) + h2 (yo)} 
/~mC2(--m-I) ]=1 k=l 

k 4 : t  

; k: t : j  

On re t rouve  ici les Qj(y)= ~-[ [yl-rk(y~ ( l ~ < i 4 m )  d~jB main tes  lois rencontrgs;  et  
k = I  
k~Ft 

m 

l 'expression F (y) = k~l [ Q~ (y) ]2, qui est  une v~ritable fonetion de y dans n n. Remarquons  

que A F (y) ~> ]P1 (y)12 ear 2 i~ / )1  (Y) = ~ Qk (y) (A < + oo ). 
k = l  

D'au t r e  par t ,  pou r tou t  k = 1 . . . . .  m, I Yl - r~ (y0)]2 f (y) >/I Yl - rj (yO)12 ] Qj (y)]2 = 

= i p(y  ) [2. Mais en ve r tu  de l 'homogdndit4 de P(y), il existe une constante  finie C 

telle que I Y l -  rj (y~ < c lyl pour  t o u t  y E R n, d ' o f i :  

C[yl2 2. 

Prenons ] y] = 1. On a : (A § C) F (y) ~ [ P (y)[2 § I/)1 (Y)]2. Mais le second membre  

de cette indgalit~ est  une fonetion continue de y sur la sphere unitd de R n, ne s 'an- 

nu lan t  jamais,  d 'apr~s  nos hypotheses.  I1 en rdsulte qu' i l  existe b > 0  tel que F(y)>1 b 
pour  tou t  y E R ~, l Y] = 1. Comme F ( y )  est  une fonction pos i t ivement  homog~ne de y 

de degrg 2 ( m - l ) ,  on a F(y)>~b[yl ~(m-1) pour  tou t  y E R  ~. 
Fina lement  on vol t  qu' i l  existe une constante  B <  + ~ telle q u e :  

h(yO)2(~-l)+ ]y]2(~ 1)<Bip(yiWih(yO), y012 

pour  presque tout  y E R" (prdcisdment, pour  t ou t  y tel que y~ r  Ceci implique im- 

mddia tement  qu' i l  existe B~ < § c~ tel que, pour  ces m~mes y : 

l y§  l~-l<--BlIP(y§ 

en posant ,  comme dans l 'dnonc4, h (y) = (h (y0), 0 . . . . .  0). 

Rempla~ons,  dans  cette indgalitd, y pa r  t - ly  ( t > 0 ) ;  on supposera  d~s lors que 

y~ t(I). E n  ver tu  de l 'homogdn~itd, et  compte  t enu  de ce que le compldmentaire  de 

t(I) est de mesure  nulle, on obt ient  ]e r~sul tat  voulu. 

Consdquence du th.  4.3 : si P(D) est  ul t rapr incipal  normal  d 'ordre  m, il dqui- 

domine,  au sens exponentiel  1-mixte, les D p (IP[ ~ < m - 1 ) .  
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On remarque la tr~s r~elle analogie entre la d~monstration du th. 4.3 et celles 

qui nous ont permis d'obtenir les propri~tds de domination exponentielles des op6ra- 

teurs hyperboliques et paraboliques. Entre ces deux cas eependant, outre la difference 

~vidente concernant h(y  ~ qui n'est plus une constante, dans le th. 4.3, il y a c e  fait 

que, dans le chap. II ,  les majorations se faisaient ~ l'aide de Re P (Yl + i h) Ph (Y + i h)i 

tandis que pour le th. 4.3 elles se sont faites avee I P ( y + i h ( y ~  2. 

2 2 w 2. Domination multiplicative en exp (~ [t~ x~ +"" + t~ x . ] )  

Nous allons avoir besoin de quelques rdsultats prdliminaires de nature purement 

algdbrique. Pour cela, nous considdrons une a]g~bre associative ~ sur le corps des 

complexes, avec unitd (notde I), mais non commutative. Si A E ~ et si P(X1) est un 

polynSme ~ une inddterminde, ~ coefficients complexes, nous noterons P ( A ) l ' d l d m e n t  

de 9~ obtenu par substitution de A ~ l'inddterminde X 1. De plusl contrairement aux 

conventions constamment adoptdes jusqu'ici, pour un polynSme 

P (X~ . . . . .  X~) ~ C IX l . . . . .  Xn] 

et un n-uplet p E N n, nous poserons ; 

P( ')  (X1 . . . . .  Xn) = \ ~ 1 ]  "'" \~X-~] P (X1 . . . . .  Xn). 

Ces nouvelles notations sont mieux adapt~es aux raisonnements qui vont  suivre, off 

la transformation de Fourier ne jouera plus aucun rSle. 

L]~MME 4.3. Soient A,  B deux dldments de 2 ,  vdri/iant [A, B] = I .  Alors, quels que 

soient les polyndmes P et Q ~ une indderminde, ~ coe/ficients complexes, on a : 

( - I)" p(,) 
Q (B) P (A) = ~ ~ (A) Q(;)(U). 

Dans la somme du second membre, p ddsigne un entier (non un n-uplet !). 

]l suffit de d~montrer le lemme lorsque P ( X ) = X  a, Q ( X ) =  X ~ (a, b entiers ~> 0). 

Remarquons que le rdsultat est banal lorsque l 'un des deux nombres a, b est nui 

(l'autre dtant quelconque). 

Nous allons commencer par ddmontrer le lemme dans le cas off b = 1 e t a  est 

quelconque. Nous raisonnerons par rdcurrence sur a, le r~sultat ~tant vrai pour a = 0. 

On a, pour a>~ 1 :  Q ( B ) P ( A ) = B A a = ( B A ~ - * ) A = A ~ - i B A - ( a - 1 ) A ~ - X  d'apr&s la 

r~currence. Mais A a-x B A  = A a-1 (A B -  1) = P ( A )  Q (B) - A a 1 et ceci prouve ce que 

nous voulions. 
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En  laissant a quelconque, nous ferons main tenant  la rdcurrence sur b, ici ~ part ir  

de b = 1, puisqu'alors le rdsultat  est vrai. On a :  

Q (B) P (A) = B b A ~ = B (B b-i A ~) 

qui est dgal, d 'apr~s la rdcurrence, 

B ~ ( - 1 ) m a ( a - 1 )  ( a - m + l ) ( b - 1 ) ( b - 2 )  ( b - r e )  An-roB ~-l-m 

Mais, d 'apr~s ce que nous venons de voir, B A ~ - m = A ~ - ~ B - ( a - m ) A  ~-'~-1. On 

en d~duit : 

B b A  ~= ~ ( - 1 ) m a ( a - 1 )  ( a - m + I ) ( b - 1 ) ( b - 2 )  ( b - m )  A a - m B  b - m -  
m=0 m!  . . . . . .  

( _ 1 ) ~  , ... ( b - m )  A ~ - " - l  B b-'~-l. - ~ ~ Z - f i - - - a ( a - 1 ) . . .  ( a - m ) ( b - 1 ) ( b - 2 )  
rn=O m .  

Posons m = n  dans la premiere somme, m +  1 = n  dans la seconde. I1 vient  : 

B b A ~ = A ~ B b + n=l ~ -!) a ( a - 1 ) -  ... ( a - n +  1) ( b -  1) ... ( b - n +  1) [ ( b - n ) + n ]  Aa-nBb-n;  
I 

mais ceci n 'es t  ]?as autre  chose que ee que nous voulions d~montrer. 

LEMME 4.4. Soient A~ et Bt 2 n  dldments de 2 ( l ~ < i < n )  vdri/iant les conditions 

de commutation suivantes:  [Aj, Bk] = I si ?'=/r = 0  si ~4= k, [Aj Ak] = [Bj, Bk] = 0  pour 

tows 1 <~ ], k <~ n. Quels que soient les polyndmes P,  Q E C [X 1 . . . . .  Xn], on a :  

Q (B 1 . . . . .  B~) P (A1 . . . . .  An) -- ~ ( - 1)lPl P(P) (A1 . . . . .  An) Q(~) (BI . . . . .  Bn). 

I1 suffit de ddmontrer  ceci pour P ( X ) - - - X [ '  ... X~ ~, Q ( X ) = X ~ '  ... Xb'n off les a 

et les bk sont  des entiers >/0. Mais on a : 

..., ~ , H a ,  S~n a. Q (B1, B~) P ( A  1 . . . . .  An) = ~1 -~1 ... A 

en ver tu  des relations de commutat ion .  Or le r~sultat est d6montr6 pour  n = 1; on 

en tire aussitSt le r~sultat pour  n quelconque. 

E t a n t  donnd un polynSme P ( X ) E  C [X 1 . . . . .  Xn] et n ~ldments U 1 . . . . .  Un de 2 

qui commutent ,  convenons de noter  P ( U )  l '~ldment P ( U  I . . . . .  Un) de 2 .  

Supposons alors qu'il  existe une involution U--> ~ dans ~,  i.e. une applicat ion 

anti-lin4aire de 2 dans lui-m4me, telle que l = I  et que ( A B )  ~ = B A .  

Du lemme 4.4 ddcoule imm~diatement  
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LEMME 4.5. SO~t n dZdments A~ (1 ~ i ~  n) de ~ possddant les propridtgs suivantes : 

[~j, A k ] = I  si j = k ,  = 0  si ~#k,  [Aj, Ak]=0 pour tous l < j ,  k < n .  Alors, quel que 

soit le polyndme P fi C [X 1 . . . . .  X , ] ,  on a : 

[P (A)]~ P (A) =v ?N n P~" P(~) (A) [P(P) (A)]~. 

I1 suffit d'appliquer le lemme 4.4 en prenant B , = - ~ ,  ( i=1  . . . . .  n) et Q(X)=  

= P ( - X ) ;  P est le polyn6me obtenu en remplagant lea coefficients de P par leurs 

complexes conjugu6s. Remarquer que [P(A)] ~ = P ( ~ ) .  

Nous supposerons maintenant que 9~ est une algbbre d'endomorphismes d'un es- 

pace veetoriel .~. Nous placerons sur ,~ une structure prd-hilbertienne sdparde, ~ l'aide 

d'un produit hermitien ( , ); la norme associde sera notde ][ ]]. Nous ferons l'hypo- 

th6se suivante : pour tout  dldment B de 9~, il existe un aut re  616ment de 9~, not6 

(et ndcessairement unique) tel que :  

(B hi, h2) = (hi,  .Bh2) pour t~us hi, h 2 E ~. 

/} sera appel6 l'adjoint de B e t  B-->/~ sera l'involution dans 9~. En remarquant que 

si B E 9~, (i~ B h, h) = (B h, Bh)  = [[ B h[[ 2 pour tout  h E._~, on d6duit banalement du lemme 4.5 : 

LEMME 4.6. Sous les hypotheses du lemme 4.5, on a, pour tout polyndme 

P E C I X  1 . . . . .  Xn] et tout dldment h de ,~ : 

II P (A)hll ~ = ~ .  ~ II [P" (A)]- h II ~. 

Remarquons alors que, quel que soit q f iN" ,  P(q) possgde la m~me propridtd que P, 

c'est-s qu'on a : 

tIP(~ ~= 2 
p e n  n 

< q ! 2  m 

1 )~(,;~) (Ai V, ll hll ~ 

(,;q) 1 
II P"+; (Ai h II 3 

7 
2 (v+l q) ! ii.P,,+~,(Ajhll~<~q,zmllP(A)hlL 

en appelant m le degr6 total du polyn6me P ( X ) .  La derni~re majoration r6sulte di- 

rectement du lemme 4.6. Nous pouvons done dnoncer 

LEMME 4.7. Sous les hypotheses du lemme 4.6, on a, Tour tout polyndme 

P E C [X 1 . . . . .  Xn] de deqrd m, tout q E N n e t  tout gldment h de ,~ : 
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Reste s appliquer 

choisirons 

comme espace ~ :  O(R ~) avee la norme de L~; 

comme opdrateurs A ~ : les ~ D~ - t~ x~ (l~?'~<n) 

quelconques. 

~ 11P(a) (A) h II ~ < 2~ II P (A) hll ~ 

ces r~sultats. Posons, pour simplifier, D~=O/ax~ (l~<~<n). Nous 

off les t~ sont des nombres > 0  

Les adjoints se d~finiront au sens des opdrateurs non bornds de L *, don~ le do- 

maine de d~finition eontient ~ .  L'adjoint ~ de A~ sera done - ~  ~D~+ t~x~ 

d~fini lui aussi sur ~ .  On prend ensuite les restrictions ~ ~ .  

I1 est facile de v~rifier que ~ A ~ - A ~ ] 2 ~ = I  e t  que ]es autres conditions d'appli- 

cation du lemme 4.'/ sont satisfaites. 

8oit alors P ( X ) E  C [X~, . . . .  Xn] de degrg m. Posons : 

P~ (X) = P ( V2 t~ X~ . . . . .  1/2 t. X.). 

Mais 

On a done :  

Le lemme 4.7 ~nonee que l'on a, pour tout  p E N  ~ et toute q~ E ~ : 

1 
p~ [I (Pt) (') (A)cf  H2L, < 2 m II Pt (A)cf  ]I~'- 

(Pt) (~) (X) = 2 IrIs2 t~' ... t ~  P(V) (~f2 tl X~ . . . . .  V2 t~ x~). 

1 po,) r .... fi, ,  , 1 - t ~ x l  . . . . .  D . - t ~ x n ) V l l i . < 2 m - ~ t ;  ~ ' ' . . . t 2 €  D~- t~z~)~ l l~ ,  

pour tout  p E N  ~ et route ~ E ~ .  

Remarquons alors que (Dj- t~  x~) [exp (~ tj xs)T] = e x p l  2 z (�89 tj~ xj2) Dj~. 

Comme la majoration pr~c~dente est valable pour route q~ E ~ ,  nous avons le 

droit d 'y  remplaeer (p par exp {�89 (t~x~+ ... +t~ x~)}q~, et par consgquent d'6noneer : 

TH~ORfiME 4.4. Soit  un  opdrateur di//drentieI P ( D )  ~ coe//icients constants sur R n, 

d' ordre m. On a, Tour toute q~ E O (Rn)," pour tout p E N ~ et tout t E R ~ : 

21vl 

< 2m tI-ZP' *'" t~2Pn II ~xp {~ (t~ ~ +""  + t~ ~2)} P (D) q~ I1~'. 
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Que ce thgor~me air une signification de domination est ~vident : il suffit de 

prendre les t~ suffisamment grands pour que le facteur devant  le second membre 

soit aussi pet i t  qu 'on l 'aura voulu : 

C O R O L L A I R E  1. S o i t  u n  opdrateur di//drentiel P(D) ~ coe/[icients constants sur R n, 

par ailleurs quelconque; P(D) dquidomine multiplicativement tons ses ddrivds P(P)(D), 

1Pl40.  On peut prendre comme bases de domination des suites quelconques de /onctions 

exp (t~[x]2), oh les nombres t~ tendent vers l'in/ini. 

Le rdsultat ~noncd par le corollaire 1 va un peu en sens contraire de celui 

~nonc~ par le th. 1.4 : il implique en effet que tout  op4rateur diff~rentiel s coefficients 

constants est multiplicativement dominant.  

COROLLAIRE 2. So/t, pour chaque p e N n, une /onction a T(x) localement - L  ~r 

Pour tout ouvert ~ bornd de R n, on peut trouver une constante C n ]inie qu'on air, pour 

route ~ e O (~2) : 

[[P(D)CfHL'<~CnHP(D)qJ+ 5 ap(x)P(P)(D)ePHL '. 
p e N  n 

Cela r4sulte imm4diatement du corollaire 1 et du th~or~me 1.3. 

Cette in4galit4 permet, de la facon classique, d 'obtenir des r4sultats d'inversi- 

bilit4, au sens de L ~ (~) (et 4ventuellcment d 'autres espaces, si P (D) a l e s  propri4t4s 

requises), pour l 'op4rateur P (D) + ~ ap (x) P(P) (D). 
P 

Signalons que le lemme 2.7 d 'HSrmander  [2] implique l'in4galit4 du coroll. 2 

dans le cas d 'un ouvert  de diam~tre assez petit, cet (~ assez peti t  ~) pouvant  facilement 

se pr4ciser par  la connaissance des fonctions ap (x). 

Le thdor~me 4.4 lui-m6me constitue, en quelque sorte, une extension du lemme 

2.7 de }t6rmander : en effet il prouve que la majoration des Pr (D) (p 6 N n) par P (D) 

peut  6tre rendue globale (i.e. valable pour toute ~ 6 O(Rn)) s condition de remplaeer 

la norton de L s relativement s la mesure dx, par la norme de l 'espace L ~ relatif s 

la mesure exp Ix[ 2 dx  (ou aux tonsures analogues prdcis4es dans l'4nonc4). On peut  

4videmment remplacer O (R n) par  un compl4t4 convenable. 
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