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Teil I. Komplexwertige Funktionen

1. Einleitung

Die in der Frage stehenden Probleme sind folgender Art. Gegeben seien zwei
abgeschlossene Kreisbereiche D und D’ in der komplexen Zahlebene (d.h. ein Kreis
mit seinem Inneren oder mit seinem Ausseren, oder eine abgeschlossene Halbebene).
Gegeben sei ferner eine auf einer Teilmenge S von D definierte Funktion, deren
Werte in D’ fallen. Unter welchen Bedingungen ldsst sich diese Funktion zu einer
im ganzen Inneren von D definierten, holomorphen, und auch in gewissen Punkten
der Begrenzung von D stetigen Funktion erweitern, deren Werte in D’ fallen? Da
die Kreisbereiche durch geeignete gebrochen-lineare Abbildungen ineinander iibergehen,
geniigt es spezielle Kreisbereiche in Betracht zu nehmen, etwa die Einheitskreisscheibe,
die obere oder die rechte Halbebene. Wir betrachten die folgenden Hauptfille des
Problems gesondert: A) § liegt ganz im Inneren von D und es wird von der holo-
morphen Erweiterung nichts an der Begrenzung von D verlangt; B) S liegt ganz im
Inneren von D, aber es werden von der holomorphen Erweiterung in gewissen Punkten
der Begrenzung von D gewisse Stetigkeitsvoraussetzungen gemacht; C) § liegt ganz
an der Begrenzung von D. Im Fall A) sei fir D die Einheitskreisscheibe, fir D’ die

(*) Vorliegende Arbeit gibt eine einheitliche und systematische Darstellung von Resultaten der
Verfasser, iiber die teils schon in den Aufsitzen [2], [7] (,.Problem C*) und [8] (,,Problem A*) be-
richtet wurde.
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rechte Halbebene gewihlt, in den Fillen B) und C) seien aber D und D’ beide die
obere Halbebene. Genauer gestellt, lauten unsere Probleme folgendermassen:

ProBLEM A. Es sei S eine tm Inneren des Einheitskreises der komplexen Ebene
liegende Punktmenge und f(s) eine auf S definierte komplexwertige Funktion. Die De-
finttion wvon f(s) soll auf das ganze Innere des Einheitskreises derart erweitert werden,
dass die erhaltene Funktion g(z) holomorph und von nichi-negativem Reellteil sei.

PrROBLEM B. Es set S eine tm Inneren der oberen Halbebene liegende Punkt-
menge und f(s) eine auf S definierte komplexwertige Funktion. Die Definition von f(s)
soll auf die gamze (offene) obere Halbebene derart erweitert werden, dass die erhaltene
Funktion g¢(z) holomorph und von nicht-negativem Imaginirteil, ferner g(z)/z in jedem

Winkelraum

Clp)={p<argz<a—¢} mit 0<<p<7§z

beschrinkt ser.

ProBLEM C. Es sei S ein Intervall der reellen Achse und f(s) eine auf S defi-
nierte reellwertige Funktion. Die Definition von f(s) soll auf die (offene) obere Halbebene
erwettert werden, derart, dass die erhaltene Funktion g(z) in dieser Halbebene holomorph
und von nicht-negativem Imaginirteil, und auch in den Punkien wvon S stetig set.

Problem A wurde zuerst in Arbeiten von G. Pick [14] und R. NEvVANLINNA [12]
untersucht; Prck gibt im Fall einer endlichen Menge S eine notwendige und hin-
reichende Bedingung, NEVANLINNA lisst auch unendliche Mengen S zu und betrachtet
auch die Frage der Eindeutigkeit der Erweiterung; beide bedienen sich von algebrai-
schen und funktionentheoretischen Hilfsmitteln. Das Picksche Kriterium wurde auf den
Fall beliebiger Mengen S zuerst von M. KrEw und P. REcHETMAN [4] ausgedehnt, sie
fithren das Problem auf ein gewisses Momentenproblem zuriick. Dieses Kriterium lautet
wie folgt:

Sartz A. Fiir die Losbarkeit des Problems A ist motwendig und hinreichend, dass
die auf der Menge Sx 8 definierte Funktion

_fe)+10)
k=50

(D
positiv definit ist.

Fiir eine beliebige Menge X wird die auf der Menge X xX definierte Funktion
k(x,y) positiv definit genannt, wenn fiir beliebige, endlich viele Punkte z,, ..., zy von
X und komplexe Zahlen a, ..., ay gilt:

2 z k(xm, xﬂ)%&,,?O.
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Fiir Satz A werden wir in dieser Arbeit einen neuen Beweis geben, der nur auf
einige einfache Eigenschaften des Hilbertschen Raumes bezug nimmt.
Was Problem B anbetrifft, werden wir folgendes beweisen:

Satz B. Ist die gegebene Teilmenge S der oberen Halbebene so beschaffen, dass
sie mit mindestens einem Winkelraum C (p) (0<(p<g) einen sich am Punkte O hdufen-

den Durchachnitt besitzt, so ist fiir die Lésbarkeit des Problems B notwendig und hin-
reichend, dass die auf der Menge Sx8 definierte Funkiion

Tes7 (2)

positiv definit ist und |f(0,)/0,] flir mindestens eine, aus S genommene, und in einem
Winkelraum C () (O<<p<g) gegen O strebende Punktfolge {c,} unterhalb einer von n
unabhingigen Schranke M bleibt.

Problem C tritt in den Untersuchungen von K. LOwNER [6] tiber monotone
Matrixfunktionen auf. LOWNER beweist folgenden

SaTtz C. Sei S das Intervall (—1,1) der reellen Achse. Fiir die Lisbarkeit des
Problems C st notwendig und hinreichend, dass die Funktion f(s) auf S stetig differen-
zierbar und die auf der Menge SxS definierte Funkion

f)—ft)

ks, y={ s—t ¥ (3)

f'(s) (s=1)
positiv definit ist.

In seinem Beweis macht LOWNER von seinen tiefliegenden Ergebnissen iiber die
Interpolation durch monotone Matrixfunktionen Gebrauch. Ein Beweis von BENDAT
und SHERMAN [1] lehnt sich an einem Satz von S. BERNSTEIN und an Sitzen iiber
das Hamburgersche Momentenproblem. WiGNER und vox NEUMANN [17] haben das
Problem im Zusammenhang mit der Quantentheorie der Stosse betrachtet und fiir den
Satz einen Beweis gegeben, der sich von Sitzen iiber unendliche Kettenbriiche bedient.

In dieser Arbeit werden wir auch fiir diesen Satz einen neuen, verhiltnisméissig
einfachen Beweis angeben, der Hilfsmittel aus der Theorie des Hilbertschen Raumes
benutzt. Die Bedingung des Satzes kann iibrigens etwas gelindert werden, man braucht
z. B. keine Stetigkeit von f' (s) fordern.

Im Laufe unserer Beweise erhalten wir fiir die, der gestellten Bedingungen ge-
niigenden Funktionen f(s) der Reihe nach die folgenden Darstellungen (s€S):
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f(s)=ib+ (m €os Eo) (A)
mit einer reellen Konstanten b, einem unitdren Operator U eines Hilbertschen Rau-

mes N und einem Vektor g € R;

I
fo)= (ij4 £ so) (B)

mit einem selbstadjungierten, im allgemeinen nichtbeschrinkten Operator A eines Hil-
bertschen Raumes R und einem Vektor g € R;

fo=at (2 e o) ©

mit einer reellen Konstanten a, einem selbstadjungierten und durch 1 beschrénkten
Operator A4 eines Hilbertschen Raumes R und einem Vektor ¢, € R.

Die Existenz der Erweiterung ¢(z) mit den geforderten Eigenschaften folgt dann
leicht aus diesen Darstellungen. Der Beweis von (A) und (B) ist elementar in dem
Sinne, dass kein Gebrauch von der Spektralzerlegung von U oder A gemacht wird.

Macht man aber auch von den entsprechenden Spektralzerlegungen

2n o0 1
U=[e*dE@A), A= [2dE@R) ‘bzw. A= [ AdE(2)
0

— o0 -1-0

Gebrauch, wobei {E(A)} in jedem Falle eine von rechts stetige Spektralschar ist, so
gelangt man der Reihe nach zu den Darstellungen

2

i
fe)=ib+ | SZldm@) (b reell; (&)
b
for= [ dmm; ®)
fs)=a+ Jl_s—sadm(z) (@ reell), (©)
—1-0

wobei m (4) (=(E (A1) &y, &)) in jedem Falle eine beschrinkte, reelle nichtfallende Funk-
tion ist.
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(A’) ist die Rieszsche kanonische Integraldarstellung [15] der im Einheitskreise
holomorphen Funktionen mit nicht-negativem Reellteil. Fiir die in der oberen Halbebene

holomorphen Funktionen mit nicht-negativem Imaginirteil und mit sup |f(iy)/y| < oo
¥>0

hat die Darstellung (B’) NEvANLINNA [13] bewiesen. Endlich ist (C') die kanonische
Integraldarstellung derjenigen, in der lings der Halbgeraden — oo << —1, 1<z < o
aufgeschnittenen komplexen Zahlebene holomorphen Funktionen, die in der oberen
Halbebene einen nicht-negativen und in der unteren einen nicht-positiven Imaginirteil
besitzen (und im Intervall (—1, 1) der reellen Achse dann notwendig reell sind); fir

einen einfachen direkten Beweis verweisen wir auf [3].

2. Die Notwendigkeit der Bedingungen

Ad A. Es sei g(z) eine im Einheitskreise holomorphe Funktion mit nicht-nega-

tivem Reellteil. Sind z,, ..., 2y Punkte im Einheitskreise, so wihle man eine Zahl r mit

max |z, |<r<1

und wende man die Cauchy-Poissonsche Integralformal

2n
) 1 [ re®+2z
glz)=1 Img(0)+ﬂ '-re,,p_zp(r,qp)dq) (|z]<r<1)
0

an, wobei p(r,p)=Re g(re’)>0 ist. Hieraus erhilt man fiir beliebige komplexe

Zahlen «,, ..., ay:
: 2n

z Z %;n)jg(’f_") amo_(-n=i [
» 0

2

p(r,p)de>0.

P

< re'® — 2,

Léasst man r gegen 1 streben, so erhdlt man hieraus als Grenzfall:

9(zm)+9@=)
2 2 (1= 2z,) O B0

Damit ist die Notwendigkeit der Positivdefinitheit der Funktion (2) bewiesen.

Ad B. Es sei ¢g(z) eine in der oberen Halbebene holomorphe Funktion mit
nicht-negativem Imaginirteil. Wir betrachten die Abbildung w=%za(z) dieser
Halbebene auf das Innere des Einheitskreises der w-Ebene, und ihre Inverse:
2= — ig}%zb(w). Die Funktion

G (w)= —i g (b(w))
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ist im Inneren des Einheitskreises holomorph und von nicht-negativem Reellteil, daher
ist die Funktion

v)

_Gw) +6(
2(1—w9)

K (w, v)=

nach dem soeben Bewiesenen positiv definit. Nun besteht der Zusammenhang

_9(@)—g(w) z+i u+ti
K (w, v)= 2—% 2 2
mit w=a(z), v=a(u). Wenn also z,, ..., zy Punkte der oberen Halbebene und a,, ..., ay
beliebige komplexe Zahlen sind, dann hat man mit w;=a (z;) und g, = z2fi j=1,...,N):
4
N N o N N - B
3 L Z0G) 5o S S K (m, w,) B0, @)
m=1 n=1l Zm — %p mel n=1

womit auch die Notwendigkeit der Positivdefinitheit der Funktion (2) bewiesen wurde.

Die Notwendigkeit der anderen Bedingung ist Kklar.

Ad C. Wir nehmen an, dass die im Intervall S=(—1,1) der reellen Achse
definierte, reellwertige Funktion f(s) eine stetige Fortsetzung ¢(z) in das Innere der
oberen Halbebene zuldsst, so dass g(z) im Inneren der oberen Halbebene holomorph
und von nicht-negativem Imaginirteil ist. Nach dem Spiegelungssatz von H. A. ScEWARZ
lisst sich dann g(z) durch S auch in das Innere der unteren Halbebene analytisch
fortsetzen, folglich ist f(s) in S notwendig analytisch und a fortiori stetig differen-
zierbar. Nun machen wir von neuem vom Zusammenhang (4) Gebrauch. Wenn wir
die Punkte z,, ..., zy der oberen Halbebene der Reihe nach gegen die Punkte s, ..., sy

des Intervalls S=(—1, 1) konvergieren lassen und bemerken, dass dann

g (Z,,,) _m
Zm— 2y

fir jede feste m, n gegen k(s,.s,) strebt, wobei k(s, t) die durch (3) definierte Funk-
tion bedeutet (), dann erhalten wir, dass auch diese Funktion % (s, t) notwendig posi-
tiv definit ist.

(1) Man beachte, dass wegen des Spiegelungssatzes g (¢)=g (2) gilt.
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3. Zusammenhang positiv definiter Funktionen mit Hilbertriumen

Den Beweis des Hinreichens der gestellten Bedingungen werden wir mit Hilfe des
folgenden bekannten Lemmas vorfithren (}):

LeMMa. Jede auf der Menge X x X definierte positiv definierte Funktion k(z, y)
lisst sich in der Form
k (x, 3/) = (& ey)

darstellen, wobei die &, (x € X) Vektoren eines geeignet konstruierten Hilbertraumes & sind
und rechts das innere Produkt der Vektoren &, und ¢, steht; man kann annehmen, dass
der Raum R durch die Vektoren e, (x € X) aufgespannt wird.

Der Vollstindigkeit halber fithren wir den Beweis an:

Wir ordnen jedem Punkt z von X je ein Symbol ¢, zu und betrachten die
formal gebildeten endlichen Summen mit komplexen Koeffizienten :

Z cm sz‘m'
m

Mit der natiirlichen Definition der Multiplikation mit komplexen Zahlen und der Addi-
tion bilden diese Summen eine Linearmannigfaltigkeit £. Fiir beliebige zwei Elemente

von &,
P=72 Cn&,, und y=2dyg,
definieren wir:

<¢’ w) = g % k (xm’ yn) cﬂl dn' (5)

Dieser Ausdruck ist linear in ¢ und konjugiert-linear in g, und wegen der Positiv-
definitheit der Funktion k(z,y) gilt

{p, > =0.

Diese Eigenschaften haben die Giiltigkeit der Schwarzschen Ungleichung zur Folge:

[ <@, > <<, 9> <w, 9.
Hieraus aber folgt, dass die Bedingungen
(i) <p,¢>=0, (ii) <@, >=0 fiir jedes p €L

miteinander #dquivalent sind. Nun ist die Bedingung (ii) in Bezug auf ¢ offenbar
linear, folglich bilden die ¢ mit (@, > =0 eine lineare Mannigfaltigkeit &, in L. Gilt
P1—P2€L,, ¥ — 1y, €L, 80 hat man

$P1 P = {P1— P2 Y1) F+ <L Pas Y1~ Y2 T P V&> =< P2 P2-

() Vgl. z.B. [5] § 1.
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Wenn wir also je zwei Elemente von & als gleich betrachten, falls ihre Differenz zu
¥, gehort, dann wird der Ausdruck (g, y)> auf & eindeutig bleiben, aber <{g, > wird
dann und nur dann gleich 0 sein, wenn ¢ in dem soeben gegebenen Sinne gleich 0 ist.
Mit <{¢,y) als ,innerem Produkt“ wird also & ein (im allgemeinem nicht-voll-
stindiger) sog. ,,prae-Hilbertraum*. & sei der aus € durch Vervollstindigung erhaltene
Hilbertraum.
Aus der Konstruktion ist es klar, dass & durch seine Vektoren ¢, aufgespannt

wird und dass wegen (5) speziell

(&g &y = k(z, y)
gilt.

Wir diirfen das innere Produkt in £ offenbar statt (¢, ) mit (¢, y) bezeichnen.

4. Das Hinreichen der Bedingungen von Satz A

Wir nehmen zuerst an, dass der Punkt 0 zu § gehért; wir werden sehen, dass
dies keine Beschrinkung der Allgemeinheit bedeutet. Es sei

k (8: t) = (839 8;) (S, t e S)

die Darstellung von k(s,t) im Sinne des Lemmas, durch die Vektoren g eines Hil-
bertraumes . Fiir s+ 0 setzen wir
1

&3 = ; (Es - 80).
Sind s,¢ von 0 verschiedene Punkte in S, so hat man
’ ! 1
(&5, &) = s_l [(es, &) — (&5, 30) - (80, 8:) + (80, 80)] =
1

1 [ﬂs_)_w_(ﬂs)m_w—(f<0>+fW)+</(o>+f(_>)] =

2sfl 1-—si
_fe i) _
=30 s =k (8, t)= (&, &),

woraus fiir jeden endlichen Linearausdruck 2, ¢né,, mit $, €S, s,+0 folgt:
” 2. Cn eém” = ”Z Cm Esm]|-

Diese Linearausdriicke bilden eine Linearmannigfaltigkeit I im Raum K. Der durch
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V2 Cntsy,= 2 Cnésp

fiir die Elemente von IR definierte Operator V ist also isometrisch (und folglich auch
eindeutig und linear), sein Wertebereich ist eine Linearmannigfaltigkeit 3 in & Wir
setzen V durch Abschliessen zu einem Operator fort, der den durch IR aufgespannten
Unterraum [IN] auf den durch N aufgespannten Unterraum [N] isometrisch abbildet(?).
Wegen der Definition von ¥ hat man

(I—sV)sS=£s—s§(ss—eo)=so (s€8, 8%0). (6)

Es sei nun V eine beliebige lineare Fortsetzung von V auf den ganzen Raum &
mit der Eigenschaft ||[V||<1(?). Dann hat der Operator I—2zV fiir jede komplexe
Zahl z mit |z|<1 einen (in R iiberall definierten und beschrinkten) inversen Operator
und dieser kann durch die in Norm konvergente Neumannsche Reihe dargestellt werden :

Es besteht der Zusammenhang
T+2Vy(I—2V)'=2(I—2V) '~
Wegen (6) gilt (I-sV) lgy=¢, (s€S) (7)

und zwar nicht nur fir $40, sondern (auf triviale Weise) auch fiir s=0. Folglich

hat man
((I+sV) *sV) 9, €)= 2 (&5, €9) — (€5, €g) =2k (s, 0) — k (0, 0) =
=[f(s)+1 (0] -} [ (0)+£(0)]=f(s)—i Im f(0),

o (It+sV
also f&)=1b+ (}———81; . 80) (s€S) (8)
mit b=1Im f(0)

Hieraus sieht man., dass f(s) sich zur im ganzen Inneren des Einheitskreises

holomorphen Funktion

(*) MM und der Vektor &, spannen offenbar den ganzen Raum & auf. Wegen es=ss; +& (8+0)
spannen N und &, den Raum & ebenfalls auf. Also ist entweder [IMN]1 =R, oder ist & © [M] von der
Dimension 1, und gleiche Falle sind auch fiir ¢ méglich.

(?) Im Falle [MR]=R ist V=7V, und im Falle [Jt]+ R kann man ¥ z. B. derart fortsetzen, dass
filr die auf It orthogonalen Vektoren v, f’ip gleich 0 wird.
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I+zV
()—@b+( TE &0 so)—zb+(£o,so)+2Z(V Egs €0) 2" (9)
I-2V
erweitern lisst. Diese besitzt auch die Eigenschaft Re g(z)>0. In der Tat, wenn man
den Vektor (I—2zV) !¢, mit 7, bezeichnet, dann gilt

Re g(2)=Re (I +2V) 7, (I—2V)n)=(1—|2?) (., 7.)>0.

Damit haben wir das Hinreichen der Bedingung in Satz A bewiesen, in dem
Falle, dass der Punkt O zu S gehort. Der entgegengesetzte Fall kann aber zu diesem
zuriickgefiilhrt werden, indem man das Innere des Einheitskreises durch eine gebrochen-
lineare Funktion auf sich derart abbildet, dass ein beliebig gewihlter Punkt s, von
8 in den Punkt 0 iibergeht. Ist diese Abbildung

8—8y

- =l (s)’

1—s3,

=

80 geniigt die durch die Gleichung @ {(0)=7f(s) definierte Funktion ¢ auf der Menge
Z=1(8) der Bedingung der Positivdefinitheit, man erhidlt nimlich durch einfache
Rechnung :

N N N
@lom)t+@ (o,.) i, f(5m) + £ (54)
mz.1 uz..:1 2(1——0’,,,5,,) ,,.21 1.2.:1 2(1—8,5,) ﬂm‘gn>0
mit o=1(s) wnd f=1=2g (j=1,..,N).
0“0

Folglich kann nach dem schon Bewiesenen ¢ (¢) zu einer im Einheitskreise holomorphen
Funktion y({) mit nicht-negativem Reellteil erweitert werden. Dann ist aber die
Funktion g(z)=1v (I(2)) die gewiinschte Erweiterung von f(s).

Damit haben wir den Satz A vollstindig bewiesen.

Wir fiigen einige erginzende Bemerkungen hinzu.

Wie es sich nachtriglich herausgestellt hat, kann der Punkt 0 immer zur Menge
S adjungiert werden und so ist die Darstellung (8) immer moglich. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit kénnen wir also annehmen, dass der Punkt O schon urspriinglich
zu 8 gehort.

Ist die Menge S endlich, so ist die Dimension des Raumes eine endliche Zahl r
(r ist hochstens gleich der Anzahl der Vektoren g, also der Anzahl der in S ent-
haltenen Punkte). Dann haben die Unterriume @ und N die gleiche Dimension
(beide die Dimension r oder beide die Dimension r—1), und so kann ¥ insbesondere
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zu einem wunitiiren Operator V von & fortgesetzt werden (im Falle M=N=§ ist
V=V;im entgegengesetzen Falle widhle man einen zu IR orthogonalen Einheitsvektor
@, und einen zu N orthogonalen Einheitsvektor 1, und definiere man I;'tpo:zpo). Ist
dann &, ..., & ein vollstindiges orthonormales System von Eigenvektoren des unitéren
Operators U= V"' mit den entsprechenden Eigenwerten €'®, ..., ¢, so folgt aus (9),
dass es unter den gewiinschten Erweiterungen ¢ (z) von f(s) auch rationale Funktionen
gibt, nimlich

. r ei0k+z . .
g(z)=ib+ 2 o, Pr mit Pk=|(8o= fk)l =0.
k=1¢€ z

Ist dagegen die Menge S unendlick, so haben £ © I und & © N nicht notwen-
digerweise die gleiche Dimension, folglich kann man nicht behaupten, dass V in &
eine unitire Fortsetzung besitzt. Eine unitdre Fortsetzung existiert aber in einem ge-
eignet gewihlten Erweiterungsraum &. Es sei z.B. § der Hilbertsche Raum der aus
den Elementen von & gebildeten Paare {¢p, ¢}, mit der iiblichen Definition der Ad-
dition, Skalarmultiplikation und des inneren Produkts:

{on v} +{@e v} ={o1 + 0o v+ 2}, c{p, v} ={cp, cy},
({‘Pv "Pl}’ {%’ %}) = (@, @) + (1, Yo 5

durch Identifizieren von @ mit dem Paare {p, 0} wird & zu einem Unterraum von & ;
[M] und [N] werden dann auch Unterriume von K. Beze chnet man die Operatoren
der orthogonalen Projektion auf die Unterrdiume [IR] und [R] mit P bzw. @, so wird
der durch

Vi, v}={VPo+(I-Q)p, V'Qu+( —P)g}

in & definierte Operator V eine unitire Fortsetzung vor V. Das lisst sich einfach
verifizieren. Nun gelten die Beziehung (7) und ihre Folger ingen offenbar auch dann,
wenn V eine Fortsetzung von V in einem Erweiterungsram ist (sobald ||V [|<1 be-
steht), also gelten sie insbesondere fiir den soeben konstru erten unitiren Operator V.
Nach (8) gilt also die Darstellung (A) (§1) mit dem unitiren Operator U= v-i

Unsere Betrachtungen sichern nur die Ezistenz der ;ewiinschten Erweiterungen
g(z) von f(s), nicht aber ihre Unizitit. Es besteht Unizitd: insbesondere dann, wenn
die Menge S einen Hiufungspunkt im Inneren des Einhetskreises besitzt, denn dann
wird die holomorphe Funktion g¢(z) durch ihre Werte in &, d.h. durch die Funktion
f(s), eindeutig bestimmt.

13 — 583802. Acta mathematica. 100. Iraprimé le 31 décembre 1958.
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5. Das Hinreichen der Bedingungen von Satz B
Die durch (2) definierte Funktion k(s,£) stellen wir nach dem Lemma in der

Form (e, ¢,) dar. Nach Voraussetzung gibt es in § eine Punktfolge {g,} mit ¢, 0,
p<arg g,<m—¢ (O<¢p<7—2z) und mit |67 f(g,)|<M. Dann gilt aber auch

Im f(o,.)

f(O',,)—)O, IC(O',,, On)= Tm o, sm @

Hieraus folgt, dass fiir einen beliebigen festen Punkt s€ 8 gilt:

(851 £5,) = m;_—gw - f(TS)’ (Eops 80,,) < sin @

Da die Vektoren & den Raum & aufspannen, folgt hieraus weiter, dass die Folge {,,}
schwach konvergent ist; der schwache Limes sei mit ¢, bezeichnet. Man hat also

Cre)=0 e,

;1
Wir setzen wieder &= (es—¢&p) (SE€S)

(man beachte, dass S jetzt nur Punkte der oberen Halbebene enthilt, also den Punkt
0 nicht). Fir s,¢€ S hat man dann

f(&)/s=f )/t (10)

, 1
(&ss &)= ” [(es, &) — (&0r €)]= Py i

woraus man sieht, dass (e, &)= (e, &) gilt. Ist I die Menge der endlichen Linear-
kombinationen der Vektoren g (8 €S) und sind

9= 2 nty Y= 2 dus,
zwei beliebige Elemente von I, so gilt mit
=2 nts Y= 2duer,:
(@' 9)=2 2 ondn (Cus 2,) = 2 2. oo (o> £1,) = (@, ¥)- (11)

Aus ¢=0 folgt also (¢, p)=0 fiir beliebige p €I, und da M in & dicht ist, ¢'=0.
Hieraus folgt, dass der durch
Ayp=¢'
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definierte Operator 4, eindeutig, linear und nach (11) symmetrisch ist. (Der Defini-
tionsbereich von A, ist die in & dichte Linearmannigfaltigkeit IR, sein Wertbereich
Liegt in &, aber nicht notwendigerweise in IR.) Aus der Definition von A4, folgt:
I—8Ay)e,=¢gy (8ES). (12)
Nun kann der symmetrische Operator 4, immer zu einem selbstadjungierten Ope-
rator A4 fortgesetzt werden, wenn auch nicht notwendigerweise im Raum & selber, aber
jedenfalls in einem geeigneten Erweiterungsraum SE‘(‘). Dann existiert aber (I—z.4)~!
fir jede komplexe, nicht-reelle Zahl z, und ist ein in K iiberall definierter, beschrinkter
Operator, der als Funktion von z sowohl in der oberen, wie in der unteren (offenen)

Halbebene holomorph ist (also um jeden Punkt z, in eine Potenzreihe entwickelt
werden kann). Aus (12) erhilt man fiir s€S8

=(I—8d) g
und folglich f(8)=28(ey eg)=5((I—8A) &, &)-

Somit sind wir zur Darstellung (B) (§1) gelangt.
Aus dieser Darstellung folgt, dass die Funktion

g@R)=z((I—2zA4) ¢, &)

eine holomorphe Fortsetzung von f(s) auf die ganze (offene) obere Halbebene liefert.
Sie besitzt auch die iibrigen gewiinschten Eigenschaften. Setzt man namlich 7,=
=({I—z4) ¢, so hat man zuerst

g9 (z) =2 (772: (I - ZA) 1]2) =2z (772: 77:) - Izl2 (nz’ 4 ﬂz),
also Img(z)=Im z-(n,,9,) =0 fir Im 2>0;

weiter gilt fir p<argz<m—¢ (0<<p<g)

lleol®.

gin @’

g (2) (Z)

I(ﬂzs o)|<

letztere Ungleichung folgt daraus, dass wegen

_3 (17, 4 7,)

2 o3 2
L [P i g (1)

||'7:l| ”80”>l (1 eo)l I (1., I—24) ﬂz)l—("]z: 7.)|1

(*) Satz von NEUMARE, vgl. z.B. [0] § 2. Der Beweis geht, mittels der Benfitzung der Cayley-
schen Transformierten, im wesentlichen darauf hin, dass jeder isometrische Operator in einem geeig-
neten Erweiterungsraum eine unitire Fortsetzung besitzt, vgl. § 4.

(?) Man hat ja fiir jedes reelle 4: |l—21l>|sin arg zl.
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. g
git: Il < Bzl
Damit haben wir das Hinreichen der Bedingungen des Satzes B bewiesen. Die
Unizitdt der Erweiterung ¢ (z) haben wir auch hier nicht untersucht, sie besteht ins-
besondere dann, wenn § einen Haufungspunkt im Inneren der oberen Halbebene besitzt.
Im Falle, dass der Operator A, beschrinkt oder mindestens halbbeschrinkt ist,
existiert eine selbstadjungierte Fortsetzung A bekanntlich im Raume & selber, und
zwar mit denselben (oberen bzw. unteren) Schranken. Bezeichnet k’(s,t) die an der
rechten Seite von (10) stehende Funktion, so folgt aus (10) und (11), dass 4, dann
und nur dann die obere Schranke M, oder die untere Schranke m, bzw. gleichzeitig
beide Schranken M und m besitzt, wenn

M-k(s, )~k (s,t), oder Kk'(s,t)—m-k(s,t),

bzw. beide Funktionen gleichzeitig positiv definit sind. Dann ldsst sich also auch die
selbstadjungierte Fortsetzung A4 mit denselben Schranken wihlen. In der Integral-
darstellung (B’) kann man dann entsprechend die obere, oder die untere Integrations-
grenze, bzw. beide Integrationsgrenzen gleichzeitig durch die endlichen Grossen M bzw.

m ersetzen.

6. Das Hinreichen der Bedingungen von Satz C

Jetzt ist S das Intervall (—1,1) der reellen Achse. Die durch (3) definierte
Funktion k(s, t) stellen wir in der Form (g, ¢) dar und wir setzen wieder

, 1
£3=;(a,—so) fir s€8, s+0.
Dann gilt fiir s40, {30, s=+¢

Fo) =10, 1O =10 _[6)/s=f )/t }(0)
s(s—1) st s§—1t st

’ 1 1
(&3, &)= ; (s &) _; (Eo: &)=

und hieraus folgt (3, &) = (es, &1)- (13)

Da das innere Produkt (e;, &) reellwertig ist, besteht (13) auch fiir s=¢.

Die Menge IR der endlichen Linearkombinationen der Vektoren & mit s=0 ist
auch in diesem Falle dicht in §. Dazu geniigt es zu zeigen, dass der Vektor g, in
[IR] enthalten ist. Es gilt sogar die Gleichung soéiig &, da wegen der Stetigkeit von
f'(s) im Punkte s=0 :
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y—f©)
e~ eolP = (e £ =2 Re (s, )+ (e ) = (5)=2 OOt (g 0
besteht.
Aus (13) folgt, wie im vorigen Paragraphen, dass der fiir die Vektoren von IR durch
Ay 2 nEsy= 2 Cn&sp,

definierte Operator 4, eindeutig, linear und symmetrisch ist.
Fiir die endlichen Linearkombinationen der Vektoren &, (s darf jetzt auch gleich
0 sein) definieren wir die ,,Konjugation‘

J Z Cm Eg,, = Z Cm Espye

Wegen der Reellwertigkeit des inneren Produkts (e, ¢,) sind die fiir eine Konjugation
charakteristischen Bedingungen

e, Jp)=(y,9) und J:=I
erfiilllt und diese gelten dann auch fir die stetige Fortsetzung von J auf den ganzen
Raum &. Der symmetrische Operator A4, ist reell in Bezug auf die Konjugation J in
dem Sinne, dass aus ¢ €M auch J g €M und 4,J ¢ =J A4, folgt. Hieraus folgt aber(*),
dass 4, in & eine (eventuell nicht beschrinkte) selbstadjungierte Fortsetzung A4 besitzt.
Fir s+0 gilt
£0=£s—s§(£s—£0)=(I—sAo)ss=(I—sA)es, (14)

und fiir $+0, s+t gilt auf Grund von (14)

(I—s8dy) 6= E (I—tAg)+ (1—;)1] e¢=;so+(l—;) et=§(I—SAo) &+ (1—;) &

& —8&s

woraus &= (I—sA)s,—';(I—sA)es]=(I——sA)t (15)

1
1-3/ t[
folgt. Die Gleichungen (14) und (15) zeigen, dass der Wertebereich von I—s4 alle
Vektoren ¢ mit t+s enthilt. Da aber wegen der Stetigkeit von f'(s)

f(t) f(s

llee—es|P=F (t)— +f(s)>0 fir t—>s

gilt, so enthilt die Abschliessung des Wertebereichs von I —sA4 auch den Vektor &,

und somit fillt sie mit dem ganzen Raum & zusammen; dies gilt offenbar auch im Fall

(') Siehe z. B. [10], S. 40-41.
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8=0. Folglich existiert (I —sA)! fiir jedes s €S und ist ein (nicht notwendigerweise
beschrinkter) selbstadjungierter Operator (1), und nach (14) gilt
I—sd)ley=¢, (s|<]). (16)

Fiir jede reelle Zahl x mit |z|>1 folgt hieraus

1 \! 1 . 1,1
(1-14) | - gplowlt-gsr ;)
Da f'(s) in (—1,1) stetig ist, so gibt es zu jeder Zahl w>1 eine Zahl M, derart,

dass die rechts stehende Funktion auf der Menge |z|>w unterhalb M, bleibt. Ist
nun {£ (1)} die Spektralschar von 4, so gilt

2

- 1
| (xI—4) ‘soII2=|—

z[?

_ F_1 )
@I —A4) e lP= f(x—l)zdm(}')gM‘" tir |z|> o
mit m (A) = (£ (4) &g, &)-
a+b

Sei insbesondere w<a<b, x=——2—, 80 erhélt man hieraus

]
u,> f—l—dm(l)>(i)zfdm(l)=—i— [m (b) — m (a)]
*7 ) @-2 “\o-a (b—a)* ’

m (b) —m (a)

d.h. i

<%’(b—a).

Da a,b beliebig sind, ergibt dies m'(4)=0 fiir A>w, und da auch w beliebig (grésser
als 1) sein kann, so hat man m'(4)=0 fir A>1. Ebenso sicht man ein, dass m'(1)=0
fir A< —1ist. Also ist m () auf den Halbgeraden ( — oo, —1), (1, c0) konstant. Wenn
also A=[4,,4,] ein im Inneren der einen oder der anderen Halbgeraden enthaltenes
Intervall ist, so gilt mit E(A)=E (1,)— E (4,):

(E(A)eg, gg)=m(Ag) —m(4,)=0, also E(A)eg,=0.
Auf Grund von (16) folgt hieraus weiter fiir jedes s€8:
EA)e,=E(A)(I—84) " eg=(I—3A4) " E(A)g=0.
Da die Vektoren ¢, den Raum & aufspannen, so ist & (A)=0. Dies bedeutet, dass das
Spektrum von A4 ganz im Intervall [—-1, 1] liegt, also gilt
l4ll<1.

(*) Siehe z. B. [10], S. 35.
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Auf Grund von (16) hat man ferner
F(8)—£(0)

((I—SA)_ISQ, Eo)= (€ 80) = 8

und so sind wir zur Darstellung der Funktion f(s) in der Form (C) bzw. (C’) (§1)

gelangt.
Von der Funktion

g(2)=1(0)+ (I —24) " &, £0) =f (0) + jr;zadm(l)
-1-0

sieht man unmittelbar leicht ein, dass sie in der lings der Halbgeraden (— oo, —1],
[1, o] aufgeschnittenen komplexen Ebene holomorph und in der oberen Halbebene
von nichtnegativem Imaginirteil ist(!). Also ist diese Funktion g(z) eine Erweiterung
von f(z) mit den gewiinschten Eigenschaften. Sie ist iibrigens die einzige solche Erwei-
terung, da die Menge § Hiufungspunkte im Inneren des Holomorphiebereiches besitzt.

7. Verschiirfung des Satzes C
Wir werden zeigen, dass im Satz C die Bedingung der stetig-Differenzierbarkeit

von f(8) mit der folgenden schwiicheren ersetzt werden kann: Die Funktion f(s) ist
tm Intervall S=(—1,1) stetig und in einer, den Punkt O enthaltenden Teilmenge S’ von
8 von vollem Mass (d. k. vom Mass 2) differenzierbar, ferner ist die durch die Gleichungen

fe) -1
g —

ks, t)= ;

(s+t), k(s, 8)=f(s)
auf der Menge S'xS' definierte Funktion k(s,1t) positiv definit.

Wir brauchen nur das Hinreichen der Bedingung zu beweisen. Das tun wir durch
Zuriickfiihrung auf die bisher betrachtete stirkere Bedingung.

Sei #>0 und sei v ein das Intervall (—u,u) durchlaufender reeller Parameter.
Sind s, ..., 8y gegebene Punkte von 8, so liegen die Punkte

8, My=1+u) s, +v) (n=1,...,N)

fir fast alle Werte des Parameters » in 8. Das ist eine einfache Konsequenz davon,
dass die Menge S—8' vom Mass O ist. Also ist fiir fast alle Werte von » und fir
beliebige komplexe Zahlen «, ..., oy

N N
,,.2,1 Elk (8n (¥), 8, (¥)) & @n > 0.

(*) N&mlich ist Im z(l—zl)_1=| 1 —'zll_z Im 2.
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Hieraus folgt durch Integration

“

N
Z > jk (8n (¥), 8, ) d¥ - 0ty &, = 0. (17)
m=1 n=1

—-u

o 1 T

. $+v 1+pu

Wir setzen fu(8)=o— ff( )dv— f fe)do (3€R8).
2 1+ 2
r 2 “ .,

1+p

Diese Funktion ist schon stetig differenzierbar in S, man hat ndmlich

ol e22) 1]

und die entsprechende Funktion k,(s,?) ist die folgende:

M
1 1 k(s+v t+v)dv,

ku(s, t)=—— — )
u(s: ) 1+p2pu 1+ 1+p
~n

diese ist aber nach (17) positiv definit auf SxS.
Folglich gilt fiir f,(s) die Darstellung (C') (§1):

1
8
fu(8)=fu(0)+ l.l;—l"—sldmﬂ(l) (19)

mit einer beschrinkten, monoton nicht-fallenden, rechtsstetigen Funktion m, (1), fir
die m,(—1—0)=0 ist.
Auf Grund von (19) gilt

’ [ in 0 . ;
fo0) ~tim OB O i [ gy~ [ ama = maa),
o

-1-0

1

andererseits folgt aus (18)
fu(0)—>f (0) fiir u—0.

Also hat man m,(1)—f(0) fiir u—0,

und so kann man den Hellyschen Auswahlsatz anwenden: es gibt eine Folge {u,},

0<u,—>0, und eine nicht-fallende, rechtsstetige, den Bedingungen m(—1-—0)=0,

m (1) =f'(0) geniigende Funktion m (A) derart, dass fiir jede stetige Funktion u (1) gilt:
1

1
lim fu(l) dm,, ()= ju(l) dm(2).
-1%0

-1-0
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Wihlt man insbesondere

u(/1)=us(;t)=l—_:—/1 mit s €9

und bemerkt man, dass wegen der Stetigkeit von f(s)

lim f,(8)=f(s)
#>0

gilt, so erhdlt man auf Grund von (19):
1
8
Fo)=10)+ lfomdmw-

Aus dieser Darstellung folgt aber, wie schon gezeigt, die Existenz der gewiinschten
Erweiterung g(z) von f(s).

Teil II. Operatorwertige Funktionen

8. Die zu beweisenden Siitze

Die oben bewiesenen Sitze lassen sich auf den Fall verallgemeinern, dass an Stelle
der komplexwertigen Funktionen solche treten, deren Werte Operatoren eines Hilbert-
schen Raumes § sind. Dazu braucht man zuerst die Positivdefinitheit fiir solche
Funktionen zu erkldren.

Eine auf der Menge X xX definierte operatorwertige Funktion K (z,y) nennen
wir stark positiv definit, falls fiir beliebige, endlich viele Punkte 2, ..., 2y aus X und
Vektoren hy, ..., by aus dem Raum

N N

2 (K (2m, %) by n) > 0 (20)

m=l n=1

gilt. Wenn wir diese Bedingung immer nur fir Systeme gleichgerichteter Vektoren,
d.b. fir Vektoren h,=a,h (mit A €H und komplexen a,; n=1, ..., N) fordern, also

mit anderen Worten, wenn wir nur

N N

> 2 K(@n %) tn 8, =0 (21)

m=1 n=1

voraussetzen, so sagen wir, K (x,y) sei schwach positiv definit.
Aus der Definition folgt, dass jede stark positiv definite Funktion auch schwach
positiv definit ist, das Umgekehrte gilt aber im allgemeinen nicht.
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Wir werden die folgenden Verallgemeinerungen der Sitze A—C, oder, genauer ge-
sagt, der Darstellungen (A)-(C) beweisen:

SaTz A*. Es sei S eine tm Inneren des Einheitskreises der komplexen Ebene
liegende Punktmenge, welche den Punkt O enthilt und einen Hdufungspunkt im Inneren
des Eninheitskreises besitzt. Auf S sei eine Funktion F (s) gegeben, deren Werte beschrinkte
lineare Operatoren des Hilbertschen Raumes § sind. Dann und nur dann kann F(s) in

der Form

Fls)=p U+sI

7 ) (22)

mit einem unitiren Operator U eines geeigneten Hilbertschen Erweiterungsraumes K wvon
9 dargestellt werden, wenn die auf der Menge SxS definierte, operatorwertige Funktion

F(s)+ F*(t)

2(1—81) (23)

K(s t)=
schwach positiv definit ist, und F0)=1I (24)
gelt.

Satz A**. Satz A* bleibt auch dann giiltig, wenn S keinen Hdiufungspunkt im
Inneren des Einheitskreises besitzt, aber K (s,t) stark positiv definit ist.

Sarz B* Es ser S eine Tetlmenge der oberen Halbebene, die in mindestens einem
- Winkelraum C (@) (0<(p<72£) etnen sich am Punkte 0 hdufenden Durchschnitt besitzt

und die ausserdem noch mindestens einen Hdaufungspunkt im Inneren der Halbebene hat.
Auf 8 sei eine Funktion F(s) gegeben, deren Werte beschrinkte lineare Operatoren des
Hilbertschen Raumes § sind. Dann und nur dann kann F(s) in der Form

F(s)=prs(I—sd)™ (s€f) (25)

durch einen selbstadjungierten Operator A eines geeigneten Hilbertschen Erweiterungs-
raumes & von § dargestellt werden, wenn die auf der Menge Sx 8 definierte, operator-
wertige Funktion

F(s)— F*(t)

s—1 (26)

K(s t)=

(*) Ist T ein Operator des Hilbertraumes 9 und T ein Operator des den Raum 9 als einen

Unterraum enthaltenden Hilbertraumes .@ g0 sagt man, T' sei die ,,Pro_]ektlon von T im Zenchen

T=pr T, falls Th for jeden Vektor A€ gleich der (orthogonalen) Projektion des Vektors T h auf
den Raum § ist; siehe [9].
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schwach positiv definit ist und fiir mindestens eine, aus S gewihlie, in einem Winkelraum
Clp) (0<¢p<g) gegen den Punkt O strebende Punmktfolge {¢,} gilt:
ax' F(o) —~I(%). (27)

Der Operator A kann dann und nur dann mit der oberen Schranke M, oder mit
der unteren Schranke m, bzw. gleichzeitiq mit beiden Schranken M und m gewdhlt wer-

den, wenn die operatorwertige Funktion
M-K(s,t)—K'(s,t), oder K'(s,t)—m-K(s,t),
bew. gleichzeitig beide Funktionen schwach positiv definit sind; dabei wird K'(s,t) durch

K'(s, 1) = F(s)/'-::f‘ &)/t
definiert.

Sarz B**. Satz B* bleibt auch dann giiltig, wenn S keinen Héufungspunkt im
Inneren der oberen Halbebene besitzt, aber K (s,t), und im Falle der letzten Behauptung
die Funktionen M- K (3,8)— K’ (s, ) bew. K'(s,t)—m-K (s, t) stark positiv definit sind.

Sarz C* Es sei F(s) eine wm Intervall S=(—1,1) der reellen Achse definierte
Funktion, deren Werte beschrinkte selbstadjungtierte Operatoren des Hilbertschen Raumes
sind. Dann und nur dann kann F(3) in der Form

Fs)=prs(I—sd)™ (s€8) (28)

durch einen selbstadjungierten Operator A, mit | A||<1, eines geeigneten Hilbertschen
Erweiterungsraums & von 9 dargestellt werden, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind: |

a) F(s) ist schwach stetig in 8 und schwach differenzierbar in einer, den Punkt O
enthaltenden Teilmenge S8’ von S wvon wollem Mass (2),

b) F(0)=0, F'(0)=1,

c) die auf der Menge 8'x8’ durch die Gleichungen

K(S, t) - F(S')S:F(t)

p (sEt), K(s,8)=1F(s) (29)

definterte Funktion ist schwach positiv definit.

(!) Schwache Konvergenz.

Fs)—F(1) , ’ o s
®) D.h. F(s)-~F(t) for 8,t€S, s—>¢, und -——t——AF'(t) fiir €S, t€S’, s> t; F/ (1) ist
o—

ein notwendigerweise beschrénkter linearer Operator.
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Aus der Darstellung (22) bzw. (25) folgt iibrigens, dass die entsprechende Funk-

tion (23) bzw. (26) immer sogar stark positiv definit ist.

U+sl sl .
Ty el Sy R
den Resolventen RV (z)=(U—zI)"! und R*(2)=(A4—2zI)"?, konnen durch unsere Sitze

diejenigen Operatorscharen charakterisiert werden, die aus den Resolventen eines uni-

Im Hinblick auf die enge Verkniipfung der Operatoren

tdren, eines allgemeinen selbstadjungierten, oder eines selbstadjungierten, mit 1 be-
schrinkten Operator durch ,,Projektion® entstehen (%).

Unter Beniitzung des Begriffes des ,reellen” und ,,imagindren Teiles* eines Opera-
tors in £, konnten wir die Sitze A, B, C auch in ihren urspriinglichen Form verall-
gemeinern. Im Falle von Satz A folgt dies auf Grund folgender Behauptung (vgl.
NeumMark [11]):

Die Klasse der tm Einheitskreise holomorphen operatorwertigen Funktzonen F(z)
U+zI

mit Re F(z)>0 und F(0)= U—z1

wo U ein umitirer Operator in einem beliebigen Erweiterungsraum von 9 ist.

Ein Beweis dieser Behauptung folgt unmittelbar durch Vergleichung der Sitze
A, A* A**,

In Bezug auf die Verallgemeinerungen der Probleme B und C ergeben sich, wie

man sich leicht iiberzeugt, analoge Behauptungen.

9. Beweis von Satz A¥.

Ist F(z) in der Form (22) durch einen unitiren Operator U darstellbar, so ist
(24) klar, und wegen der Beziehung

1 1 [Utel U*+H)_ o pap o
21_8f[ ] (U*— 1)U —s1)

—s1 U*—1I

ist die durch (23) definierte Funktion K (s,t) stark positiv definit:

N

2 (U~suD) " hy

m=1

z ZN (K (8,,,, 8n) hm’ hy)= ’ = 0(2)

m=1 n=1

Zum Beweis des Hinreichens der gestellten Bedingungen gehen wir von der Be-
merkung aus, dass fiir jeden festen Vektor & € § die komplexwertige Funktion (F(s) &, &)

(1) Die ,,Projektionen“ der Resolventen selbstadjungierter Operatoren wurden im Aufsatz [16]
auf andere Weise charakterisiert.

(®) Hier und im Folgenden machen wir mehrmals von der Tatsache Gebrauch, dass die Be-
ziechung T=pr T (T ein _Operator im Raum 9, T ein Operator im Raum .i) 2 9) gleichwertig mit
der Beziehung (Tk, )= (T h, 1) (h, b’ belisbige Vektoren von §) ist.
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den Bedingungen von Satz A geniigt und fiir s=0 den Wert (k, ) annimmt. Also
gilt fiir diese Funktion die Darstellung (A’) (§1), d.h. man hat
2n

1A
(F (s) B, h)=f-zu—“:—:dm(h;z) (4€8) (30)
o

mit einer monoton nicht-fallenden, rechtsstetigen Funktion m(k; ) von 4,
2x
mh;0)=0, mh;2n)= f dm(h; 2)=(F (0)h, )= (h, h).
.0
Seien nun %, ' zwei (nicht notwendig verschiedene) Vektoren aus §. Wir machen
von den folgenden Beziehungen Gebrauch: '
4(F(s)h, B)=(F(8)(h+h), h+k)—(F(s)(h—}"), h—h)+
+i(F(s)(h+ih), h+ib")—C(F(s)(h—1ih'), h—ik'),
4(F )W, h)y=(F(s)(h+H), h+-1)~(F(s)(h—h'), h—h")—
—i(F(s)(h+ih), h+ik)+i(F(8) (h—ih'), h—ih).

(31)

Auf Grund dieser Beziehungen gewinnen wir aus (30) die folgenden Integraldarstel-

lungen:
2n 1
, Mig
- [ G,
1]
27 (32)
, 8 ——
(F(s)h,h)=feu—_du(x)
e 8
(1]
mit

LD)=pu, b 2)=3mE+r;)—mEh—k; ) +imE+ib’; D) —imp—1ik"; 1)]Y).

14 ]
e’ +s
Wegen = 1+22 e™am,

8 n=1

wobei diese Entwicklung fiir festes s €S gleichmissig in Bezug auf das reelle 1 kon-
vergiert, ergibt sich aus (32):

(F(s)h, b)=cy+2 E c 8" (F (), h)=d,+2 E d,s" (33)
n=1 n=1
25 2%
mit ¢, = f e""‘d,u(,l), d,= f e"“d,u(l) (n=0,1, ...). (34)
0 0

(}) Man beachte, dass die Funktion m (k; 1) reellwertig ist.
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Die Funktionen (F (s)h, k) und mit ihnen auch die in (31) vorkommenden Funktionen
besitzen holomorphe Erweiterungen auf das ganze Innere des Einheitskreises, und da
8 einen Hiufungspunkt im Inneren des Einheitskreises hat, sind diese Erweiterungen
eindeutig bestimmt. Hieraus folgt, dass die Funktionen (F(s)h, k'), (F(s)}', k) die
Koeffizienten ihrer Potenzreihenentwicklungen (33) eindeutig bestimmen. Auf Grund
der Gleichungen (34) bestimmen aber diese Koeffizienten die komplexwertige Funktion
i (A) von beschrinkter Schwankung eindeutig, wenn wir diese durch die Bedingungen
der Rechtsstetigkeit und der Gleichung u (0) = 0 normieren (trigonometrisches Momenten-
problem).

Also bestimmen die Gleichungen (32) unter dieser Normierung die Funktion
uw(A)=pu(k, b ;2) eindeutig. Hieraus folgt aber, dass, fiir jedes feste 4, u(h,h'; A)
linear in % und konjugiert-linear in %’ ist und der Bedingung p (A, %; A)=pu(k, h'; 4)
geniigt, ferner gilt

b by A)=mh; A)<m(h; 2x)=(h, h).
Bekanntlich folgt aus diesen Eigenschaften, dass u(k, 2’; ) in der Form
wb, b5 A)=(BA)h, k) (0<A<2m) (35)

dargestellt werden kann, wobei {B(4)} eine nicht-fallende, rechtsstetige, einparametrige
Schar von beschrinkten selbstadjungierten Operatoren des Hilbertschen Raumes §

ist, mit
B{0)=0 und B(2=)=1.

Aus einem Satz von M. NEuMark (1) folgt aber, dass B(4) in der Form
B{lAy=pr E(A) (0<1<2n) (36)

durch eine gewohnliche Spektralschar {E (1)} eines geeigneten Erweiterungsraumes
K28 dargestellt werden kann, mit £ (0)= 0, E (2x)=1. Nach (32), (35) und (36) folgt
hieraus die gewiinschte Darstellung (22) von F(s) mit Hilfe des unitdren Operators

2x
U= J A dE(A).
1]

Somit haben wir den Beweis von Satz A* vollendet.

BEMERKUNG. Die Bedingung, dass S im Inneren des Einheitskreises einen
Hiufungspunkt besitzt, wurde wesentlich benutzt, als wir zeigten, dass die Funktion
p(A)=p(k,b';2) durch die Gleichungen (32) eindeutig bestimmt ist, woraus wir auf

(1) Siehe [11] oder [9] § 2.
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die Darstellbarkeit dieser Funktion in der Form (35) geschlossen haben. Ob Satz A*
auch dann giltig ist, wenn S keinen Haufungspunkt im Inneren des Einheitskreises
besitzt, bleibt unentschieden.

10. Beweis von Satz A**

Wir haben nur das Hinreichen der Bedingungen zu beweisen. Das werden wir in
Analogie zum Beweis von Satz A vorfithren.

Zuerst ordnen wir, ebenso wie im Beweis des Lemmas (§3), jedem Punkt s€.S
je ein Symbol & zu, und dann betrachten wir die aus diesen gebildeten endlichen

formalen Summen
; hm 83m’

deren Koeffizienten %, Vektoren aus dem Raum § sind. Definiert man fiir diese
Summen die Multiplikation mit komplexen Zahlen und die Addition auf die natiirliche
Weise, so bilden diese Summen eine Linearmannigfaltigkeit L. Fiir zwei Elemente

von
(p= 2 kmes”p w= 2 hn Ecnr

definieren wir: $p, 9> = 2 2 (K ($m, tn) b, hr).

Dieser Ausdruck ist linear in ¢ und konjugiert-linear in y, und wegen der starken
Positivdefinitheit von K (s, ) ist {p,¢)>>0. Man sieht ebenso wie im Beweise des
Lemmas ein, dass wenn man zwei Elemente ¢, ¢, von £ immer gleichsetzt, falls
{@1— @y @1 —@op =0 ist, dann die Definition von (¢, p) eindeutig bleibt. So wird
zu einem ,,prae-Hilbertraum* mit dem inneren Produkt {g, y>; & sei der aus £ durch
Abschliessen entstandene Hilbertraum. Nach Definition wird & durch seine Elemente
von der Form ke, (S€S, RE€EP) aufgespannt, und es gilt speziell

Cheg, B ey = (K (s, t)h, b'). (36)
Wegen (24) ist K(0,0)=1, also
Cheg B ey = (h, B').
Hieraus sieht man, dass die offenbar lineare Abbildung
h—>he,

von § in & auch isometrisch ist. Es ist also gestattet, den Vektor 2 von §) mit dem
Element ke, von & zu identifizieren und somit § als einen Unterraum in & einzu-
betten. Im folgenden bezeichnen wir das innere Produkt in & statt {p, ¢)> mit (g, ).
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Bedeute IR die Menge der endlichen Linearkombinationen der Elemente ke, von
& mit s+0, 2 €S. Fiir solche Elemente ke, setzen wir

V(he,)=§(hes—-heo). (37

Auf analoge Weise wie in §3 zeigt man, dass V zu einem isometrischen Operator
fortgesetzt werden kann, mit dem Definitionsbereich ! und einem Wertebereich
N (SK). In einem geeigneten Erweiterungsraum & von & kann V sogar zu einem

unitdren Operator 174 fortgesetzt werden. Auf Grund von (37) hat man
(I—8V)(he,)=heg=h, (38)

und dies gilt offenbar auch fiir s=0.
Fir zwei beliebige Vektoren A, &' € erhdlt man aus (36) und (38), wenn man
auch (24) beachtet, folgenden Zusammenhang:

(” ¥, h’) =2((I—sV) 'k, W)= (h, B') =2 (hes, b £5) — (b, B) =

I—sV
=2(K (s, 0k, k)= (R, B )=((F(s)+ 1), k') — (b, k)= (F (s) h, k').
Dies ist gleichwertig mit der Beziehung
F(s)=pr (I+sV)(I~sV)™.

Der unitére Operator U = V! liefert also die gewiinschte Darstellung (22) von F(s).
Damit ist der Beweis von Satz A** fertig.

11. Beweis von Satz B¥*

Wenn F(s) in der Form (25) durch einen selbstadjungierten Operator 4 darge-
stellt ist, so folgen aus den Beziehungen

s%l B(I—sd) ' —iI—14) N =(I-14) (I—-s4)7,

—s—i—l,'[(l—'.wl)‘l—(I—lA)”l]=(I—-lA)_lA(I-—sA)*1

die Identitdten
33 (K (o 80) by B) = || S (I =20 A) i,

2 2 (K (s 80) oy hp) = (A 2 (I =85 A) By 2, (I — 85 A) By
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(m €S, by €9). Aus diesen folgt sogleich sogar die starke Positivdefinitheit von K (s, t),
und fir A<MI oder mI<A die starke Positivdefinitheit von M - K (s, t)— K’ (s,¢)
bzw. K'(s,t)—m+ K (s, t).

Ist {E(A)} die zum Operator 4 gehérige Spektralschar, so gilt ferner fiir jeden
Vektor RESH:

s Py h—hlP<||(I—s 4) h—R|}= f|<1—sz)"‘—llzdllEmhIP»O

falls s in einem Winkelraum C(g) (O<q)<7—2t) gegen O strebt; dies folgt daraus, dass

die unter dem Integralzeichen stehende Funktion |(1—s1)"'—1| in jedem Punkte A
1

gegen 0 strebt und unterhalb der von s unabhingigen Schranke ﬁ;*'l bleibt (also

kann man den Konvergenzsatz von LEBESGUE anwenden). Wenn also ¢ in einem sol-
chen Winkelraum gegen O strebt, so strebt der Operator s™' F(s) sogar stark gegen I.

Damit haben wir die Notwendigkeit der Bedingungen des Satzes B* sogar in
verschirfter Form bewiesen.

Nun kehren wir zum Beweis des Hinreichens dieser Bedingungen.

Wir fangen mit der Bemerkung an, dass fiir jedes feste k € die komplexwertige
Funktion (F(s)h, k) den Bedingungen von Satz B geniigt und infolgedessen fiir sie die
Darstellung (B') gilt, d.h. man hat

(F (s)h, h)= [l—jTldm(h;}.) (8ES) (39)

o
—o0

mit einer reellwertigen, monoton nicht-fallenden, rechtsstetigen Funktion m (h; 1), die
noch den Bedingungen

mik; —o0)=0, m(h; o0)=(h,h)

geniigt; die zweite dieser Gleichungen folgt daraus, dass wenn {o,} die im Satz ge-

nannte, in einem Winkelraum C(g) (0<¢<g) gegen 0 strebende Punktfolge aus S
ist, dann

o0

(h, By=lim (07 F (o) h, R)=tim | (1—0,A) 'dm(h; )= f dmh; ) =m(h; oo)

n—>oc n—>0C
- o0

gilt, weil |(l—anl)'1]<.—1— und lim (1 —g,4)"'=1 ist.
sin @

n—o0

14 — 583802. Acta mathematica. 100. Imprimé le 31 décembre 1958.
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Aus (39) folgt weiter fiir belicbige zwei Vektoren &, A’

oo oo

(F (8)h, ') = f a7 0k ) <F<s>h',h)=fl_“’”dym (s€8)  (40)

o ~®

mit einer komplexwertigen, rechtsstetigen und der Bedingung u(— oo)=0 geniigenden
Funktion von beschrinkter Schwankung u(A)=g(k, 2'; 1) (éhnlicher Schluss wie im
Beweis vom Satz A*),

Unter den angefiihrten Normierungsbedingungen ist die Funktion u (1) durch die
Gleichungen (40) eindeutig bestimmt. Dazu bemerke man zunichst, dass das Integral

in der oberen und in der unteren Halbebene je eine holomorphe Funktion @7 (z),
@ (z) darstellt und dass wegen (40) die Gleichungen

Ot (2)= (h, F (12) h') (fﬁr lze S)’
oo=(p()nr) (e Les)

gelten. Also sind die Werte dieser Funktionen in je einer, im Inneren des Holomor-
phiebereiches einen Haufungspunkt besitzenden Punktmenge bestimmt, woraus folgt,
dass diese Funktionen selbst eindeutig bestimmt sind. Infolge der von STIELTJES
stammenden bekannten Inversionsformeln

,u(b)+,u(b-—0)__,u(a)+,u(a—0)= ~ tim
2 2 s—>+02

f[(I)’L(x+zs) T(x—ie)]dx

ist dann auch die Funktion u(2) eindeutig bestimmt.
Aus der eindeutigen Bestimmtheit der Funktion u(A)=pu(k, k'; A) durch die
Gleichungen (40) und aus der Ungleichung
plh, b A)=m(h; A)y<m(h; oo)=(h, h)
folgt, ebenso wie im Beweise von Satz A*, dass diese Funktion in der Form
uwh. b A)=(BA)k,E) (—o0o<d<oo)
dargestellt werden kann, wobei {£ (1)} eine Spektralschar in einem geeigneten Hilbert-
schen Erweiterungsraum & von § ist. Wegen (40) gilt also die gewiinschte Dafs'tellung
F(s)=prs(I—sAd)™"
mit dem selbstadjungierten Operator
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A= fﬂ.dE().).

Wenn die erste oder die zweite der Funktionen M -K (s,t)— K'(s,t), K' (s, t)—
~m-K(s,t), bzw. beide (schwach) positiv definit sind, so folgt aus der Bemerkung
zu Satz B, Ende §5, dass die Funktionen m(h; 1) im Intervall (M, o), bzw. im
Intervall (— oo,m), bzw. in beiden Intervallen konstant sind. Aus der obigen Kon-
struktion des selbstadjungierten Operators A4 folgt dann, dass A die entsprechenden
Schranken besitzt.

Damit haben wir den Satz B* bewiesen.

12. Beweis von Satz B**

Wir sollen nur noch das Hinreichen der Bedingungen beweisen. Mit dem im Be-
weis von Satz A** angewendeten Verfahren gewinnen wir zuerst fiir die stark positiv
definite Funktion (26) die Darstellung

(K(s,t)h, h)=Ches, he)y (s, tES).

Ist {0,} die im Satz genannte Punktfolge aus dem Winkelraum C(g), so folgt aus der
schwachen Konvergenz der Operatoren o;' F(g,), dass sie gleichmiissig beschrinkt sind:
llon! F (o) || < M.

Hieraus folgt einerseits || F(o,)|| >0, also

_ %
oo ey = (K (o, o)t 1) = (FOT T ) s (T 50,y
andererseits
<kl EUn, k, 80n> — (K (0'", O'n) h’, hl) = Im (F (Uﬂ)h ’ h )< .M (h’, h’)- (42)
Im o, sin @

Da die Elemente he, (s€S, h€) den ganzen Raum £ aufspannen, so folgt aus (41)
und (42), dass die Folge {h's,,} fiir jedes feste k' schwach gegen ein Element von &
konvergiert, das wir mit ¢,(k’) bezeichnen wollen. Dieses hingt von A’ offenbar linear
ab, und nach (41) hat man
’ F(s) ’
Ches, &g (B)) = s bR} (43)
Im Hinblick auf die Bedingung (27) folgt hieraus weiter

(F (0n)

n

{gg(R), &5 (B)) =lim (heg,, £y (') = lim

n—00

h, h') = (h, k).
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Also ist die Abbildung h—> &g (k)

von § in & nicht nur linear, sondern auch isometrisch. Es ist also gestattet, den
Vektor A von § mit dem Element g (k) von & zu identifizieren und § auf diese
Weise als einen Unterraum in & einzubetten. Das innere Produkt in & werden wir
weiterhin mit dem gleichen Zeichen (, ) wie in § bezeichnen.

Man setze fiir s€ 8
1 1
Ao(hss)=;(h83_60(h))=;(h£s_h); (44)

ebenso wie im Beweise des Satzes B kann gezeigt werden, dass 4, eine selbstad-

jungierte Fortsetzung 4 in einem geeigneten Erweiterungsraum R besitzt. Nach (44) gilt
h=(I—sd)he) (SES, heH)

und so folgt aus (43) fiir beliebige Vektoren h, h'€§:

(F () 4, h’) —((I—sA) 'k, k');

-
das ist aber mit der Gleichung

F(s)=prs(I—sd)!
gleichwertig.

.Die Behauptungen iiber die Schranken von A folgen, ebenso wie in Satz B, auf
Grund der Identitit

cllolf~(4op, @)= 5 3 (K (5ms 80) = K’ (3, 8)] By Pn)
mit ¢ = Z h,, Espe

Damit haben wir den Satz B** bewiesen.

13. Beweis von Satz C*

Kann der Operator F(s) fiir s€S=(—1,1) in der Form (28) durch einen selbst-
adjungierten Operator A mit || 4||<1 dargestellt werden, so folgt aus der Beziehung

s—it[s(I—sA)'l——t(I——tA)'l]=(I-—tA)'l(I—-aA)—l (t*3)
sogar die starke Positivdefinitheit der durch (29) definierten Funktion K (s, t); man
hat nidmlich

2 > (K (Smy Sn) oy Ba) =2 (I =8, 4) " b |2 >0.

Die Bedingungen a) und b) sind offenbar auch erfiillt.
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Zum Beweizs des Hinreichens der Bedingungen bemerke man zunichst, dass fir
jedes feste h € die komplexwertige Funktion (F(s)h, k) den Bedingungen des Satzes
C, in ibrer in §7 verallgemeinerten Form geniigen. Infolgedessen gilt fir diese Funk-
tion die Darstellung (C'), d.h. man hat (wegen F(0)=0)

1

(F ()b, b) = f

-1-0

s
1—s82

dm(h; 2), (45)

wobei m (h; A) eine reelle, monoton nicht-fallende, rechtsstetige Funktion ist, mit
mh; —1-0)=0, m(h;1)=(F (0)h, k)=(h, h).

Aus (45) folgt weiter fiir zwei beliebige Vektoren A, b’

1

1
(F(s)h,b')= f 1—:8;—1 d,u(l)=’§08"“ f Adu (A) (s€S) (46)
~1%0 -1%0

mit einer komplexwertigen, rechtsstetigen und der Bedingung x(—1—0)=0 geniigen-
den Funktion von beschrénkter Schwankung w(A)=pu(k,&’; ). Unter diesen Nor-
mierungsbedingungen ist diese Funktion durch die Gleichung (46) eindeutig bestimmt. -
Denn die Funktion (F(s)h, k') bestimmt ja die Koeffizienten ihrer Potenzreihenent-
wicklung eindeutig, und da diese gleich den Momenten der Funktion y (1) sind, be-
stimmen sie die Funktion u(4) eindeutig.

Aus der eindeutigen Bestimmtheit der Funktion u(k, A’; 1) durch die Gleichung
(46) und aus u(k,h; A)=m(h; A)<m(h; 1)=(h, k) folgt, ebenso wie im Beweis des

Satzes A* dass sie in der Form
Wik, B A)=(E Ak, 1)
durch eine Spektralschar {E ()} eines geeigneten Erweiterungsraums & (> §) dar-

stellbar ist, fiir die E(—1-0)=0, E(1)=1 gilt.

" Der selbstadjungierte Operator
1

A= fldE(l)

-1%0
liefert aber dann wegen (46) die gewiinschte Darstellung
F(s)=prs(I—sd)™? (s€8=(—1,1)),

womit auch der Beweis des Satzes C* beendet wurde.
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