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l .  Einleitnng 

Die in der Frage stehenden Probleme sind folgender Art. Gegeben seien zwei 

abgeschlossene Kreisbereiche D und D'  in der komplexen Zahlebene (d.h. ein Kreis 

mi t  seinem Inneren oder mit  seinem ti.usseren, oder eine abgeschlossene Halbebene). 

Gegeben sei ferner eine auf einer Teilmenge S yon D definierte Funktion, deren 

Werte in D' fallen. Unter  welchen Bedingungen l ~ s t  sich diese Funkt ion zu einer 

im ganzen Inneren yon D definierten, holomorphen, und aueh in gewissen Punkten  

der Begrenzung yon D stetigen Funktion erweitern, deren Werte in D'  fallen ? Da 

die Kreisbereiche dureh geeignete gebrochen-lineare Abbildungen ineinander iibergehen, 

geniigt es spezielle Kreisbereiehe in Betracht  zu nehmen, etwa die Einheitskreisseheibe, 

die obere oder die rechte Halbebene. Wir betraehten die folgenden Hauptf~lle des 

Problems gesondert:  A) S liegt ganz im Inneren yon D und es wird yon der holo- 

morphen Erweiterung niehts an der Begrenzung von D verlangt;  B) S liegt ganz im 

Inneren von D, aber es werden yon der holomorphen Erweiterung in gewissen Punkten 

der Begrenzung von D gewisse Stetigkeitsvoraussetzungen gemacht;  C) S liegt ganz 

an der Begrenzung yon D. I m  Fall A) sei fiir D die Einheitskreisscheibe, fiir D '  die 

(*) Vor]iegende Arbeit gibt eine einheitliche und systematische Darstellung yon Resultaten der 
Verfasser, fiber die teils schon in den Aufs~tzen [2], [7] (,,Problem C") und [8] (,,Problem A") be- 
richtet wurde. 
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reehte Halbebene gew/~hlt, in den FKllen B) und C) seien aber D und D' beide die 

obere Halbebene. Genauer gestellt, lauten unsere Probleme folgendermassen: 

P R O B L E M  A. E8 8ei S eine im Inneren des Einheitskreises der komplexen Ebene 

liegende Punktmenge und /(s) eine au/ S de/inierte komplexwertige Funktion. Die De- 

/inition yon /(s) soll au/ das ganze Innere des Einheitskreises derart erweitert werden, 

dass die erhaltene Funktion g (z) holomorph und yon nicht-negativem Reellteil sei. 

P R 0 B L E M B. Es sei S eine im Inneren der oberen Halbebene liegende Punkt- 

menge und /(s) eine au/ S de/inierte komplexwertige Funktion. Die Definition yon /(s) 

soll auf die ganze (o//ene) obere Halbebene derart erweitert werden, dass die erhaltene 

Funktion g (z) holomorph und yon nicht-negativem Imagindrteil, /erner g (z)/z in ]edem 

Winkelraum 

C ( ~ ) = { ~ < a r g z ~ < ~ z - ~ }  mit 0<~0--~ 

beschriinkt sei. 

PROBLEM C. Es sei S ein Intervall tter reellen Achse und /(s) eine au/ S deft- 

nierte reellwertige Funktion. Die Definition yon f(s) soll auf die (o/fene) obere Halbebene 

erweitert werden, derart, class die erhaltene Funktion g (z) in dieser Halbebene holomorph 

und yon nieht.negativem Imagindrteil, und auch in den Punkten yon S stetig sei. 

Problem A wurde zuerst in Arbeiten yon G. PICK [14] und R. NEVA_WrmC~A [12] 

untersueht;  PICK gibt im Fall einer endliehen Menge S e i n e  notwendige und hin- 

reiehende Bedingung, NEV~,WLI_W~A 1/i~st aueh unendllehe Mengen S zu und betraehtet 

aueh die Frage tier Eindeutigkeit der Erweiterung; beide bedienen sieh yon algebrai- 

sehen und funktionentheoretisehen Hilfsmitteln. Das Pieksehe Kriterium wurde auf den 

Fall beliebiger Mengen S zuerst yon M. KREm und P. R E C a ~  [4] ausgedehnt, sie 

fiihren das Problem auf ein gewisses Momentenproblem zuriiek. Dieses Kriterium lautet  

wie folgt : 

S ATZ A. Fiir die LSsbarkeit des Problems A ist notwendig und hinreichend, class 

die auf der Menge S• S definierte Funktion 

f(s) +f(t) k(s, t) (1) 
2 ( 1 - s t )  

positiv de/init ist. 

Ffir eine beliebige Menge X wird die auf der Menge X • X definierte Funktion 

k (x, y) positiv definit genannt, wenn fiir beliebige, endlieh viele Punkte  x 1 . . . . .  xN you 

X und komplexe Zahlen al . . . . .  a~ gilt: 

Y Y k(:~,,, ~,,)~ ~,,~>o. 
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Ffir Satz A werden wit in dieser Arbeit einen neuen Beweis geben, der nur auf 

einige einfache Eigenschaften des Hilbertschen Raumes bezug nimmt. 

Was Problem B anbetrifft, werden wit folgendes beweisen: 

SATZ B. Ist die gegebene Teilmenge S der oberen Halbebene so bescha//en, dass 

sie mit mi~t, ester~ ei~em Winkelraum C (q~) 0 < ~-.~ ~ e i~n  sieh am Punlde 0 l~iu/en- 

den Durchschnitt besitzt, so ist /i2r die JL4~barkeit des Problems B notwendig und hin- 

reichend, class die au/ der Menge S• S de/inierte Funktion 

/(8) - / ( t )  (2) 
/r t) s - t  

positiv de/init ist und If ((Tn)/an[ /is minde~tens eine, aus S genommene, und in einem 

Winkelraum C(~) 0 <  q~-~  gNen 0 strebe~ut, e Punld/olge {a,} u~terhalb einer yon n 

unabhdngigen Schranke M bleibt. 

Problem C tr i t t  in den Untersuchungen yon K. LSw~.R [6] fiber monotone 

Matrixfunktionen auf. LSW~ER beweist folgenden 

SATZ C. Sei S das Intervall ( - 1 ,  1) der reeUen Achse. Fi~r die LSsbarkeit des 

Problems C ist notwendig und hinreichend, das8 die Funktion /(s) auf S stetig dif/eren- 

zierbar und die au/ der Menge S • S de/inierte Funkion 

f / ( 8 ) _ - / ( t )  ( 8 . t )  
= (  8- - t  k (8, t) (3) 

/ '  (8) (s = t) 
positiv de/init ist. 

In  seinem Beweis macht LSW'N~R Yon seinen tiefliegenden Ergebnissen tiber die 

Interpolation dureh monotone Matrixfunktionen Gebrauch. Ein Beweis yon BE~DAT 

und SHERM~ [1] lehnt sich an einem Satz yon S. BJ~RNSTE~N und an S~ttzen fiber 

das Hamburgersehe Momentenproblem. WINNER und vo~ NEU~A3T~ [17] haben das 

Problem im Zusammenhang mit der Quantentbeorie der StSsse betrachtet  und fiir den 

Satz einen Beweis gegeben, der sieh yon Siitzen fiber unendliehe Kettenbrtiehe bedient. 

In dieser Arbeit werden wit aueh fiir diesen Satz einen neuen, verh~ltnismitssig 

einfachen Beweis angeben, der Hilfsmittel aus der Theorie des Hilbertschen Raumes 

benutzt.  Die Bedingung des Satzes kann tibrigens etwas gelindert werden, man braucht 

z .B.  keine Stetigkeit yon / '  (s) fordern. 

Im Laufe unserer Beweise erhalten wit ftir die, der gestellten Bedingungen ge- 

ntigenden Funktionen f (s) der Reihe nach die folgenden Darstellungen (8 G S): 
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[U+sI  ) 
/ (~) = i b + ~ - u - ~ I  ~o, ~o (A) 

mit einer reellen Konstanten b, einem unitgren Operator U eines Hilbertschen Rau- 

mes ~ und einem Vektor e 0 E ~ ;  

sI / (s)= (~L-~  eo, eo) (B) 

mit einem selbstadjungierten, im allgemeinen nichtbeschr~nkten Operator A eines Hil- 

bertschen Raumes ~ und einem Vektor e o E ~ ;  

8I 
/(8) = a +  ( ~ e 0 ,  e0) (C) 

mit einer reellen Konstanten a, einem selbstadjungierten und durch 1 beschr~nkten 

Operator A eines Hilbertschen Raumes ~ und einem Vektor e o E ~.  

Die Existenz der Erweiterung g (z) mit den geforderten Eigenschaften folgt dann 

leicht aus diesen Darstellungen. Der Beweis yon (A) und (B) ist elementar in dem 

Sinne, dass kein Gebrauch yon der Spektralzerlegung von U oder A gemacht wird. 

Macht man aber auch yon den entsprechenden Spektralzerlegungen 

U = fe~dE(~), A= f]~dE()~) bzw. A= f ).dE().) 
0 -0o  - 1 - 0  

Gebrauch, 

gelangt man der Reihe nach zu den Darstellungen 

2g  

/ ( s ) = i b +  . i  d~+s  -~_ sd m (~) 
0 

/(8)= ~dm(~);  

1 

s d l(s)=a+ fl---2-~ m('~) 
- 1 - 0  

wobei {E(2)} in jedem Falle eine yon rechts stetige Spektralschar ist, so 

(b reell)i; (A') 

(B') 

(a reell), (C') 

wobei m (t) ( = (E (t) e0, eo) ) in jedem Falle eine beschr~nkte, reelle nichtfallende Funk- 

tion ist. 
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(A') ist die Rieszsehe kanonische Integraldarstellung [15] der im Einheitskreise 

holomorphen Funktionen mit nicht-negativem Reellteil. Ftir die in der oberen Halbebene 

holomorphen Funktionen mit nicht-negativem Imagin/irteil und mit sup ] / ( i y ) / y l <  oo 
Y>0 

hat die Darstellung (B') N~V~LrN~A [13] bewiesen. Endlich ist (C') die kanonische 

Integraldarstellung derjenigen, in der lgngs der Halbgeraden - co < x < - 1, 1 < x < 

aufgeschnittenen komplexen Zahlebene holomorphen Funktionen, die in der oberen 

Halbebene einen nicht-negativen und in der unteren einen nicht-positiven Imagingrteil 

besitzen (und im Intervall ( - l ,  1) der reellen Achse dann notwendig reell sind); fiir 

einen einfachen direkten Beweis verweisen wir auf [3]. 

2. Die Notwendlgkeit der B ~ l i w m g e n  

Ad A. Es sei g(z) eine im Einheitskreise holomorphe Funktion mit nicht-nega- 

tivem Reellteil. Sind z 1 . . . . .  zN Punkte im Einheitskreise, so wghle man eine Zahl r mit 

max < , <  1 

und wende man die Cauchy-Poissonsche Integralformal 

2~ 

1 f r e ~ + z  
g (z) = i Img(0 )+2 - -~ .  r e~-~C~_ z p (r, cp) dq~ 

0 

an, wobei p ( r , q ) ) = R e g ( r e t ~ ) > O  ist. Hieraus erhglt man fiir beliebige 

Zahlen al, ..., aN : 
2n fl .~ ~m ~n g(Z,n)+g(z=) 1 ~,n (r,q))dqD>~O. 

0 

komplexe 

Lgsst man r gegen 1 streben, so erhglt man hieraus als Grenzfall: 

~m ~. g(z~)+g(Z~) 
2 (1 - z=~,) ~m ~ > 0. 

Damit ist die Notwendigkeit der Positivdefinitheit der Funktion (2) bewiesen. 

Ad  B. Es sei g(z) eine in der oberen Halbebene holomorphe Funktion mit 
z - i  

nicht-negativem Imagingrteil. Wir betraehten die Abbildung w =  z + i - a  (z) dieser 

Halbebene auf das Irmere des Einheitskreises der w-Ebene, und ihre Inverse: 
i w +  1 

w - 1 ~ b (w). Die Funktion 

G (w) = - i g (b (w)) 
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ist im Inneren des Einheitskreises holomorph und yon nicht-negativem Reellteil, daher 

ist die Funktion 
G (w) + G (v) 

K (w, v) 
2(1 - w f )  

nach dem soeben Bewiesenen positiv definit. Nun besteht der Zusammenhang 

g ( z ) - g ( u )  z + i  u + i  
K (w,  v ) - -  z - ~  2 2 

mit  w = a (z), v = a (u).  Wenn also z I . . . . .  ZN Punkte  der oberen Halbebene und a 1 . . . . .  ~N 

_ 2 ~  
beliebige komplexe Zahlen sind, dann hat  man mit  wj = a (zj) und flj - zj + i (] = 1 . . . . .  N) : 

N ~ N N 

m=l  n = l  Zm--Zn m - 1  n - 1  

womit auch die Notwendigkeit  der Positivdefinitheit der Funktion (2) bewiesen wurde. 

Die Notwendigkeit  der anderen Bedingung ist klar. 

Ad  f:. Wir nehmen an, dass die im Intervall  S = ( - 1 ,  1) der reellen Achse 

definierte, reellwertige Funktion [ ( s )  eine stetige Fortsetzung 9 (z) in das Innere der 

oberen Halbebene zulEsst, so dass g (z) im Inneren der oberen Halbebene holomorph 

und yon nicht-negativem Imagin~rteil  ist. Nach dem Spiegelungssatz yon H. A. S c n w ~ z  

1/isst sich dann g( z )  durch S auch in das Innere der unteren Halbebene analytisch 

fortsetzen, folglich ist f (s) in S notwendig analytisch und a f o r t i o r i  stetig dffferen- 

zierbar. Nun  machen wir yon neuem vom Zusammenhang (4) Gebrauch. Wenn wir 

die Punkte  z 1 . . . . .  zN der oberen Halbebene der Reihe nach gegen die Punkte  s 1 . . . . .  SN 

des Intervalls S =  ( -  1, 1) konvergieren lassen und bemerken, dass dann 

g (z,,) - g (z , )  

Zm - -  ~'n 

fiir jede feste m ,  n gegen k (sin, sn) strebt, wobei k ( s ,  t) die durch (3)definierge Funk- 

tion bedeutet(1), dann erhalten wir, dass aueh diese Funktion k (s, t) notwendig posi- 

t iv definit ist. 

(x) Man beachte, dass wegen des Spiegelungssatzes g (z)=g (S) gilt. 
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3. Z u s s m m e n h R n g  positiv definlter Fnnkt ionen  mit  Hilhertri iumen 

Den Beweis des Hinreichens der gestellten Bedingungen werden wir mit Hilfe des 

folgenden bekannten Lemmas vorfiihren (1): 

L~.MMA. Jede auf der Menge X x X  de/inierte positiv de/inierte Funktion k(x, y) 

liisst sich in der Form 
k (x, y) = (e:, e~) 

darsteUen, wobei die 8x (x e X)  Vektoren eines geeignet konstruierten Hilbertraumes ~ sind 

und rechts dos innere Produkt der Vektoren ex und ey steht; man kann annehmen, dass 

der Raum ~ durch die Vektoren e~ (x G X) au/gespannt wird. 

Der Volls~ndigkeit halber ffihren wir den Beweis an: 

Wir ordnen jedem Punkt x yon X je ein Symbol e~ zu und betrachten die 

formal gebildeten endlichen Summen mit komplexen Koeffizienten: 

~ Cm gz m. m 

Mit der natfirlichen Definition der Multiplikation mit komplexen Zahlen und der Addi- 

tion bilden diese Summen eine Linearmannigfaltigkeit ~. Fiir beliebige zwei Elemente 

VOll ~ ,  

~ =  ~ cme~m und ~ =  ~ dn~yn, 
definieren wir : 

(~, ~ = ~ ~ k (xm, y,) c~ ~n. (5) 
rn 

Dieser Ausdruck ist linear in ~0 und konjugiert-linear in ~o, und wegen der Positiv- 

definitheit der Funktion k(x, y) gilt 

(~, ~ >/o. 

Diese Eigensohaften haben die Giiltigkeit der Schwarzsohen Ungleichung zur Folge: 

Hieraus aber folgt, dass die Bedingungen 

(i) (~, ~)  = 0, (ii) (~, ~o) = 0 fiir jedes ~0 E 

miteinander iiquivalent sind. Nun ist die Bedingung (ii) in Bezug auf ~ offenbar 

linear, folglich bilden die ~ mit  (~, ~0)= 0 eine lineare Mannigfaltigkeit ~0 in ~. Gilt 

�9 x - ~ E ~o, ~x - ~o~ E ~o, so hat  man 

(~) Vgl. z.B. [5] w 1. 
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Wenn wir also je zwei Elemente yon ~ als gleich betraehten, falls ihre Differenz zu 

~o gehSrt, dann wird der Ausdruck (~0, ~o) auf ~ eindeutig bleiben, abcr (~v, ~ ) w i r d  

darm und nu t  dann gleich 0 sein, wenn q9 in dem soeben gegebenen Sinne gleich 0 ist. 

Mit (~0, v2~ als ,,innerem Produkt"  wird also ~ ein (ira allgemeinem nieht-voll- 

s~ndiger) sog. , ,prae-Hilbertraum". ~ sei der aus ~ durch Vervollstgndigung erhaltene 

Hilbertraum. 

Aus der Konstruktion ist es klar, dass $~ durch seine Vektoren ex aufgespannt 

wird und dass wegen (5) speziell 

(ez, eu) = k (x, y) 
gilt. 

Wir diirfen das innere Produkt  in ~ offenbar s tat t  (~, ~o)mit (~, ~p)bezeiehnen. 

4. D a s  14;-re ichen der B e d i n g u n g e n  von  Satz  A 

Wir nehmen zuerst an, dass der Punkt  0 zu S gehSrt; wit werden sehen, dass 

dies keine Beschr~nkung der Allgemeinheit bedeutet. Es sei 

k (s, t) = (~,  ~t) (8, t ~ S) 

die Darstellung yon k (s, t) im Sinne des Lemmas, dureh die Vekt~)ren es eines Hil- 

bertraumes ~. Fiir s +  0 setzen wir 

, 1 
~, = - (e~ - eo) .  

8 

Sind s, t yon 0 versehiedene Punkte in S, so hat man 

, , 1 e s ,  (~,  ~,) = ~ [( e~) - (E~, eo) - (~o, et) + (eo, eo)]  = 

1 
= ;-t  [k  (s ,  t) - k (s ,  o )  - k (o ,  t) + k (o ,  o ) ]  = 

t (1 (s) + I (o)) - (I (o) + 1 (t)) + (I (o) + l~6)) j  

_ / (s)  + t (t) 
k (s ,  t) = (~, ,  ~t), 

2 ( l - s / )  

woraus fiir jeden endliehen Linearausdruek ~ cmesm mit sinES, s,.:k0 folgt: 

II Y ~ gmll = II Y ~ ~'mll" 

Diese Linearausdriieke bilden eine Linearmannigfaltigkeit EI~ im Raum ~. D e r  dureh 
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fiir die Elemente  yon  ~ definierte Operator  V ist also isometriseh (und folglieh auch 

eindeutig und linear), sein Wertebereich ist eine Linearmannigfal t igkei t  ~ in ~.  Wir  

setzen V durch Abschliessen zu einem Operator  fort, der den durch ~ aufgespannten 

Unte r raum [ ~ ]  auf den durch ~ aufgespannten Unte r raum [~] isometriseh abbildet(X). 

Wegen der Definition yon  V ha t  man  

1 
(I-sV)e~=e,-s~(e,-eo)=e o (s~8, s#O). (6) 

Es sei nun  V eine beliebige lineare For tse tzung von V auf den ganzen R a u m  

mit  der Eigenschaft  I[~r]]~<l (3). Dann  ha t  der Operator  I - z ~ "  iiir jede komplexe 

Zahl z mi t  I z] < 1 einen (in ~ iiberall definierten und beschr/~nkten) inversen Operator  

und  dieser kann  durch die in N o r m  konvergente  Neumannsche  Reihe dargestellt  werden:  

n=0 

Es besteht  der Zusammenhang  

(IT'~ - Z # )  ( I - -  z V )  -'1 = 2 ( I - -  Z # )  -1 --  ~. 

( I  - sI?) -x e0 = e~ (s E S )  (7) 

fiir s~:0,  sondern (auf triviale Weise) auch ffir s =  0. Folglich 

Wegen (6) gilt 

und zwar nicht  nur  

ha t  man  

( ( I  + s l ) )  ( I  - s V )  -~ ~o, eo) = 2 (e~, eo) - (eo, eo) = 2 k (s, O) - k (0, O) = 

= [I (8) + ! (0)] - �89 [! (0) + ! (0 ) ]  = / (s) - i I m  / (o), 

(s ~ S )  (8) 

sich zur  im ganzen Inneren  des Einheitskreises 

I +  sf~ 
also ](s) =ib+ \ ~  eo, eo) 

mit  b = I m  ] (0). 

Hieraus sieht man,  dass ](s) 

holomorphen Funkt ion  

(x) ~ und der Vektor c 0 spannen offenbar den ganzen Raum ~ auf. Wegen ~s = s ~ + e o (s :~ 0) 
spannen ~ u n d c  o den Raum ~ ebenfaUs auf. Also ist entweder [~[~] = ~, oder ist ~ (~ [~ff~] vonder  
Dimension 1, und gleiche F~lle sind auch filr ~ m6glich. 

(~) Im Fallo [~]  = ~ ist ~r = V, und ira Falle [~J~] * ~ kann man ~z z.B. derart forC~etzen, dass 
filr die auf ~ orthogonalen VektorBn % V ~ gleich 0 wird. 
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(I+ zV ) (f'" (9) 

erweitern 1/isst. Diese besitzt auch die Eigenschaft Re g (z)/> 0. In der Tat, wenn man 

den Vektor (I-zV)-leo mit ~z bezeichnet, dann gilt 

Re g (z) = Re ((I + zV) n~, (I - zV) ~ )  = (1 - ]z I ~) (~,, ~ )  t> O. 

Damit haben wit das Hinreichen der Bedingung in Satz A bewiesen, in dem 

Falle, dass der Punkt  0 zu S geh6rt. Der entgegengesetzte Fall kann aber zu diesem 

zuriickgeffihrt werden, indem man das Innere des Einheitskreises durch eine gebrochen- 

lineare Funktion auf sich derart abbildet, dass ein beliebig gew/ihlter Punkt  s o yon 

S in den Punkt  0 iibergeht. Ist  diese Abbildung 

8 - -  8 0 
a = ~ l ( s ) ,  

1 - - 8 ~  o 

so genfigt die dutch die Gleichung ~ (a )= / ( s )  definierte Funktion ~ auf der Menge 

2:=I(S)  der Bedingung der Positivdefinitheit, man erh/flt ngmlieh durch einfache 

Rechnung : 
N 

m ~ l  - n - 1  ~ s . - -  m o r t ]  

1 - 8 / -  
mit as=l(sj) und flj l - s 0  s~ (~=1 . . . . .  N). 

Folglich kann nach dem schon Bewiesenen ~ (a) zu einer im Einheitskreise holomorphen 

Funktion ~(~) mit nicht-negativem Reellteil erweitert werden. Dann ist aber die 

Funktion g (z) = ~ (l (z)) die gewiinschte Erweiterung yon j t (8). 

Damit haben wir den Satz A vollst/indig bewiesen. 

Wir fiigen einige erg/inzende Bemerkungen hinzu. 

Wie es sich nachtr/~glich heransgestellt hat, kann der Punkt  0 immer zur Menge 

adjungiert werden und so ist die Darste]lung (8) immer mSglich. Ohne Beschr/~nkung 

der AUgemeinheit k6nnen wir also annehmen, dass der Punkt  0 schon urspriinglich 

zu S gehSrt. 

Ist  die Menge S endlich, so ist die Dimension des Raumes eine endliche Zahl r 

(r ist hSchstens gleich der Anzahl der Vektoren e,, also der Anzahl der in S ent- 

haltenen Punkte). ])ann haben die Unterr/~ume ~J~ und ~ die gleiche Dimension 

(beide die Dimension r oder beide die Dimension r - 1 ) ,  und so kann V insbesondere 



OPERATORTHEORETISCHE BEHANDLUNG EINES PROBLE~REISES 18] 

zu einem unitdren Operator V yon ~ fortgesetzt werden (im Falle ~ I ~ = ~ = ~  ist 

~ '= V; im entgegengesetzen FaUe w~hle man einen zu ~J~ orthogonalen Einheitsvektor 

~o und einen zu ~ orthogonalen Einheitsvektor ~0 und definiere man l /~0= ~o). Ist  

dann ~1 . . . . .  ~r ein vollst~ndiges orthonormales System yon Eigenvektoren des unit~ren 

Operators U =  ~-1 mit den enC~prechenden Eigenwerten e t~ .... e%, so folgt aus (9), 

dass es unter den gewiinschten Erweiterungen if(z) yon/ ( s )  aueh rationale Fnnl~tionen 

gibt, n~mlieh 

g(z)=ib+ ~ et~ ~ 1  e '~ p~ ~ i t  p~ = J(~0, ~)12/> 0. 

Ist dagegen die Menge S unendlich, so haben ~ @ ~J~ Und ~ O ~ nicht notwen- 

digerweise die gleiehe Dimension, folglieh kann man nicht behaupten, dass V in 

eine unit~re Fortsetzung besitzt. Eine unit~re Fortsetzung existiert abet in einem ge- 

eignet gew~hlten Erweiterungsraum ~. Es sei z.B. ~ der Hilbertsche Raum der aus 

den Elementen yon ~ gebildeten Paare {~, ~o}, mit der iibliehen Definition der Ad- 

dition, Skalarmultiplikation und des inneren Produkts: 

{Vl' ~/)1} + {V2' V2} : {Vl + V2' Vl + V2}' (~ {V' V} : {C V' C ~)~, 

({~1, ~1}, {~, ~})= (~, ~) + (~, ~); 

dureh Identifizieren yon ~ mit dem Paare {~, 0} wird ~ ~ a einem Unterraum yon ~ ;  

[~]  und [~] werden dann aueh Unterr~ume yon ~. Beze chnet man die Operatoren 

der orthogonalen Projektion auf die Unterraume [~]  und [~] mit P bzw. Q, so wird 

der dureh 

Ir{~, ~}={VPq~+(I-Q)~v, V-IQy~+(. -P)9~} 

in ~ definiert~ Operator l/ eine unit~re Fortsetzung vor V. ])as 1/~sst sich einfach 

verifizieren. Nun gelten die Beziehung (7) und ihre Folger mgen offenbar auch dann, 

wenn ~r eine Fortsetzung yon V in einem Erweiterungsra ~m ist (sobald II ll<x be- 

steht), also gelten sie insbesondere ffir den soeben konstru erten unitAren Operator l ~. 

~aeh (8) gil~ also die Darstellung (A) (w 1) mit dem unit~ ten Operator U =  ~r-~. 

Unsere Betraehtungen siehern nur die Existenz der i:ewiinseh~n Erweiterungen 

g (z) yon ~ (s), nicht abet ihre UnizitSt. Es besteht Unizit~: insbesondere dann, wenn 

die Menge A~ einen H/iufungspunkt im Inneren des Einhei ~skreises besitzt, denn dann 

wird die holomorphe Funktion g (z) dureh i_hre Werte in ~, d.h.  dureh die Funktion 

/(s), eindeutig bestimmt. 

13 -- 583802. Ac~a ma~hemaM, ca.  100. Imprim6 le 31 d6eembre 1958. 
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5. Das  Hinreichen der Bedingungen  von  Satz B 

Die durch (2) definierte Funktion k(s, t) stellen wir nach dem Lemma in der 

Form (es, et) dar. Nach Voraussetzung gibt es in S eine Punktfolge {a~} mit an--> 0, 

~0~<arg crn<:~- 9 0 < ~ o ~ ?  und mit I,~;~/(,~.)I<M. ])ann gilt aber auch 

Im !(a . )  M 
[ (an)--> 0, k (an, a~) = Im a~ sin 

Hieraus folgt, dass fiir einen bellebigen festen Punk~ s E S gilt: 

( , .  ,~.) = l (s) - l (a . )  ~ 1 (s__) (~. ,  ~o.) .< M 
s - 5. s ' sin 9 

Da die Vektoren e~ den Raum ~ aufspannen, folgt hieraus weiter, dass die Folge (e~} 

schwach konvergent ist; der  schwache Limes sei mit r bezeichnet. Man hat also 

1 (8) (e,, ~o) = (s ~ 5'). 
8 

Wir setzen wieder e~ = 1 (e, - e o) (s E S) 
8 

(man beachte, dass S jetzt nur Punkte der oberen Halbebene enth~lt, also den Punkt  

0 nicht). Fiir s, t E S hat  man dann 

( g ,  ,~) = 1_ [(,~, e , ) -  (*o, *,)] = 
8 

! (8)/~ - ! (0/~, 
s - t  

(lo) 

woraus man sieht, dass (e~, et) = (e~, e;) gilt. Ist  ~ die Menge der endlichen Linear- 

kombinationen der Vektoren es (s E S) und shad 

ffl n 

zwei beliebige Elemente von ~ ,  so gilt mit 

X *.*;., v" = X 

(11) 

Aus  ~o = 0 folgt also (~o', ~o)= 0 Iiir beliebige ~o E ~0~, und da 9J~ in ~ dieht ist, ~o'= 0. 

Hieraus folgt, dass der dutch 

Ao g=~o ' 
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definierte Opera to r  A o eindeutig, l inear und  nach (11) symmet r i sch  ist. (Der I)efini- 

t ionsbereich yon  A o ist  die in ~ dichte L i n ~ a n n i g ~ a l t i g k e i t  ~J~, sein Wer tbere ich  

liegt in ~ ,  aber  nicht  notwendigerweise in ~)~.) Aus der Defini t ion yon A o folgt :  

( I  - s Ao)  e~ = e o (s E 5'). (12)  

N u n  kann  der  symmetr i sche  Opera tor  A 0 immer  zu einem selbstadjungier ten Ope- 

ra tor  A fortgesetzt  werden, wenn auch nicht  notwendigerweise im R a u m  ~ selber, aber  

jedenfalls in einem geeigneten Erwei te rungsraum ~(x). I ) ann  exist iert  aber  ( I - z A )  -1 

ffir jede komplexe,  nicht-reelle Zahl  z, und  ist  ein in ~ iiberall definierter,  beschr~nkter  

Operator ,  der  als Funk t ion  yon z sowohl in der oberen, wie in der un te ren  (offenen) 

Ha lbebene  holomorph ist (also um jeden l~ml~t z 0 in eine Potenzreihe entwickel t  

werden kann).  Aus (12) erh/ilt m a n  fiir s E S 

e~ = ( I - s A )  -1 e o 

und  folglich / (s) = s (e~, eo) = s ((I  - sA)  -1 e o, eo). 

Somit  sind wir zur DarstoUung (B) (w gelangt.  

Aus dieser I)arst~llung folgt, dass die Fnnk t ion  

g(z)  = z ( ( I - z A ) - a  eo, eo) 

eine holomorphe For t se tzung  yon /(s)  au[  die ganze (offene) obere Ha lbebene  liefert. 

Sie besi tz t  auch die iibrigen gewfinschten Eigenschaften.  Setz t  m a n  n~mlich ~z = 

= ( I - z A )  -1 eo, so ha t  m a n  zuerst  

g(~)=z(~z, (X-zA)~)=~(~, ~)-I~]'(~, A~), 

also I m  g (z) = I m  z .  (~Tz, ~ )  >10 fiir I m  z >~ 0 ; 

weitor gilt  fiir ~o ~< arg z ~< ~ - ~o 0 < ~o ~< 

s m  ~o 

letztere Ungleichung folgt daraus,  dass wegen 

(1) Satz yon N ~ u ~ x ,  vgl. z.B. [9] w 2. Der Beweis geht, mittels der Benl~tzung der Cay]ey- 
schen Transformierten, im wesentlichen darauf bin, dass jeder isometrisohe Operator in einem geeig- 
neten Erweiterungsraum eine unit~re Fortsetzung besitzt, vgl. w 4. 

(J) Man hat ja fiir jedes reelle )~: I l - i~ l~>ls in  arg z I. 
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gilt: II ~11 < I!~oll 
sm r 

Damit haben wir das Hinreichen der Bedingungen des Satzes B bewiesen. Die 

Unizit~$ der Erweiterung g (z) haben wir auch hier nicht unt~rsucht, sie besteht ins- 

besondere dann, wenn ~q einen tt~ufungspunkt im ]nneren der oberen Halbebene besitzt. 

Im Falle, dass der Operator A 0 beschr/~nkt oder mindestens halbbeschr~nkt ist, 

existiert eine selbstadjungierte Fortsetzung A bekanntlich im Raume ~ selber, und 

zwar mit denselben (oberen bzw. unteren) Schranken. Bezeichnet k' (s, t) die an der 

rechten Seite yon (10) stehende Funktion, so folg~ aus (10) und (11), dass A 0 dann 

und nur dann die obere Schranke M, oder die untere Schranke m, bzw. gleichzeitig 

beide Schranken M und m besitzt, wenn 

M .  k (s, t) - k' (s, t), oder k' (s, t) - m.  k (s, t), 

bzw. beide Funktionen gleichzeitig positiv definit sind. Dann l~s~ sich also auch die 

selbstadjungierte Fortsetzung A mit denselben Schranken w~hlen. In der Integral- 

darstellung (B') kann man dann entsprechend die obere, oder die untere Integrations- 

grenzel bzw. beide Integrationsgrenzen gleichzeitig durch die endlichen Gr6ssen M bzw. 

m ersetzen. 

6. Das  l t inreichen der Bedin~mngen von Satz C 

Je tz t  ist S das 

Funktion k (s, t) stellen wit in der Form (es, et) dar und wir setzen wieder 

, 1 
e~ = - ( s ~ - e o )  fiir s E S ,  s~O.  

8 

Dann grit fiir s~=0, t~=0, s4: t  

, 1 (e,, ~ )  1 1 (s) - 1 (t) ~- t (0) - 1 (t) 1 ( s ) / s -  1 ( t ) / t  ,- 
(e~, e,) = ~ - ~ (Co, ~)  = s ( s -  t) s t , -  t 

Intervall ( - 1 ,  1) der reellen Achse. Die durch (3)definierte 

I(o) ,  
s t  

und hieraus folg~ n (~,, ~,)= (~,, ~;). (13) 

Da das innere Produkt  (e~, et) reeUwertig ist, besteht (13) auch fiir s = t .  

Die Menge ~ der endlichen Linearkombinationen der Vektoren es mit s~= 0 ist 

auch in diesem Falle dicht in ~. Dazu geniigt es zu zeigen, dass der Vektor eo in 

[ ~ ]  enthalten ist. Es gilt sogar die Gleichung % = l i m  es, da wegen der Stetigkeit yon 

r (s) im Punkte  s =  0 
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[[ **-  , o  II = (**, **) - 2 R e  (es, So) + (eo, eo) = 1" (s)  - 2 / (s)  - / (0 )  t- 1' (0 )  --> 0 
s 

besteht. 

Aus (13) folgt, wie im vorigen Paragraphen, dass der ffir die Vektoren yon ~ dutch 

Ao~c,~s,,= ~c,~gm 

definierte Operator A o eindeutig, linear und symmetrisch ist. 

Fiir die endlichen Linearkombinationen der Vektoren e~ (s daft  jetzt auch gleich 

0 sein) definieren wir die ,,Konjugation" 

J Y. cme~= Y. ~m~,.. 

Wegen der Reellwertigkeit des inneren Produkts (es, et) sind die fiir eine Konjugation 

charakteristischen Bedingungen 

( J  q~, J y~) = (v 2, el) ) und J 2 =  I 

erfiillt und diese gelten dann auch ffir die stetige Fortsetzung von J auf den ganzen 

Raum ~. Der symmetrische Operator A o ist reeU in  Bezug auf die Konjugation J in 

dem Sinne, dass aus ~ E~J~ auch J q ~ E ~  und A o J q ~ = J A o q ~  folgt. Hieraus folgt aber(1), 

dass A o in ~ eine (eventueU nicht beschr/inkte) selbsta~ljungierte Fortsetzung A besitzt. 

Fiir s # 0  gilt 
1 

e o = e~ - s s (es - ~o) = ( I  - s A o )  e~ = ( I  - s A )  e~, (14) 

und f f tr  t=i=O, s # t  gilt auf Grund yon (14) 

( I - s A o ) e t = [ ~ ( I - t A o ) + ( 1 - ~ ) I ] e t = ~ e o + ( 1 - t ) e t = ~ ( I - s A o ) e s + ( 1 - ~ ) e t ,  

1 s 
woraus et 1 - s / t  [(1 - s A )  et - ~ ( I  - s A )  es] = ( I  - s A )  tett_s- s e s  (15) 

folgt. Die Gleichungen (14) und (15) zeigen, dass der Wertebereich yon I - s A  aUe 

Vektoren et mit t~= s enth/flt. Da aber wegen der Stetigkeit yon ]' (s) 

"' l l ~ = t ' ( t ) - 2  t ( O - t ( s )  ef (s)- ->o f~r t - ~ s  
t , - - 8  

gilt, so enth/ilt die Abschliessung des Wertobereichs von I - s A  auch den Vektor 8s 

und somit f~llt sie mit dem ganzen Raum ~ zusammen; dies gilt offenbar auch im Fall 

(x) Siehe z.B. [10], S. 40-41. 
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S=0 .  Folglich existiert  ( I - s A )  -1 ~ jedes 8 6 S  und ist ein (nicht notwendigerweise 

beschrgnkter)  selbstadjungierter 0pera tor ( I ) ,  und  nach (14) gilt 

(1--  8A)-1~o ~- ~s ( I s ]<  1). (16) 

Ffir jede reelle Zahl x mit  Ix[ > 1 folgt hieraus 

I1( ' ) '  I1' 1 ' r ( : )  1 I - ; A  ~o =[~i~ II ( x / - A )  -1 ~oll ~= ~-~ = ~ II ~,~ II ~ �9 

Da ['(s) in ( - 1 ,  1) stetig ist, so gibt  es zu jeder Zahl oJ > 1 eine Zahl M,o derart ,  

dass die reehts stehende Funkt ion  auf der Menge Ix 1/> co unterhalb  M~ bleibt. Is t  

nun {E(2)} die Spektralsehar yon A, so gilt 

oo 

- o o  

mit  m (2) = (E (2) e 0, e0). 

a+b  
Sei insbesondere co ~< a < b, x = - ~ - - ,  so erhglt  man  hieraus 

b b 

f ( x - - ~  ( 2 ) 2 f  4 [m(b,-m(a,] ,  M ~ >  d i n ( t ) >  b---a din(1) (b_a)2  
a 

d .h .  m ( b ) - m ( a )  <Mo, (b-a) .  
b - a  4 

Da a, b beliebig sind, ergibt  dies m' (i) = 0 fiir 2 > co, und da auch co beliebig (grSsser 

als 1) sein kann, so hat  man  m'(2)=O fiir 2 > 1 .  Ebenso sieht man  ein, dass m'(2)=O 

fiir 2 <  - 1  ist. Also ist r e ( t )  auf den Halbgeraden ( -  oo, - 1 ) ,  (1, oo) konstant .  Wenn  

also A = [21, 22] ein im Inneren der einen oder der anderen Halbgeraden enthaltenes 

Interval l  ist, so gilt mi t  E (A) = E (22) - E (21) : 

(E (A) eo, eo) = m (22) - m (21) = 0, also E (A) eo = 0. 

Auf Orund yon (16) folgt hieraus weiter fiir jedes s E S: 

E (A) e, = E (A) ( I -  sA) -1 e 0 = ( I -  s A) - 1 E  (A) e 0 = 0. 

Da die Vektoren e, den R a u m  ~ aufspannen, so ist E ( A ) = 0 .  Dies bedeutet ,  dass das 

Spekt rum yon A ganz im Intervall  [ - 1 ,  1] liegt, also gilt 

I IAII<I .  

(1) Siehe z.B. [10], S. 35. 



OPERATORTHEORETISCHE B ] ~ A N D L U N G  EINES P R O B L E ~ R E I S E S  187 

Auf Grund yon (16) hat  man femer 

( ( I - 8 A )  -~ eo, ~o)~ (e~, eo)= I (s) - I (o), 

und so sind wir zur Darstellung der Funktion [(s) in der Form (C) bzw. (C') (w 1) 

gelangt. 

Von der Funktion 
1 

g( z )= l (O)+( ( I - zA) -~eo ,  eo)--](O)+ l_--2~dra(2) 
- 1 - 0  

sieht man ~nmittelbar leieht ein, dass sie in der 1/~ngs der I-Islbger~ten ( -  co, - 1 ] ,  

[1, oo] aufgeschnittenen komplexen Ebene holomorph und in der oberen Halbebene 

yon nichtnegativem Imagin~rteil ist(1). Also ist diese Funktion g(z) eine Erweiterung 

yon [ (z) mit den gewiinschten Eigenschaften. Sie ist fibrigens die einzige solche Erwei- 

terung, da die Menge 8 H~ufungspunkte im Inneren des Holomorphiebereiches besitzt. 

7. Verschlirfung des Satzes C 

Wir werden zeigen, dass im Satz C die Bedingung der stetig-Differenzierbarkeit 

yon f (s) mit der folgenden schwiicheren ersetzt werden kann:  D/e Funktion ] (s) ist 

im IntervaU ~ = ( - 1, 1) stetig und in einer, den Punkt 0 enthaltenden Teilmenge S' yon 

S yon voUem Mass (d. h. yore Mass 2) di]/erenzierbar,/erner ist die dutch die Gleichungen 

! (8)  - / (0 k (8, t) = (8 ~ t), k (8, 8) = ]' (s) 
8 - - t  

au/ der Menge S ' x  S' de/inierte Funktion k (s, t) positiv de/init. 

Wir brauchen nur das Hinreichen der Bedingung zu beweisen. Das tun wir dutch 

Z u r i i c ~ g  auf die bisher betrachtete st~rkere Bedingung. 

Sei # > 0 und sei v e i n  das IntervaU (-~u, #) durchlaufender reeller Parameter. 

Sind s 1 . . . . .  s~ gegebene Punkte  yon S, so liegen die Pnnkte 

s,~ (v) = (1 +/~)-1 (s, + v) (n = 1 . . . . .  N) 

f/it fast alle Werte des Parameters ~ in S'. Das ist eine einfache Konsequenz davon, 

dass die Menge S - S '  yore Mass 0 ist. Also ist fiir fast alle Werte yon ~ und fiir 

beliebige komplexe Zahlen ~1 . . . . .  ~ 

N N 

7. Y. k(SmO'), s . O , ) ) ~ . ~ > o .  
m=l n= l  

(I) N a m l i c h  i s t  I m  z ( l - z ~ ) - l = [  I - ' z ~ 1 - 2  I m  Z. 
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Hieraus folgt durch Integrat ion 
S 

Y. Y k (sin (v), sn (v)) gT,. ~m ~. ~> 0. 
m - 1  n = l  

- S  

S + S  

S I + S  

f(s+'] 1+" f l+)a  (,es). Wir setzen /s (s) = ~ 1 \ l - - ~ ]  d v = 2---~- 

- S  s - S  
l + s  

(17) 

Diese Funkt ion  ist schon stetig differenzierbar in S, man  hat  n//mlich 

(18) 

und die entsprechende Funkt ion  k s (s, t) ist die folgende: 

S 

1 1 fk (s+v ,  t_+v~ ks(s,t) 1+#2# \1+# l+#]dv' 
- S  

diese ist aber nach (17) positiv definit  auf SxS. 
Folglich gilt fiir Is(s) die Darstellung (C') (w 

1 

ls(s) = / s  (0) + ~ d m s ( 2 )  
- 1 - 0  

(19) 

mi t  einer beschr/inkten, monoton nieht-fallenden, rechtsstet igen Funk t ion  m s (X), fiir 

die m s ( - 1 - 0) = 0 ist. 

Auf Grand yon (19) gilt 
1 1 

, f 
/s(0) = l i ra  fs(s)-fs(O)=lim d m ( ~ ) =  dms(2)=ms(1), 

s-+0 8 s-+0 
- 1 - 0  - 1 - 0  

andererseits folgt aus (18) 
I I 

Is (0) -~ I (0) fiir /x -> 0. 

Also hat  man  ms( I ) - -> ] ' (0  ) fiir g - + 0 ,  

und so kann  man den Hellysehen Auswahlsatz anwenden:  es gibt eine Folge {#~}, 

0 < g ,  --> 0, und eine nicht-fallende, reehtsstetige, den Bedingungen m ( - 1 - 0) = 0, 

m (1) = it' (0) genfigende Funk t ion  m (4) derart ,  class fiir jede stetige Funk t ion  u (4) gilt : 

1 1 

- 1 - 0  - 1 - 0  
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W~hlt man insbesondere 

8 

u (~) = us (~) = 1 - 82 mit  8 E S  

und bemerkt  man, dass wegen der Stetigkeit yon /(8) 

l i r a / ,  (8) = ! (8) 

gilt, so erh~lt man auf Grund yon (19): 

1 

/ (s) = / (0) + ~ dm (2). 
- 1 - 0  

Aus dieser Darstellung folgt aber, wie schon gezeigt, die Existenz der gewiinschten 

Erweiterung g(z) yon ] (s). 

Te l l  I I .  O p e r a t o r w e r t i g e  F n n k t i o n e n  

8. Die zu  beweisenden S;~tze 

Die oben bewiesenen S~tze lassen sich auf den Fall veraUgemeinern, dass an SteUe 

der komplexwertigen Funktionen solche treten, deren Werte Operatoren eines Hilbert- 

schen Raumes ,~ sind. Dazu braucht man zuerst die Positivdefinitheit fiir solche 

Funktionen zu erkl~en.  

Eine auf der Menge X •  definierte operatorwertige Funktion K(x, y)nennen 

wir stark positiv de/init, falls fiir beliebige, endlich viele Punkte  x 1 . . . . .  xN aus X und 

Vektoren h 1 . . . . .  hN aus dem Raum 

N N 

Y. Z (K (xm, zn) hm, h.) >/0 (20) 
mffil n - 1  

gilt. Wenn wir diese Bedingung immer nut  ftir Systeme gleichgerichteter Vektoren, 

d .h .  fiir Vektoren h~= ~ , h  (mit h E ~ und komplexen ~n; n = 1 . . . . .  N) fordern, also 

mit  anderen Worten, wenn wir nur 

N N 

~ K(x~,~)~>~O (21) 
m - 1  2 - 1  

voraussetzen, so sagen wir, K (x, y) sei schwach positiv definit. 

Aus der Definition folgt, class jede stark positiv definite Fiml~tioa auch schwach 

positiv definit ist, das Umgekehrte gilt aber im allgemeinen nicht. 
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Wit werden die folgenden Verallgemeinerungen der S/itze A-C, oder, genauer ge- 

sagt, der Darstellungen (A)-(C) beweisen: 

SATZ A*. Es sei S e i n e  ira Inneren des Einheitskreises der komplexen Ebene 

liegende Punktmenge, welche den Pun~  0 enthdlt und einen Htiu/ungspunkt ira Inneren 

des Einheltskreises besitzt. Auf  S sei eine Funktion P (s) gegeben, deren Werte beschrSnkte 

lineare Operatoren des Hilbert~chen Raumes ~ sind. Dann und nur dann kann F (s) in 

der Form 
U + s I  

F (s)= pr U - ~  (1) (22) 

rait einera unit~iren Operator U eines geeigneten ttilbertschen Erweiterungsrauraes ~ yon 

dargestellt werden, wenn die auf der Menge S •  definierte, operatorwertige Funktion 

F (s) + F* (t) 
K (s, t) =- ~-1 ~ s ~ (23) 

F (0) = I (24) schu~ch positiv de/init ist, und 

gilt. 

SATZ ASS. ~atz A* bleibt auch dann giiltig, wenn S keinen Htiu/ungspunkt ira 

Inneren des Einheitskreises besitzt, aber K (s, t) stark positiv de/init ist. 

S~Tz B*. Es sei S eine Teilmenge tter oberen Halbebene, die in raindestens einera 

Winkelraura C(qJ) (0<(p~< 2) einen sich am Punkte 0 Miu/enden Durchschnitt besitzt 
l 

\ - - ]  

und die ausserdera noch raindestens einen Hdu/unqspunkt ira Inneren der Halbebene hat. 

Au] S sei eine Fun~ion F(s) gegeben, deren Werte beschriinkte lineare Operatoren des 

Hilbertschen Raumes ~ sind. Dann und nur dann kann F(s) in der Form 

F(s) = p r  s ( I - s A )  -1 (s ES) (25) 

durch einen selbstadjungierten Operator A eines geeigneten Hilbertschen Erweiterungs- 

raumes ~ yon ~ dargestellt werden, wenn die au] der Menge S •  definierte, operator- 

wertige Eunktion 
F (s) - F* (t) 

K (s, t) (26) 
8 - t  

(1) Ist T ein Operator des Hilbertraumes ~ und T ein Operator des den Raum ~ als einen 
Unterraum enthaltenden Hilber~raumes ~, so sagt man, T sei die ,,Projektion" yon T, ira Zeichen 
T - p r  ~P, falls T h  for jeden Vektor h E ~  gIeich der (orthogonalen) Projektion des Vektors T h  auf 
den Raum ~ ist; siehe [9]. 



OPERATORTHEORETISCHE BEHANDLUNG EINES PROBLEMKREISES 191 

8chwach po~ iv  definit iet und /iir mindestens eine, aus ~ gewiihlte, in einem Winkelraum 

C(~) 0 <  ~ - - ~  gNen den Punkt 0 s t r ebe ~  Punl~/o~e {a.} gilt: 

a~ ~ F(an) ~ I(~). (27) 

Der Operator A lcann dann und nut dann mit der oberen Schranke M, oder mi~ 

der unteren Schranke m, bzw. gIeichzeitig rail beiden Schran~n M und m gewiihlt wer- 

den, wenn die operatorwertige Funlction 

J]l. K (s, t) - K '  (s, t), oder K'  (8, t) - m .  K (s, t), 

bzw. gleichzeitig beide Fun~ionen schwach positiv de/init sind; dabei wird K'  (s, t)dutch 

F (s) /s-  F* (t)/t 
K'(s, t )= s - t  

de/iniert 

SATZ B**. ,Satz B* bleibt auch dann gi21tig, wenn E keinen Hiiu/ungspunk~ im 

Inneren der oberen Halbebene beaitzt, aber K(s, t), und im Falle der letzten Behauptung 

die Funktionen M .  K (s, t) - K '  (s, t) bzw. K'  (s, t) - m .  K (s, t) stark positiv de/init sind. 

SATZ C*. Es 8ei F(s) eine im IntervalI S = ( - 1 ,  1) der reellen Achse de/inierte 

Funktion, deren Werte beschrdnkte selbstadjunqierte Operatoren des Hilbertschen Raumes 

sind. Dann und nur dann kann F(s) in der Form 

F(s) = p r  s ( I - s A )  -1 ( s eS )  (28) 

durch einen selbstadjungierten Operator A, mit II A II <~ 1, eines geeigneten Hilbertschen 

Erweiterungsraum,~ ~ yon ~ dargestellt werden, wenn die ]olgenden Bedingungen ert~2Ut 

sind: 

a) F (s) ist schwach stetig in S und schwach dif]erenzierbar in einer, den Punk~ 0 

enthaltenden Teilmenge S' yon S yon vollem Mass(s), 

b) F (0) = O, F '  (0) = I, 

c) die au/ der Menge S ' x  S' durch die Gleichungen 

K (s, t) = F (s) - F (t) (8:4: t), K (s, s) = F '  (s) (29)  
8 - - t  

de/inierte Fun~ion iet ,chwach positiv definit. 

(1) Schwache Konvergenz. 

(z) D.h. F(s)-~-F(t) fllr s,t~S, s--~t, undF(S)-F(t)-~F'($) fllrsES, tEB', s-~t; F'(t) ist 

ein notwendlgerweise beschr~nkter linearer Operator. 
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Aus der Darstellung (22) bzw. (25) folgt iibrigens, dass die entsprechende Funk- 

tion (23) bzw. (26) immer sogar stark positiv definit ist. 
U + 8 I  s I  

Im Hinblick auf die enge Verkniipfung der Operatoren U -  8 I  und ~ mit 

den Resolventen R v (z) = (U - z I)-1 und R ~ (z) = (A - z i ) - 1 ,  kSnnen dutch unsere Sgtze 

diejenigen Operatorscharen charakterisiert werden, die aus den Resolventen eines uni. 

t/~ren, eines allgemeinen selbstadjungierten, oder eines selbstadjungierten, mit 1 be- 

sehr//nkten Operator dutch ,,Projektion" entstehen (1). 

Unter Beniitzung des Begriffes des ,,reellen" mad ,,imagin/iren Tefles" eines Opera- 

tors in ~, kSnnten wit die S//tze A, B, C aueh in ihren urspriinglichen Form verall- 

gemeinern. Im Falle yon Satz A folgt dies auf Grund folgender Behauptung (vgl. 

NEUMAaK [11]) : 

Die Klasse der im Einheitskreise holomorphen operatorwertigen Funkt ionen F ( z )  
U + z I  

mi t  Re F(z)>~O und F ( 0 ) = I ,  ist identisch mit  der Kla.~se der Funkt ionen pr U-~zz/' 

wo U ein unitdrer Operator in einem beliebigen Erweiterungsraum yon ,~ ist. 

Ein Beweis dieser Behauptung folgt unmittelbar durch Vergleichung der S/~tze 

A, A*, A**. 

In Bezug auf die Verallgemeinerungen der Probleme B und C ergeben sich, wie 

man sieh leieht iiberzeugt, analoge Behauptungen. 

9. Beweis  yon Satz A*. 

Ist F(z )  in der Form (22) durch einen unit~ren Operator U darstellbar, so ist 

(24) klar, und wegen der Beziehung 

1 1 [u+8I  v*+t / ]  
2 1 - s t  [U2-- ~ + ~ Z L - - ~ ]  = (V* - t I ) - ' ( U  - s I )  -~ 

ist die durch (23) definierte Funktion K ( s ,  t) stark positiv definit: 

,~=I ~ ~-1 (K (Sin, S~) h,,, h,) = (V  - s,, I ) -  h,~ >1 0(2). 

Zum Beweis des Hinreichens der gestellten Bedingungen gehen wir yon der Be- 

merkung aus, dass fiir jeden festen Vektor h E ~ die komplexwertige Funktion (F (s) h, h) 

(1) Dio ,,Projektionen" der Resolventen selbstadjungierter Operatoren wurden im Aufsatz [16] 
auf andere Weise charakterisiert. 

(3) Hier und ira Folgenden machen wir mehrmals yon der Ta~sache Gebrauch, dass die Be- 
ziehung T = p r  T (T ein Operator ira Raum ~), T ein Operator im Raum ~ ~ 0 )  gleichwertig mit  
der Beziehung (Th, h')= (T h, h') (h, h" beliebigo Vektoren yon ~) ist. 
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den Bedingungen yon Satz A geniigt und ffir s =  0 den Wert (h, h) annimmt. Also 

gilt flit diese Funktion die Darstellung (A') (w 1), d.h.  man hat 

2n 

f e'a+s (F(s)h, h)=  -~_sdm(h;  4) (sE~q) (30) 
o 

mit einer monoton nicht-fallenden, rechtsstetigen Funktion m (h;4)  yon 4, 

2g 

r e ( h ; 0 ) = 0 ,  m(h;2~)= J dm(h;4)=(F(O)h,h)=(h,h). 
r  �9 O 

Seien nun h, h' zwei (nicht notwendig verschiedene) Vektoren aus ~. Wir machen 

yon den folgenden Beziehungen Gebrauch: 

4(F(s)h ,  h ' )=  (F(s) (h + h'), h + h') - (F (s) (h-  h'), h - h') + 
+i(F(8) (h+ih'), h +ih ' ) - i (F(s)  (h-ih') ,  h- ih ' ) ,  

(31) 
4 (_~ (s) h', h) = (F  (8) (h + h'), h + h') - (F  (s) ( h -  ~'), h - h') - 

-i(F(s) (h+ih'), h+ih')+i(F(s) (h-ih'),  h- ih ' ) .  

Auf Grund dieser Beziehungen gewinnen wit aus (30) die folgenden Integraldarstel- 

lungen : 
2~ 

(F(s) h, h ' )=  f e 'a+s 

o 
2~ (32) 

f e~+8 (F(8) h', h) = ~ 
o 

mit 

/~ O.)=/t (h, h';  A)=�88 4 ) - m ( h - h ' ;  4)+im(h+ih';  4 ) - i m ( h - i h ' ;  4)](x). 

e'~ + s= 1 + 2  ~ et"a s ~, 
Wegen e ~a -- s n-t 

wobei diese Entwicklung flit festes s E 2 gleichm~ssig in Bezug auf das reelle A kon- 

vergiert, ergibt sich aus (32): 

n - 1  nffil 

2• 2~ 

mit cn= f e-'nadp(4), d,= f ei"~dp(4) ( n = 0 , 1  . . . .  ). (34) 
o o 

(a) M a n  b e a c h t e ,  d a s s  d ie  F u n k t i o n  m (h ;  2) r e e l l w e r t i g  is t .  
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Die Funktionen (F(s)h, h) und mit ihnen auch die in (31)vorkommenden Fnnktionen 

besitzen holomorphe Erweiterungen auf das ganze Inhere des Einhei~skreises, und da 

S einen H~ufungspunkt im Inneren des Einheitskreises hat, sind diese Erweiterungen 

eindeutig bestimmt. Hieraus iolgt, dass die Funktionen (F(8)h,h'), (F(~)h',h)die 
Koeffizienten ihrer Potenzreihenentwieklungen (33) eindeutig bestimmen. Auf Grund 

der Gleiehungen (34) bestimmen abet diese Koeffizienten die komplexwertige F,mktion 

p (~t) yon besehr~nkter Sehwankung eindeutig, wenn wit diese durch die Bedingungen 

der Recht~stetigkeit und der Gleichung # (0) -- 0 normieren (trigonometrisches Momenten- 

problem). 

Also bestimmen die Gleichungen (32) unter dieser Normierung die Funktion 

p(~)-~p(h,h';~) eindeutig. Hieraus folgt aber, dass, fiir jedes feste ~, p (h ,h ' ;~ )  

linear in h und konjugiert-linear in h' ist und der Bedingung p (h', h; ;t)fp(h, h ' ;~)  

genfigt, ferner gilt 
/~(h, h; ~)=m(h;  ~t) ~<m(h; 2~)=  (h, h). 

Bekanntlieh folgt aus diesen Eigensehaften, dass # (h, h'; ~t) in der Form 

#(h,h'; ]t)=(B(]t)h,h') (0~<~<2~) (35) 

dargestellt werden kann, wobei {B()t)} eine nicht-fallende, reehtsstetige, einparametrige 

Sehar von besehr~nkten selbstadjungierten Operatoren des Hilbertsehen Raumes ,~ 

ist, mit 
B(0)=O und B ( 2 ~ ) = I .  

Aus einem Satz yon M. N~.UMA~K (1) folgt aber, dass B(~) in der Form 

B(~)=pr  E(~) (0~)t<~ 2~) (36) 

dureh eine gewShnllehe Spektralsehar (E(2)} eines geeigneten Erweiterungsraumes 

D ~ dargestellt werden kann, mit E (0) = 0, E (2 g) -- I. Naeh (32), (35) und (36) folgt 

hieraus die gewfinsehte Darstellung (22) yon F(s) mit Hilfe des unit~ren Operators 

2g 

U= | d~dE(~). 
~J 

0 

Somit haben wit den Beweis yon Satz A* vollendet. 

BEMERKUNG. Die Bedingung, dass S i m  Inneren des Einheitskreises einen 

H~iuhmgsplml~t besitzt, wurde wesentlich beuutzt, als wir zeigten, dass die Funktion 

p (~)~/~ (h, h'; ~t) durch die Gleichungen (32) eindeutig bestimmt ist, woraus wir auf 

(b Sieho [11] oder [9] w 2. 
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die Darstellbarkeit dieser Funktion in der Form (35) gesehlossen haben. Ob Satz A* 

auch dann gtiltig ist, wenn S keinen H/~ufungspunkt im Inneren des Einheitskreises 

besitzt, bleibt unentschieden. 

10. Beweis  yon  Satz A** 

Wir haben nur das Hinreichen der Bedingungen zu beweisen. Das werden wit in 

Analogie zum Beweis yon Satz A vorffihren. 

Zuerst ordnen wir, ebenso wie im Beweis des Lemmas (w 3), jedem Punkt  s E S 

je ein Symbol e, zu, und dann betraehten wir die aus diesen gebfldeten endlichen 

formalen Summen 
hm ~ ~,  

m 

deren Koeffizienten hm Vektoren aus dem Raum ~ sind. I)efiniert man fiir diese 

Summen die Multiplikation mit komplexen Zahlen und die Addition auf die natiirliche 

Weise, so bilden diese Summen eine Linearmannigfaltigkeit ~. Fiir zwei Elemente 

v o n  

~ =  Y h~,m, v, = 7. h'.et., 

definieren wir : <90, ~p> = ~ ~. (K (sin, t,) h~., h',). 
m n 

Dieser Ausdruek ist linear in 90 und konjugiert-linear in % mad wegen der starken 

Positivdefinitheit yon K(s ,  t) ist <~,90>>~0. Man sieht ebenso wie im Beweise des 

Lemmas ein, dass wenn man zwei Elemente 901, ~2 von ~ immer gleichsetzt, falls 

<901-902, ~1-~2> = 0 ist, dann die Definition yon <~0, ~> eindeutig bleibt. So wird 

zu einem ,,prae-Hflbertraum" mit dem inneren Produkt  <90, ~> ; R sei der aus ~ dureh 

Absehliessen entstandene Hilbertraum. Nach Definition wird St durch seine Elemente 

yon der Form he,  (s f iS,  h E$~) aufgespannt, und es gilt speziell 

<h e,, h' et> = (K (s, t)h, h'). (36) 

Wegen (24) ist K(0,  0 ) = I ,  also 

<he0, h'eo> = (h, h'). 

Hieruus sieht man, dass die offenbar lineare Abbildung 

h---> he o 

yon ~ in ~ auch isometrisch ist. Es ist also gest~tt~t, den Vektor h yon ~ mit dem 

Element h eo yon ~ zu identifizieren und somit ~ als einen Unterruum in ~ einzu- 

betten. Im folgenden bezeiehnen wir das innero Produkt  in ~ start  <90, ~> mit (90, ~). 
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Bedeute ~ die Menge der endliehen Linearkombinationen der Elemente h t~ yon 

mit s # 0 ,  h E .~. Fiir solehe Elemente fits setzen wir 

V (h e.) = 1 (h e. - h t0). 
8 

(37) 

Auf analoge Weise wie in w zeigt man, dass V zu einem isometrischen Operator 

fortgesetzt werden karm, mi$ dem Definitionsbereieh 9X u_ud einem Wertebereieh 

(~  ~). In einem geeigneten Erweiterungsraum ~ yon ~ kann V sogar zu einem 

unit~ren Operator ~z fortgesetzt werden. Auf Grund yon (37) hat man 

( I -s (z )  (he,)=heo=h, (38) 

und dies gilt offenbar aueh fiir s = 0. 

zwei beliebige Vektoren h, h' E~ erhAlt man aus (36) und (38), wenn man 

aueh (24) beaehtet, folgenden Zusammenhang: 

~ , h' =2((I-sI~)-~h, h ' ) -  (h, h')=2(he,, h 'e . ) -  (h, h')= 

= 2 (K (s, 0)h, h ' ) -  (h, h ' )=  ((F(s)+I)h, h ' ) -  (h, h') = (F(s)h, h'). 

Dies ist gleichwertig mit der Beziehung 

F(8) = p r  (I + s t  r) ( I - s V )  -~. 

Der unitgre Operator U---~r-1 liefert also die gewiinschte Darstellung (22) yon F(s). 

Damit ist der Beweis yon Satz A** fertig. 

U .  Beweis  yon Satz B* 

Werm F(s) in der Form (25) dutch einen selbstadjungierten Operator A darge- 

stellt ist, so folgen aus den Beziehungen 

1 
s ------tt [ s  ( I  - s A )  -1  - t ( I  - t A )  - I ]  = ( I  - t A )  - t  ( I  - s A) -1, 

1 
, _  t [ ( I -  * A ) - I -  (I - t A )  -x] = ( I - t A )  -1 A ( I - s A )  -x 

die Identit~ten 

~ (K(am, 8.)h~, h,,) = [I ~ (X- . ,=A)-Xhml]  2, 
m n rt l  

Y. Y. (K'(sm, s.)h=,h.)={A ~ (I-smA)-thm, ~ (I-amA)-~hm) 
m n m rtl 
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(8 m E S ,  hm E~). Aus diesen folgt sogleieh sogar die starke Positivdefinitheit yon K(s, t), 

und ffir A < M I oder m I < A die starke Positivdefinitheit von M. K (s, t) - K' (s, t) 
bzw. K'  (s, t) - m.  K (s, t). 

Ist {E(2)} die zum Operator A gehSrige Spektralsehar, so gilt ferner fiir jeden 

Vektor h E ~ : 

[Is- F(s)h-hli  ll( -sA)- h-hll f 1( - 2)-'- l dllE(2)hll 

falls s in einem Winkelraum C(r /0<(P~<2)gegen  0 strebt; dies folgt daraus, dass 

die unter dem Integralzeichen stehende Funktion ](1-s~t) - 1 -  11 in jedem Punkte 2 
1 

gegen 0 strebt und unterhalb der yon s unabh~ngigen Schranke _ _ -  + 1 bleibt (also 
s i n  

kann man den Konvergenzsatz yon LEBV.SGUE anwenden). Wenn also s in einem sol- 

chen Winkelraum gegen 0 strebt, so strebt der Operator s - iF(s )  sogar stark gegen I.  

Damit haben wir die lgotwendigkeit der Bedingungen des Satzes B* sogar in 

versehi~rfter Form bewiesen. 

Nun kehren wir zum Beweis des Hinreichens dieser Bedingungen. 

Wir fangen mit der Bcmerkung an, dass fiir jedes feste h E ~ die komplexwertige 

Funktion (F(s)h, h) den Bedingungen von Satz B geniigt und infolgedessen fiir sie die 

Darstellung (B') gilt, d.h.  man hat 

oo 

(F(s)h,h)= . ~ - _ ~ d m ( h ; 4 )  (sES) (39) 
- r 

mit einer reellwertigen, monoton nicht-fallenden, rechtsstetigen Funktion re(h; it), die 
noch den Bedingungen 

m(h; - o o ) - - 0 ,  re(h; oo)=(h,h) 

genfigt; die zweite dieser Gleichungen folgt daraus, dass wenn (an) die im Satz ge- 

nannte, in einem Winkelraum C(~) ( 0 < ~ < 2 )  gegen 0 strebende Punktfolge aus S 

ist, dann 

(h,h)=|imn_.~c(a~lF(an)h,h)=limn~ ; ( 1 - a . 2 ) - ' d m ( h ; 2 ) =  ; d m ( h ; 2 ) = m ( h . ;  ~ )  
- r  - ~  

1 
gilt, well ] ( 1 - a n 2 ) - l ] <  . - und l i m ( 1 - a n 2 ) - l = l  ist. 

s i n  ~0 n - - ~  

14 -- 5 8 3 8 0 2 .  A c t a  m a t h e m a t i c a .  100.  I m p r i m $  le  31 d 6 c e m b r e  1958 .  
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Aus (39) folgt weiter fiir beliebige zwei Vektoren h, h' 

(~'(s)h,h')= l _ ~ g ~ ( ~ ) ,  (F (s) h', h) = l _ ~ d ~ ( ) l )  (seS) (40) 

mit einer komplexwertigen, reehtsstetigen und der Bedingung # ( - c ~ ) = 0  gentigenden 

Funktion yon besehriinkter Sehwankung /~ (~.) =/~ (h, h' ; 2) (/ihnlieher Sehluss Me im 

Beweis vom Satz A*). 

Unter den angefiihrten Normierungsbedingungen ist die Funktion # (2) durch die 

Gleiehungen (40) eindeutig bestimmt. Dazu bemerke man zun/~chst, dass das Integral 
o o  ~ 

in der oberen und in der unteren I-Ialbebene je eine holomorphe Funktion ~+ (z), 

(I)-(z) darstellt und dass wegen (40) die Gleichungen 

( 1 )  
ffir _ E S  , 

Z 

gelten. Also sind die Werte dieser Funktionen in je einer, im Inneren des Holomor- 

phiebereiches einen H/iufungspunkt besitzenden Punktmenge bestimmt, woraus folgt, 

dass diese Funktionen selbst eindeutig bestimmt sind. Infolge der yon S~LTJES 

stammenden bekannten Inversionsformeln 
b 

# ( b ) + / ~ ( b - 0 )  # ( a ) + / z ( a - 0 ) = _  lim 1 
2 2 ,~+o ~ ~ [(I) + (x+ie)-(I)- (x-ie)]dx 

a 

ist dann auch die Funktion /x (3.) eindeutig bestimmt. 

Aus der eindeutigen Bestimmtheit der Funktion #(2)=/x(h,h ' ;X) durch die 

Gleichungen (40) und aus der Ungleichung 

#(h, h; ~)=m(h;  ;t)~<m(h; ~ ) = ( h ,  h) 

folgt, ebenso wie im Beweise yon Satz A*, dass diese Funktion in der Form 

la(h,h'; X)=(E(2)h,h') ( - ~ < 2 < ~ )  

dargestellt werden kann, wobei {E(~t)} eine Spektralschar in einem geeigneten Hilbert- 

schen Erweiterungsraum ~ yon ,~ ist. Wegen (40)gilt also die gewfinschte Darstellung 

F(s) =pr  s(I-sA)- '  

mit dem selbstadjungierten Operator 
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A = ~ f ldE( t ) .  
- - 0 o  

Wenn die erste oder die zweite der Funktionen M .  K (s, t) - K '  (s, t), K '  (s, t) - 

- m .  K (s, t), bzw. beide (sehwaeh) positiv definit sind, so folgt aus der Bemerkung 

zu Satz B, Ende w dass die Funktionen re(h; ;~)im Intervall (M~ oo), bzw. im 

Intervall ( - o 0 ,  m), bzw. in beiden Intervallen konstant sind. Aus" der obigen Kon- 

struktion des selbstadjungierten Operators A folgt dann, dass A die entspreehenden 

Sehranken besitzt. 

Damit haben wir den Satz B* bewiesen. 

12. Beweis  yon  Satz B**  

Wit sollen nur noch da~ Hinreichen der Bedingungen beweisen. Mit dem im Be- 

weis von Satz A** angewendeten Verfahren gewinnen wit zuerst fiir die stark positiv 

definite Funktion (26) die Darstellung 

(K (s, t) h, h) = <h ~,, h et> (s, t 6 S).  

Ist {a.} die im Sagz genannte Punktfolge aus dem Winkelraum C(~), so folgt aus der 

sehwaehen Konvergenz der 0peratoren a~* F (a,,), dass sie gleiehm~esig besehr/~nkt sind: 

II ~  F -< M. 

Hieraus folgt einerseiU II F 0, also 

, (F(s) - F* (a.) 

anderer~it~ 

Im (F(a,)h',h') <~ .M (h',h'). (42) h ,  t <h'e~, e.n> = (K (a., an) h ,  h') = Im a.  sm 

Da die Elemente hes (s6S,  h 6 ~ )  den ganzen Raum R atffspannen, so folgt aus (41) 

und (42), class die Folge {h'e.,.} fiir jedes feste h' sehwaeh gegen ein Element von 

konvergiert, das wir m i t e  0 (h') bezeichnen wollen. Dieses h~ngt von h' offenbar linear 

ab. und naeh (41) hat man 

<he~, eo (h')>= (F~(~ ) h, h'). (43) 

Im Hinbliek auf die Bedingung (27) folgt hieraus weiter 

<eo (h), eo (h')> =.__. r162 <h~o,,, eo (h')> =,,~:r \(Fa.(an) h, h') = (h, h'). 
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Also ist die Abbildung h -+ e 0 (h) 

von ,~ in ~ nicht nur linear, sondern auch isometriseh. Es ist also gestattet, den 

Vektor h yon ~ mit dem Element e 0 (h) yon ~ zu identifizieren und ~ auf diese 

Weise als einen Unterraum in ~ einzubetten. Das innere Produkt  in ~ werden wir 

weiterhin mit dem gleichen Zeiehen ( , ) wie in ~ bezeichnen. 

Man setze f~ir s E S 

Ao(he~ ) l (hes_eo(h))=l (hes_h). (44) 
=s  

ebenso wie im Beweise des Satzes B kann gezeigt werden, dass A o eine selbstad- 

jungierte Fortsetzung A in einem geeigneten Erweiterungsraum ~ besitzt. Nach (44) gilt 

h = ( I - s A ) ( h e , )  (sES, hE~) 

und so folgt aus (43) fiir beliebige Vektoren h, h 'E ~ :  

(F_ ~s) h, h ' ) = ( ( I - s A ) - l h ,  h'); 

das ist aber mit der Gleichung 

F(s)  = p r  s ( I - s A )  -1 
gleichwertig. 

.Die Behauptungen tiber die Schranken yon A folgen, ebenso wie in Satz B, auf 

Grund der Identit~t 

[[ 9o [I 2 - (Ao 9 O, 9O) = ~ ~ ([c K (s,, s,) - K' (sin, s,)] hm, hn) 
rtl n 

mit  9o = ~ hm e, m. 
m 

Damit haben wir den Satz B** bewiesen. 

13. B e w e ~  yon Satz C* 

Kann der Operator F(s) fiir s E S = ( - 1 ,  1) in der Form (28) dureh einen selbst- 

adjungierten Operator A mit [[A [[ 4 1  dargestellt werden, so folgt aus der Beziehung 

1 - - [ s ( I - s A ) - l - t ( I - t A ) - l ] = ( I - t A ) - l ( I - s A ) - X  (t~:s) 
8 - - t  

.sogar die starke Positivdefinitheit der dureh (29) definierten Funktion K (s, t); man 

ha t  n~mlich 
Y~ ~ (g(sm, s.)h,.,h.)=llY (I-8.,A)-lh.,[12>~O. 
m n n 

Die Bedingungen a) und b) sind offenbar aueh erfiillt. 
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Zum Beweis des Hinreichens der Bedingungen bemerke man zun~chst, dass fiir 

jedes feste h E ,~ die komplexwertige Funktion (F(s)h, h) den Bedingungen des Satzes 

C, in ihrer in w 7 verallgemeinerten Form geniigen. Infolgedessen gilt ffir diese Funk- 

tion die Darstellung (C'), d.h. man hat (wegen F(O)=O) 

1 

(F(s)h, h)= 1-~s~ dm(h; 7r (45) 
- I - O  

wobei m (h;2)  eine reelle, monoton nicht-fallende, rechtsstetige Funktion ist, mit 

m(h; - 1 - 0 ) = 0 ,  re(h; 1)=(F'(O)h,h)=(h,h). 

Aus (45) folgt weiter fiir zwei beliebige Vektoren h, h' 

1 1 

f (F (s) h, h') = ~ - _ ~  /~(~t)= ~ s  "+~ ~t"d/~(~t) 
n - O  

- I - 0  - 1 - 0  

(s e S) (46) 

mit einer komplexwertigen, reehtsstetigen und der Bedin~mang # ( - 1 -  0)= 0 geniigen- 

den Funktion yon beschr/~nkter Schwankung /t(~t)=#(h, h'; ~t). Unter diesen Nor- 

mierungsbedingungen ist diese Funkti0n durch die Gleichung (46) eindeutig best immt.  

Denn die Funktion (F(s)h, h') bestimmt ja die Koeffizienten ihrer Potenzreihenent- 

wieklung eindeutig, und da diese gleich den Momenten der Funktion # (4) sind, be- 

stimmen sie die Funktion /~ (2) eindeutig. 

Aus der eindeutigen Bestimmtheit der Funktion /~ (h, h ' ;2)  durch die Gleichung 

(46) und aus #(h,h; 2)=re(h;  )t)<m(h; 1)=(h,h) folgt, ebenso wie im Beweis des 

Satzes A*, dass sie in der Form 

/~(h, h'; ~)= (E(~)h, h') 

durch eine Spektralschar (E(2)} eines geeigneten Erweiterungsraums ~ ( 3  '~)dar- 

stellbar ist, fiir die E ( - 1 - 0 ) = O ,  E ( I ) = I  gilt. 

D e r  selbstadjungierte Operator 
1 g b  

A = ]td E (]~) 
,J 

- I - 0  

liefert aber dann wegen (46) die gewfinsehte Darstellung 

F ( s ) = p r s ( I - s A )  -1 ( s E S = ( -  1, 1)), 

womit auch der Beweis des Satzes C* beendet wurde. 
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