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Anneaux locaux type de module born  

Franqois Couchot 

O. I n t r o d u c t i o n  

Si A est un anneau commutat i f  unitaire et M un A-module de type fini, on 
d@signe par # (M)  le nombre minimal de gSn~rateurs de M.  On dit que A est un 
anneau s type de module borne, (on notera dans la suite t .m.b.-anneau) si tout  
module de type fini est somme directe finie de modules ind@composables et si pour 

tout  module ind~composable M,  # (M)  est bornS. 

On sait que si A est un t .m.b.-anneau alors pour tout  id@al maximal m, Am est 
un t .m.b.-anneau. 

D'apr~s Warfield [9] un t .m.b.-anneau local est unis~riel, c'est-~-dire que l'en- 
semble de ses id@aux est totalement ordonn5 pour l'inclusion. 

Enfin d'apr~s [2] D. T. Gill et [4] J. P. Lafon, on sait qu 'un anneau unisSriel 
A est presque maximal  si et seulement si tout  A-module de type fini est somme 
directe de modules monog~nes. 

D~s lors, il est tout  ~ fait l~gitime de se poser la question suivante : 

Est-ce que tout t .m.b.-anneau unis@riel est n~cessairement presque maximal  ? 

I1 y a eu deux publications r@centes sur ce sujet : 

- La premiere de Paolo Zanardo [10] dans laquelle l 'auteur  montre que tout 
anneau de valuation (unis~riel et int~gre) discret (pour tout  ideal premier P ,  p2  ~ p )  

qui est un t .m.b.-anneau, est presque maximal.  

- La seconde de Peter V ~ o s  [7] dans laquelle l 'auteur  montre que tout anneau 
de valuation d'Sgale caract@ristique 0 qui est un t .m.b.-anneau, est presque maximal.  

L 'obje t  de ce travail est d ' appor te r  une am@lioration sensible/~ ces rSsultats. 

On consid~re A un anneau unis@riel (non n@cessairement int~gre) d'id~al max- 
imal m de type fini. Alors A est un t .m.b.-anneau si et seulement si A est presque 
maximal. On s'inspire du travail de P. Zanardo [10] et on montre  que si A n 'est  
pas presque maximal,  alors pour tout  entier n, on peut construire un A-module M 
ind~composable avec ~ ( M ) = n + l  et de dimension de Goldie n. 
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1. A n n e a u x  u n i s ~ r i e l s  t e l s  que  t o u t  
d ldment  n o n  invers ib le  es t  d iv i s eu r  de  0 

On sait d'apr~s le lemme 3 de [2] que les deux conditions suivantes sont 
5quivalentes pour un anneau unis5riel A : 

(1) tout ~l~ment non inversible est diviseur de 0. 
(2) V a e A  on a (O:(O:a))=Aa. 

P r o p o s i t i o n  1.1. Soit A un anneau unisdriel vdrifiant les conditions (1) et 

(2) et d'iddal maximal m. Alors on a : 
(i) si I e s t  un iddal de A tel que I S ( 0 :  (0:I)) il existe aE A tel que Aa=(O:(O:I)) 

et I = m a ,  
(ii) s i m  est non fid~le alors pour tout iddal I on a I=(O:(O:I)),  
(iii) A est un anneau auto-fp-injectif, c'est-lt-dire que pour tout A-module P 

de prdsentation finie on a Ex t~ (P ,A)= 0 ,  
(iv) A est un anneau auto-injectif si et seulement si il est presque maximal 

(maximal).  

Ddmonstration. 

(i) Voir [3, proposition 1.3]. 
(ii) D'apr~s (i) il suffit de montrer que VaEra, (0:a)~(0:ma).  Soit As l'id~al 

minimal de A. Alors 3bErn tel que s=ab. Alors b~(0:a) et bE(0:ma). 
(iii) et (iv) Voir [3, thSor~me 2.3]. 

L e m r a e  1.2. Soient A un anneau unisgriel, N un A-module, x E M ,  a E A  tel 

que axr  Alors a(O:ax)=(O:x). 

Ddmonstration. L'inclusion a.(O:ax) C (0:x) est ~vidente. Soit bE (0:x). Puisque 
axr  bEAa et b=ca. Alors cax=bx=O et donc cE(O:ax). 

P r o p o s i t i o n  1.3. Soit A un anneau unisdriel tel que (0:re)C0. On suppose A 

non-auto-injectif. Soient E = E A ( A )  et e E E \ A .  Alors : 

(i) (A:e) n'est pas un iddal de type fini. 

(ii) On a (0:e)=0 ou ( 0 : l - e ) = 0 .  
(iii) Si (0:e)=0,  u: (A:e)--~A ddfini par u(a)=ae VaE(A:e) ,  est un automor- 

phisme de (A:e) qui ne se prolonge pas it un automorphisme de A.  

(iv) Si (0:e)=0 alors on a ( O : ( A : e ) ) = { a E A I e ~ A + a E } = B ( e )  (si on reprend 

les notations de [10]). 

Ddmonstration. 
(i) Si (A:e)=Ab,  alors beEA et bee(O:(O:b))=Ab donc 3cEA tel que be=bc. 

Soit f:  A+Ae---*A d4fini par f ( a + d e ) = a + d c .  Alors f e s t  bien d4fini car si a+de=O, 

dE (A:e)=Ab.  On a donc de=dc et par cons4quent a+dc=O. 
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Puisque f iA = 1A on obtient que A est facteur direct de A+Ae ; c'est impossible. 
(ii) Soit a E ( 0 : ( 1 - e ) ) .  On a a=ae. Si a ~ 0  alors ae~O et (O:a)=(O:ae). D'apr~s 

le lemme 1.2, (O:e)=a(O:ae)=a(O:a)={O}. 
(iii) Si ae(A:e), on a aeE(O:(O:a))=Aa et done ae=aea o~ e~EA. On a 

(O:ea)=a(O:ae~)=a(O:ae)=(O:e)=O. Done e~ est un ~ldmcnt inversible de A e t  u est 
bicn un automorphisme de (A:e). Si u s e  prolonge, Je'EA (inversible) tel que VaE 
(A:e) ae=ae'. Par  consequent (A:e)C(O:(e-e')). D'autre part, on a (A:(e-e'))= 
(A:e). On en d~duit que ANA(e-e')={O}, ce qui est impossible. 

(iv) Soit a~(O:(A:c)). On a done (O:a)~(A:e) d'apr~s la proposition 1.1, (ii). 
Done 3bE(A:e)\(O:a). D'apr~s la proposition 1.1, (iii) il existe e'EA tel que 
VcEAb ce=ce'. Par  consequent (O:a)C(O:e-e'). Puisque E est un module injectif, 
{ x E E  I (0:a)C (O:x)}=aE. Done e=e'+ay, yEE et eEA+aE. R~ciproquement soit 
a~{bEAleCA+bE}. Alors e=e'+ay, e'EA, yEE. Pour tout bE(0:a) on a be=be'. 
D'apr~s (iii) on ne peut pas avoir (A:e) C(O:a). Done (O:a)~(A:e) et par consequent 
(O:(A:e))~Aa. 

2. Le  r d s u l t a t  p r i n c i p a l  

Nous allons d 'abord dnoncer et ddmontrer quelques lemmes ndcessaires pour 
ddmontrer le rdsultat principal. 

L e m m e  2.1. Soient A un anneau unisdriel d'iddal maximal m, et I un iddal 
de A. Alors : 

(i) si I~Na~ I Aa, 3bEA tel que I=mb et Ab=Na~i Aa, 
(ii) si c=ab, cr on a (Ac:Ab)=Aa, 
(iii) si ICmb, on a Vc~0, cEI, I=~bc(Ac:i)(Ac:Ab ). 

Ddmonstration. 
(i) Soit bE ( ~ I  Aa) \I .  Puisque b~I, I~Ab et done Nazi Aa=Ab. Si ICmb, 

3c~I tel que Ac~ ( ~ •  Aa). C'est impossible et done I=mb. 
(ii) I1 est dvident que Aac(Ac:Ab). Soit dE(Ac:Ab). Si aEAd, alors a=vd 

off vEA. D'ofi c=vdb. Puisque dE(Ac:Ab), dbEAc et done db=mc. On a l'~galit~ 
c(1-vm)=O ; puisque c~0,  vm~m et v e s t  inversible. Done Ad=Aa. 

(iii) Si a~I, alors cEAa et c=ab. On a done Aa=(Ac:Ab). Puisque IcAa ,  on 
a bICbAa=Ac et par consequent bE(Ac:I). D'autre part si bE (Ac:I) on a bIcAc 
et done I c  (Ac:Ab). En utilisant (i) on en ddduit que I=~bE(Ac:I )(Ac:Ab). 

L e m m e  2.2. Soient A un anneau unisdriel d'iddal maximal m e t  a, b, c, 3 
dldments de A : 

(i) Si A(a+b)~AaUAb alors Aa=Ab. 
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(ii) Si ab=ac~O, clots Ab=Ac. 

Ddmonstration. 
(i) Si AbcAa, a+b=a(l+v). On a n~cessairement que ( l + v ) E m  et donc ves t  

inversible. 
(ii) Si AbcAc, b=vc et donc ac(1-v)=O. Puisquc ac~O, ( l - v ) e m  et donc v 

est inversible. 

L e m m e  2.3. Soient A un anneau unisdriel dont l'iddal maximal mest  de type 
fini engendrd par p. Soit I un idgal de A qui n'est pas de type fini. Alors : 

(i) Pour tout entier m on a I=pmI et (I:pm)=I. 
(ii) Si aEI tel qua p'~ar clots (Aa:I)=(Ap'~a:I). 

Ddmonstration. 
(i) Soit aEI. Puisque I n'est pas de type fini 3bEI\Aa. On a donc a=pcb, off 

cEA et donc I=pI. On en d5duit facilement qua VmEN, I=pmI. 
L'inclusion IC (I:p m) est 5vidente. Si pma=O, alors aE (0:p m) qui est un ideal 

de longueur finie m, donc inclus dans I qui n'cst pas de type fini. Si p'~ar et 
si pmaEI, puisque I=pmI, on a pma=pmb avec bEI. D'apr~s le lemme 2.2 (ii), 
Aa=Ab et aEI. 

(ii) L'inclusion (Ap ma:I) C (Aa:I) est ~vidente. Si bE (Aa:I), alors bI C Aa et 
donc bp'~IcApma. Puisque pmI=I, bE(Ap'~a:I). 

L e m m e  2.4. Soit A un anneau unisdriel d'iddal maximal m=pA tel qua 
(0:p)r On suppose A non maximal. Soient E=EA(A) et eEE\A,  (0:e)=0, 
I=(O:(A:e)), aEI, ar et J=(Aa:I). Alors : 

(i) VbEJ, ~ebEA, inversible tel qua (e-eb)c(Aa:b)E. 
(ii) IE=Nbcj(Aa:b)E. 
(iii) Soient c, dEA tels qua c+deEIE. Alors Ym_>l entier, cEAp met  dEAp m. 

Ddmonstration. 
(i) Si (O:p)=As (ideal minimal de A), VbEA, 3cEA tel que s=bc et d'apr~s 

lc lemme 1.2 on a (O:b)=pcA. D'apr~s la proposition 1.2, (A:e) n'est pas de type 
fini et donc d'apr~s la proposition 1.1, I nc l'est pas non plus. Si bE J, alors si 
bEAa, (Aa:b)=A et tout ~l~ment inversiblc de A convient. Si b~Aa, alors a=bc 
et (Aa:b)-~Ae d'apr~s le lemmc 2.1 (ii). Puisque bICAa, on a I~Ac.  On a alors 
(0:c)~(A:e) et donc 3eb 5ldment inversible de A tel que VdE(0:c) de=dab. Donc 
(e-eb) EcE=(Aa:b)E. 

(ii) D'apr~s le lcmme 2.1, c'cst dquivalent de montrer que IE=Nc~i cE. L'in- 
clusion IEcNc~I  cE est ~vidente. Si xENc~i cE, on a que Vc~I, (0:c)C(0:x). On 
peut supposer x~0.  Donc 3aEA tel que axEA, ax~O. Comme axE(O:a), 3dEA 
tel qua ax=ad. Done (O:x)=a(O:ax)=a(O:ad)=(O:d). Si d~I, 3cEmd\I et on a 
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(O:x)=(O:d)~(O:c) ; c'est impossible. Donc dEI et puisque E est injectif, on a 
x E d E c I E .  

(iii) C'est 6vident si cEI et dEI. Supposons que c~I  et montrons d 'abord 
que Ac=Ad. Si d=mc avec m e r e  alors c+de=c(l+me). On a alors que (O:c+de)= 
(0:c) ~ (0:I) ; on en d~duit donc que c+de~IE. On ferait de m~me si AdcAc.  Donc 
Ac=Ad. Supposons qu'il existe un entier k tel que c~Ap k et d~Ap k. Alors 3 j<k  
tel que Ac=Ad=Ap i. On a alors c+de=pJ(c~+d~e) off c ~ et d ~ sont des ~l~ments 
inversibles de A. On a c+deEIE entra~ne que (c'+d'e)E(I:pY)E=IE d'apr~s le 
lemme 2.3 (i). On pent ~crire que eEA+IE,  ce qui est impossible d'aprbs la propo- 
sition 1.3 (iv). Doric Vm entier >1, cEAp m e t  dEAp "~. 

Rappelons ici quelques r~sultats sur la structure des modules de type fini sur 
un anneau unis~riel ; on pent trouver ces r~sultats dans [6] et [1, chapitre 9]. 

P r o p o s i t i o n  2.5. Soit M un A-module de type fini sur un anneau unisdriel 
A tel que #(M)=n.  Alors : 

(i) 3 une suite de composition O=Mo~M1 . . .~Mn=M, or les Mk, l <k<n, 
sont des sons-modules puts de M e t  Mk/Mk-1 est un module monog~ne. 

(ii) Deux suites de composition de M, admettent des modules quotients iso- 
morphes, apr~s dventuellement permutation des indices. 

(iii) Tout module M de type fini admet un sons-module de base B, c'est-~t-dire 
que B e s t  une somme directe finie de modules monog~nes et B e s t  un sons-module 
pur et essentiel de M. On note g(M)=#(B)  la dimension de Goldie de M. 

(iv) On a toujours g(M)<#(M).  Et g(M)=#(M) si et seulement si M est une 
somme directe de modules monog~nes. 

P r o p o s i t i o n  2.6. Soit A u n  anneau unisdriel d'iddal maximal m=pA. Si 
A n'est pas presque maximal alors pour tout entier n, il existe un A-module M 
inddcomposable tel que g(M)=n et # ( M ) - - n + I .  

Ddmonstration. Soit aEA tel que A/aA ne soit pas maximal. Quitte ~ rem- 
placer A par A/aA, on pent supposer que (0:p)r  Puisque A n'est pas maximal, 
si E=EA(A),  il existe e E E \ A  qu'on pent choisir tel que (0:e)--0 d'apr~s la propo- 
sition 1.3 (ii). Pour n = l ,  le sons-module de E,  A+Ae convient. Dans la suite, 
nous allons supposer n > 2  et reprendre la construction de P. Zanardo dans [10]. 
Soient I=(O:(A:e)) et aEI tel que p2(n-1)ar C'est possible car I n'est pas de 
type fini et d'apr~s le lemme 2.3 (i). On pose a l = A a ,  a2=p2al, ... , a,~=p2(n-1)al 
et J =  (al :I). D'apr~s le lemme 2.3 (ii) on a Vk, 1_< k ~n ,  J - - ( ak : I ) .  Dans E on con- 
sid~re les 61~ments suivants : e l--e ,  e2=l+pe,. . .  , en=l+pn-le .  Alors Vk, l<k<n ,  
on a (A:l+pk-le)=(A:pk-le)=((A:e):pk-1)=(A:e) d'apr~s le lemme 2.3 (i). On 

en d~duit que Vk, l<k<n ,  on a B(ek)=I  (proposition 1.3 (iv)). 
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Soit M le A-module engendr~ par  xo,xl ,... ,x~ tel que : 
- Vk, l<k<n,  (0 :xk)=ak ,  

- (0 :X0)  ~ - a n ,  

- VbEJ, bxo=b(~k= 1 ebxk) off les e b sont des unitds de A telles que (ek--eb)E 
(ak :b) d'apr~s le lemme 2.4 (i). 

Alors on a le lemme suivant : 

L e m m e  2.7.  

(i) Le syst~me de relations qui ddfinit M est compatible. 
~ . . .  X n (ii) On a (xl,z2 , n)=(~i=l Axi et donc g(M)>n. 

(iii) ann(xo+(xl,. . .  ,xn})=g. 
(iv) (xl, . . .  ,x~) est un sous-module pur de M. 
(v) {J, al ,  a2, . . .  ,an} sont les annulateurs des modules quotients monog~nes 

dans route suite de composition de M. 

Ce lemme 2.7 est p ra t iquement  identique au lemme 3 de [10] et se d~montre 
de la m~me fa~on. 

Comme dans [10] on va supposer que M est d~composable et  mont rer  que c'est 
impossible. Nous allons suivre la m~me d~marche. 

Tout  d 'abord,  en utilisant la proposi t ion 2.5 (iv), on mont re  que si M est 
d~composable, M contient  un facteur direct monog~ne, voir [10, lemme 2]. On peut  

~crire M=Ayo| (Yl, Y2, ... , Yn) off {Yo, Yl , . . . ,  Y~} est un syst~me g~n~rateur mini- 
mal de M.  Posons Vi, O<_i<_n, yi =~jn__ 0 aijxj, off aijEA, Vi, Vj, O<_i, j<n.  Alors la 
matr ice  T=(a~j)0<i,y<~ est inversible et det TEU(A)=A\m.  D'apr~s l 'unicit6 des 
suites de composit ion,  (0:y0)E {J, al,  a2 ,... , an}. 

Etape 1. On a ( 0 : y o ) # J .  

b Sinon VbEJ, on a 0 =  yo=b(~-]j=oaojxj) et donc b(~.=l(aoj+aooeb)xj)=O. 
D'apr~s le lemme 2.7, b(aoy+aooeb)Eaj=(O:xj). Puisque (ej-e~)E(aj:b)E, on a 
b(aoj + aoo e j) E aj E et donc (a0y + a00 e j)  E I E  d'apr~s le lemme 2.4 (ii). D'apr~s le 
lemme 2.4 (iii), ao jEm et ao0Em. Donc si ( 0 : y o ) = J ,  on en d~duit que Vj, O<j<n, 
aoj non inversible ; c 'est  en contradict ion avec T inversible. 

Etape 2. Soient co, c l , . . .  , Cn les coefficients de la premiere  colonne de T -1.  
Alors cia~C(O:yo), Vi, l < i < n .  

De l'~galit~ x = T - l y  on en d~duit que Vi, l<i<n,  x~--ciyoE(yl,Y2 ,... ,yn}. 
Puisque a~ = (0: xi) et que Ayo N (Yl, ... , Y~) = {0}, on a ciai c (0:y0). 

n Etape 3. On a - e 0 + ~ i = l  eieiEIE. 
Soit bEJ et soit d = ( d  b) le vecteur  ligne d = b ( - 1 ,  eb, . . ,  b -1 , e , )T  . Alors nous 
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avons 

d.y=b(-1, e~,... ,eb)x=b -Xo+ ebxi =0. 

Done dgyoE(Yl ,... ,Yn) et par consequent d0by0=0. Nous obtenons que d0b= 
n b b(-co+Ei=le e )e(0: 0). Puisque (0:y0)Cal (l~re ~tape), et eomme (ei--eb)E 

(ai:b)Ec(al:b)E VbEJ, nous obtenons que - -e0+~i~=le ie iENbcj (a l  :b)E=IE 
(lemme 2.4 (ii)). 

Etape 4. 3m, 2 < r e < n ,  qu'on peut ehoisir minimal tel que cmEU(A). 
Puisque Vi, 2<_i<_n, e~=l+p~-le, on a -co+cle+~n2c~(1+p~-le)EIE, soit 

( -co  +2i~=2 c~)+ (cl + 2i~=2 eipi-1)e=e+deEIE. D'apr~s le lemme 2.4 (iii), on a 
cEpkA et dEpkA, Vk_>l. Puisque dEAp, on a done clEAp. Puisque cEAp, et 
{Co, Cl, c2,..., cn}MU(A)7~O, co ne peut  pas ~tre le seul ~16ment inversible ; done 
3mE{2, . . .  , n} tel que Cm soit inversible. 

Etape 5. Soit m comme dans l '6tape 4. Alors (O:yo)=ak avec l<_k<m. 
Puisque cEAp i et dEAp i, Vj_>I, on a donc Ad~Ac,~p m-1. D'autre part Vj>m, 

AejpJ-l~Ac,~p "~-1. D'apr~s le lemme 2.2 (i) 3h, l_<h<m, tel que Achph-l= 
Acmp "~-1 =Ap m-1 . D'aprgs le lemme 2.2 (ii) on a Ach=Ap m-h. On en d~duit que : 

(0 : Yo ) D Ch ah = pm-h ah = pm-h.p2( h--1) 111 = pro+h--2 fl I ~ p2(rn--1) 111 z a m  

et donc n6cessairement (0:y0)E{al, a2,. . .  , am-l} ,  c'est-/~-dire que (0:y0)=ak pour 
un entier k<rn. 

On peut enfin obtenir la contradiction. Soit tEak\ak+l. Alors nous avons : 

0 = t y 0  =taooxo+ ~ taoyxj. 
j=k+l 

t n D'ofi Ej=k+l(aoj+aooet)xj=O. On a donc t(aoj+aooet)xj=O et 

(aoj+aooe}) E (aj :t) cAp, Vj_>k+l .  

Puisque Cl ,... ,c,~_lEAp, et m>k on a 
n n 

l=ao0co+Ea0 e - 0oeo+E ao e, modAp. 
i=1 i=m 

Puisque -CO+~i~=I ciei E IEcpE  (~tape 3), on a 
n 

1 = ei(aoi+aooei) -- E ci(aoi+aooe~) = 0 modpE.  
i ~ m  i = m  

D'ofi la contradiction. 

Comme eorollaire de cette proposition, nous pouvons ~noneer le th~or~me suiv- 
ant : 
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T h @ o r ~ m e .  Soi t  A un anneau unisdriel  dont l'iddal max ima l  est de type fini.  

Alors  A est un t .m.b . -anneau si et seu lement  si A est  presque maximal .  
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