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Anneaux locaux a type de module borné

Francois Couchot

0. Introduction

Si A est un anneau commutatif unitaire et M un A-module de type fini, on
désigne par p(M) le nombre minimal de générateurs de M. On dit que A est un
anneau a type de module borné, (on notera dans la suite t.m.b.-anneau) si tout
module de type fini est somme directe finie de modules indécomposables et si pour
tout module indécomposable M, u(M) est borné.

On sait que si A est un t.m.b.-anneau alors pour tout idéal maximal m, A, est
un t.m.b.-anneau.

D’aprés Warfield [9] un t.m.b.-anneau local est unisériel, ¢’est-a-dire que ’en-
semble de ses idéaux est totalement ordonné pour linclusion.

Enfin d’aprés [2] D. T. Gill et [4] J. P. Lafon, on sait qu'un anneau unisériel
A est presque maximal si et seulement si tout A-module de type fini est somme
directe de modules monogenes.

Dés lors, il est tout a fait légitime de se poser la question suivante :

Est-ce que tout t.m.b.-anneau unisériel est nécessairement presque maximal ?

Il y a eu deux publications récentes sur ce sujet :

— La premiére de Paolo Zanardo [10] dans laquelle Pauteur montre que tout
anneau de valuation (unisériel et intégre) discret (pour tout idéal premier P, P2#£P)
qui est un t.m.b.-anneau, est presque maximal.

— La seconde de Peter Vamos [7] dans laquelle auteur montre que tout anneau
de valuation d’égale caractéristique 0 qui est un t.m.b.-anneau, est presque maximal.

L’objet de ce travail est d’apporter une amélioration sensible a ces résultats.

On considére A un anneau unisériel (non nécessairement intégre) d’idéal max-
imal m de type fini. Alors A est un t.m.b.-anneau si et seulement si A est presque
maximal. On s’inspire du travail de P. Zanardo [10] et on montre que si A n’est
pas presque maximal, alors pour tout entier n, on peut construire un A-module M
indécomposable avec pu(M)=n+1 et de dimension de Goldie n.
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1. Anneaux unisériels tels que tout
élément non inversible est diviseur de 0

On sait d’aprés le lemme 3 de [2] que les deux conditions suivantes sont
équivalentes pour un anneau unisériel A :
(1) tout élément non inversible est diviseur de 0.

(2) Ya€A on a (0:(0:a))=Aa.

Proposition 1.1. Soit A un anneau unisériel vérifiant les conditions (1) et
(2) et d’idéal mazimal m. Alors on a :

(i) siI est un idéal de A tel que I#(0:(0:1)) il existe ac A tel que Aa=(0:(0:1))
et I=ma,

(ii) si m est non fidéle alors pour tout idéal I on a I=(0:(0:I)),

(ili) A est un anneau auto-fp-injectif, c’est-d-dire que pour tout A-module P
de présentation finie on a Ext) (P, A)=0,

(iv) A est un anneau auto-injectif si et seulement si il est presque mazimal
(mazimal).

Démonstration.

(i) Voir [3, proposition 1.3].

(i) D’aprés (i) il suffit de montrer que Va€m, (0:a)#(0:ma). Soit As 'idéal
minimal de A. Alors 3b€m tel que s=ab. Alors b¢(0:a) et be(0:ma).

(iii) et (iv) Voir [3, théoréme 2.3].

Lemme 1.2. Soient A un anneau unisériel, N un A-module, €M, a€A tel
que az#0. Alors a(0:az)=(0:x).

Démonstration. L’inclusion a.(0:az)C(0:2) est évidente. Soit b€ (0:x). Puisque
az#0, b€ Aa et b=ca. Alors cax=br=0 et donc c€(0:ax).

Proposition 1.3. Soit A un anneau unisériel tel que (0:m)#0. On suppose A
non-aulo-injectif. Soient E=FE4(A) et e E\A. Alors :

(i) (A:e) n’est pas un idéal de type fini.

(ii) On a (0:e)=0 ou (0:1—e)=0.

(ili) i (0:€)=0, u: (A:e)— A défini par u(a)=ae Yac(A:e), est un automor-
phisme de (A:e) qui ne se prolonge pas a un automorphisme de A.

(iv) 8% (0:e)=0 alors on a (0:(A:e))={acAle¢ A+aE}=DB(e) (si on reprend
les notations de [10]).

Démonstration.

(i) Si (A:e)=Ab, alors bec A et bec(0:(0:b))=Ab donc Ic€ A tel que be=bc.
Soit f: A+ Ae— A défini par f(a+de)=a+dc. Alors f est bien défini car si a+de=0,
de(A:e)=Ab. On a donc de=dc et par conséquent a+dc=0.
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Puisque f|4=14 on obtient que A est facteur direct de A+ Ae ; c’est impossible.

(ii) Soit a€(0:(1—e)). On a a=ae. Si a#0 alors ae#0 et (0:a)=(0:ae). D’apres
le lemme 1.2, (0:e)=a(0:ae)=a(0:a)={0}.

(iii) Si a€(A:e), on a ae€(0:(0:a))=Aa et donc ae=ae, ol e,€A. On a
(0:e5)=0a(0:ae,)=a(0:ae)=(0:€)=0. Donc ¢, est un élément inversible de A et u est
bien un automorphisme de (A:e). Si u se prolonge, Je’ € A (inversible) tel que Yae
(A:e) ae=ae’. Par conséquent (A:e)C(0:(e—e’)). D’autre part, on a (A:(e—e’))=
(A:e). On en déduit que ANA(e—e’)={0}, ce qui est impossible.

(iv) Soit a¢(0:(A:e)). On a done (0:a)S(A:e) d’aprés la proposition 1.1, (ii).
Donc Fbe(A:e)\(0:a). D’aprés la proposition 1.1, (iii) il existe '€ A tel que
Ve€ Ab ce=ce’. Par conséquent (0:a) C(0:e—e’). Puisque E est un module injectif,
{z€FE}(0:a)C(0:z)}=aE. Donc e=¢€'+ay, yeE et e€ A+aE. Réciproquement soit
ag¢{beAle¢ A+bE}. Alors e=e'+ay, €' €A, yeE. Pour tout b€(0:a) on a be=be'.
D’aprés (iii) on ne peut pas avoir (A:e)C(0:a). Donc (0:a) & (A:e) et par conséquent
(0:(A:e)) & Aa.

2. Le résultat principal

Nous allons d’abord énoncer et démontrer quelques lemmes nécessaires pour
démontrer le résultat principal.

Lemme 2.1. Soient A un anneav unisériel d’idéal mazimal m, et I un idéal
de A. Alors :

(i) si I#,¢r Aa, FbEA tel que I=mb et Ab=),4; Aa,

(i) si c=ab, c£0 on a (Ac:Ab)=Aa,

(iii) si I#mb, on a Ve#0, c€l, I=Nye(acr)(Ac: Ab).

Démonstration.

(i) Soit be (ﬂagI Aa)\I. Puisque b¢ I, IG Ab et donc Nagr Aa=Ab. Si I#mb,
Jeg I tel que AcG (ﬂa(i 1 Aa). Cest impossible et donc I=mb.

(ii) 11 est évident que AaC(Ac:Ab). Soit de(Ac:Ab). Si a€ Ad, alors a=vd
ot v€A. D’olt c=vdb. Puisque de(Ac: Ab), db€ Ac et donc db=mec. On a ’égalité
¢{1—vm)=0 ; puisque ¢#0, vm¢m et v est inversible. Donc Ad=Aa.

(iii) Sia¢l, alors ce Aa et c=ab. On a donc Aa=(Ac: Ab). Puisque I C Aq, on
a bICbAa=Ac et par conséquent be (Ac:I). D’autre part si be(Ac:I) on a bl C Ac
et donc I C(Ac: Ab). En utilisant (i) on en déduit que I =Nbe(ac:r) (Ac: Ab).

Lemme 2.2. Soient A un anneau unisériel d’idéal mazimal m et a, b, ¢, 3
éléments de A :
(i) 9i A(a+b)G AaUAb alors Aa=Ab.
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(i) Siab=ac#0, alors Ab=Ac.

Démonstration.

(i) Si AbCAa, a+b=a(1+v). On a nécessairement que (1+v)Em et donc v est
inversible.

(i) Si AbCAc, b=vc et donc ac(1—v)=0. Puisque ac#0, (1—v)€m et donc v
est inversible.

Lemme 2.3. Soient A un anneau unisériel dont l’idéal mazimal m est de type
fini engendré par p. Soit I un idéal de A qui n’est pas de type fini. Alors :

(i) Pour tout entier m on a I=p™I et (I:p™)=1I.

(i) Siacl tel que p™a#0, alors (Aa:I)=(Ap™a:I).

Démonstration.

(i) Soit a€l. Puisque I n’est pas de type fini 3beI\ Aa. On a donc a=pch, ol
c€A et donc I=pl. On en déduit facilement que YmeN, I=p™I.

L’inclusion I C(I:p™) est évidente. Si p™a=0, alors a€(0:p™) qui est un idéal
de longueur finie m, donc inclus dans I qui n’est pas de type fini. Si p™a#0 et
si p™a€l, puisque I=p™I, on a p™a=p™b avec bel. D’aprés le lemme 2.2 (ii),
Aa=Ab et a€l.

(i) L'inclusion (Ap™a:I)C(Aa:I) est évidente. Si be(Aa:I), alors bIC Aa et
donc bp™IC Ap™a. Puisque p™I=1I, be(Ap™a:I).

Lemme 2.4. Soit A un anneau unisériel d’idéal mazimal m=pA tel que
(0:p)#{0}. On suppose A non mazimal. Soient E=FE4(A) et ecE\ A, (0:€)=0,
I=(0:(A:e)), a€l, a#0 et J=(Aa:I). Alors:

(i) VbeJ, depy€ A, inversidle tel que (e—ep)€(Aa:b)E.

(ii) TE=pcs(Aa:b)E.

(iii) Soient c,d€ A tels que ct+decIE. Alors VYm>1 entier, cCAp™ et dc Ap™.

Démonstration.

(i) Si (0:p)=As (idéal minimal de A), Vb€ A, c€ A tel que s=bc et d’apres
le lemme 1.2 on a (0:b)=pcA. D’apres la proposition 1.2, (A:e) n’est pas de type
fini et donc d’apreés la proposition 1.1, I ne l'est pas non plus. Si be.J, alors si
beAa, (Aa:b)=A et tout élément inversible de A convient. Si b¢ Aa, alors a=bc
et (Aa:b)=Ac d’apres le lemme 2.1 (ii). Puisque bl C Aa, on a IG Ac. On a alors
(0:c)&(A:e) et donc Jep, élément inversible de A tel que Vde(0:c) de=de,. Donc
(e—~ep)ecE=(Aa:b)FE.

(ii) D’apres le lemme 2.1, c’est équivalent de montrer que I E=,¢;cE. L'in-
clusion IEC(.¢; cE est évidente. Si €[ 4 cE, on a que Ve¢ I, (0:c)C(0:z). On
peut supposer z#0. Donc Ja€ A tel que ax€ A, ax#0. Comme az€(0:a), Id€A
tel que ax=ad. Donc (0:z)=a(0:az)=a(0:ad)=(0:d). Si d¢I, Icemd\I et on a
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(0:2)=(0:d)Z(0:¢) ; c’est impossible. Donc del et puisque E est injectif, on a
zedECIE.

(iii) C’est évident si cel et del. Supposons que c¢l et montrons d’abord
que Ac=Ad. Si d=mc avec mem alors c+de=c(1+me). On a alors que (0:c+de)=
(0:¢) & (0:1) ; on en déduit donc que c+de¢IE. On ferait de méme si AdC Ac. Donc
Ac=Ad. Supposons qu'il existe un entier k tel que c¢ Ap* et d¢ Ap®. Alors 3j<k
tel que Ac=Ad=Ap’. On a alors c+de=p’(c'+d'e) ol ' et d’ sont des éléments
inversibles de A. On a c+de€IE entraine que (¢/'+d'e)c(I:p/)E=IE d’aprés le
lemme 2.3 (i). On peut écrire que e€ A+1E, ce qui est impossible d’apres la propo-
sition 1.3 (iv). Donc Vm entier >1, c€ Ap™ et d€ Ap™.

Rappelons ici quelques résultats sur la structure des modules de type fini sur
un anneau unisériel ; on peut trouver ces résultats dans [6] et [1, chapitre 9].

Proposition 2.5. Soit M un A-module de type fini sur un anneau unisériel
A tel que u{M)=n. Alors:

(i) 3 une suite de composition 0=MyG M, ..CM,=M, ot les My, 1<k<n,
sont des sous-modules purs de M et My /My 1 est un module monogéne.

(ii) Deuz suites de composition de M, admettent des modules quotients iso-
morphes, aprés éventuellement permutation des indices.

(iii) Tout module M de type fini admet un sous-module de base B, c’est-d-dire
que B est une somme directe finie de modules monogénes et B est un sous-module
pur et essentiel de M. On note g(M)=u(B) la dimension de Goldie de M.

(iv) On a toujours g(M)<up(M). Et g(M)=pu(M) si et seulement si M est une
somme directe de modules monogénes.

Proposition 2.6. Soit A un anneau unisériel d’idéal mazrimal m=pA. Si
A nlest pas presque maximal alors pour tout entier m, il existe un A-module M
indécomposable tel que g(M)=n et p(M)=n+1.

Démonstration. Soit a€A tel que A/aA ne soit pas maximal. Quitte & rem-
placer A par A/aA, on peut supposer que (0:p)#0. Puisque A n’est pas maximal,
si E=E4(A), il existe e E\ A qu'on peut choisir tel que (0:e)=0 d’aprés la propo-
sition 1.3 (ii). Pour n=1, le sous-module de E, A+Ae convient. Dans la suite,
nous allons supposer n>2 et reprendre la construction de P. Zanardo dans [10].
Soient T=(0:(A:e)) et a€l tel que p?™Naz#0. Cest possible car I n’est pas de
type fini et d’apres le lemme 2.3 (i). On pose ay=Aa, ay=p?a;, ... , 4, =p*" Va,
et J=(a;:I). D’apres le lemme 2.3 (ii) on a Vk, 1<k<n, J=(a,:I). Dans F on con-
sidere les éléments suivants : e;=e, eg=1+pe, ... ,e,=14+p" e. Alors Yk, 1<k<n,
on a (A:1+pF~le)=(A:p*le)=((4A:e):p*1)=(A:e) d’aprés le lemme 2.3 (i). On
en déduit que Vk, 1<k<n, on a B(ex)=1I (proposition 1.3 (iv)).
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Soit M le A-module engendré par zg,x1 ,... , 2y tel que :
- Vk, 1<k<n, (0:z5)=0ay,
- (0:z0) =0y,

- Vbe J, bro=b(3";_; iz ol les €} sont des unités de A telles que (ex—el)€
(ax:b) d’apres le lemme 2.4 (i).

Alors on a le lemme suivant :

Lemme 2.7,

(i) Le systéme de relations qui définit M est compatible.

(ii) On a(x1,22,... ,%n)=; Az; et donc g(M)>n.

(iil) ann(zo+{z1,... ,2n))=J.

(iv) (z1,... ,xpn) est un sous-module pur de M.

(v) {J,a1,02,... ,a,} sont les annulateurs des modules quotients monogénes
dans toute suite de composition de M.

Ce lemme 2.7 est pratiquement identique au lemme 3 de [10] et se démontre
de la méme fagon.

Comme dans [10] on va supposer que M est décomposable et montrer que c’est
impossible. Nous allons suivre la méme démarche.

Tout d’abord, en utilisant la proposition 2.5 (iv), on montre que si M est
décomposable, M contient un facteur direct monogeéne, voir {10, lemme 2]. On peut
écrire M=Ayo®(y1,Y2, . »Yn) o1 {Y0,¥1,..- , Yn} €st un systéme générateur mini-
mal de M. Posons Vi, 0<i<n, ?/i:E;'L:o a;;x5, 00 a;; €A, Vi, Vj, 0<4, j<n. Alors la
matrice T=(as;)o<i,j<n €st inversible et det TeU(A)=A\m. D’aprés P'unicité des
suites de composition, (0:yo)€{J,a1,02,... ,a,}.

FEtape 1. On a (0:yg)#J.

Sinon VbeJ, on a Ozbyozb(zg;o ag;x;) et donc b(z?zl(aoj+a00€2)xj):0.
D’apres le lemme 2.7, b(ag;+agoel) €a;=(0:x;). Puisque (e;—e5)€(a;:b)E, on a
b(ag;+agoej)€a; E et donc (ag;+agee;)EIE d’apres le lemme 2.4 (ii). D’apres le
lemme 2.4 (iii), ag; €M et ago€m. Donc si (0:y9)=J, on en déduit que Vj, 0<j<n,
ap; non inversible ; c’est en contradiction avec T inversible.

FEtape 2. Soient cg,c,... ,c, les coefficients de la premiére colonne de 7!.
Alors ¢;0;C(0:yp), Vi, 1<i<n.

De D’égalité z=T"'y on en déduit que Vi, 1<i<n, z;— ;Yo €{Y1,¥2 - ;Yn)-
Puisque a;=(0:z;) et que AyoN{(y1, ... ,yn)={0}, on a ¢;a; C(0:yo).

Etape 3. Ona —co+Y .| cie;€IE.
Soit beJ et soit d=(d?) le vecteur ligne d=b(—1,¢€%,... ,e%)T~1. Alors nous
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avons "
dy=b(-1,¢,... ,eZ)g:b(——xo—FZ ei-’xi) =0.
i=1

Donc dyo&(y1,-.- ,yn) et par conséquent djyo=0. Nous obtenons que d§=
b(—co+3 iy ciel) €(0:y0). Puisque (0:y0)Cay (lre étape), et comme (e;—el)e
(a;:b)EC(a1:b)E VbeJ, nous obtenons que —co+> i ci€i€[ ey (01:0)E=IE
(lemme 2.4 (ii)).

Etape 4. 3Im, 2<m<n, qu’on peut choisir minimal tel que ¢, €U(A).

Puisque Vi, 2<i<n, e;=1+p'~le, on a —co+cie+y ;o , ci(1+p*~te)€IE, soit
(—cot+X g ci)tlei+Y i, cipt~e=c+de€IE. D’apres le lemme 2.4 (iii), on a
cepFA et depFA, Vk>1. Puisque d€ Ap, on a donc c; € Ap. Puisque c€Ap, et
{co,c1,¢2, ... ,en }NU(A)#D, co ne peut pas étre le seul élément inversible ; donc
Ime{2,... ,n} tel que ¢, soit inversible.

Etape 5. Soit m comme dans ’étape 4. Alors (0:yp)=ay avec 1<k<m.

Puisque c€ Ap’ et d€ Ap’, Vj>1, on a donc AdG Ac,p™ L. D’autre part Vj>m,
Ac;p" 1 G Acp™t. Dapres le lemme 2.2 (i) 3k, 1<h<m, tel que Acpp"~'=
Acpp™ 1=Ap™~1. D’aprés le lemme 2.2 (ii) on a Acy,=Ap™~". On en déduit que :

(O . yO) D chan =pm—hah :pm—h‘I)Z(h—l)a1 zp'm,-f—h-—Za1 "2_31)2(m—1)a1 =a,
et donc nécessairement (0:yo)€{a1,az,... ,am_1}, c’est-a-dire que (0:yo)=az pour
un entier k<m.

On peut enfin obtenir la contradiction. Soit t€ag\ ag+1. Alors nous avons :

n
0=ty0 =ta00x0+ Z ta()j.’Ej.
j=k+1
Dot t 377 1 (aoj+aooef)z;=0. On a donc t(ao;+aooe)z;=0 et
(a0j+aooe}) € (a;:t) C Ap, Vj>k+1.

Puisque ¢y ,... ,¢n—1€Ap, et m>k on a

n n
1= aooco+z Q0iC; = AooCo~+ Z agic; mod Ap.

=1 i=m
Puisque —co+ ;- cie; EIECpE (étape 3), on a
n n
1= Z ci(agi+agoe;) = Z ci(aoi+agoel) =0 mod pE.
i=m i=m

D’ou la contradiction.

Comme corollaire de cette proposition, nous pouvons énoncer le théoréme suiv-
ant :
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Théoréme. Soit A un anneau unisériel dont l’idéal mazimal est de type fini.

Alors A est un t.m.b.-anneau si et seulement si A est presque mazrimal.
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