UBER DEN RANG VON KURVEN

y:=x(x + a)(x + b).
Von

A, WIMAN
in LUND.

I

1. Wenn man die rationalen Punkte auf einer kubischen Kurve vom Ge-
schlechte p=1 mit rationalen Koeffizienten aufsuchen will, so spielt es eine
Hauptrolle, dass auch der dritte Punkt, der auf der Verbindungslinie von zwei
rationalen Punkten liegt, rational sein muss. Insbesondere gilt dies fiir die
Tangente in einem rationalen Punkte. In solcher Weise fiihrt die Existenz eines
einzigen rationalen Punktes, wenn dieser kein Wendepunkt ist, mit sich die
Existenz anderer rationalen Punkte in endlicher oder unendlicher Anzahl, fiir
welche der Punkt als Basispunkt bezeichnet werden kann. Als Rang der Kurve
bezeichnete nun H. Poincari! die Minimalzahl von Basispunkten, welche nétig
sind, um aus denselben simtliche rationale Punkte der Kurve abzuleiten. Ohne
Beweis nahm Porxcart den Rang als stets endlich an. Den wichtigsten Fort-
schritt in dieser Theorie ist L. J. MorpELL® zu verdanken, indem es 1922 diesem
Verfasser gelang einen Beweis fiir die obige Annahme aufzufinden. Aus der
Endlichkeit des Ranges folgt aber keineswegs die Existenz einer oberen Grenze
fir ihn, und eine solche Grenze kennt man noch nicht. Spiter sind wohl die
wichtigsten Arbeiten, welche diese Frage betreffen, diejenigen von WEIL, in denen
Verallgemeinerungen von MorpeLLs Satz gegeben werden, und iiberdies der Be-
weis fiir diesen Satz vereinfacht wird.®

' Journal de Mathématiques, Ser. 5, Bd. 7 (1901).

* Proc. of the Cambridge Philos. Society, Bd. 2I.

* Sieh hierzu das eingehende Referat von G. BILLING in seiner Inauguraldissertation, »Bei-
trige zur arithmetischen Theorie der ebenen kubischen Kurven vom Geschlechte eing» (Konigl. Sozietiit
der Wissenschaften zu Uppsala, 1938). Diese Arbeit enthiilt eine Einleitung, welche zur Einfithrung
in die Theorie wobl geeignet sein darfte.
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Bei mangelnder Kenntniss einer oberen Grenze fiir den Rang bleibt noch der
Ausweg iibrig, dass man das Problem von der anderen Seite angrifft, indem man
Kurven von moglichst hohem Range darzustellen sucht. Das wichtigste Ergebniss
in dieser Richtung hat man von BirvLine, welcher in der Kurve

Y=z (x?— 82)

das erste Beispiel einer Kurve vom Range 4 gegeben hat. Die vorliegende Ar-
beit stellt sich das Ziel zu zeigen, wie sich von jedem Range = 6 Kurven in
unbegrenzter Anzahl darzustellen lassen. Hierbei beschrinke ich mich ausschliess-
lich auf Kurven vom Typus

(1) v *==z(x + a)(x + b),

wo a und b (oder, was hiermit diquivalent ist, die Grossen e,, ¢; und e; bei der
iiblichen Bezeichnung) rationale Zahlen bedeuten. Dieser Spezialfall scheint mir
nidmlich besondere Erleichterungen fiir die Behandlung darzubieten. Wenn man
andererseits nicht linger simtliche drei Grissen ¢, ¢, und ¢; rational gnnimmt,

so kenne ich nur das Beispiel von BrLLine von so hohem Range als vier.

2. Es verhilt sich ja so, dass hier die rationalen Punkte einer Kurve sich
in Klassen verteilen, welche als Elemente einer Abelschen Gruppe betrachtet
werden konnen. Abgesehen vom Einheitselemente, hat jedes Element dieser
Gruppe den Grad zwei. Die Basiselemente fiir die rationalen Punkte miissen
nun zu solchen Klassen gehoren, welche die Rolle von erzeugenden Elementen
der Abelschen Gruppe iibernehmen kénnen. Jede Klasse wird durch diejenigen
Faktoren charakterisiert, welche in x —e¢;, £ —¢; und « — ¢, eingehen, oder im
vorliegenden Falle, in z, z + @ und « + b. Hier, wo wir im rationalen Zahlen-
bereiche bleiben, tritt nun die Vereinfachung ein, dass es sich bei der Auflésung
der fraglichen Grossen in Primfaktoren um rationale Primzahlen handelt. Es
involviert natiirlich keine Beschrinkung, wenn wir ¢ und b als rationale ganze
Zahlen annehmen. Die Primfaktoren, welche hier von Bedeutung sind, besitzen
die Eigenschaft, dass dieselben in ungerader Potenz auftreten, und dann selbst-
verstindlich in zwei von den Grossen z, £ + @ und z + b. Wie unmittelbar zu
ersehen ist, konnen als derartige Primzahlen nur Faktoren des Produktes
ab(a —b) auftreten. Am einfachsten verfahren wir jetzt, wenn wir eine solche
Primzahl als charakteristisch fiir die dritte Grosse betrachten, welche dieselbe gar
nicht oder in gerader Potenz enthiilt. Eine Klasse von rationalen Punkten auf
der Kurve charakterisiert sich also durch die in solcher Weise den Grossen z,
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z+a und x + b zugeordneten Primzahlen, wozu noch unter Umstinden der
Faktor — 1 fiir die Grossen, welche etwa negativ sind, hinzukommt. Bei der
Zusammensetzung von zwei Klassen multiplizieren wir fiir jede der Grossen z,
z + a und x + b die charakteristischen Faktoren und verfahren dann wie vorhin
mit den Primzahlen, welche in ungerader Potenz vorkommen. Wenn man eine
Klasse mit sich selbst zusammensetzt, so erhilt man also die Einheitsklasse, wo
die drei Grossen x, x + a und x + b Quadrate sind, wie es ja nach den Eigen-
schaften der oben besprochenen Abelschen Gruppe sein muss.

Diese Verhiltnisse wollen wir durch Beispiele beleuchten, in denen es sich
um die spezielle Art von Kurven

(2) y =z — )

handelt. Dabei fithrt die Annahme, dass ¢ ein Produkt von lauter verschiedenen
Primzahlen ist, keine Beschrinkung mit sich. Zunichst sei

(3) c=1210=2.3.5.7.
Ohne Schwierigkeit finden wir auf dieser Kurve den rationalen Punkt
T — €= 1050, = 1260, ¥ + ¢= 1470.

Wie in anderen derartigen Fillen halten wir es fiir zwecklos die zugehorigen
beiden y-Werte niederzuschreiben. Wir schreiben den gemeinsamen Faktor 210
fiir sich, so dass der Punkt (eigentlich das Puunktpaar) durch

(Py) (s, 6, 7) 210

bezeichnet wird. Wenn K, die zugehorige Klasse von rationalen Punkten be-
deutet, so wird dieselbe durch

(K)) 5, 2.3, 7
charakterisiert. In gleicher Weise fiihrt

xT—ce=2315, x=1525, X+ c=735
auf rationale Punkte, fiir welche wir die Bezeichnung
(P,) (3, 5, 7) 108

erhalten. Fiir die zugehorige Klasse K, bekommen wir

(K,) 3,5, 7.
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Die Zusammensetzung der Klassen K, und K, filhrt zu einer neuen Klasse

(K, s) I, 2, 3.5.
Hier kommt man unmittelbar auf
(Pl,z) (1, 8, 15} 30.

Betreffend die Klagsen, zu denen die drei Punkte auf der Linie y = o ge-
horen, scheint eine Schwierigkeit vorzuliegen, da fiir diese Punkte eine von den
drei Griossen x —¢, x und z + ¢ verschwindet. Was soll man nimlich damit
meinen, dass eine gerade oder ungerade Potenz einer Primzahl in Null aufgeht,
und welches von den Zeichen + oder — soll dabei fiir Null das richtige sein?
Was das Zeichen betrifft, gilt natiirlich die Regel, dass das Produkt der drei
Grossen als positiv betrachtet werden muss. Also soll das Zeichen — entweder
nicht oder zweimal vorkommen. Betreffend die andere Frage, so gilt die analoge
Regel, dass, wenn eine Primzahl iiberhaupt in ungerader Potenz auftritt, dies
zweimal geschehen muss.

Um diese Verhiltnisse zu beleuchten, setzen wir mit dem Beispiel (3) fort.
Da haben wir erstens den Punkt

(Py) (0, 210, 420).

Wir sehen, dass hier die Primzahl 2, deren zweite Potenz in 420 aufgeht, sich
in anderer Weise verhiilt als die iibrigen Primzahlen 3, 5 und 7. Fir die ent-
sprechende Klasse K, bekommt man

(Ky) 3.5.7, 1, 2.
‘Wir betrachten zweitens den Punkt
(P, (— 210, 0, 210).

Hier sind die Verhiiltnisse fiir 2 und 3, 5, 7 gleichartig, und wir bekommen fiir
die Klasse

(K)) —1, —2.3.5.7, 1.

Setzen wir die Klassen K; und K, zusammen, so ergibt sich die Klasse
(K, 4) —~2, —1,3.5.7.

Zu dieser Klasse gehort offensichtlich der dritte Punkt

(P, ,) (— 420, — 210, 0)

auf der Linie y = 0.
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Nicht vollig in derselben Weise gestalten sich hier die Verhiltnisse, wenn
¢ nicht linger eine gerade Zahl bedeutet. Wir nehmen etwa

c=1155=3.5.7.11.
Als Punkte auf y =0 haben wir

(0, 1155, 2310); (— 1155, 0, 1155); (— 2310, — 1155, O).

Die zugehorigen Klassen bekommen die Charakteristiken

3.5.7.11,2,1; —1I,—3.85.7.11,1; —1I, —2,3.5.7.11.

Wie wir sehen, kommt hier in der Bezeichnung fiir die zweite Klasse 2 gar nicht
vor, und fiir die beiden iibrigen Klassen hat diese Primzahl den mittleren Platz
erhalten.

3. Es ist jetzt leicht zu sehen, dass fiir ¢ = 210 die Kurve (2) mindestens
den Rang 4 besitzt. Die Klassen K,, K, einerseits und K,, K, andererseits
kénnen ja als Basiselemente fiir Vierergruppen betrachtet werden. Da diesen
Vierergruppen nur das Einheitselement, d. h. die Einheitsklasse, gemeinsam ist,
g0 muss man, wenn man dieselben kombiniert, eine Abelsche Gruppe der Ord-
nung 2* bekommen. Von den sechszehn Klassen, welche die Bedeutung von
Elementen dieser Gruppe haben, kennen wir bereits K,, K,, K,,,, K,, K,, K;,,
uud die Einheitsklasse. Durch die Zusammensetzung von K,, K,, K,,; einer-
seits mit K,, K,, K,,, andererseits erhalten wir die neun restierenden Klassen.
Diese lassen sich in der folgenden Weise charakterisieren. '

K, ) 2, 7, 3.

(K,

(K, 4) — 7 —1,5;
(K4, s, 4) —3,—5,2;
(K3, o) 1,7,2.5;

(Ky, o) —7,—23;
(Ks, s, ) — 2.5, —3,1;
(K4, 9, 8) 2.7,3.5, I;
(Ky 0 —3.5 =71

(Ky, 8,540 —1,—1,2.7.
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Wenn wir als Reprisentanten fiir diese Klassen Punkte angeben wollen, so
hat dies gar keine Schwierigkeit. Wir erhalten unmittelbar

(Pl, 8) (2’ 71 12) 42;

(1, 4) (=7, —1,5) 35;
(P1,s 4) (— 12, — 5,2 ) 30;
(PE,S) (4’ 7? IO) 70)

(Pﬂ,d) (—'7)_213)42;
(Py, 5, 4) (— 10, — 3, 4) 30;
(Py,3,9) (14, 15, 16) 210;
(P1.3,4) (— 15, —7, 1)25‘;
(Py, 5,3, 4) (—16, — 1, 14) 14.

Wir haben also fiir simtliche Klassen, mit Ausnahme von K, ; ,, Repri-
sentanten mit ganzzahligen Koordinaten bekommen. Fiir die Einheitsklasse ist
es am einfachsten den unendlich entfernten Punkt als Reprisentanten zu wiihlen.
Als erzeugende Klassen kann man K;, K, und zwei beliebige andere Klassen
mit Ausnahme von K, , nehmen; doch diirfen bei den beiden letzteren Klassen
die Indizes 1 und 2 nicht in gleicher Weise auftreten. Als Basispunkte konnen
wir die oben angegebenen Reprisentanten fiir diese Klassen wihlen, wobei wir
fiir die beiden letzteren Klassen die Wahl zwischen zwei y-Werten haben. Hier-
mit ist aber nicht bewiesen, dass man von einer solchen Basis zu samtlichen
rationalen Punkten auf der Kurve gelangen kann, auch nicht, dass der Rang der
Kurve nicht grosser als vier sein kann. Es ist wohl zu erwarten, dass ein Be-
weis hierfiir nicht ohne umstiindliche Rechnuugen gegeben werden kann.!

Wenn wir P, P, 4, P, ,, P, 5, und in gleicher Weise Py, P, 5, Py 4, P, , ,.
sowie Py ,, Py g4, Py s 4 P, 5 4 zusammenstellen, wobei wir die bez. gemein-

samen Faktoren weglassen, so erhalten wir die Folgen
(5167 7)? (2’ 7> 12): (_71 —1I, 5)1 (_121 —5 2),
(3,57, @710, (=7, —23), (—10 —3,4);
(Ia Sa IS)a (147 15, 16)7 (— 15, —7, I)’ (— I6) —1I, I4)

! Wie sich ein solcher Beweis ausfiihren l4ast, findet man in den bei BILLING (8. I49—l 58
seiner Dissertation) behandelten Belsplelen
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Man sieht unmittelbar, dass hier Gesetzmiissigkeit herrscht. Simtlichen drei Folgen
kann man ja die Gestalt

(a,a+h,a+2h), (2h,a+2h,2a+2h), (—@~+ 2h), —k, a),

@ (—(a+2h), —a, 2h)

geben. Hierbei ist es von Bedeutung, dass die Bezeichnungen so gewihlt sind,
dass in den drei Folgen a eine ungerade Zahl ist. QOhne weiteres versteht man,
dass diese Gesetzmissigkeit ihren Grund in einer besonderen Wahl der repri-
sentierenden Punkte fiir die Klassen hat. HEs handelt sich in der Tat um Be-
ziehungen, welche zwischen den beiden iibrigen Schnittpunkten einer geraden
Linie mit der Kurve bestehen, falls die Linie durch einen der drei Punkte der
Kurve auf y = o geht. Diese Bezichungen lassen sich iibrigens leicht direkt aus-
rechnen. Je nachdem die Linie durch x-=0, — ¢, + ¢ geht, erhalten wir bzw.

(s) T wy = — % (2 + o)(@ + )= —26% (& —0)(m,—)=2¢"

Hierin steckt eine sehr grosse Menge von Relationen zwischen den Grissen, die
in den Awusdriicken fiir die gewihlten reprisentierenden Punkte auftreten, wobei
hier natiirlich die gemeinsamen Faktoren fiir x — ¢, x und z + ¢ mitgenommen
werden miissen. Um die Lageverhiiltnisse hier klar zu iiberschauven, kann man
die Parameterdarstellung benutzen. Man sieht dann leichter, wie die Punkte zu
je dreien in gerader Linie liegen.

4. Bei Behandlung von neuen Beispielen konnen wir stets zwei Basispunkte
mit ¥ =0 annehmen. Bei der Festsetzung von neuen Basispunkten sind dann
zweierlei Vorsichtsmassregeln in Acht zu nehmen. Ein nea hinzukommender
Basispunkt darf zu keiner von den Klassen gehoren, welche durch die bereits
vorhandenen bestimmt werden. Man darf auch nie zu einer von den drei Klassen
_ gelangen, zu denen die drei Punkte auf der Geraden y = o gehoren. Gelingt es
unter diesen Bedingungen » neue Basispunkte einzufiihren, so ist der Rang der
Kurve wenigstens 2 + ». Wir geben in dieser Nummer einige Beispiele mit einem
Range = 4. Dabei lassen sich die Angaben iiber die reprisentierenden Punkte
mit Leichtigkeit durch Benutzung der Bemerkungen am Ende der vorhergehenden
Nummer vervollstindigen.

1) ¢=330=2.3.5.11I.
(Pl) (Iy6y II) 66:
(Py) (s, 8, 11) 110;



2) ¢=12730=12.3.5.7.13.

3) ce=3570=2.3.5.7.17.
(P)
(Py)
(K,)
(K)
(K3, o)
(Py,5)

Wir nehmen noch zwei Beispiele, in denen ¢ ungerade ist.

A. Wiman.

I1,2.3, 11,
8, 2, 1I;
5,3 1;

(5, 27, 49) 15.

(7, 10, 13) 910;

1365
y y 20) - —=
(s, 13, 21) .

7, 2.5, 13;
5,13, 3.7;
13,2.7,3.5;
(13, 14, 15) 2730.

(3, 10, 17) 510;
(7,17, 27) 357;

3 2.5, 17;

7,17, 33
7.17,2.3.5, 1;
(119, 120, 121) 2730.

Dabei wird man

finden, dass die Primzahl 2 hier in etwas anderer Weise auftritt.

4) c=1155=3.5.7.11.
(Py)
(P)
(K))
(K,)
(K4, o)

(Py, )

(8, 15, 22) 165;
(10, 21, 32) 103;
1,2.3.5, 11;
5,2.3.7, I;
1,7,5.11;

385

1, 28,
( 55) 5
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5) ¢=12155=5.11.13.17.

(P) (26, 81, 136) 221;
(Py) (1, 221, 441) %;
(K,) 13, 2, 17;

(K,) 1,13.17, I:

(K, o) 17,2, 13;

(P, 5) (306, 361, 416) 221.

5. Bei diesen Untersuchungen war das Hauptziel eine Kurve von héherem
Range als vier zu entdecken. Dies ist uns auch gelungen und zwar fiir

(6) ¢=510510=2.3.5.7.11.13.17,

also bei einem 80 grossen ¢c-Wert, dass es zweifelhaft erscheinen konnte, in wie
weit die Eigenschaften der Kurve sich iiberschauen lassen. Doch waren einige
Augenblicke genug, um die Uberzengung zu gewinnen, dass diese Kurve nicht von
niedrigerem Range als finf sesn kann. Ich fand ndmlich unmittelbar die drei
rationalen Punkte:

(42, 55, 68) 39270;

(80, o1, 102) 46410;

(11, 6, 119)85—385-

Man nehme je dabei eine beliebige von den beiden zugehérigen y-Werten. Hier
haben simtliche drei Ausdriicke zwischen den Klammern die Eigenschaft, dass
das letzte Glied den Faktor 17 besitzt. Hieraus sieht man sofort, dass die zu-
gehorigen Klassen von einander unabhingig sind, so dass die Punkte eine Basis
fiir ein System rationaler Punkte vom Range drei darbieten. In den Charak-
teristiken der Klassen dieses Systems tritt offensichtlich 17 entweder gar nicht
oder bei dem letzten Gliede auf, und das Zeichen — ist bei denselben gar nicht
vertreten. Es sind dies Eigenschaften, welche, wie wir aus der 2. Nummer
wissen, keiner von denjenigen Klassen zukommen, zu denen die drei Punkte auf
y =0 gehoren. Der Rang der Kurve muss mithin = § sein.

Um hier die Zusammenstellung (4) direkt benutzen zu konnen, muss fiir die
Basispunkte das erste Glied in den Klammern eine ungerade Zahl sein, und es
ist dies der Grund, warum wir in der folgenden Zusammenstellung nicht das
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obige Punkttripel als Basis gewiihlt haben. Wir ersetzen also dieses Tripel mit
einem anderen Tripel, bei welchem die oben besprochene Bedingung fiir das erste
Glied erfiillt wird und verfahren dann wie bei dem Falle ¢ = 210. Die zwei
Basispunkte auf y=o0 mogen hier mit P, und P; bezeichnet werden. Die ge-
meinsamen Faktoren fiir z — ¢,  und z + ¢ werden mitgenommen.

(Py) (13, 34, 55) 24310;
(P, (11, 51, 91) 2237

4
(P, (11, 65, 119) 222%;
(K,) 13,2.17,5.11;
(Ks) 11, 3.17, 7-13;
(K, 11,5.13,7.17;
(K, ) 1,2.3.11.13,5.7;
(K, s) §5.17,2.11,7.13;
(Ks, o) 13.17, 3.5, 1;
(K s, s) §,2.3, 11.17;
(Py, ) (841, 858, 875) 30030;
(P, s) (85, 88, 91) 170170;
(Ps, 5) (221, 375, 529) 3315;
(Py s ) (5, 96, 187) 5610.

Hier folgen nun sieben Zusammenstellungen nach dem Typus (4) von repri-
sentierenden Punkten der Klassen zu je vier. Ausgangspunkte sind dabei die
oben angegebenen Punkte P,, Py, Py, P, ,, P, 4, Py 3 und P, , ,.

(13, 34, 55) 24310; (42, 55, 68) 39270;
(— 55, —21, 13) 15015; (—68, — 13, 42) 9282.

(11, 51, 91) 5132; (80, 91, 102) 46410;

(— 91, — 40, 11) 10010; (— 102, — 11, 80) 5610.
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(11, 65, 119) E;’—8-5-; (108, 119, 130) 46410;

(— 119, — 54, 11) 7854; (— 130, — 11, 108) 4290.

(841, 858, 875) 30030; (34, 875, 1716) 2ot 1;:110;
14586
(— 875, —17, 841) 595; (— 1716, — 841, 34) 4255 '

(85, 88, 91) 170170; (6, 91, 176) 6006;

(—o1, —3, 85) ﬁz%; (— 176, — 85, 6) 5610.

(221, 375, 529) 3315; (308, 529, 750) 2310;

(— 520, — 184, 221) 34B4, (70, — 221, 308

1034 ) 510510
25

529
(5, 96, 187) s610; (182, 187, 192) 102102;

8508
(_ 187) —9I, 5) __Sl_65, (— 192, — 5, I82) 2730.

Wie man sieht, sind von diesen 28 Reprisentanten 20 mit ganzzahligen
Koordinaten. Den nahen Zusammenhang zwischen den Ausdriicken fiir je vier
zusammengehdrige Punkte ist hier nicht zu verkennen. So etwa wenn fiir einen
Punkt ein Quadrat wie 841 im Nenner auftritt. Fiir die drei anderen Punkte
in demselben Quadrupel ist dann 841 Faktor eines Gliedes zwischen den Klam-
mern, und zwar jedesmal an einer anderen Stelle.

6. Vermutlich existiert es Kurven (2) in unbegrenzter Anzahl vom Range
finf und vielleicht auch solche von héherem Range. Doch diirfte ein mehr
methodisches Verfahren erforderlich sein, wenn man hieriiber Klarheit zu schaffen
wiinscht. Nimmt man an, dass ¢ Produkt von r verschiedenen Primzahlen ist,
go lidsst sich leicht in 27 + 1 bzw. 27 + 2 eine obere Grenze des Ranges er-
mitteln, je nachdem 2 eine von diesen Primzahlen ist oder nicht.! Diese Grenze
lisst sich doch wohl nur in dem Falle erreichen, wo r =1 ist. Es gibt also
Fille, wo ¢ = eine Primzahl p und der Rang vier ist. Als erste Bedingung hier-
fiir findet man leicht p = 1 (mod 8). Hierzu kommen noch weitere Bedingungen.

! Diese Grenze findet man 8. 56 in der Abhandlung von BILLING in Zusammenhang mit
Untersuchungen iiber die obere Grenze in allgemeineren Fiillen.
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Da wir aber vielleicht ein anderes mal auf unsere diesbeziiglichen Untersuchungen
zuriickkommen, so wollen wir hier nicht niher auf dieselben eingehen! Die drei
ersten Fille mit dem Range vier hat man fiir

P =41, 137, 761.
Wir begniigen uns mit einer Zusammenstellung in analoger Weise wie in den
vorhergehenden Nummern von Reprisentanten fiir die Xlassen im Falle ¢ = 41.
Dabei werden die. drei Klassen mit Repriisentanten auf der Geraden y = o sowie
die Einheitsklasse ausser Acht gelassen.

)&,

9_1
(9, 25, 41 o (32, 41, 50) 5

(—-41) - 16) 9) 4_11 (_ 50, — 9, 32)

25
(961, 1028, 1089) 6 ; (128, 1089, 2050) _1’

— — R _ 41
(— 1089, — 64, 961) 25,( 2050, — 961, 128) 7089

4L )
(41, 441, 841) 200" (800, 841, 882);

41

— — v, _
(— 841, 4oo,41)441,( 882, — 41, 800) 841

Ich habe auch den Fall in Betracht gezogen, wo ¢ Produkt von zwei Prim-
zahlen ist. Doch ist es mir dabei nicht gelungen eine Kurve mit einem Range
> 4 zu finden. Den Rang 4 bekommt man beispielsweise fiir ¢=34 und c¢=6s.

1I.
7. Wir gehen jetzt zur Behandlung der allgemeineren Kurve
(1) v=z(x+alx+0b

diber. Eben auf Grund der griosseren Allgemeinheit dieser Kurve scheint hier
die in der vorhergehenden Abteilung benutzte Methode weniger anwendbar. Wir
nehmen unseren Ausgangspunkt von dem Umstande, dass, wenn man fiir einen
rationalen Punkt

! Man vergleiche die eingehende Behandlung der Fille y* =x(z* + p) und y* =z (a® £ 2p)
in der Abhandlung (8. 105—116) von BILLING,
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) z=rka
setzt, £ immer eine rationale Zahl bedeutet. Es ergibt sich die Bedingung, dass
k(k+ 1)(ka + b)
Quadrat einer rationalen Zahl sein muss. Man erhiilt hieraus
(8) b= —Fka+ k(k+ 1)x,

wo x eine rationale Zahl bezeichnet. Wiingcht man als Ausdruck fiir b eine
ganze Zahl, so kann nachher eine leichte Transformation erforderlich sein. Wenn
also die Kurve (1) einen rationalen Punkt, fiir welchen (7) gilt, enthalten soll, so
muss ihre Gleichung auf die Gestalt

(9) v*=zx+alc—ka+kk+ Dx

gebracht werden konnen. Wie man leicht sieht, sind hier die Werte 2=o0 und —1
auszuschliessen. TFiir x® gilt, dass die Relationen a=(k + 1)x* und a=kx*
zu vermeiden sind. In allen diesen Fillen erhiilt man ja entweder b= o0 oder
b=a. Da wir voraussetzen, dass es sich in (7) um einen neuen rationalen Punkt
handeln soll, der also nicht auf der Achse y = o liegt, so muss x £ 0 sein.

Geben wir jetzt k¥ in (9) einen bestimmten Wert, so bekommen wir ein
System von Kurven, welches wir eine Familie nennen. In einer Familie sind
mithin a und x*® veriinderliche Parameter. Da man in (7) von einem beliebigen
rationalen Punkte ausgehen kann, so gehort eine und dieselbe Kurve zu mehreren
Familien. Hierzu kommt noch, dass die Gleichung einer Kurve in sechs ver-
schiedenen Weisen die Gestalt (1) nehmen kann, da man ja freie Wahl hat, welche
von den drei Faktoren man als x, z + a und z + b bezeichnen will. Hierbei ist je-
doch zu bemerken, dass ¥ durch — (£ + 1) ersetzt wird, wenn = und x + a mit
einander vertauscht werden. Die Parameter # und % bestimmen mithin dieselbe
Familie, wenn zwischen ihnen die Relation

(10) E+k +1=0

besteht.

In einer Familie besitzt jede Kurve rationale Punkte ausserhalb der Achse
y=o0. Es ist grosse Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebig aus der Familie
herausgegriffene Kurve den Rang drei besitzt. Doch existieren, wie wir sehen
werden, in jeder Familie auch Kurven vom Range vier oder noch héherem Range,
und sogar in unbegrenzter Anzahl. Es gibt aber auch Familien, in denen Kurven

6-032047 Acta mathematica, 76:3~4
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auftreten, welche bloss vom Range zwei sind. Dies wird dann zutreffen, wenn
die Anzahl der rationalen Punkte einer Kurve eine endliche ist. Man hat hier
die Moglichkeiten von acht, zwolf oder sechszehn rationalen Punkten.!

Bei zwolf rationalen Punkten miissen sowohl die drei reellen Wendepunkte
als auch die von diesen Punkten ausgehenden je drei Tangenten rational sein.
In den beiden Fillen mit acht oder sechszehn rationalen Punkten miissen ra-
tionale Tangenten von demjenigen Punkte der Achse ausgehen, der auf dem un-
paaren Teile der Kurve liegt. Wiihlt man diesen Punkt als x =0, so hat man
a und b>o0, und wir konnen schreiben a=a® b =73 Fiir die Winkelkoef-
fizienten der vier Tangenten bekommen wir dann + ¢ + 8. Sind 2 und b Qua-
drate von rationalen Zahlen, so erhalten wir also in den Beriihrungspunkten vier
neue rationale Punkte. Fiir diese Punkte hat man x = + 3. Nehmen wir «
und g > o, so liegen die beiden Punkte mit x = « 8 auf dem unpaaren Teile der
Kurve. Die Maoglichkeit liegt vor, dass auch die Beriihrungspunkte der Tangenten
von diesen beiden letzteren Punkten rational sind. Hierfiir hat man die Be-
dingung, dass fiir diese Punkte die Grossen x, x + a und x + b Quadrate von
rationalen Zahlen sein und also zur Einheitsklasse gehoren sollen. Fiir die frag-
lichen Gréssen bekommt man die Ausdriicke a8, ¢(e + 8), f(a + 8), wobei man
@, 8> 0 annehmen kann. Hieraus lisst sich leicht erschliessen, dass, falls die
Kurve sechszehn rationale Punkte besitzen soll, so miissen ¢, § und ¢ + 8, wenn
man von einem gemeinsamen Faktor absieht, Quadrate von rationalen Zahlen sein.

Man bemerke, dass bei acht rationalen Punkten der Punkt x = o zur Ein-
heitsklasse gehort. Der unendlich entfernte Punkt und die drei Punkte auf der
Achse y =0 reprisentieren dann nur zwei Klassen und gehoren also nicht linger
zu vier verschiedenen Klassen. Ebenso ist ersichtlich, dass in dem Falle, wo
man von acht zu sechszehn rationalen Punkten steigt, von den acht Punkten
diejenigen auf dem paaren und unpaaren Zuge der Kurve zu je einer und der-
selben Klasse gehoren.

Bei dem speziellen Falle (2) ist die Moglichkeit mit acht, zwolf oder sechs-
zehn rationalen Punkten ausgeschlossen. Fiir acht rationale Punkte lisst sich
ja die Bedingung, dass 2 ¢® Quadrat einer rationalen Zahl sein soll, nicht erfiillen.
Behufs der Bestimmung der Wendepunkte erhilt man die Gleichung

3zt — 622’ — ¢t =o.

' B. LevI, »Saggio per una teorie aritmetica delle forme cubiche ternaries (Atti della R. Aec-
cademia delle Scienze di Torino, 41, 1906).
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x2 2
-
2

Wie man sieht, ist also Z—S—I keine rationale Zahl. Selbstverstindlich gilt dies

Hieraus ergibt sich

dann auch fir 2. Auch der Bedingung fiir zwdlf rationale Punkte lisst sich
mithin in diesem Falle nicht geniigen.

8. Findet man, dass eine Kurve zu zwei verschiedenen Familien (9) gehort,
so darf man erwarten, dass die Kurve einen héheren Rang als drei besitzt. Dabei
ist selbstverstindlich vorauszusetzen, dass die Wahl der Kurve und diejenige der
Familien unabhiingig von einander gemacht worden sind. Ohne Schwierigkeit
lassen sich die zwei Familien gemeinsamen Kurven durch eine Gleichung zu-
sammenfassen. Sind % und %, die bestimmenden Parameter, so ist ja fiir b ausser
der Relation (8) noch

zu erfiillen. Fir ¢ und b bekommen wir jetzt die Ausdriicke:

_ k(e + 1)x® —k (k + 1)}
(II) a= k_lfl )

EE ((ky + 1) — (£ + 1) 27
k—k, '

(12) b=

Fiir das gesuchte Kurvensystem gilt mithin die Gleichung .

B+ 1)a®—k (k + x)x‘;’) (x+7‘7‘1((7‘1 + D~k + 1)x”))_

2=
(13) 9 x(x+ T D

In (13) haben wir eine Unterfamilie ven (g), die wir wohl auch als eine Familie

zweiter Stufe bezeichnen konnen. In einer derartigen Unterfamilie sind Kurven

vom Range 3 (oder 2) Ausnahmen und kénnen wohl nur in begrenzter Anzahl

vorkommen. Als der normale Rang kann vier betrachtet werden. Doch gibt es

in einer Unterfamilie auch Kurven von héherem Range in unbegrenzter Anzahl.
Als erstes Beispiel nehmen wir 4 =1, k, = — 2. Es geht dann (13) in

(14) y’=z(m+-§(x’—x§’)) (x+§(2x’+xf))

iiber. Da nach (10) =1 und %, = — 2 dieselbe Familie bestimmen, so ist (14)
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nicht in eigentlichem Sinne als gemeinsame Unterfamilie von zwei verschiedenen
Familien zu betrachten. Nun éndert sich die Gleichung einer Kurve, wenn man
von dem Parameter %k zu dem Parameter — (k + 1) iibergeht. Die Relationen

zwischen den eingehenden Komstanten a, b bzw. a, b sind dabei
(15) a+a=o0, b=b—a, b=0>b—a.

Wenn jetzt eine Kurve die Eigenschaft besitzt, dass dieselbe zwei mal bei dem
Parameter % und also auch bei dem Parameter — (% + 1) auftritt, wobei zwischen
den Konstanten der betreffenden Gleichungen die Relationen (15) gelten, so wird
dadurch eine Unterfamilie definiert, und von dieser Art ist (14). Da wir also
dieselbe Kurve, nur mit einer anderen Gleichung, erhalten, wenn wir die Werte
der Parameter x und x, vertauschen, so konnen wir in (14) x > x; setzen.

Bei der Untersuchung einzelner Kurven (14) habe ich bloss einen einzelnen
Fall mit dem Range drei gefunden, und zwar fiir x =2, x, = 1. Die Gleichung
dieser Kurve ist

=z + 2)(x + 6).

Fiir alle anderen von mir behandelten Kurven (14) ist der Rang = 4. Wir geben
hier einige Beispiele.

x=4, x,=1I. yi=z(x + 10)(x + 22);
x =35, % = I. yP=z(x + 16)(x + 34);
x=7, x, =1I. y:=zx(x + 32)(x + 66);
x=35, x, = 2. v =z(x + 14)(z + 36).

Wir betrachten auch den Fall k=1, k, = 2. Es ergibt sich dann aus (13),

wenn wir %, und x, durch %, bzw. x, ersetzen,
(16) yr=x@—2x+ 61)(r + 4x*—6x).

Die folgenden drei Kurven (16) haben nur den Rang drei.

x=1, xg=1. ¥ ==x(x + 4)(x—2);
x=2, %, = I. y:=zx(x— 2)(z + 10);
x=3, %y =2. ¥ =z(x + 6)(x + 12).

Auf die erste Kurve, doch in einer anderen Form der Gleichung, sind wir be-
reits fiir k=1, ¥, = — 2 und x = 2, x, = 1 gestossen. Die Gleichung der dritten
Kurve lidsst sich in
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y* =z (a® — 36)

iiberfithren und kommt in dieser Gestalt in der Tabelle am Ende der Abhandlung
von Birrine vor. Es seien noch zwei Kurven (16) mit dem Range vier angefiihrt.

x =1, %y = 2. v =z(z + 22)(x — 20);

x=3, %= 1. Yy =zx(x— 12)(xz + 30).
Die fraglichen Verhiltnisse mogen durch besondere Behandlung der Kurve
yE=2x(z + 10)(z + 22)

" beleuchtet werden. Nach den bereits bekannten Eigenschaften muss die Kurve
die rationalen Punkte

(Py) (10, 20, 32);

(Ps) (— 20, — 10, 2)

enthalten. Die zugehorigen Klassen K, und K, lassen sich so charakterisieren:
(K) 1, 2, §;

(Ks) —2, —1, §.

Fiir die zusammengesetzte Klasse K, , ergibt sich

(Ky, 5) -1, —1, 2.

Ohne Schwierigkeit findet man fiir diese Klasse den repriisentierenden Punkt
(P, ¢ (—18, —8, 4).

Fiir die Punkte auf der Achse erhilt man

(Py) (0, 10, 22);

(K) 2, 11, §;

(P) (— 10, 0, 12);
(Ky) —3 —I, 2.5
(Ps, ) (— 22, — 12, o);
(Ks, ) —3, —2.11, L

Da also keine der Klassen K,, K; und K, , mit einer der Klassen K,;, K, und
K, , zusammenfill, so kann der Rang nicht kleiner als vier sein. Wenn
wir von der Einheitsklasse absehen, so gibt es noch neun Klassen rationaler
Punkte. Diese entstehen durch Kombination von K,, K,, K, , einerseits mit



242 A. Wiman.

K;, K,, K, , andererseits. Wenn wir Repriisentanten fiir diese Klassen angeben
wollen, so gelingt dies am leichtesten in der folgenden Weise. Wenn fiir die
beiden iibrigen Schnittpunkte einer Geraden durch x =y = 0 mit der Kurve die
Abszissen mit z, und xz, bezeichnet werden, so suchen wir die Relation, welche
zwischen z;, und x, besteht. Ist nun 2, bereits bekannt, so findet man hieraus
2y und natiirlich auch 23 + @ und z, + . In gleicher Weise suchen wir fiir eine
Gerade durch z + a =y =0 die Relation zwischen z, + a und x; + a und fiir
eine Gerade durch z + b=y =0 die Relation zwischen 2, + b und z; + 6. Es
handelt sich hier um Verallgemeinerungen von (5). Als Resultate bekommen wir
fiir die allgemeine Kurve (1)

(17} zzy=uab; (& + a)(xy + o) = —a(b—a); (@, + b)(x; +b)=—bla—0b)
und fiir die behandelte spezielle Kurve
(18) =z xy=220; (x, + 10)(x; + 10) = — 120; (z; + 22)(x;, + 22) = 264.

Mit Benutzung der obigen Angaben finden wir leicht die folgenden repriisentie-
renden Punkte:

(Pl, s) (22, 32, 44);
(Ps,s) (_117 - I, 11);
—110 —20 88}
(Pl, 2,8) T: 9 ) ;)’
(Pl 4) (_ 167 _6) 6))
(Py, ) (2, 12, 24);
(Pl, 2,&) (5» 159 27)’
—55 — 15 33).
(P, s 55, =15, 33,
(Pz, s, o (110, 120, 132);
(Pl, 2,8, 2 (44, 54, 66).

In ganz dhnlicher Weise wiirden sich die Verhiiltnisse gestaltet haben, wenn
wir als Beispiel eine andere Kurve gewiihlt hiitten.

9. Wenn wir den vorangehenden Gedankengang einen Schritt weiter ent-
wickeln, so gilt es Kurven vom Range fiinf in den gemeinsamen Kurven von drei
verschiedenen Familien (9) aufzusuchen. Bedeutet k, einen neuen rationalen Para-
meter, so fragen wir also nach der Bedingung, welche (13) mit
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(19) v=z(x+a{x—ka+ kg + 1)x3)

identisch macht. Wir gelangen 80 zu den Gleichungen:

(20) a=k(k + 1)12:721(7‘71 + I)xf;
(21) —ksa + kg, + I)xzzkkt«lﬂ'*' 1) — (& + 1)x%)

Durch Elimination von @ bekommen wir die gesuchte Bedingung

Es existieren also keine derartige gemeinsame Kurven bei solchen Kombinationen
von %, k, und %,, fiir welche die terniire Quadratische Form (22) keine Nullform
bedeutet, und man iiberzeugt sich leicht, dass, falls man etwa %, %, und %, be-
liebig als ganze Zahlen wihlt, die Nullformen verhiiltnismiissig selten sind. In
den von uns in der vorhergehenden Nummer betrachteten Beispielen hatten wir
k=1, ky=—2 und %k; =2, und fir diese Parameterwerte bekommen wir die
Nullform

(23) 4x* —xl —gxi=o0.
Die Losungen von (23) lassen sich unmittelbar avs denjenigen von
o —yt—zt=o0

herleiten. Wenn wir Lésungen mit einem gemeinsamen Faktor fiir x, y und 2
wegwerfen, 8o haben wir bekanntlich fiir diese letztere Gleichung die allgemeine
ganzzahlige Lisung

z=m+n?, y=md—un?, z=2mn.

Dabei sind m und 7 ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler, und von diesen
Zahlen muss eine ungerade und die andere gerade sein. Mit Riicksicht auf die
vorliegende ¥rage sind hier zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem eine von
den Zahlen m und n durch 3 teilbar ist oder nicht. Es ist ja im ersten Falle 3
Teiler von 2mn und im zweiten von m® — %%, Wir konnen jetzt die ganzzahligen
Losungen von (23) angeben.

1) mn hat 3 als Teiler.

(24) x=m’+n’, xl=2(ms—n2)’ g == ——— -
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2) mn ist durch 3 nicht teilbar.

2 e
(25) x=m+ n? x,=4man, ,2=M.

Als Beispiele geben wir die drei ersten Fille.

1) m=2z2,n=1,%x=5 x=28, ¥x=2;
2) m=3, n=2, x=13, %, = 10, x, = §;

3) m=4, n=1, x=17, x, = 16, %, = I10.
Fiihrt man diese Werte von x und x, in (14) ein, so bekommt man die Kurven

1) y*=2x(x— 26)(x + 76);
2) y*=2x(x + 46)(r + 292);
3) yi=z(x + 22)(z + 556).

Diese Kurven kann man auch durch Einfithrung der Werte von x und x, in (15)
erhalten. Dasselbe gilt, wenn man in

2—
(26) y”=x[x+3i2—x—'](x+3x§+x?)

die Werte von x, und x, einfithrt, wobei wir in (26) die Gleichung haben, in
welche (13) fiir die Parameterwerte 2 und — 2 iibergeht. Wiinscht man fiir die erste
Kurve die Grosse a > o0, 80 ist  — 26 durch z zu ersetzen. Die Gleichung der
Kurve wird dann

y® =z (x + 26)(z + 102).

Es tritt hier nach (10) eine Uminderung der Parameterwerte ein, und zwar er-
hilt man k= —2, k=1, k= —3.

Man Sfndet leicht, dass keine von den drei oben angefiihrten Kurven einen
niedrigeren Rang als fiinf haben kann. Dieselbe Eigenschaft wird sich fiir andere
Kurven bestiitigen, welche man aus der durch (23) definierten Schar beliebig
herausnimmt. Man hat also guten Grund zu der Vermutung, dass simtliche Kurven
dieser Schar den Rang fiinf oder einen moch hioheren Rang besitzen. Doch scheint
ein strenger Beweis hierfiir mit gewissen Schwierigkeiten verbunden zu sein.
Es ist nimlich fiir den Beweis wesentlich, dass gewisse binire biquadratische
Formen, welche bei den drei vorliegenden Kurven Primzahlen 17, 19, 41, 73, 89
und 139 bedeuten, keine Quadrate darstellen konnen, und die Feststellung von
derartigen Eigenschaften ist ja im allgemeinen keine leichte Aufgabe. Die Null-
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form (23) scheint in dieser Hinsicht eine ausgezeichnete Stellung einzunehmen.
Fiir alle anderen von mir untersuchten Nullformen (22) gibt es nimlich in der
zugehorigen Schar von Kurven Ausnahmen, fiir welche der Rang < 5 ist.

10. Der niichste Schritt wiire nun zu Kurven vom Range sechs aufzusteigen.
Hier kommt uns nun eine Zufiilligkeit zu Hilfe, indem die Kurve

(27) y* =z (x + 46)(x + 292),

mit welcher wir bereits in der vorhergehenden Nummer Bekanntschaft gemacht
haben, diesen Rang besitzt. Zur Vermutung, dass diese Kurve einen hdheren
Rang als fiinf hat, wurde ich durch Umstinde gefiihrt, welche aus den folgenden
Entwicklungen verstindlich sein diirften.

Variiert man in (22) %, k, und %, und kombiniert man die so entstehenden
Formen zu einem linearen System, so dass jedesmal demselben Parameter k die-
selbe Verinderliche x zugeordnet wird, so treten in diesem System keine anderen
terniren Formen auf als eben die Grundglieder (22). Fixiert man nimlich neben
k, k, und k; noch einen vierten Parameter k,, und kombiniert man dann (22) mit

(28) (B, — k) k(k+ 1)x® + (kg — )Ry (By + 1)x} -+ (B — &) kg (kg + 1) g = O,

indem man (22) mit %, — % und (28) mit ¥, — % multipliziert, so erhilt man nach
Wegschaffung des Faktors ¥ — %k, als Differenz der so erhaltenen Ausdriicke

(29) (kg —E)k(k+ 1)x® + (kg — k) kg (ky + 1) + (k — k) ky (ks + 1)33 = 0.
In entsprechender Weise bekommt man
(30)  (Ry — Fg) oy (By + 1) 50 + (R — Ey) Koy (ks + 1) 53 + (ky — ko) by (k5 + 1) = 0.

Man versteht jetzt, dass es zulissig ist fiir die Grundglieder des in Rede stehenden
linearen Systems die Beschrinkung einzufiihren, dass ¥ und %, feste Werte an-
nehmen sollen, so dass nur %, variiert.

Hat man in (1) b > a > o, so findet man, wenn man einen rationalen Punkt
durch (7) definiert, dass £ entweder > 1 oder << — I sein muss. Im ersten Falle
sind simtliche drei Faktoren z, # + a und = + b > 0, im zweiten Falle nur der
letzte Faktor. Fiir 0 > % > — 1 bekommt man ein negatives Produkt. Kommen
b, 2 und o in anderer Reihenfolge beziiglich der Grosse, so tritt hierin eine
. Anderung ein. Nur kann es fiir keine Gestalt der Kurvengleichung eintreffen,
dass man rationale Punkte mit - Werten in allen drei Intervallen >0, 0>4>—1,
k < — 1 erhilt. Hiermit stimmt es iiberein, dass nur dann, wenn von den Para-
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metern %, %, und %, je einer in jedem von diesen Intervallen liegt, die ternire
Form (22) definit wird.

Wir fithren jetzt neben den Parametern ¥ =1, £, = — 2 und %3 =2 noch
einen vierten Parameter k;= — 4 mit der zugehérigen Veridnderlichen x; ein.
Durch Kombination der vier Parameter zu je drei bekommen wir vier quadra-
tische Formen, welche demselben Biischel angehoren. Von diesen Formen kennen
wir bereits eine aus (23). Die drei iibrigen werden hier angegeben.

(31) 2x*—s5xi + 18x3=0;
(32) 2x!—s5x;—2x=0;
(33) Xi— ¥ —4x=0.

Ohne Miihe erkennt man auch in diesen letzteren Formen Nullformen. Aus
ihren rationalen Nullstellen lassen sich drei neue Kurvenscharen vom Range fiinf
herleiten. Hier treten jedoch nicht nur Ausnahmen von héherem Range sondern
auch solche von niedrigerem Range auf.

Unter den Losungen von (31) bemerken wir

A=1T=xy, % =2; X==0, 7(1=6, Ay =1; x=13, x =10, %= 3.
Als Gleichungen der zugehorigen Kurven erhiilt man

' =x(x—2)(x+4);
y*=zx(x + 30)(x + 132);
v =z (x + 46)(x + 292).

Die erste von diesen Kurven ist uns schon bekannt und hat nur den Rang drei.
Fiir (32) haben wir als die niedrigsten Ldsungen

X=7, =4, %3 =3, x=13, 15=8, %3 = 3.
Die Gleichungen der entsprechenden Kurven sind

' =z (x — 2)(z + 100);

y? =z (x + 46)(z + 292).

Von diesen Kurven hat die erste nur den Rang vier.
Zuletzt betrachten wir fiir (33) die Losungen

X =05, %3=3, g =2; %, =10, kg =238, x3=13; %, =13, x, =25, 13 =256.

Nach (26) erhalten wir fiir dieselben die Kurven
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¥=zx(+ 1)z + 52);
V' =z(x + 47)(x + 244);
P =1x(x + 46)(x + 292).

Auch hier hat die erste Kurve nur den Rang vier.

Hier verdient die Tatsache besondere Aufmerksamkeit, dass, wie wir sehen,
die Kurve (27) gemeinsames Glied der vier Karvenscharen ist. Jeder der Ver-
inderlichen x, x;,, %, und x4 tritt dabei drei mal auf, aber :mmer mit demselben
Wert, und zwar hat man

(34) x =13, X, = 10, x3 =8, %3 = 3.

Es lisst sich demnach (34) als Nullstelle des Biischels betrachten, in welchem
(23), (31), (32) und (33) eingehen. Dieses Biischel konnen wir als ein Nullbiischel
bezeichnen. Fiir die Kurve (27) kénnen. wir mithin in (7) =1, — 2, 2 und
— 4 setzen und bekommen in dieser Weise vier rationale Punkte. Die Frage
ist nun, ob man in diesen Punkten nebst zwei Purkten auf der Achse y=o0
sechs unabhingige Basispunkte hat, so dass der Rang der Kurve mindestens
sechs ist.

Stellen wir zusammen die Werte, welche z, = + 46 und x + 292 fiir die
Punkte der Achse annehmen, so bekommen wir

0, 46, 292; — 46, 0, 246; — 292, — 246, o.

Diese Punkte gehoren zu drei verschiedenen Klassep, und in den charakteristischen
Primzahlen fiir jede von diesen Klassen tritt mindestens eine von den Primzahlen
41 und 73 auf. Da, wie wir sehen werden, diese Primzahlen gar nicht bei den
vier auf der Achse nicht liegenden Basispunkten auftreten, so sind die Basis-
punkte auf der Achse von den vier anderen unabhiingig.

Es bleibt noch iibrig nachzuweisen, dass die vier letzteren Basispunkte von
einander unabhiingig sind. Wie in friilher behandelten Beispielen geben wir zu-
erst die Folgen z, 2 + 46 und z + 292.

(Py) (46, 92, 338);

(Py) (— 92, — 46, 200);
(Py) (92, 138, 384);

(P) (— 184, — 138, 108).

Die entsprechenden Klassen lassen sich in der folgenden Weise charakterisieren.
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(Ky) I, 2, 23;

(Ky) —2, —1, 23;
(K,) 2.3, 1, 23;

(K,) —3, —1, 2.23.

Wie wir bereits bemerkt haben, kommen hierbei die Primzahlen 41 und 73 nicht
vor. Indem wir die obigen vier Klassen mit einander kombinieren, bekommen
wir ausser der Einheitsklasse die folgenden 11 neuen Klassen.

(K, ) -1, —1, 2;
(K, s) 3 1, 2;

(K, ) —2.3, —1I, 1;
(Ks,a) —3 — L, I
(K, o) 3 2, I;

(K3, ) -1, —2,1;
(Ky, », 8) —3, —2, 23
(K, 3,4 3 1, 23;

(K, 5 4 —1, —1, 23;
(Ke s 4) I, 1, 2.23;
(Ky 254 2,1, 1.

Hieraus ist ersichtlich, dass die vier Punkte P,, P;, P, und P, Basispunkte fiir
ein System rationaler Punkte vom Range vier sind. Der Rang der Kurve (27)
ist also mindestens sechs.

Ohne grosse Miihe kénnen wir Repriisentanten auch fiir die 11 Klassen
K, 3, ... K, ;5. bestimmen. Wo es der Deutlichkeit halber wiinschenswert er-
scheint, wird dabei Faktorenzerlegung vorgenommen.

(Py, ) (— 288, — 242, 4);
(Py, ) (8, 54, 300);

(Py,4) (— 196, — 150, 96);
(Py, o) (—49, — 3, 243);
(Py, ) (2, 48, 204);
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(Ps, 2 (— 50, — 4, 242);
- 49 46 —24.46 6.841)\.
(P, 5,9 4.46, 8-%41);
(Px, e, 2 (25.23, 27.23, 3.280);
2 —2 61\ .
(Pl,a, 4) (_9_ﬁ3 37 97)7
6.46 2 6 841
(Py 5 4 (I 94 5. 4 4. 94)
(Py, s, s, J (676, 2.361, 2.484).

Man bekommt 45 neue Klassen durch Kombination der 15 Klassen K, . . .
K, 5 3 « mit den drei Klassen, fiir welche die Punkte der Achse Repriisentanten
sind. Tiir diese Klassen findet man sofort Reprisentanten, wenn man noch auf
(17) Riicksicht nimmt. Hier erhilt (17) die Gestalt

T, Xy = 46.292, (x, + 46)(x, + 46) = — 46.246, (x, + 292) (@, + 292) = 246. 292.

In den Ausdriicken rechts kommt hier kein anderer Quadrat als vier vor. Man
ersieht hieraus, dass Quadrate wie 9, 25, 49, 81, 121, 169, 289, 361, 841, 961,
welche oben in den Zihlern auftreten, bei den neuen Reprisentanten ihren Platz
in den Nennern haben. Fiir die Quadrate 16 und 64 erhilt man dagegen in
den entsprechenden Nennern nur 4 bzw. 16.

11. Nach geometrischer Betrachtungsweise hat das Biischel, zu welchem
(23), (31), (32) und (33) gehoren, eine Durchschnittskurve vierter Ordnung vom
Geschlechte eins. Dabei bezeichnen x, %,, x, und x; homogene unabhingige Ver-
inderliche, und der Punkt (34) bedeutet einen rationalen Punkt dieser Kurve.
Gibt es nun bereits drei rationale Punkte auf der Kurve, so hat die durch diese
Punkte bestimmte Ebene noch einen vierten rationalen Schnittpunkt mit der
Kurve. Insbesondere gilt dies fiir die Schmiegungsebene in einem rationalen
Punkt wie (34). Dabei ist jedoch zu beriicksichtigen, dass die Schmiegungsebene
fiir einen Punkt in einer Koordinatenebene stationdr ist und also keinen neuen
Punkt ausschneidet. Es ist kaum zweifelhaft, obwohl nicht streng bewiesen, dass
wir in solcher Weise mit Ausgangspunkt von (34) eine unbegrenzte Menge von
rationalen Punkten erhalten konnen, und -diese Punkte geben Anlass zu Kurven,

fiir welche wir den Rang sechs erwarten diirfen.



250 A. Wiman,

Von der hier betrachteten Kurve kenmen wir aber von vornherein in der
Ebene x; == o0 noch vier andere rationale Punkte, und zwar hat man dabei

=1 2x= 1 2%,

Bei Einfithrung des gewdhnlichen Parameters # fiir elliptische Kurven kénnen
wir w =0 fiir einen von diesen Punkten setzen. Die drei anderen Punkte be-

w + W,

. ©0 o .
kommen dann die Parameterwerte > ;‘ und , Wo- o und w; die Grund-

perioden bezeichnen. KEs ist weiter zu bemerken, dass ein rationaler Punkt wie
(34) sieben andere rationale Punkte mit sich fithrt, welche man durch Zeichen-
dnderung der Grossen x; erhilt. Fiir acht so zusammengehérige Punkte bekommt
man, wie leicht zu beweisen ist, die Parameterwerte

o+ w,
2

Tu tu+t

VR

w
v tut+Th tudt

Da in den Koeffizienten von (13) die Grossen x; nur in Quadraten auftreten, so
fithren simtliche diese acht Punkte zu derselben Kurve.

Wir kionnen jetzt den Punkt » = 0 als einen neuen Basispunkt fiir rationale
Punkte annehmen. Wir bezeichnen das Argument im Punkte (34) mit v und
legen eine Ebene durch die Tangente in diesem Punkte und den Punkt # =o.
Der vierte Schnittpunkt mit der Kurve bekommt dann das Argument — 2.
Nach den obigen Erérterungen ist es gleichgiiltig, ob wir diesen Punkt oder
denjenigen mit dem Argumente 2 v aufsuchen. Hier handelt es sich offensichtlich
um die Jacobischen elliptischen Funktionen. Die Bezeichnungen lassen sich leicht
festlegen. Wir schreiben

Xz . 2% 2%
—~ =ginam %, — = cos am ¥, — = 4 am «.
% %y xy

Durch Benutzung der Additionstheoreme bekommen wir fiir den gesuchten Punkt
(35) * = 5521, x;, = §858, %, == 3120, x3 = — 2479.

Wenn wir diese Werte fiir x und x, in (14) einfiihren, so bekommen wir fiir ¢
eine siebenzifferige und fiir b eine achtzifferige Zahl. Hitten wir andere rationale
Punkte berechnen wollen, so wiren Zahlen mit noch viel mehr Ziffern zu er-
warten. Unser Resultat ist also, dass zu dem von uns betrachteten Nullbiischel

zwar eine Schar von unbegrenzt vielen Kurven des Ranges sechs gehort, dass
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aber diese Kurven mit Ausnahme von (27) gewissermassen in eine fiir uns un-
nahbare Ferne riicken.

In unseren Entwicklungen haben wir uns auf die vier Nullformen (23), (31),
(32), (33) und das Nullbiischel, zu welchem diese Formen gehéren, beschrinkt:
Andere Nullformen und Nullbiischel lassen sich in unbegrenzter Menge bilden.
Am bequemsten geschieht dies, indem man %, %,, k, und %, nach (7) aus rationalen
Punkten einer schon bekannten Kurve bestimmt. In solcher Weise erhilt man
unbegrenzt viele Scharen von Kurven mit dem Range fiinf oder sechs. Es ist
weiter zu bemerken, dass man hier zu gegebenen %, k, und %, den vierten Para-
meter %£; in verschiedener Weise wihlen kann. Dies hat die Bedeutung, dass
eine Nullform wie (23) sich in verschiedenen Weisen zu einem Nullbiischel er-
ginzen lisst. Hierin haben wir einen Ausdruck dafiir, dass aus der zu (23) ge-
horenden Schar von Kurven des Ranges fiinf Scharen in unbegrenzter Anzahl
von Kurven mit dem Range sechs sich extrahieren lassen. Natiirlich kann dabei
dieselbe Kurve in mehreren Scharen vorkommen. Es lisst sich aber.fragen, ob
sich die in einer Schar vom Range fiinf eingestreuten Kurven vom Range sechs
durch eine endliche Anzahl von Scharen erschopfen lassen. Die Kurven vom
Range sechs, welche man in solcher Weise findet, teilen doch wohl simtlich den
oben beriihrten Ubelstand mit gar zu vielzifferigen Grossen @ und b. Sucht man
Kurven vom Range sechs mit miissigen Betriigen fiir a und b, wie es bei (27)
der Fall ist, so ist wohl der einzige Ausweg die Entdeckung von Nullbiischeln
ohne Anleitung an einer schon bekannten Kurve. So war es ja der Fall mit
dem von uns in dieser Arbeit behandelten Nullbiischel. Dass die Kurve (27)
sich ganz isoliert von allen anderen Kurven vom Range sechs so zu sagen im
Endlichen befindet, wird man ja nicht gern annehmen.

Ich will keine Meinung dariiber aussprechen, in wie weit es'hier Kurven
von noch héherem Range als sechs gibt. Jedenfalls kenne ich kein Mittel um
eine solche Kurve zu bestimmen.



