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Introduct ion.  

Le present m6moire est consacrd ~r l'application, ~ l'dtude des domaines de 

ddtermination infinie des fonctions entibres, d'une in6ga!it6 dire fondamentale, 

ddmontr6e darts le ehapitre I. Cette indgalit6 es~ obtenue par une combinaison 

du principe de la majorante harmonique et du thdorbme fondamental de la th~se 

de M. Ahlfors. Elle concerne une fonction holomorphe et assez grande en too- 

dule dans un domaine simplement connexe situ6 dans une eouronne circulaire, 

et fair intervenir les maxima des modules de la fonction sur 2 portions d6termi- 

ndes de la frontiSre du domaine, la valeur de la fonction (en module) en un 

point int6rieur,, ainsi que la grandeur angulaire du domaine sur chaque cireon- 

f6renee concentrique ~r 1~ couronne (voir th6orbme I). 

Dans le chapitre II,  nous faisons intervenir, dans le seul but de simplifier 

les dnoncds, la no~ion de domaine associd d'un domaine multiplement connexe; 

puis nous traduisons bri~vemen~ l'indgalit6 fondamentale, la fonetion considdrde 

dtan~ entibre, mais non astreinte ~ d'autres conditions. 

Darts le chapitre I I I ,  nous appliquons E l'6tude des fonctions entibres d'ordre 
I 

:sup6rieur ou 6gal ~ -: nous tirons de l'indgalitd fondamentale des cons6quences 
2 

diverses, notamment de forme et de hombre des domaines de d6termination in- 

finie: le nombre de ees domaines, si r eat l'ordre de la fonction, est uu plus dgal 

20, Comme l'a d6j~ montr6 M. Bieberbach aprbs les tr~vaux de M. Ahlfors 

sur le thdorbme de M. Denjoy ( ~ .  Valiron avait d6js remarqud que ce nombre 
1 4 - - 3 3 4 3 .  Acta mathematica. 61. I m p r i m 6  lo 9 m a r s  1933". 
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est inf6rieur ~ 5@). •ous sommes amends ~ rechercher le hombre maximum des 

domaines s 'dtendant ~ l'infini, off lu fonction ne crolt pas plus rapidement qu'un 

polyn5me, ou qu'une fonetion d'ordre inf6rieur s @: nous montrons que ce hom- 

bre muximum est encore  2@, et donn0ns une propri~td des 2onctions at teign~nt 

lu limite. 

Le chupitre I V  u trai t  uux fonctions enti~res d'ordre infini: ~ celles-ci s'up- 

plique encore l 'in6galitd fondamentale.  5Tous donnons une proposition g6n6rale 

de grandeur  anguluire des domaines de d6terminution infinie, de mSme qu'une 

l imitat ion simple, en fonction de r ,  du nombre de ces domaines int6rieurs uu 

cercle de centre origine et de rayon r. Une m6thode sp6ciale nous permet d'exa- 

miner  avec frui t  une certaine classe de ces fonctions, pour lesquelles la grun- 

deur ungulaire des domuines en question est celle minimum qui est trouv6e 

th6oriquement.  

Enfin, duns le chupitre V, nous 6tudions briSvement le c~s des fonctions 

entiSres d'ordre inf6rieur ou 6gul ~ I .  Abandonnan~ l'in6galit6 fondamentale,  
2 

nous dtublissons que le principe de la mujorante hurmonique suffit pour retrouver 

et pr6ciser le th6or~me bien connu de M. Wiman.  ~ous  fuisons finalement re- 

tour  ~ l'in6g~lit6 fondumentule pour retrouver et prdciser une propridt6, due s 

M. Valiron, sur les domaines off une fonction entibre d'ordre nul reste born6e, 
I 

et 6tendons uu cus de l 'ordre fini inf6rieur ou 6gal ~ -. 
z 

L'in6gulit6 fondament~le qui serf de base ~ ce m6moire a 6t6 cit6e dans 

une note des C .R .  de l'Ac. des Sc. (I 5 f6v. I93z, p. 587) et quelques-unes de 

ses consdquences pressenties. 

Toutes ces propri6t6s s '6tendent uux fonctions m6romorphes poss6dant nne 

valeur exceptionnelle au sens de M. Borel (wleur  qu'on peut supposer ~tre 

l'infini). 

I.  

Une in@galit@ fondamenta le .  

i . - - P r o b l ~ m e  p r 6 1 i m i n a i r e .  - -  Soit 6 nn domaine simplement connexe 

du plan ~ ~ + iU, limitd, d 'une part  par des segments des droites ~ ~ • ~ ,  
2 

d'~utre part  par deux courbes l 1 et 12 t raversant  la bunde comprise entre les 
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deux droites pr~c~dentes. I1 n'est pas interdit  aux courbes l~ et 1._, d'avoir chac- 

une plusieurs arcs intdrieurs ,t la, bande, comme l ' indique la figure ci-contre. 

Nous supposerons que le minimum 

a des abscisses des points de la courbe 

1.2 (qui est la courbe l imitant  h droite le 

domaine (i) surpasse le m~ximum des ab- 

scisses des points de la courbe l~. 

Soit ~(r) une fonction holomorphe 

dans le domaine (l; on d5signe par m.2 

C 

~ ' -  g.%, 

�9 .1)  

une quantit6 sup6rieure ou 6gale aux valeurs de ]q~(~)l sur la courbe 12, et par 

m~ une quantit6 sup6rieure ou 6gale aux valeurs de I q~(~)l sur le reste du con- 

tour du domaine d. On supl)ose m2 sul)drieur h m~. 

Ceci pos6, nous nous proposons de rechercher une limite sup6rieure de 

I q~(~ + iV) I en un point ~ + i v int6rieur au domaine 6, et situ6 h gauche de 1~ 

courbe 12 (c'est-'~-dire tel que ~ soit infdrieur "~ a). 

Ce problhme est analogue " t u n  probl~me trait6 r6cemment par 5I. G. Jul ia  ~, 

et dans lequel cet auteur  6tudie une extension d 'une in6galit6 de ~r Carleman. 

La  d6monstration qui va suivre du probl~me que nous trai tons ici est inspir6e 

directement du m6moire de M. G. Julia. 

Sur la droite CD d'abscisse ~ (limit~e en C e t  D aux  droi tes  ~7-- + . ~ ) ,  

la borne supSrieure de l!P(~)l est ~videmment inf~rieure ou ~gale ,~ m~; nous 

pouvons donc nous contenter de trai ter  le problSme pour le domaine (l, extrait  

du domaine ~ en supprimant de celui-ci la portion comprise entre le Segment 

de droite C D  et la courbe 1.,. 

Posons 
Z--~ e 'i-a ~ e ~-a~ i~;. 

A la portion ~ ~ c~ de la bande rectangulaire 1~71_-- < Lc correspond le demi- 
2 

cercle 

~ 717 
I Z I ~  i; --  ~ A r g Z ~  

2 2 

i G. Julia: Stir quelques majorantes utiles da~s la thdorie des fonctions a~alytiques ou har- 
moniques (Ann. Ec. Korm. Sup., t. XLVIII, p. 38~. 
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A u  segment CD correspond la demi-circonf6rence limite C'])'; '2 chucune 

des demi-droites ~2 = + ~ correspondent  les rayons O C' et OD'. Enfin, '2 lu 
2 

f ront ibre  de gauche l, du domaine 61 correspond une courbe l', l imi tant  le do- 

maine t r a n s f o r m d  6'1. 

Lu fonct ion  9~(~) se t runsforme en une fonct ion @(Z) holomorphe duns d"~. 

Son module est inf6rieur ou 6gul 's m2 sur la demi-eireonf6rence C'D', et s ml 

sur le reste d~ contour  de 6',. Consid6rons la fonct ion harmonique  u(Z) qui 

prend les vMeurs log m 1 sur le diamStre C'D', et log rn 2 sur la demi-circonf6rence 

C'D'. m2  grunt sup6rieur ~ ma, sur lu c0urbe l'~ la fonct ion hurmonique u(Z) 

est sup6rieure "s log m 1. I1 en r6sulte que duns tout  le domuine t ransform6 61, 

on a l ' in6galit6 

log I ~ ( Z )  l ----< u(Z) .  

Remurquons que l'6gulit6 ne peut  pus avoir lieu 

c'est-'k-dire ne se r6duit  pus au point  o. 

Tout  revient  donc "2 former  cette fonct ion u(Z). 

si la courbe l'~ existe, 

Or, lu fonct ion 

Z1 -- Z 
v ~ Arg Z o _  Z 

(Z o et Z 1 sont les affixes des points C' et D') prend des valeurs constuntes, et 

diff6rentes, sur le dium~tre et sur lu demi-circonf6rence C'D'. Une combinMson 

lin6Mre de v donnera  lu fonct ion u: 

2 V  99~ 2 
u - -  log~ + 2 1 o g m ~ - - l o g n h ,  

7~ Tn 1 

d'ofl l 'in6gMit6 

2 m,2 Z -  Z1 
l o g l q ) ( z ) [ <  2 1 o g m 2 - - 1 o g m ~ - -  log - Arg . . . . . . . . .  

m, Z - Zo 

Revenons muintenunt  uu plan ~; nous uvons 

d'ofi 

e~-~+ i e 2(~-~) -- i + 2ie~-~cos~; 
v Arg d_g__ i = h r g  e2(~_~ ) + i - -  2e r sm ~; 

2 e ~ - a  COS ~] 
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Le num6rateur du second membre est positif, car V e s t  compris entre 

- - ~  et + - ;  le d6nominateur es t  n6gatif (~ < a); tg v e s t  n6gative, et comme v 
2 2 

est compris entre ~ et z ,  il faut prendre 
2 

2 e r  c o s  ~] 
v : z - - A r c t g  ~--e~(~::~) �9 

Suivant les notat ions habituelles, Arc tg est compris entre et + - .  
2 2 

Portant  cette valeur de v clans la limitation sup6rieure de log lO(Z)[ ,  

c'est&-dire de log I q~(~)[, il vient la limitation suivante, qui r6sout la question 

pos6e dans ce probl6me pr61iminaire: 

(i) logIqg(~ +~iv) [ < logm~ ~_ 2 log m~ Arc ~g 2e~-~c~ 
' :7~ T/21 I - -  e 2 ( ~ - - a )  

z. - -  Cette in6galit6 ne peut ~tre am61ior6e si l'on ne tient pas compte 

de lu forme du domaine 8. En effet, la m6thode employ6e permet de constru- 

ire une fonction harmonique prenant les valeurs m~--~ sur les demi-droites 

~ _ +  ( ~ + ~ ' ) , ~ + ~ " ,  et la valeur m2 sur l e s e g m e n t d e l a d r o i t e ~ a + ~ "  

eompris entre les demi-droites pr4c6dentes. 

S o i t  ~1(~) la fonction analytique de ~ telle que log 99~ admet la fonction 

'harmonique prgc6dente comme partie r6elle. La fonction 99~ est hoiomorphe dans 
P Pt le domaine ~; et en choisissant convenablement les quantit6s positives ~, ~, e , on 

constate que l o g ] F  1(~ + i~2) ] e s t  aussi voisine que Fen veut du deuxi~me membre 

de l'in6galit6 (I), les conditions requises dans le probl~me pr61iminaire 6rant 

r6alisSes, pourvu que la courbe 11 soit suffisamment 51oignSe "~ gauche. 

3 . -  Nous nous proposons de revenir plus loin sur les applications de 

l'in6galit6 (I) aux fonctions entiSres d'ordre inf6rieur ~ I 
2 

4. - -  Soit maintenant  D u n  domaine simplement eonnexe du plan z .=  rd  ~ 

limitg, d'une par t  par des arcs des circonfSrences d e c e n t r e  o e t  de rayons r~ 

et r~ (r~ < r~), d'autre part par deux courbes A et B,  dont chacune peut 4tre 

compos6e de plusieurs urcs, comme l'indique l a  figure ei-apr~s. On d6signe 
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p a r  0(r) l~ somme des angles au centre d6terminds par le domaine D sur la 

circonf6rence de centre o et de rayon r.  

La  t ransformat ion  z ' ~  log z permet  de ramener  le 

domaine pr6c6dent ~ un morceau de b a n d e a u  sens em- 
1 ploy6 par  M. Ahlfors dans sa these. Le premier  th6o- 

r~me fondamenta l  de ce m6moire condui t  alors au r6sul- 

ta t  suivant:  on peut  repr6senter  conform6ment  le domaine 

D sur un  domaine ~ du type 6tudi6 darts le probl~me 

pr61iminaire, de fagon que A e~ B correspondent  respec- 

t ivement  aux segments des droites V = A ~ l imitant  le 
2 

domaine ~, et les arcs des circonf6rences de centre o e t  

de rayons rl et r~ aux courbes ll et l~. Alors, le mini- 

m u m  a des abscisses des p o i n t s  de la courbe l~ et le 

maximum ~ des abscisses des points de la courbe l 1 sat isfont  ~ l 'in6galit6 fonda- 

mentale  
r2 

11 

(le domaine D est suppos6 d 'une forme telle que l ' int6grale du premier  membre 

est sup6rieure ~ 4, d'ofi il r~sulte que a est sup6rieur ~ fl). 

D 'une  fagon plus g6n6rale, soit z un point  int6rieur  '~ D ,  de module r ,  

et soit ~ = ~ + i~ son t ransform6 dans le domaine 6. On a l 'in6galit6 

f dt < a - - ~ + 4  I-~ tO(t) = zc 

si l~int6grale du premier  membre surpasse 4, ce que nous supposerons. 

Ceci rappel6, soit main tenan t  f(z) une fonct ion holomorphe dans le  do- 

maine D;  ~n 2 et m 1 deux quantit~s (m.~ > ml) ma jo ran t  les valeurs de If(z)] ,  m 2 

sur les arcs situ~s ~ la distance r~ de l 'origine, ml sur le reste du contour  de D. 

1 Vo i r  L. Ahl fors :  Untersuchun.qen zur Tl~eoric der konJbrmen Abbildung und der ganzen 
_h'unktionen (Acta Soc. Sc. Fennicae ,  Nova  Series A t. I n ~ 9, I93O)- Voir auss i  du  m~me  aur  

le l e m m e  2 de: Sur une gd,hdralisation du thdor~me de Picard (C. R. Ac. des Sc., 18 janv.  I932 ). 
2 En  r e p r e n a n t  le r a i s o n n e m e n t  de M. Ahlfors ,  on p e u t  ar r iver  i~ remplacer  O(t) par  une  

quan t i t~  qui  p e u t  ~tre p l u s  pet i te ,  s u iv~n t  les cas ~]e f i g u r e .  Mais  on perd  en s impl ic i t6  ce que 
l 'on  gagne  en pr6cision,  
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Aprbs reprdsentation conforme, la fonction f ( z )  devient la fonction ~(~), 

et nous retombons sur le probl~me pr61iminaire. La  transcript ion de l'indgulit6 

(~) duns le plan de la variable z fourni t  l 'in6galit6 

+ _2 m~ 
log If(r#o) l < log m~ log Are tg 

7g m 1 

2 e  - ~ ( / - ~ )  c o s  ~] 

I - -  e - ~ ( I - ~ )  ' 

~7 est l 'ordonnde du point ~ du domaine d qui correspond a.u point z = r e  ~~ 

En g6n6rul, l ' int6r~t de lu conservation de V duns la formule pr6cddente ne 

peut se fuire sentir que pour des valeurs de cosy  trbs voisines de o. l~ous 

nous contenterons ici de majorer  le deuxi~me membre de l 'indgalit6 (I') en rem- 

plagant cos V par I. De l'in6galit6 ainsi  simplifide r6sulte alors imm6diatement  

l 'in6galitd suivunte : 

e ~ (• e-~ (z-~) ~ log 
- -  ~ T / 1  

(2) Are eotg > - 
2 2 log m_2 

~ z  

Deux cas peuvent se presenter: 

a. - -  [ f ( r # ~  est infdrieur ~ ml.  Alors le deuxi~me membre de l'in~gulit6 

(2) est n6gEttif. Ce cus ne pr~sente aucun int~rS~, car I u ~t~ suppos~ sup6rieur 
7g 

ou dgal ~ 4, donc le premier membre est d6j~ compris entre o e t  - -  
2 

b. - -  [f(rd'~ est supdrieur ou dgal ~ m 1 (mais inf6rieur ~ m s puisque le 

point re  i~ est int6rieur uu domaine D). D~signons par 7 le deuxi~me membre 

de l 'indgalit6 (2): 7 est compris entre o e t  ~ .  On peut 6crire l 'in6galitg (2)sous 
2 

la forme 

e 2~(~-4 )  - -  2 e  ~ ( z - 4 )  c o t g  7 - -  I < O ,  

d'ofi 

et par suite 

e ~(~-~) < eotg 7 + l / I  + corgi7 = cotg-7 
2 

/•'• dt I l o  . i o )  

j t o ( t )  <, 4 . . . .  ~ l ~  t 4  m~ " 
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Cette indgMit6 peut  6tre remplae6e par une in6galit6 plus simple; l 'argn- 

ment  de la tg  
7~ 

f igurant dans le deuxi~me membre est eompris entre o et - ,  
4 

et lorsque a est compris entre  o et ~ ,  le rappor t  tg c, 
4 (c 

D'ofi l ' in6galit6 
,... 

log lo~  ~ m,, 
dt  ~ 4 i m~ 

tO(t) < 4 + log ~ . . . . . . . . .  . - 

r ~ l  1 

En r6sum6, nous avons ddmontr6 le 

4 est compris entre I e t  
]g  

Theoreme  I. --- Soit f ( z )  une fonction holomorphe da~s le domainc simple- 

merit comwxe D limit~, d'mw part  par des arcs des circo,l/~re**ccs de centre o et 

de rayons r~ et to, d'autre part  par des caurbes A e t  B ,  chacune de ces courb#s 

pouvant ~tre compos~ic de plusieurs arcs continu.r O~z dgsigne par tO(t) la somme 

des arcs de la circonfdrence de centre o e t  de rayo~ t il~tirieurs au domai,~e D; 

soit mo et m~ deux quantitds majora~t l~s valem's de [f(z)[ ,  la pre.mi~re sur les arcs 

situ:s it la distance r. 2 de l'ori.qi.~w, la deu.ri?me sur le resle du co,dour de D. 0~ 

suppose m., s~q~rieure ~) m~. Soit c ~ n  z - - r e  i~ u~ poi,~d inte~riem" ~) D.  J)a~s h~ 

ca8 o~ I f ( , ' e ' " ) l  e,~t .~',p:,'ie,,," :~ , ~ .  o ,  a z ' i ,~az i t (~  

r: iI f d t  l~ (3) tO(t) < O(I )  -~- I - lo~ ~n1~-- 
~~ " lo~ I/'("e~") 

r ~1 

Rem&rque. -  Dans la d6monstration,  nous avons suppos6 l ' int~grale du 

premier  membre de l'in6gulit5 (3) sup~rieure ~'~ 4. I1 est 6vident que si l'int6- 

gr~le ~t~it inf~rieure ou 6g~le "l. 4, l'in~galit5 (3) serait  ,~ fortiori  v~rifide car la 

constante  num~rique O(I) qui y figure est ml peu supdrieure ,~ 4, et le terme 

comph;mentaire  est positif. 

II .  

Appl ica t ion  g6n6rale  aux  fonct ions  ent i~res .  

5. - -  Soit f (z )  une fonct ion enti~re et soit M un point  off son module est 

sup~rieur ~i une constante positive (Y. L'ensemble des points off Ij'(z)l est 
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supdrieur 's C eomprend  un domMne connexe ouver t  contenunt  M,  s'dtendun~ 

l'infini, et  sur 1~ frontiSre duquel  [f(z)[  est 6gM s C. Ceci ne prouve pas qu' i l  

existe une courbe front i~re s'61oignunt ind6finiment (et continue): D'~pr~s le 

th6or~me de M: W i r e , n ,  cette courbe front i~re ne peut  exister  pour  uucune fonc- 

I 
t ion entibre d 'ordre  inf6rieur  s - -  

2 

C'est  l '6tude de lu forme des domMnes qui prdc~dent que nous entrepre-  

nons ici; il nous seru uti le aupurav~nt  de ddfinir une not ion nouvelle:  

6 . -  Domaine  assoei~ D d'un domaine born~ mult iplement  eonnexe J e t  gran- 

deur angulaire. - -  Adjoignons  au dom~ine J les domMnes int~6rieurs ne fMs~nt 

p~s purple de J .  Nous cons~ituons Mnsi un domMne simplemen~ connexe D que 

nous appellerons assoei~ de ~I. 

Coupons D p~r l~ circonfdrence [z[ ~ t; soit tO(t) la  somme des longueurs  

des urcs intdrieurs ~ D .  O(t) ser~ ~ppel6 grandeur angulaire du domaine D sur 

la eireo~fdrenee [z[ = t. 

D~ns 1~ suite, nous n '~l l rons s examiner  presque un iquement  que le c~s off O(t) 

n 'es t  jumMs 6gM s 2~ ,  c 'est-s le c~s off ~ucune circonf6rence de centre  o 

n ' e s t  int6rieure ~u domMne D.  

7. - -  Cette not ion une lois pos6e, il nous est mu]n~enant  possible d%noncer 

le th6orbme s u i w n t :  

Theor~me I I .  - -  Soit  f ( z )  une fonet ion entiOre, dont la valeur en un point  M 

de module r est au moins ~gale en module it une quant i t i  positive m ,  et soit m 1 une 

quantitd positiv e infdrieure it m. L'ensemble des points oct I f (z )[  est supdrieure it 

ml comprend un domaine ouvert A eontenant le point  M .  L imi tons  ce domaine A 

it la eireonf~rence [z [ = r~ (r~ > r), et d~signons par  m 2 une quantit~ au moins ~gale 

attx valeurs de [f(~)[ sur les ares de la cireonf~renee [z [-~ r 2 l imi tant  J .  O(t) 

ddsignant la grandeur angulaire du domaine associ~ D de J sur la circonf~rence 

[ z [ = t, o~ a l'in~galit~ 

(4) 

r~ 

1 [log - log m,] 
< O(I) + ~ log [ log  m - -  log" m I 

dans te eas or O(t) n'est j ama i s  ~gal it 2 ~ .  
] 5 -  3343. Acta mathematica. 61. I m p r i m ~  le 9 mar s  1933. 
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Ce thdorgme n'est  que la t ranscript ion du th6or8me I au domaine D,  en 

remarquant  que la condition: 

If( , 'e '~ I > 

est rdalisde au point M,  e~ que l 'on peut remplaeer log" ] f ( rd~ par une quantit6 

plus petite: l'in6gMit6 (3) 6tant a f o r t i o r i  v6rifide. 

I I I .  

(?as des fonctions enti~res d'ordre fini sup6rieur ou ~gal ~ i .  
2 

8. - -  Une con~6quenee immddiate du *h6orgme I I  est la suivante" 

Th4or~me I I I  (eompl6ment du th6or~ine II). - -  Soit f ( z )  une fonetion enti~re 

d'ordre f ini  q sup~r~'eur ou dgal 0 i . ~ dtant une petite quantitd positive, on peut  2 
trouver un point M de module r tel que log m soit ~gal ~ rq(1-~); log m~ est inf~ri- 

eur dq, ).~(1+,); enfin, ehoisissons m 1 - - l /~n .  On a l'indgalit5 

(5) f dt~--(t)<O(I)@ fc~~ log !'21" + (~[Og rr~ 
r 

si O(t) n'atteint pas la valeur 2~  darts le domaine D.  

9- - -  Ddsignons par 0 le maximum de O(t) lorsque t varie de r "r r~. De 

l'in6galit6 pr6c6dente ddcoule l'indgMit6 

(5') 
0(I) + -Q~- log rr.2 

7~ i Q 
0 < + log r,~ 

r 

si O(t) est inf6rieur ~ 2Jv, d'ofi le 

Corollaire I. - -  Le maximum 0 de la grandeur angulaire O(t) du domaine D 

associ~ de zt lorsque t e s t  eompris entre r et r,2 est au moins dgal it une quantit~ 

d'autant plus voisine de ~( que le rapport r et le quantitd e sont plus petits. 
r,2 

Ceci suppose que O(t) n'est  jamais 6gal s 2~ .  
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Io. - -  Si la fonction enti~re f ( z )  ne poss~de qu 'un seul domaine de d~ter- 

ruination infinie, le corollaire prdcddent s 'appl ique 'pour  une suite de sections d e  

ce domaine s 'dloignant inddfiniment. On peut alors affirmer que le maximum 0 

de la grandeur angulaire du domaine associd au domaine de d~termination i ~ n i e  

~c 
est au moins 6gal it �9 

e 

Supposons que la fonction f ( z )  poss~de plus d 'un domaine de ddtermination 

infinie, et soi~ 6 l 'un de ces domaines. Les domaines de ddtermination infinie 

contigiis de 6 sont s6par6s de 6 par des bandes off la fonction enti~re reste 

bornge. I1 en r6sulte que la g randeur  angulaire O(t) du domaine associ6 de 6 

n 'est  .~amais 6gale ~ 2z .  Soit e' l 'ordre de la fonction enti~re dans le domaine 

6 ( e ' ~  Q); l 'application de l'in6galit6 (5) montre que le m~ximum 0 de la gran- 

deur angulaire du domaine assoei6 de 6 est au moins 4gal ~ ~, d'ofi la eonsta- 

fair en passaht, que Q' est au moins dgal "s I 1] ration, - . La remarque faite pour 
2 A 

le cas d 'un seul domaine de d6termination infinie s'dtend donc, d 'oh le: 

Corollaire II.  - -  Le maximum 0 de la grandeur~ angulaire de chacun des 

domaines associ~s aux domaines de ddtermination infinie d'une fonction enti~re f ( z )  

I 7g 
d'ordre fini 0 sup~rieur g est au moins dgal it - .  

2 e 

I 
Ce corollaire s'applique encore au cas de e - - - "  

2 

La  limite ~ est at teinte pour les fonctions de Mittag-Leffler, fonctions qui 
r 

restent  borndes ~r l 'ext6rieur d 'un angle d 'ouverture 
~ .  

e 

I I . - - "  Introduisons quelques pr~cisions et posons la ddfinition suivante: 

Un domaine J sera dit d'ordre au moins Q(I - -7)  si la fonction enti~re f ( z )  saris- 

I 
L A u t r e m e n t  dit,  aucune fonction enti~re d'ordre fini ~ supdrieur h ~ n'admet de domaine de 

I 
ddtermination infinie olt elle est d'ordre infdrieur h 5" 

E n  effet, d 'apr~s  l ' indgal i td  (4) qui  ne  p e u t  ~tre vdrifi~e, le doma ine  associd d ' u n  tel  doma ine  
con t i en t  n~cessa i rement  u n e  su i t e  d e  circonfdrcnces de cen t re  o s ' d lo ignan t  inddf in imen t ;  il  n ' y  

au ra i t  donc dans  ce cas q u ' u n  seul  domaine  de d~ te rmina t ion  infinie,  d'ofi la  contradic t ion,  p u i s q u e  
l 'ordre  de la fonct ion  y sera i t  ndces sa i r emen t  O. 
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fa i t  en tout 2)oint de ce domaine ~ l'in~galit~ 

log I f (z)  l >_-_ Izl,~ 

Cette in6galit6 se trouve prgcis6ment v6rifi6e en t o u s l e s  points du domMne 

J du th6or~me I I I  si r~ n'est  pas trop grand;  d 'une fagon prgcise, si 

r r i - '  

(bien entendu, 7 est sup&ieur g e). 

soit v&'ifi6e. 1 

L'indgalit6 (5') donne Mors 

Nous choisirons r2 de fagon que l 'dgalit6 

r (2 - -  a - -  7) log r 
o ( d +  

< i  - 7 )  i Q < + 
(7 --  ~) log r 

1 -  7 

7 6rant donn6, n0us pouvons choisir ~, puisqu'g chaque valeur de e correspon- 

dent une infinit6 de points M. Prenons ~ = 7  2 (d'ofi r~=r~+~).  Le deuxi~me 

terme du deuxibme membre de l'in6galit6 pr&6dente es~ alors de l 'ordre de 

grandeur de 

o(i) + 
7 log r 

quantif6 petite si r est assez grand. D'ofi le 

I 
C o r o U a i r e  III .  - -  Soit f ( z )  une fonction enti&e d'ordre f ini  ~ supdrieur ~ - .  

2 

La fonction f (z)  est au moins d'ordre e(I - -7 )  darts une suite de domaines J ,  s'd- 

loiguant ind~fiuiment, chacuu de ees domaines gtant compris entre deux circonfdrences 

Le maximum de la grandeur angulaire du domaine associd du domaine J,: est au 

moins ~gal ~t une quantit~ tr& voisine de - .  
r 

On peut choisir une valeur de 7 d6pendant de l'indice i ,  de fagon que 7~' 

t e n d e v e r s  o, rams que 7 i logr i  tende vers l ' infini lorsque i augmente  ind6fini- 

I 
1 r~ es$ Mors  s u p d r i e u r  "~ rl-2% car  log  ~Y~I - -  re(1-~)  e t  log  M (rl , f )  e s f  i n f 6 r i e u r  '~ r'~ (1+~) 

2 
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ment.  Alors O~ maximum de la grandeur angulaire du domaine associ~ de ~t~ est 
r 2Y, 

au moins dgal ~ une quantitd qui tend vers - lorsque i augmente inddfiniment. 

Ic i  encore, la l imite z est a t te inte  pour  les fonct ions de Mittug-Leffler.  
0 

I2. - -  Comparaison avee des r6sultats ddj5 eonnus. --. Diverses appl icat ions 

du principe de Phragm~n-Linde lSf  aux fonct ions enti~res d 'ordre  fini Q sup4rieur 

I . o~ 
?t - se re t rouven t  comme cons4quences par t lcuheres  du thdor~me I I I  ou de ses 

2 

corollaires. C'est  ainsi qu 'une  fonct ion ho lomorphe  et d 'ordre  au plus dgal s Q 

dans un angle d 'ouver tu re  infdrieure s 7c - ne peu~ man i f e s t emen t  pas 5tre bornde 
Q 

sur les deux cbtds de l 'angle  sans  8,tre bornde s l'int~,rieur. (Ici, la p r o p r i d ~  

est aussi imrnddi~te pour  des angles dont  les cSt~s sont  curvil ignes ou m6me 

pour  des domaines  plus g6n~raux.) 

Les rdsultats  plus prdcis que j 'a i  donnds uu chapi t re  I I I  de mort mdmoire:  

Les cereles de remplissage des fonetions m~romorphes ou enti~res et le th~or~me de 

Picard-Borel (Acta math. ,  t. 52) chapi t re  ayan t  t ra i t  ?~ l '4 tude angula i re  des do- 

maines  off une fonct ion enti5re e s t  ~r~s grande,  sont  dgalemen~ d~pass6s pa r  les 

proprid~ds qui viennen~ d 'e t re  d~ablies. 

A un aut re  point  de rue,  on compare ra  le corollaire I I I  ?~ une propri~t~ 

ob~enue par  M. u  ~, et qui s 'dnonce ainsi:  

I 
Soit f ( z )  une fonc~ion enti~re d 'o rdre  fini ~ supdrieur ~ e~ ~ croissunce 

2 

rdgu l iS re .  I1 exis~e une suite de circonfdrences don~ les rayons  ri t enden t  vers 

l'infini, e~ sur  chacune desquelles les points  off la fonct ion  f ( z )  es~ d 'o rdre  uu 

2 ~rg r i 

moins Q - - e  fo rmen t  des arcs dont  la longueur  to ta le  es~ au moins  - - ;  q est  
q 

le plus g rand  en~ier con~enu dans 2.0. 

Enfin, on pourru  compare r  aussi ?~ quelques-uns des r6sul tats  d ' u n  mdmoire  

rdcen~ de 3/I. Shimizu. ~ 

1 G. Valiron. - -  Sur quelques propridtds des fonctions enti~res (C. R. de I'Ae. des Sc., t. 185, 
p. I439). 

T. Shimizu. - -  On the paths of determination and indetermination of Integral Functions 
(Proc. of the Phys. Math. Soc. of Japan, 3 e Set., Vol. I2 no 9, Oct,. I93O ). Voir par ex. ! o. I8I--I84. 
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13. - -  Extension des corollaires prgcddents. - -  7Nous avons introduit., dans 

ces corollaires, le maximum 0 de la grandeur angulaire des domaines D. O n  

peut remplacer 0 par une autre quantitg dormant plus de precision ~ ces co- 

rollaires. 

Posons: ~ = l o g  t; la fonetion 0(t) devient une fonetion 0~(,), et l 'on a: 

r.~ l o g  r~ 

dt 

r l o g  r 

D'apr~s l 'in6galitg de Sehwarz, on a: 

b b 

d~ 
0~(~) d ~  = 

f 01(~) f > (b--  a)~ 
a a 

(l'6galit6 ne pent ~tre v6rifi~e que si 0~(~) est constant.) 

b 

f o~(~) cl~ 
- - - -  est la valeur moyenne  01 de la fonetion 01(~ ) Or, l 'expression b -- a 

dans l ' intervalle a b. On a done: 

log -rA 
r I : >  01 

d'ofl la proposition suivante: 

Les corollaires du thdor~me I I I  sont encore exacts lorsque l'on substitue au 

maximum 0 de la grandeur angulaire du domaine associd D la valeur moyenne Ot 

de la fonction 0~(,) [~ = log t; 0t(, ) ~ 0(t)] lorsque t e s t  compris entre les limites 

envisagdes. 

I 4 . -  Les fonctions entiSres que nous avons cit6es, pour les-quelles le 

maximum (ou la valeur moyenne au sens d u n  ~ I3) de la grandeur  angulaire 

des domaines associ6s aux domaines de d6termination infinie, est ~gal exactement 

la limite -, sont des fonctions s croissance rdguliSre au sens de M. Borel. 
Q 

I 5 . -  Cette remarque suggSre la question suivante: Certainesfo~wtions it 

eroissance rdguli~re sont-el!es les seuies ~t atteindre la limite minimum ~ ? 
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Comme nous allons le voir, la r@onse est affirmative. 

Nous supposerons d'abord 1'existence d'un seul domMne de d~termination 

infinie. 

D'une fagon g~ndrale, suppos0ns que l a  valeur moyenne 0~ relative ~ la 

grandeur angulMre O(t) du domMne associd au domMne de d6termination infinie, 

ne soit pus sup~rieure s _z, ~ partir d'une certMne valeur de t (@' ne pent 8tre 
@ 

sup~rieur ~ @; mais il peut lui 8tre inf~rieur). On suppose que @' est supdrieur 

I ,  et que O(t) n'est jamais ggal s 2~. Le premier membre de Find- 4gal O U  

@' 
gMit6 (3) est ~lors supdrieur s log rA et l'on U, en reprenant les notations du 

th6or6me II,  

log ~ 
> o( i / ("Y 

m \ r  l log 

On peut prendre pour valeur de ms le maximum M ( r ~ , f )  de I f(z)l  sur le eerele 

I z l = r  2. On pourra prendre m assez grand pour que log m soit supgrieur s I. 
m 1 

On d6duit Mors de l'in6galitg qui prdc~de la suivante: 

. / ,  (?) 

Laissant r fixe, et faisant tendre r~ vers l'infini, on eonstate que log M(r2, f )  

ne peut descendre en dessous de r~ '-~. 

Autrement dit, en dgsignant par re(r) la quantit6 log M ( r , f ) ,  on a: 

Jim e(r) > e'. 

I1 r6sulte de cette in6gMit6 que, seules, les fonctions s eroissance reguli6re peu- 

vent atteindre la limite - que leur impose le coroll~ire [II .  
@ 

Nous avons suppos6 l 'existence d'un seul domaihe de d6termination infinie. 
/ -  

S'il en existe plusieurs, ls d6monstration est analogue pour chacun d'eux. 

i6. - -  Limitation du hombre des domaines de d4termination i~finie. - Soit 
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f(z) une fonct ion entiSre d 'ordre fini o sup~rieur ou 6gal s [ Supposons l'cxis- 
2 

fence d'uu moins n domaines de d&ermina t ion  infinie. Soit 6i l 'un de ces do- 

maines. I1 est s6pa% des domaines de d&erminat ion  contigiis par  des bandes 

off ls fonct ion reste born6e, de sorte que Oi(t), grandeur  angulaire du domaine 

associd de di est cons tamment  infSrieur '~ 2Jr. L'indgalitd (4) est donc applica- 

ble 's chaque section du domaine 6,-. On supposera r assez grand pour  que duns 

chaque domaine 6~ il existe un point  de module r e n  lequel If(z) l est assez grand. 

On peut  toujours  choisir m~ de fagon que log m -  log m~ soit supSrieur h I; en- 

fin, log m~ est inf~rieur '2 r~ +~. L' in6gali% (4) en~ralne la suivante: 

r ~  

r 

log r,2. 

Sommons l ' indgalitd p%c6dente pour  les n domaines 6i: les domaines associ& 

aux sections 6tudi~es des domaines 6i n 'ont  ~videmment aucun point  commun 

I 
entre  eux, de sorte que ~O,(t) est inf~rieur '2 27r; donc ~O~(t) est supfirieur a 

n2 
- - ;  par  suite, on a: 
2 ~  

o u :  

(6) 

r 

< o( i )  2(e + 
log r log r~ �9 I . . . . . .  

r log r,, 

lo~ r.2, 

r 
peut 4tre pris aussi petit  que l 'on veut~, de m&ne que 

F 2 

surpasser 2(~, d'ofi le 

;~ ne peut  donc 

Th6or~me IV (Bieberbach). - -  Le ,ombre des domaines de d~ter~ffnatio~2 im 

fin@ des .fonctions e~ti~,res d'ordre fini Q sul~6;'ieur ou dgal ?t 
I 

est au plus ~gal 
2 

?t 2 ~ .  
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17. - -  Ce thdor~me, d~j?t ddduit par M. Bieberbaeh de la those de M. Ahl- 

fors ~, est une extension du thdor~me de Denjoy.Ahlfors l i m i t a n t  '~ 2q le n o m b r e  

m ~ x i m u m  des  v a l e u r s  a s y m p t o t i q u e s  de lu f o n e t i o n  en t i~ re  d ' o r d r e  fini Q. E n  

effet ,  p o u r  r e t r o u v e r  ce th~orSme,  i l  suff i t  de r e m a r q u e r ,  a v e c  M. L i n d e l S f ,  

q u ' e n t r e  2 c h e m i n s  a s y m p t o t i q u e s  con t ig f i s  ( e o r r e s p o n d a n t  ~ des  va l eu r s  a s y m p -  

t o t i q u e s  di f f~rentes)  i l  ex i s t e  n ~ c e s s ~ i r e m e n t  u n  d o m a i n e  de d ~ t e r m i n a t i o n  inf inie ,  e 

I1 e o n v i e n t  d ' a i l l e u r s  de n o t e r  que  l a  p r e m i e r e  in~gMit6  f o n d a m e n t a l e  de 

la  thSse  de M. A h l f o r s  j o u e  6 g a l e m e n t  ic i  un  r61e i m p o r t a n t ,  e t  q u ' u n  rMsonne-  

m e n t  ~nMogue  '2 ee lu i  d u n  ~ I6  se t r o u v e  5 g a l e m e n t  d~ns  ce t t e  thSse.  

I 
I8. - -  P o u r  l e s  f o n c t i o n s  e n t i S r e s  d ' o r d r e  i n f 6 r i e u r  '2 - ,  i l  r6 su l t e  du  th~o-  

2 

rSme de M. W i m a n  qu ' i l  n ' e x i s t e  qu'un seul domaine de ddtermination i ~ n i e .  

19. - -  Les  e x e m p l e s  ei t6s p a r  M. D e n j o y ,  de f o n c t i o n s  en t iS res  d ' o r d r e  f ini  

a d m e t t a n t  2Q w l e u r s  a s y m p t o t i q u e s  (2Q est  en t i e r )  p e u v e n t  auss i  b i en  s e rv i r  

ici  p o u r  m o n t r e r  que la  b o r n e  s u p 6 r i e u r e  2Q du  h o m b r e  des  d o m M n e s  de d6ter -  

r u i n a t i o n  inf in ie  es t  a t t e i n t e .  I1 en es t  p lus  s i m p l e m e n t  de  mSme,  l o r sque  Q est  

en t i e r ,  de l a  f o n c t i o n  

= o o s  

S u r  les r a y o n s :  

]CgT 
A r g  ~ (k I, 2, 2 q) 

Q 

lu f o n c t i o n  es t  born6e ,  e t  e n t r e  c h a c u n  de ces r a y o n s  ex i s t e  u n  d o m a i n e  de d6- 

t e r m i n a t i o n  inf inie .  D ' a u t r e  p a r t ,  cos zQ ne  poss~de  pus de v a l e u r  a s y m p t o t i q u e  finie.  

I1 en es t  de  mSme lo r sque  Q es t  6ga l  ~ la  moi t i6  d ' u n  e n t i e r  (f(z) es t  tou :  

j o u r s  ent i~re) .  

1 Bieberbach: Lehrbuch der Funklionentheorie, II, 2 e dd., p. 287--288. 
2 Cette mani~re de scinder en deux la d6monstration du th6orgme de Denj0y-Ahlfors a d6jh 

~t~ utilis~e par M. G. Valiron, qui avait remarqud, d~s I923, dans son livre: Lectures on the gen- 

eral theory of Integral functions, que la ddmonstration de M. Carleman, limitant ~ 7{2 ~ l e  hombre 
2 

des valeurs asymptotiques d'une f~176 enti~re, n'utilisait pas directement le fair que la fonction 
tendait vers une valeur finie le long d 'un chemin s'dloignant inddfiniment. M. Valiron limitait 

7~ 2 
ainsi h - - p  le hombre des domaines de dgtermination infinie (Voir le livre citd, p. I38--I45 ). 

2 

M. Bieberbach red6montrait la m~me propri6td duns un article de la Mathematische Zeitschrift 
(Asymptotische Werte ganzer Funktionen, 22. Band, I925, p. 33--40). Je dois 5 l'obligeance de 
M. Valiron ces divers renseignements bibliographiques. 

16--3343. Acta mathematlea. 61. Imprim~ lo 10 m a r s  1933. 
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20. - -  Extension du th~or~me IV .  - -  L'existence de n domuines dis~incts de 

d6termination infinie entr~ine l'existence, entre ces domaines, de n bandes o~ la 

fonction reste born~e. C'est s cette Condition que le th6or~me IV s'applique, 

pour affirmer: que n e s t  au plus 6gal ~ 2@. 

On peut un peu g6n6raliser cette condition: soil J un domaine s'6tend~nt 

"s l'infini, tel que le domaine aSsoci6 D ne contienne aucune circonf6rence de 

centre o, et soil C la courbe limitant D. D6signons par re(t) le maximum de 

I f(z)]  sur la portion du cerele I z ] : t  int@rieure s D, par O(t) la grandeur an- 

gulaire de cette portion, p~r m~(t) une borne sup6rieure de If(z) I sur la partie 

de C situ6e ~ une distance de l'origine inf~rieure ~ t. Si  m~(re) est inf&ieur ~ 

re(r ) - - I ,  l'in6galit6 (3) s!~ppliq ue, et l'existence de n domaines du genre de J 

conduit, en employ~nt Ja m@me m6thode que plus haul, s la m~me limitation 

(6) pour n. 

Au lieu de faire tendre r~ vers l'infini, faisons: 

1 

r ~  ~ r e 

I1 vient l'extension suivante: 

Soit n domaines J ,  sYtendant ~t l'infini, n'ayant aucun point com,mun entre 

eux; soit C la fronti&e du domaine D associ~ de ~1. On ddsigne par m~(t) une 

quantitd sup&ieure ou dgale aux valeurs de If(z) l sur la partie de C int&ieure au 

I 1= t, p . r  re(r)   m  imu., de If( )l portion du cerele in- 
t&ieure au domaine D. On suppose que pour chaque valeur de r, on a: 

1 

et ceci pour chaque domaine J .  

Alors n e s t  inf&ieur it 2@[I + ~0(I)]. 

On d6duit en particulier de cette extension le: 

Th@or@me V. - -  Le hombre des domaines, sYtendant it l'infini, oct une fonc- 

I 
tion enti&e d'ordre f ini  @ sup&ieur ou ~gal it ne cro~t pas plus rapidement qu'un 

2 

polyn6me, est au plus @al it 2 @. 

21. - -  Remarque sur les fonctions enti&es d'ordre @ admettant 2@ bandes o~'t 

elles restent born~es (ces bandes 6rant s6par6es par des domaines de d6termination 

infinie). - -Conservons  les notations pr6c6dentes. A chaque section du domaine 

~/i,on peut appliquer l'in6galit6 (3) qui donne a fo r t io r i  
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r~ 

f 
r 

< 0(~) + j iog~ m~(r~) 

log log mi(r~) est inf~rieur 's (~ + e)log r~; ~ d~signe l 'ordre de la fonc~ion f ( z )  

duns le domaine A~ (~ ~ ,o). 

En sommant,  on obtient l 'in~galitd 

4Q" log rA 
2~V r 

< e + -I F,  + lor r.. 
7g 

I1 r~sulte de cette indgalit~ que dans aucun domaine J la fonction f ( z )  ne 

peut ~tre d'ordre inf&ieur (~ Q. 

En outre, la fonction f ( z )  est, dans chacun de ees domaines J i ,  ~ ei'oissance 

r~guli&e au sens de M. Borel." c'est ce qui r~sulte de la d~monstrution. 

22. - -  Autre extension du th&r~me IV .  - -  Supposons que la fonction f ( z )  

poss~de n domaines distinc~s z/~ s 'dtendant s l'infinil tels que sur la portion du 

cercle I zl = r int~rieure g d i ,  il exis~e ~u moins un point en lequel log I f(z) l  

es~ sup&ieur g re -~(~), e(r) &ant  une quantit6 tendant  vers o lorsque r tend vers 

l'infini. 1 Alors n est au plus dgal (~ 2Q. 

La d6monstration est analogue g celle qui a dtd faite au n ~ 2o: il existe en 

effet n bandes distinetes, s '&endant  g l'infini, duns chacune desquelles log If(z)] 

crolt moins rapidement que ]z], ~ 0L &ant  inf~rieur g ~; on choisira: r e ~ r l  +~, 

6tan~ suffisammen~ petit, et on achdvera comme plus haut.  

IV. 

Cas des fonctions enti~res d'ordre infini. 

23. - - E x i s t e n c e  de domaines assez larges, o~ la fonction enti&e est tr& 

grande. - -  Soit f ( z )  une fonction enti~re dont  le maximum du module sur le 

cercle I z l = r ,  ddsignd par M ( r , f ) ,  est obtenu en un poin~ M .  Appliquons 

l~ineg alit~ (3) en prenant:  m~--Vm- ,  m = M ( r , f ) ,  et m ~ = M ( r 2 , f ) ;  soi~ J le 

doma,ine correspondant g ce choix, et D le domaine associ6, de grandeur  angu- 

laire O(t). On a l'in6galit6: 

1 Aut rement  dit:  la fonction f(z) est d 'ordre ~) et '~ croissance r6guliere duns chaque do- 

m~ine ~i,  
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< 0 ( I ) +  I [log log M(r2, f )  - -  log log M(r ,  f)]  
7~ 

I 
< - log log M 0%, f ) ,  

7g 

si M(r ,  f )  est assez grand. O(t) est suppos4 inf4rieur g z z  duns le domaine D .  

Si tO(t) est inf4rieur g A pour  des valeurs de t comprises darts des inter- 

valles dont  la somme des longueurs  est 4gMe s a, on u: 

d'ofl le 

A 
~ < - 10g log M(r,2, f )  

7~ 

Th4oreme VI. - -  Soit f ( z )  une fonction enti~re (d'ordre f ini  ou infinij, dont 

le maximum du module sur le eercle [ z [ - -  t e s t  ddsigni par M ( t , f ) .  Soit r u n e  

valeur quelconque de t, et ~t le domaine oh log If(z)l est supdrieu," ~, ) log M ( r , f )  
2 

(domaine contenant le point de module r e,, lequel [f(z) l est maximum); limitons ce 

domaine it l'intdrieur de la eirconfdrence I l l - - ~ r ,  et soit D le domaine associi. 

On suppose que ce domaine D ne contient aucune circonjOrence de centre o. 

La  somme des longueurs des arcs ddeoup~s dans le domaine D par  la circonfdrence 

]z I =  t, pour les valeurs de t comprises entre r et ~r, ne peut Otre infdrieure it 

]cr 
logs M(~r ,  f )  que. 2)our des valeurs de t comprises dans des intervalles dont la somme 

]cr 
des longueurs ne surpasse pas �9 

k 
Bien entendu,  pour que cet 4nonc4 air un sens, il faut  que - soit inf4ri- 

7~ 

e u r &  ~ - - ~ .  

24. - -  Le th4or~me VI fixe une borne infdrieure du maximum de la gran- 

deur angulMre d 'ua  domMne D convenablement  choisi, en fonet ion de M(b ' ,  f ) .  

I1 peut  ~tre important ,  dans certaines questions, de fixer une borne inf4rieure 

en fonct ion de M ( r , f ) .  La  th4orie des fonctions croissantes permet  de le faire: 

Consid4rons toujours  les m~mes domaines D et J qu 'au n ~ 23, et d4sig- 

nons toujours  p a r  A I e  maximum de tO(t) duns l ' intervaile rr~. Je  dis qu 'en 
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choisisssnt convenublement les intervalles de wleurs  de r, on ne peut svoir 

constsmment  clans ces intervslles: 

I 
> [log s M (r, f ) ] l+  ~. 

Supposons en effet que eette indgalit6 est toujours vgrifi~e. Elle entralne 

log,, 3I(r~, f )  > log,., M(r ,  f )  + ~r [ ( r~-  r)[log~ M(r ,  7)]1+~ _ _  O(I)l. 

Psr tons  de 1s w l e u r  r - - r  o et posons r2 ~Zoro.  

que log~ M(Zoro,f)  soit sup6rieur ~ log~ M ( r o , f )  + I. 

dente, il suffit que l 'on sit: 

o(~) 
Z o -  I ~ ro [log2 M(ro,f)] ~+~" 

Choisissons Z o de facion 

D'aprSs l'in6galit~ p%c6- 

Nous choisirons pour valeur de log)~o le deuxiSme membre de l'in6g~li% 

pr6c6dente. 

Reeommengons '2 psr t i r  de Zor o = r  I de m~me qu"s psr t i r  de to, et uinsi de 

suite. 51ous ddfinissons une suite de qusnti%s t o , r 1 , . . ,  r n , , . ,  telles que 

r i + l  = ~iri 

~,~ [log~ M(r .  f)] "o [ og~ ('~, f)j 

log~ M(,-,, f )  > log: M(ro, f )  + i. 

I1 en r6sulte que log~ M(r~,,f) augmente ind6finiment ~vec n, tandis que 

t z~ 

log z~ < o(i)f d~ 
�9 o r o [x  + log~ M(r  o, f ) ] l + ~  

---1 

o(i) 
*to [log~ M(ro, f )  --  ~]~ 

r~ est donc born6, quel que soit n, et on ubou t i t  ~ lu contradiction. D'ofi le 

T h e o r e m e  VII. - -  Soit f (z)  une fonction entiOre, M le point de module r o~ 

[ f (z)[-~ M ( r , f ) ,  J le domaine entouraut M, en lequel log" [f(z)] est supdrieur 

I 
2 log M(r , f ) ,  domaine limit~ i, l'int&'ieur de la circonfdrence de centre o e tde  

rayon r' tel que 
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t 

r O( I )  
log - " = r r [log.~ M(r, f)~i., ~ , '  

On suppose que le domaine D assoeid de d ne eontie~t aueune eireonf&enee de 

centre o, et on d&igne par A l e  maximum des longueurs des ares d&oupds par D 

sur toute circonf&ence de centre o et de rayon compris entre r et r'. Alors, on peut 

affirmer que dar~s tout intervalle r o r'o tel que 

log r:, O(!) 
,--o (,.o, f )  - ; )  

il existe une valeur de r telle que le maximum A est au moins (qal ~) 

[log  

est une constante  positive queleonque, qu 'on  pour ra i t  d 'a i l leurs  fa i re  dd- 

pendre  de M ( r , f ) .  

Le thdor~me V I [ e s t  ~t r approcher  de th~or~mes analogues  que j ' a i  obtenus 

diffdremment,  et qui m ' o n t  servi de base dans l 'dtude de la dis t r ibut ion des va- 

leurs des fonct ions enti~res d 'o rdre  infini. ~ [Le thdorbme V I I  pour ra i t  aussi 

servir  de base dans  la m~me dtude.] 

2 5. - - - E t u d e  des domaines de &itermination infinie des fonetions enti&es 

d'ordre infini. --- Eliminons de suite le cas off le domaine  associ6 cont ient  une 

suite de circonfdrences de centre  o (duns ce cas, on peu~ remarquer ,  comme nous 

l ' avons  ddj's fair  dans une circonstance analogue,  en note au n ~ IO, qu' i l  n 'existe  

qu 'un  domaine de ddtermina t ion  infinie). 

Le thdorSme VI  s 'appl ique alors g des sections quelconques de chacun des 

domaines  de ddtermina t ion  infinie J i ,  en ayan t  soin de remplacer  M ( r , f )  par 

J]l~(r,f), m a x i m u m  de I.f(z)[ sur les arcs de la circonfdrence [z] :-: r intdrieurs 

au domaine  J i .  Remarquons  que 3 / i ( r , f )  est au plus dgal ~t M ( r , f ) .  

26. - -  Etude d'un eas partieulier. - -  Soit .f(z) .m~e ./b~etion e~tti&e d'ordre 

i ~ n i ,  sati,~faisant ~'~ la condition 

l im !og., 310", .f) 
,]. 

'2 dtm~t u ,e  qua,ti t6 .fi,ie et d(l~(;re,te de o. 

If. M i l l o u x . -  Quelque.~ prol~ri~t& des/bnetio~s enti~res d'ordre infini; dish'ibution de leur~ 
caleurs (Ann. de FEe, Norm. Sup., t. XL]X, I932). Voir p. 315 e t  318, th. I e t  III, 
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S,q)posons que la fonetion 9~e possPde qu'un domaine de ddtermivation infiniea; 

on dA'igne par O(t) la grandeur angulaire du domaine associe;. Alors on a l'in~galitd 

lim tO(t) >= Lr 
e 

l'bgalitd pouvant ~tre atteinte. 

En effet, supposons que tO(t) soit cons tamment  inf6rieur ?t ~ ,  et soit -~- 

sa limite maxima" 0t est sup6rieur t't e. Sect ionnons le domaine 6tudi6 par  les 

eireon%renees de centre o et de rayons r et r~, et ne prenons dans le domaine 

I 
que la port ion H off log l f (z)]  est sup6rieur ~ 2 1 o g M ( r , f ) :  il vient  alors 

l'in6o.alit6 

(,. _ ,.) o~ < o ( i )  ~ -;i ' ~,r [log~ 3 I  (,'~, f )  - -  lo6.o M (,', f )] .  

Choisissons la valeur de r de fagon qile loge M ( r , f )  soit sup6rieur 

r (Q--~) ,  e &ant  assez peti t ;  prenons r.2 assez grand pour  que log.~M(r~,f)  soit 

infdrieur h r.~(,o + e). L'in~galit6 p%c6dente entrMne 

(,-., - , ) e ,  < o ( i )  + (~-.~- ,.)Q + 4~'.. + ,9. 

Lorsque le rappor t  r,2 est assez grand, et ~' assez petit, ,o~ est inf6rieur "s 
r 

une (luantit6 aussi voisine que l 'on veut  de Q, d 'oh la contradict ion.  

Cette proprigt6 a d6js 6t6 d6montrde p a r - u n e  m&hode  tr~s diff~rente. ~ 

J 'a i  signal6, dans l e  m6moire cit6 ici en note,  que la limite 7[ de Iim tO(t.) est 
Q 

at te inte  pour la fonct ion de Mittag-Leffler 

J g  - - z  
(c) 

(C) &ant  le contour  constitu6 par le segment  

C,'est unc res t r i c t ion  qui  n 'a  r ien d 'essent ie l .  

II. Milloux: Quelques proprh!tds des jbnctions enti~res d'ordre infini; distribution de leurs 
valeurs (Ioc. cir.). Voir p. 33 o, th. VI. 
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,~)~(~): ~ **0; 

et par  les demi-droites 

2 

.~)~(;~)>Uo; .%(~)- -+  ( 2  + *,). 

27. - -  Limitat io~ du hombre des domaines de d(;terminatio~ iufinie pour les 

fbnctions enti~res d'ordre i~fini. - - Une fonct ion enti~re d 'ordre  infini peut avoir 

une infinit6 de domaines de d6terminat ion infinie; il suffit, pour  le montrer ,  de 

prendre  une s6rie dont  les *ermes sont eomposds de fonctions de Mittag-Leffler  

f,,(z), les contours  d ' intdgrat iou (C,,) de chacune de ees fonetions se d6duis~mt 

du contour  C pr6eis6 "~ la, fin d u n  ~ 26 par des t ranslat ions de ,nvr, parM181es fi. 

l 'axe inmginMre; eu outre,  ehaque fonet ion f,~(z) se ddduit de . f(z + i ~ r )  par 

mult ipl icat ion de cette fonetion par un fucteur  constant  e,, ehoisi de faeon que 

la somme ~f , ( z )  soit une fonct ion enti~re qui res~e born6e sin" toutes les droites 

~ ( z )  = (2~, + t) ~-~. 
2 

Reprenons le cas g6n6ra.1; d~signons par /J, un donmine de d6terminat ion 

infinie,  et par n(r) le hombre des domaines .,4, int6rieurs ~t la cireonf6rence 

] z [ -  r .  ~ ous  nous proposons de l imiter  n(r) en fonction du module maximum 

de f (z )  sur les circonf~rences de centre o. 

Pore" ehacun des domaines ' / i  coupant  le eercle [ z [ = ~ r ,  on a: 

r2 

f d t  I . tO/i) < 0 ( I ) +  :r l ogoM(r , , , f )  
r 

d'ofl en solnnlant pour les n(r) domaines ~/,: 

lo~ < ,~ o(~) + " log., M( , ,2 , . f ) .  

]l en r~sulte le 

~- e s t  u n e  q u a n t i t 6  l ) o s i t i ve  q u e l c o n q u e  i n f b r i e u r e  h ~ .  l , a  f o n c t i o n  de  Mi t t ag - l , e f f l e r  e s t  

b o r n 6 e  h l ' e x t d r i e u r  du  r e c t a n g l e :  ~}t(z) > uo; ~,iz? = • e t  non  s e u l e m e n t  il l ' e x f f ' r i e u r  de ((~), 
2 

c o l n m e  il  a (}Id d i t  i n c o r r e c t e m e n t  dar ts  lc  M 6 m o i r e  t i t6 .  
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Theorbme  V I I I .  - -  D~signant par n(r) le hombre ties domaines de d~terndna- 

tion i nfi~ie d'une fonction entibre d'ordre inj~i'~l', qui coupent le cercle ] z ] - -  r ,  on a '  

(7) n(r) < 21og2 M (R, f )  [ ( r ) ]  
" l o g I i -  - + *  ' 

r est une quantitd qui tepid vers o avec -1-~" 

Remarque. - -  La  l imi ta t ion prdcddente est aussi celle du nombre des valeurs 

asymptotiques d'une fonction e~tii~re d:ordre i~'~ni, a condit ion d ' adme t t r e  que ces 

valeurs sont diffdrentes, eL que la diff6rence de 2 valeurs quelconques soil bornde 

infdr ieurement  par  un nombre  fixe positif.  On peut  d 'ai l leurs lever cet te res~ric- 

Lion, ou du moins  imposer  une condit ion beaucoup moins restr ict ive,  en intro- 

duisant  une propridt6 prdcisant  le thdorbme de M. Lindel6f  qu'ut i l ise M. Ahl- 

fors dans sa th~se. Pour  ne pas alourdir  ce m6moire,  nous ddvelopperons ce 

point  de wle dans un autre  article. 

V. 

(:as des fonc t ions  en t i6 re s  d ' o r d r e  i n f 6 r i e u r  fi, )-. 
2 

28. - -  Nous avons d~j~t remarqu6,  ~ diff6rentes reprises, que si dans un 

domaine  d compris  entre  deux circonf6rences de centre  o et de rayons  r eL r.~ 

(le r appo r t  r dtaut  assez pe t i t /  une fonct ion enti~re f ( z ) e s t  d 'ordre  infdrieur 
\ ! 

I 
h - ,  il rdsulte de l'indgalit~6 (3) que le d o m a i n e  associ6 I) cont ient  n6cessaire- 

2 

ment  une circonfdrence de centre o. 

On pourrai t ,  de ce r6sultat ,  d~duire le thdorbme de M. W i m a n  sur les fonc- 

I 
Lions entibres d 'ordre  inf6rieur  'k . Mais ce th6orbme r6sulte bien plus simple- 

2 

men t  encore, comme nous allons le voir, des seules consid6rations dtablies an 

n ~ I, donc sans le secours de l ' indgalitd de M. Ahlfors.  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

On p e u t  dire  auss i  que n(rl) es t  le nombre  des doma ines  off l a  fonct ien  res te  born6e. Sous 

eet te  forme, le th6or6nle  V I I I  es t  suscep t ib l e  d ' ex t ens ions  ana logues  an thdor6me u et  au t r e s  ex- 

tens ions  du th~or6me IV re la t i f  au cas de l 'ordre  fini. C 'es t  a ins i  clue l 'on  p e u t  ,~ffirmer que 

le hombre des domaines s'~tenda~t h l'i~(fini oit la fonet ion reste d'ordre f in i  est.limitd, h l'intdrieur 
de la civconfdrence ] z ] =  r,  par  le deuxi~me membre de l'indgalitd ~7,./ ' 

] 7 -  3343. Aeta mathematica. 61. Imprim6 le 10 mars 1933. 
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Soi t  d ' abord ,  dans  le p lan  z, la f igure fo rm6e  par  le cercle [z[  = r,) et pa.r 

le r a y o n  abou t i s s a n t  au  po in t  d 'aff ixe - - r  2. N o u s  nous  proposons  de r eche rche r  

la f o n c t i o n  h a r m o n i q u e  p r e n a n t  les valeurs  log  m 2 sur  la c i rconfdrence ,  et  log  n h 

(m~ < m,_,) sur  le rayon .  L a  t r a n s f o r m a t i o n  Z =~ ] ' z  permet  de r a m e n e r  '~ la demi- 

c i rconfdrence  6tudi6e au n ~ I, et la fonc t ion  h a r m o n i q u e  cherchde est  une com- 

b inMson l indaire de la fonc t ion  

/ r e  ~ - - i f  r,; 
A r g  -;q~ --  , 

t ' r  e :->- + i V:~ 

7" est infdr ieur  i'L r,_,, et g0 compr is  ent re  - - :~  et  + 7r,. 

La  fonc t ion  prdcddente  s 'dcr i t  encore  

2 drr.>'-- cos  
2 

A rc t,~ - ,  
/ 

r 2 - -  T 

:,'r, 
et elle p r end  la vMeur  

2 
sur  la c i rconf6rence  [ z [ - - - r ~ ,  et o sur  le r ayon .  La  

fonc t ion  h a r m o n i q u e  cherchde  est done  la f o n c t i o n  

2 
log 1,~ + - ~.(log,, m.> -- log T/h) Are  t g  

2 V-rr..> cos q~ 
2 

F 2 - -  7 '  

29. - -  Cons id6rons  mw fonction f ( z )  bolomorphe dan.~ la couro~e circulaire 

r I < [z[  < r..,, et d(;~'ignons par m,~ et m, deux qua utitd,~" sup~rieure,~' ou 6gales aux 

va/eu,'s de I.f(.~)l <t'Tt.,,e pa, ' t  s,7" l<, m,'<,o,da'~.,,oe I . ~ ' l -  ".., d.'<,,d,'e p<,,'t s,,," l<, ci,'<~0,,- 
f<i,.e.,,~e I ' 1=  " , ,  ~.t .,.,,; l<, poT' t io,  de r a x e  ,.~e~ et .ndgat i f  int5rieu.re if. la eouromw. 

log I.f(~)l es~ alors infdr ieure fi 1<~ fonct ion tmrmonique pr~cddente, d>o,~ 
l ' i n i~a l i t~  

2 I") ' r>-cos q' 
(~) log I./'(,-,~'<,')1 < log . , ,  + 2 log ""--' Arc tg 2 

:,:F 7}7 l 1'2 - - -  ]" 

r est  compr is  en t re  rj et r_~, et ~ ent re  -- 7c et  Jr,. 

On pour rMt  ob ten i r  une  indgMit6 plus prdcise, mais  beaucoup  plus compli-  

qu6e, en r e c h e r c h a n t  la fonc t ion  h a r m o n i q u e  qui p rend  les valeurs  log  m2 sur  la 

c i rconfdrence  [ z [ - - r . ~ ,  et log m 1 sur  la c i rconf6rence  [z[  =-;'~ et sur  la por t ion  
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de l 'axe %el et n6gatif  in%rieure ~ la couronne.  Ce probl~me revient  's celui 

de la repr6sentat ion eonforme d'un rectangle s u r u n  eercle, et fair  in tervenir  des 

fonctions elliptiques. Pour  les applications que nous avons en rue,  le gain duns 

la pr6eision est peu impor tan t  et ne compense pas la complicat ion des caleuls. 

30. - -  5Tous ne eonsid6rerons d ans ce qui suit que des fonct i0ns enti3res 

f(z) dont  les" z6ros sont situ6s sur l 'axe %el et n6gatif ;  lear  module minimmn 

sur une circonfdrence de centre o est a t te in t  au point  d'affixe ndgative, et leur 

modffle maximum au point  d'affixe positive. 

II r6sutte alors de l ' in6gali% (8) qu 'une telle fonct ion ne peut  pus 6tre 

born6e sur cet axe %el et n6gat i f  si elle satisfait  s la condit ion 

lim log M (/~, f )  = o ~. 

En  effet, laissant r l ,  et par  suite m~ fixes, et d o n n u n t  g r u n e  valenr  quel- 

conque, on s 'aperqoit  qu 'en p renan t  r 2 suffisamment grand,  le deuxiSme terme 

du deuxigme membre de l ' inggali% (8) est anssi pet i t  que l 'on veut, gr's s la 

condi t ion  impos5e ~ la fonct ion f(z). On about i t  ~ la contradict ion.  

La  proprigtg qui pr6cgde est p%eis6ment le th6orgme de M. Wiman. 

31. - -  Donnons  quelques p%cisions dans le cas de ro rd r e  fini Q in%rieur  

I Soit alors s u n  nombre positif  tel que e(I + ~) soit in%rieur  '2 I_. Nous 
2 2 

ne consid~rerons que les valenrs de z assez grandes pour  que log If(z)[ soit in- 

%rieur  ~ I z I ~ 

P ou r  une suite de valeurs de r t endan t  vers l'infini, log M(r ,  f )  est sup~ri- 

eur ~ re (~+~). Choisissons l 'une de ces valeurs de r ,  et enserrons-la ent re  z 

quantit6s r~ e t r s ,  de fa~on g reconst i tuer  la couronne circulaire 6tudi~e au n ~ 29. 

I 1 % s u l t e  de l'in~galitg (8) que l 'on a: 

~.~o (1--~)< log ml + 2 r~(l+~ ) Arc tg . . . . .  
Tg 

Nous supposerons que rj est sup6rieur '2 s, de sorte que l 'on a, a f o r t i o r i ,  
/" 

l 'in~galit6 

log m l >  r ~(1-~) 8 .~o(1+~> l/il 
. . . .  ~2 

~r V ~'2 
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Ohoisissons r~ de fagon que le deuxi~me terme du deuxi~me membre s0it 

in%rieur en valeur absolue g la moiti6 du premier. Cette condition est rdalis6e 

lorsque l'on prend: 
2 4~ 

r~ = O(I) i-2r r I- 1--20(1+') �9 

Enfin, choisissons r 1 de fagon que log M(rl ,  f )  soit 

I:r,~ condition qui est rdalis6e si l'on prend 
2 

inf6rieur ou 6gal "s 

I 
~'I --" -- r 1--2 e .  

4 

Ces diffdrents choix permettent d'dnoncer le 

Th~oreme IX. - -  Soit f ( z )  une fonetion enti~re d'ordre fiui # inj~rieur (e ~, 
2 

et dont les zdros sont align6s sur la partie positive de l'axe r6el. Soit ~ un nombre 

posi t i f  tel que e(I + e) soit inJ~rieur ti _I. et r un hombre tel que log M ( r , f )  soit z 

sup6rieur ~ r~ (~-~) . Dans la couronne circulaire 

4~e 
O(I) rl-2~ < I ' l  < A(Q) rl 1-2~ , 

il existe une circo~rence de centre o en tout point de laquelle 

log I f ( z ) ] >  Ire(l-') 
2 

On ddduit en particulier de ce thdorbme la classique propridt6 qu'il existe 

une suite de circouf~rences de centre o, s'61oignant ind6finiment, en tout point 

desquelles la fonction es~ d'ordre Q. 

32. - -  Signalons simplement, sans insister, que le th6or~me IX  est suscep- 

tible d'un 6nonc6 particulier, plus pr6cis, dans le cas off la fonction f ( z )  est 

croissance tr~s rdguli~re (Valiron) c'est-g-dire telle que l~ M(r '  'f) est compris entre 
rQ 

deux constantes positives h et k. 

On trouve alors que dans chaque couronne circulaire 

I 
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(Z ne d6pendant que de h, k, q) il existe une circonfdrence en tout point de laquelle 

log If(~) I > A_ (h, z~, e) l ~ I ,~ 

La d6monstra t ion de cette propri6t6 est Calqu6e sur celle du th6orSme IX.  

33. - -  Remarque sur les domaines oie une fonction enti~:e d'ordre inf6rieur 

I 
?~ - reste born6e. ~ -  Duns une note  aux Comptes-l~endus de l 'Acad6mie  des 

2 

Sciences (Remarque sur un th6or~me de M. Carleman, z923, t. I76, p. 944), M. Va- 

liron, examinant  le cas des fonctions d 'ordre nul, montre  que le rappor t  des log 

du module maximum et du module minimum de z d 'un domaine off la fonct ion 

reste born~e, t end  vers I lorsque le domaine s'61oigne ind6finiment de l 'origine. 

Nous  allons prdciser cette proposition, en 6tudiant  le cas des fonc t ions f (z )  

I 
d'ordre  inf~rieur g �9 

2 

Soit done J un domaine g l ' int6rieur  duquel I/(~)1 reste born6 (pour fixer 

les id6es, inf6rieur s K) ;  r~ et r 1 les bornes sup6rieure et inf6rieure des distances 

g l 'origine des points de J ,  r une vateur telle que 

log M(r)  = log M(r~) + I.  

Nous supposerons que r est compris entre r~ et re. On suit, d'aprbs les 

propri6tds de la fonct ion M ( r , f ) ,  que r est d 'uutant  plus prSs de r 1 que r 1 est 

assez grand. D 'une  far plus pr6cise, r est ~gal g 0 ( I ) r  1 Ice qui impose la 

condit ion que r e soit au moins 6gal g 0( I ) r l ] .  

On supposera en outre que le domuine J soit assez 61oignd de ro r ig ine  

pour que K soit infdrieur ou 6gal h M(r l ) .  

I1 rgsulte alors de l 'indgalit6 fondamenta le  (3) que l 'on a: 

ou encore 

I_ log r~ _ 0 (I) < 0 (I) + I logs M (re) 
2 7~ r 1 7~ 

(9) log r~ - lor  rl < 0 (~) + 2 log,  M (re). 

, I 
Supposons la fonct ion d 'ordre fini Q inf6rieur a . Log~M(re) est alors 

2 

infgrieur g (Q + ~) logre ,  e t  on peut  prendre  re assez grand pour  que ~ soit 

1 C e t t e  r e m a r q u e  m ' a  dt6  s n g g d r d e  p a r  u n e  l e t t r e  d e  M.  Y a l i r o n ,  
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I 
anssi peti t  que l 'on veut, et en particulier pour que 0 _L r soit infdrieur ~/ 

2 

I I e n  r4sulte 

log r~ < x - -  0([)_. 
l o g r  1 I - - 2 q ( l + ~ )  logr~ 

Cette in4galit4 s'applique encore ~u cas de l 'ordre nul (on fair ~ = o) et on 

1-~ tend vers I lorsque retrouve alors 1~ propridt4 d4montr4e par M. Valiron: log rl 

d s'41oigne ind4finiment (renmrquons qu'il en est a f o r t i o r i  de mgme d~ns le c~s 

41imin4, off r 2 est 4gal '~ 0( I ) r l ) .  

Le cas p~rticulier signal4 pa.r M. Valiron dans sa note se trMte de m6me: 

si log._, M(re) est infdrieur s K log.~ r~, en d4duit imm4diatement  de l'in4galit4 

(9) que ~3 est inf4rieur '2 
r I 

O(J) ilog r~! 2K 

Pour les fonctions d'ordre I telles que 
2 

(9) s'applique encore. 

log M(J..,) tend vers o, l 'in4galit6 VL 


