KONVEXE LOSUNG DER FUNKTIONALGLEICHUNG
1/f(x + 1) =2 f(x).
Vox

ANTON E. MAYER

in WIEN.

Bei einer geometrischen Anwendung'! der Funktion

wurde ich gewahr, dass diese iibrigens nicht unbekannte Funktion® logarithmisch
konvex ist und dass sie merkwiirdigerweise schon durch die Konvexitit weit-
gehend charakterisiert wird. Wir kénnen nimlich zeigen: Die in der Uberschrift
verlangten Eigenschaften sind bloss bei der Funktion I'(z) vereint (§ 1). An-
schliessend soll die Analogie zur Haupt-Funktionalgleichung der Gammafunktion
beleuchtet werden (§ 2).

Der Einfachheit halber setzen wir fiir die hier zu betrachtenden reellen Funk-

tionen stets voraus, dass die Variable x > o sel.

' A. E. MAYER, Grosste Polygone mit gegebenen Seitenvektoren, Commentarii mathem.
helvetici 10 (1938), S. 288—301.
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§ 1. Konvexitit der Funktion F (x) und eine Unitiitseigenschaft.

Aus der fir die Theorie der Gammafunktion fundamentalen Beziehung

e+ 1)==xzT(x)
folgt augenblicklich

I ni
Mithin ist I'(x) eine Losung der im Titel stehenden Funktionalgleichung.
Wir bilden nun die logarithmische Ableitung von F'(z), also

[T [+ 1
F {x) 11 (z) 11( 2)

Flx) 2 I“(E) 2 F(x +_1)
2

2

Wird rechts eine wohlbekannte Partialbruchentwicklung fiir die logarithmische

Ableitung der Gammafunktion eingefiihrt, nimlich®

] )

y—=1

wobei C die Euler-Mascheronische Konstante bezeichnet, so resultiert®

Pl &(—gh L C
(2) I’T(;)_—vzzo w+;;77_-_2(2w+x)(2v+1+x)

r=0

Hieraus ersieht man, dass F'(x)/F'{z) < o und deshalb
(3) F'(x)<o

ist, da ja F'(x) > o definiert war.

Ferner lehrt (2), dass I (x)/F'(x) mit wachsendem x bestindig zunimnt.
Daher ist log I7(x) eine konvexe Funktion. Weil F(x) positiv ist und monoton
abnimmt, wichst mit I (x)/F (z) < o zugleich I’ (z). Somit ist auch F'(x) selbst
konvex. Ubrigens impliziert die logarithmische Konvexitit jeder Funktion deren

Konvexitit schlechthin; denn aus

! NIELSEN, 1. e, 8. 15; NORLUND, 1. ¢, 8. 102; oder etwa H. v. MaxcoLpr—K. Kxorp,
Einfithrung in die hohere Mathematik 3, 6. Aufl.,, Leipzig 1933, S. 484.
? Vgl. NIELSEN, 1. e, 8. 16; NORrRLUND, L e, 8. Ico.



Konvexe Lésung der Funktionalgleichung 1/f(x + 1) = xf(x). 59
x, + @
bf( v 2) <

folgt wegen der Monotonie des Logarithmus

; {log () + log fla)}

£ (5 2) = Vi) e =2 7te) + (el

1
2

Der Umkehrung unserer Ergebnisse schicken wir eine sehr einfache Ab-
schitzung der Funktion F'(x) voraus'.

Gemiss (3) ist
Fx)>Flx+ 1)>Fx + 2),
infolgedessen «
F)Flx+1)>Ft(x+ 1) > Flx + 1) Fx + 2)

oder, im Hinblick auf (1),

T o g2 )
(1) x>r(x+l)>x+1

Nunmehr behaupte ich:
Erfiillt eine fiir alle x > o definierte konvexe Funktion f(x) die Bedingung

I

(5) Fm = x f(x),

so ist die (nie verschwindende) Funktion f(x) mit F(x) identisch.
Wegen (1) und (5) geniigt die Quotientenfunktion

_ fl)
Qlx)= 7 ()

der Funktionalgleichung

(© Qw+1)=

1
@ (x)
Wir miissen Q(z) =1 beweisen. Zu diesem Zweck zeigen wir zuniichst, dass

Q®(x) = 1 ist.

! Nicht so elementar, mit Hilfe der Stirlingschen Reihe ergibt sich
2
F(x) < —— fiir a> L
2x— 1 2

[Vgl. MAYER, 1. ¢, dort (14).. Die Stirlingsche Formel reicht zum Beweise dieser Verschirfung
von (4) nicht hin.
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Zufolge (6) und (4) ist fiir ein beliebig fixiertes z > o, wenn vorerst ¢ (x) > o

angenommen wird,

I I 1
Tt )= g = gmvy
Sfle+2)= Q@) F(x+2)> )V“‘A"

1 , 1 I
ﬂx+@=§@ﬁ@+3y<maV;f;

Werden diese Abschitzungen in die Konvexitits-Ungleichung

Sfle+2) = - {fle+ 1)+ fle+ 3)}

N

eingetragen, so hat man
wr v 1 2
(7) Q‘(x)<2(l/l+;+l)-

Vergrosserung des Arguments um 1 liefert, abermals mit Riicksicht auf (6),

1 o 2
¥ ea=iV/ i)

Da @Q(x) gemiiss (6) die Periode 2 besitzt, darf in (7) und (8) rechter Hand
x durch x + 2 n ersetzt werden, wenn 7 eine natiirliche Zahl bedeutet. Wiichst

dann n iber alle Grenzen, so ergeben (7) und (8), zusammengefasst,

Q@) =1

und damit zunichst
(9) | /(@)= I ().

Unter der Voraussetzung, dass @{x) < o ist, erhiillt man in analoger Weise
, 1 ﬂT)
Q(oc)>2(1+l/x+3
I ¥ ]/"r + 2)
@) 2 x+ 4

und folgert hieraus wiederum (9).

Wir verschaffen uns jetzt Klarheit iiber das Vorzeichen von Sflx).
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Falls einem beliebigen z, > o der Funktionswert f(x,) = — F'(x,) entspriiche,
wiire fiir jedes 1 > o infolge der Konvexitit von f(x) und in Anbetracht von (9)

flao + B =

{flawg) + flao + 2h)} = —{— Flag) + Flxy + 2h)}.

1 I
2 2
Weil F(x) abnimmt, ist der rechts stehende Ausdruck negativ; nach (9) wiire
daher f(x, + h)= — F(x, + h). Letztere Funktion von & ist aber nicht konvex,
denn wir haben oben gesehen, dass F(x) konvex im engeren Sinne ist. Aus
allem dem kann geschlossen werden, dass f(x) nie negativ wird, weshalb in (9)

das Zeichen des absoluten Betrages wegzulassen ist.

§ 2. Konvexe Lisungen der Funktionalgieichung der Gammafunktion.

Wie E. Artin gezeigt hat, kann die Gammafunktion als reelle Funktion fol-
gendermassen gekennzeichnet werden:

Ist eine Funktion f(x) fir alle x > o definiert, stetig und logarithmuisch konvex,
gentigt sie ferner der Gleichung

(10) Sl + 1) =zf(z)

so gilt identisch f(x) = a I (x), wobei a eine beliebige positive Konstante ist'.

Der in § 1 bewiesene Satz iiber die Funktion Z'(z) erscheint jetzt als Ana-
logon ‘zu dem eben wiedergegebenen Theorem. Ein Unterschied jedoch soll im
nachstehenden herausgearbeitet werden: In dem Theorem von der Gammafunktion
darf die logarithmische Konvexitiit nicht zur blossen Konvexitit abgeschwicht
werden. Man kann niimlich stetige, konvexe Ldsungen von (10) konstruieren,
die von der Gammafunktion wesentlich verschieden sind.

Wir gehen von einer unendlichen Folge rationaler Funktionen aus, die bis

auf die erste ganz sind:

! E. ARrTIN, Einfiihrung in die Theorie der Gammafunktion (Hamburger math. Einzelschr. 11),
Leipzig u. Berlin 1931, S. 12. Die Stetigkeit ist daselbst in die Konvexitiitsdefinition aufgenommen.

Implizite findet sich der Inhalt des Satzes [wie auch ARTIN erwiihnt] schon bei H. BoHR u.
J. MoLLERUP, Lerebog i matematisk Analysc 3, Kopenhagen 1922, 8. 163, 164.
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Ale) —e—1,
fy(.x) =@x—1x—2)...(x—»+1),
fv+.1(a")=(x— Nrx—2)...(x—v+ 1)([x—19),

Ohne die geringste Schwierigkeit erkennt man (v=o, 1, 2, .. .):
(11) frle +1)=vl=filv+ 1),
(12) fi{r)=o0 fir x>y,
(13) foilz + 1) =xf(2).

Bedeutet, wie iiblich, [x] die griosste ganze Zahl = x, so bilden wir nun die
Funktion

G (x) = fin (%)
und konstatieren an Hand von (r1), (12) und (13) der Reihe nach:
G (x) ist stetig,
G (x) ist konvex im Inneren des Intervalls zwischen je zwei aufeinander-
folgenden ganzen Zahlen,
14) G+ 1)=1z0G ().
Im Intervall 1 <z <2 ist G(x)=1 = I'(x). Hieraus folgt in Anbetracht
von (14) fiir jedes positive Argument:
G (x) = I'(x);
Gleichheit besteht gemiiss (11) fiir z =1, 2, 3, .... An diesen Stellen ist daher
G (x) konvex, weil ja I'(z) konvex ist!. Alles in allem genommen ist G (z) eine
der angekiindigten stetigen konvexen Losungen von (10).
Weitere solche Losungen werden durch
Max {I'(z), b G(x)}

dargestellt, falls der Koeffizient b zwischen 1 und dem Minimum von I'(x) ge-
withlt wurde.

! Ohne auf I'(x) zuriickzugreifen resultiert die Konvexitit von G(x) an den Stellen x=1,2,3, ...

daraus, dass die linksseitige logarithmische Ableitung um I kleiner als die rechtsseitige ist.



