
KONVEXE LOSUNG DER FUNKTIONALGLEICHUNG 
1 / f ( x  + 1) == x f ( x ) .  
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ANTON E. MAYER 
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Bei einer  geometr i schen A n w e n d u n g  1 der  Funk t i on  

If(x)= 

wurde ich gewahr ,  dass diese i ibrigens nieht  unbekaun te  Funk t ion  ~ logar i thmisch  

konvex ist und dass sie merkwii rd igerweise  schon durch  die Konvex i t~ t  weit- 

gehend charakter i s ie r t  wird. W i r  k5nnen  n~imlich zeigen: Die  in der  Obe r sch r i f t  

ve r lang ten  Eigenschaf ten  sind bloss bei der  Funk t ion  I f (x)  vere in t  (w I). An- 

schliessend soll die Analogie  zur Haup t -Funk t iona lg le i chung  der  G a m m a f u n k t i o n  

beleuchte t  werden (w 2). 

Der  E infachhe i t  ha lber  setzen wir fiir die hier zu be t rach tenden  reellen Funk-  

t ionen stets  voraus, class die Variable  x > o sei. 

1 A. E. MAYER, GrSsste Polygone mit gegebenen Seitenvektoren, Commentarii mathem. 
helvetici 10 (I938), S. 288--3oi. 

N. NIELSEN, Handbueh der Theorie der Gammafunktion, Leipzig I9o6, untersucht an meh- 

besonders S. 44, 45, die Funktionen B (x, ~) ~ ]/-2~ F(x)und B ( x ~ ,  ~). reren Stellen, 
8 

N. E. N6RLUNI), Vorlesungen fiber Differenzenreehmmg, Berlin x924, S. I IS--If8, behandelt 
eingehend I/F(x). 

Vgl. ~lleh •. W. WHITTAKER 11. G. N. WATSON, A course of modern analysis, 4. Aufl., 
Cambridge I927, S. 259, Beispiel 8. 

8--38333. Acta mathematiCa. 70. /mprlm~ le 29 novembre 193R. 
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I .  Konvexitii t  der Funkt ion F(x) und eine Unit~tseigenschaft .  

Aus der fiir die Theorie der Gamm~funktion fund~mentalen Beziehung 

r (~  + ~) - -~r (x)  
folgt augenblicklich 

I = x l , ' ( x ) .  (i) F(~ + ~) 

Mithirt ist F(x) eine LSsung tier im Titel stehenden Funktionulgleichung. 

Wi t  bilden nun die logurithmische ~bleitung yon F(x), also 

F '  (x) ~ I 

Wird rechts eine wohlbekannte Partialbruchentwicklung ffir die logarithmische 

Ableitung der Gummrffunktion eingefiihrt, n~i,mlich ~ 

) r '(x) - c + ~  ] - V + - x '  
r(x) 

v ~ 0  

wobei C die Euler-Mascheronische Konstante bezeichnet, so resultiert 2 

F'(x) ~ ( -  I)"+' ~ I 

�9 ~ 0  r ~ 0  

Hieraus ersieht man, duss _F' (x)/F(x)< o und deshalb 

(3) F ' ( x )  < o 

ist, du .~ F(x)> o definiert war. 

Ferner lehrt (2), dass F'(x)/F(x) mit wachsendem x bestitndig zunimmt. 

Daher ist log F(x) eine konvexe Funktion. Weil F(x) pos i t iv i s t  und monoton 

ubnimmt, w~ichst mit F'(x)/F(x)< o zugleich F'(x). Somit ist auch /, '(x)selbst 

konvex. 13brlgens impliziert die logarithmische Kortvexit~it jeder Funktion deren 

Konvexit~tt schlechthin; denn aus 

t NIELSE.~, 1. C., S. I5;  N6RL(T.~D, 1. C., S. IO2; oder e twa  H. v .  MXYGOLDT--K. KSoPP,  

E i n f i i h r u n g  in (lie hShere  M a t h e m a t i k  3, 6. Aufl.,  Leipzig  I933, S. 484. 

"~ Vgl. NIELSEN, ]. C., S. 16; N()RI.UND, 1. C., S. IOO. 
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logf (xl :  x2) =<2I{l~ f(x,)+ log f(x2)} 

folgt wegen der Monotonie des Logurithmus 

f ( x ,  + _x~)~ V~f(x,)f(x2)~ _I {f(x~) + 2  f(x~)}. 

Der Umkehrung unserer Ergebnisse schicken wir eine sehr einftrche Ab- 
sehiitzung der Funktion F(x) voraus t. 

Gemiiss (3) ist 
�9 '(x) > F ( x  + ~) > 1, '(. + z), 

infolgedessen 
~,'(x)F(x + i) > F~(x + x) > F ( x  + , ) F ( x  + 2) 

oder, im Hinblick auf (I), 

(4) ~ > . w  (x + ~) > 
x x - i - I  

Nunmehr behaupte ich: 

EJfSllt eine f i ir  alle x > o definierte konvexe Funktion f(x) die Bedingu W 

I 

(~) f ( z  + ~1 - x f ( x ) ,  

so ist die (hie verschwindende) Funktion f (x )  mit F(x) ide~disch. 

Wegen (I) und (5) geniigt die Quotientenfunktion 

der Funktionalgleichung 

(6) 

f ( x )  
? (*) - -  F (~) 

Q ( ~ +  ~ ) =  
?(x) 

Wir miissen Q(x) = t beweisen. Zu diesem Zweck zeigen wir zuniichst, dass 
Q~ (x) = I ist. 

Nicht  so elementar,  mi t  Hilfe der St i r l ingschen R e i h e  ergibt  sich 

2 I 
F ~(:~',) < ----  f{ir X > - .  

2 X - - I  2 

[Vgl. MAYER, 1. c., dort  ([4)1. Die Stir l ingsche F o r m e l  reicht zum Beweise dieser Versch~rfung 
yon (4) nieht  hin. 
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Zufolge (6) und (4) ist ffir ein beliebig fixiertes x > o, wenn vorerst q (x) > o 

angenommen wird, 

f ( x +  I ) - -  I F ( x +  I ) <  I I 
q (x) q (~) V~'  

I 
f ( x  + 2)--~ q (x)F(x + 2) > q (x)V-x~-+-2' 

' F ( x +  3 )<  f (x  + 3) = ~ )  
I I 

q (x) V x .  2 

Werden diese Absch~tzungen in die Konvexit~its-Ungleichung 

f ( x  + 2) =< _i {f(x + ,) + f ( x  + 3)l 
2 

emge~ragen," " so hat  man 
I 2 

(7)  Q,a ( x ) . <  2 i -4- - + i �9 
x 

VergrSsserung des Arguments  um I liefert, abermals mit  Rficksicht auf (6), 

t8) ) 
(X) < 2 I "4- X - $ I  -}- I " 

Da Q(x) gemSss (6) die Veriode 2 besi tz t ,  daf t  in (7) und (8) reehter  Hand  

x durch x 4- 2 n ersetzt werden, wenn n e i n e  natfirliche Zahl bedeutet. W~chst  

dann n tiber alle Grenzen, so e rgeben  (7) und (8), zusammengefasst ,  

Q~ (x) = , 
und damit  zun~ichst 

(9) I f(x) I = F (x). 

Unter  der Voraussetzung, dass Q(x)< o ist, erh~ilt ]nan in analoger Weise 

,( 1/ iI 
Q~(x)>; i+  l :  ~ I '  

, ,( t q'~(~')>s I +  I/ x + 4 f  

und folgert  hieraus wiederum (9) . . . .  

Wi r  verschaffen uns jetzt  Klarhei t  fiber das Vorzeichen von f(x). 
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Falls einem beliebigen x o > o der Fankt ionswert f (Xo)~ ~ F ( x  o) entspr~che, 

w~re ffir jedes h > o infolge der Konvexit~it von f ( x )  und in Anbetrach~ yon (9) 

i ~ ~(x0) + F(~0 + 2 h)}. f(Xo + h) < ~ {f(Xo) + f(xo + 2 h)} < ~ {-- 

Weil F(x)  abnimmt, ist der rechts stehende Ausdruck negativ; nach (9) w~ire 

daher f ( x  o + h) ~- -- F ( x  o + h). Letztere Funktion yon h ist aber nieht konvex, 

denn wir haben oben gesehen, dass F(x) konvex im engeren Sinne ist. Aus 

~dlem dem kann geschlossen werden, dass f ( x )  hie negativ wird, weshalb in (9) 

das Zeichen des absoluten Betrages wegzulassen ist. 

w 2. Konvexe LSsuugen der Funktionalgieichung der Gammafunktion. 

Wie E. Artin gezeigt hat, kann die Gammafunktion als reelle Funktion fol- 

gendermassen gekennzeichnet werden: 

Is t  eine Funktion f ( x )  fiir alle x > o definiert, stetig und logarithmisch ko~vex, 

geniigt sie ferner der Gleichuug 

(IO) f (x  + I ) - -  xf(x), 

so gilt identisch f ( x ) =  a F(x), wobei a eine beliebige positice Konstante ist ~. 

Der in w I bewiesene Sa~z fiber die Funktion 1,'(x) erschein~ j e t z t  als Ana- 

logon z u  dem eben wiedergegebenen Theorem. Ein Unterschied jedoch soll im 

nachstehenden herausgearbeite~ werden: In dem Theorem yon der Gammafunktion 

darf die logarithmische Konvexit~t nicht zur blossen Konvexit~i~ abgeschw~icht 

werden. Man kann n~imlich stetige, konvexe LSsungen yon (IO)konstxuieren, 

die yon der Gammafunktion wesentlich verschieden sind. 

Wir gehen von ether unendlichen Folge rationaler Funktionen ~rus, die bis 

auf die erste ganz sind: 

I 

.fl (x) : x, 

i E. ARTIN, Einf i ihrung in die Theorie der Gammafunkt ion (Hamburger math.  Einzelschr. 11), 
Leipzig u. Berlin x93x , S. I2. Die Stetigkeit  ist  daselbst  in die Konvexit/i tsdefinition aufgenommen. 

Implizi te  finder sich der Inha l t  des Satzes [wie auch AI~TfN erw/ihnt] schon bet H. BOHrr u. 
J. MOLLERUP, L~erebog i matematisk Analyse 3, Kopenhagen 1922, S. I63, I64. 
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A (~) 

f,(x) 
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~ x - -  I~ 

= ( ~ -  i ) ( x - ~ ) . . .  ( ~ - ~  + ~), 

J ~ + I ( X ) : ( X - -  I ) ( X - - 2 ) . . .  (X--Y + I ) (X- -  Y), 

Ohne die geringste  Schwierigkei t  e rkennt  m~n (~ ~ o, I, z, . . . ) :  

(~) f~(~ + ~)=~! =/,+~(~ + ~), 
(I2) f ' ~ ( x ) ~ o  fiir x > v ,  

(I3) f,.+l(X q- I) = xf~,(x). 

Bedeutet ,  wie iiblich, Ix] die grSsste ganze Zahl ~ x, so bilden wir  nun die 

Funk t ion  
(; (x) = 9% (x) 

und kons ta t ie ren  an H a n d  von (t I), (I2) und (I 3) der  Reihe nach:  

G (x) ist stetig, 

G (x) ist konvex im Inneren  des In terval ls  zwischen je zwei aufeinander-  

folgenden ganzen Zahlen, 

4) (; (x + ~) = x G (x). 

Im In te rva l l  I ~ x ~ 2 ist G(x) -~  I ~ F(x). t t i e raus  folgt  in Anbe t raeh t  

yon (I4) fiir ]edes positive Argument :  

(; (x) _-> r(z); 

Gleichheit  besteht  gem~iss (II)  fiir x = I, 2, 3 . . . . .  An diesen Stellen ist daher  

G(x) konvex, well ja F(x) konvex istL Alles in allem genommen ist G(x) eine 

der angekfindigten s te t igen konvexen LSsungen yon (I o). 

Wei tere  solche LSsungen werden durch 

Max {r(x) ,  b (;(x)} 

dargestel l t ,  falls der Koeffizient  b zwischen i und dem Minimum yon F(x) ge- 

w~thlt wurde. 

Ohne auf I'(x) zurtickzugreifen resultiert die Konvexit~t yon G(x) an den Stellen x=  I, 2, 3, --. 
daraus, dass die linksseitige logarithmische Ableitung um I kleiner als die rechtsseitige ist. 


