
SUR LES VARII TI S h TORSION NULLE. 
PAR 

FR. FABRICIUS-BJERRE 

COPENHAGUE. 

Introduction. 

Ce m~moire est consacr~ ~ l'~tude des vari~t~s ~ torsion nulle. Nous y 

retrouverons des r~sultats exposds par MM. E. CA~TA~ et R. LAGI~ANGn, mais 

la plupart des rgsultats obtenus ne se trouvent que dans ma th~se: ~)Differential- 

geometrlske undersSgelser af torsionsfri flader beliggende i rum reed konstant 

krumming~', Copenhague, I934. - -  

Dans le premier paragraphe nous introduisons la notion: d~placement pa- 

rall~le normal, et cette notion nous conduit d'une maniSre naturelle s la d~fini- 

tion d'une varidtd s torsion nulle. C'est une varidtg, pour laquelle le ddplace- 

ment parall~le normal ne ddpend pas du chemin. 1 Le w 2 donne une d~monstra- 

tion de l'existence des directions principales; des cons6quences immddiates de 

cette propri~t~ sont ~nonc~es dans le paragraphe suivant. Le ~ 4 a pour but 

d'~tudier les lignes de courbure et les vari~tgs qu'on peut attacher s une varidtd 

s torsion nulle. I1 s'agit dans le w 5 de d5terminer les varidt~s ~ torsion nulle 

qu'on peat dgriver d'une varigt4 donnge, ~ savoir les vari~t~s parall~les, les images 

sph~riques et les varidt~s inverses. -Le w 6 donne une correspondance importante 

entre une varigt4 s torsion nulle et les varidt~s ddveloppables (s courbure nulle). 

On y verra qu'une varidt5 s torsion nulle peut ~tre engendr~e en d~veloppant 

une varidt5 s courbure nulle. Le w 7 concerne les surfaces s torsion nulle, plon- 

g~es dans un espace euclidien R 4. Dans ce cas simple il est possible de faire 

u n  examen plus dgtaill~. 

1 L' idde d ' i n t rodu i r e  les  var id tds  ~ tors ion  n u l l e  pa r  ce t te  ddf in i t ion  es t  due  ~ M. DAVID FOG. 

7--35150. Acta  mathematica,  66. Imprim~ le 17 aofit 1935. 
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Enfin, dans le w 8, nous ~tudions les vari6t6s dont  l 'espace ambiant  est 

courbure  constante,  et nous  pourrons  d6montrer  que presque tous les r~sultats 

des paragraphes  pr6c~dents sont  aussi vrais si les vari6t6s sont situ6es dans un 

espace non-euclidien. 

Soit  

w ~. D6placement parall~le norma l .  

X ~-- X ( U l ~  1~2 . , , Un ) 

l 'gquat ion veetorielle d 'une vari6t6 V ~ ~ n dimensions plong~e dans un espaee 

euclidien R n+p. Xmaginons que, en chaque point  de la varidt6, nous avons 

atSach6 p vecteurs uni taires  normaux  ~1, ~2, . . .  ~p, o r thogonaux  entre  eux. 

Si b~" d6signe la a i ~  composante  normale de la d6riv6e ~ =  0~" 
i ~ U  i 

dn~ --  b i ( a , v =  1 , 2 , . . . p )  

sera la composante  normale  du vecteur  d~ *. 

Z = Z ~  *. 

On a 

et 

(I,I) 

Consid6rons un vecteur  

d=Z = (dZ ~ + ~'b~.'du ~) ~ .  

L'~quation (I, I) d6finit la diff6rentiat ion covariante  normale x, et les dquations 

( I ,2)  dZ~+ , ~ i Z b~ du = o  

doivent  d6finir le d@lacement parall~le normal du veeteur  ~. Soit •i= uS(t) les 

~quations d 'un eourbe C de la vari6t~. (I, 2) nous permet  de t r anspor te r  par  

parall~lisme un  vecteur  d 'un  point  P de la courbe s un point  Q de la courbe. 

Th~oreme.  Un ddplacement parall~le nor~nal laisse la longueur d'un vecteur 

et l'angle de deux vecteurs invariables. 

Voir E. CARTAN: La g6omdtrie des espaces de Riemann, Paris 1925, p. 47. 
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d t d  ~_ �9 a~ i t* b~ d u  = o .  

Si l 'on multiplie l '6quation (I, 2) par g~, (I, 3) par ita, on aura  par  addit ion 

d(it~t,~) + ~ �9 ~ it l~ b i du  -----o. 

Comme b~ ~ :  -- b~ ~' 

et le " " est demontre.  theoreme " " 

G6n6ralemen~ le r6sultat  

ita/.t ~ ~ const., 

d6pend du chemin choisi. 

et il suffit, que les 6quations (I, 2) soient compl~temen~ int6grables. 

t ions d'int6grabilit6 s'6crivent 

0 it" ~ ( b, ) 0(Z~b~ ~) 
Ou k Ou ~ 

l b - J  b~-u'l ' ~  ~ k = o  

OU 

si l 'on pose 
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du d6placement parallSle normal  d 'un  vecteur 

Pour  qu'il  soit ind@endan~ de la courbe C, il f au t  

Les condi- 

r 0"r it Tk~ = o, 

(i, k = I ,  2 . . . .  n ;  0, v = I ,  2 ,  . .  : . p ) .  

On a le 

0 b i~ Ob~" 
( I , 4 )  Tk~ OU k - -  OU i + b i b~ v~ t �9 

Donc les conditions d'int6grabilit6 seront 

( i ,  5) r ~ ;  = o 

Les tenseurs T ~ s 'appellent tenseurs de torsion. ~ Ils sat isfont  aux relations 

k i k k i "  

I1 existe alors en r6alit6 I _ p ( p _  I) tenseurs T "" gauche-sym6triques. 
2 

~hdor~me 

CAXTA~, 1. C. p. 50. 
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Les conditions n~cessaires et suffisantes pour que le ddplacement parall~le normal 

une varidtd V ~ soit inddpendant du chemin, sont que toutes les composantes des 

tenseurs de torsion soient nulles. 

Si ces conditions sont satisfuites, la vari~td est dite varidtd ~ torsion nulle. 

Etant  do~nde une vurigt5 V '~ s torsion nulle, et attachd ~ un certain point 

de V ~ un syst~me de coordonn5es ~ 2 . . .  ~P, il existe en chaque point un 

syst~me de coordonn~es engendrg par ddplacement parall~le normal du syst~me 

donn~. Cet ensemble de syst~mes de coordonndes s'uppelle syst~me de coordon- 

~des gdoddsique ~wrmal s 1~ vari~td. On volt l'unalogie entre ce syst~me et les 

coordonndes ggod~siques (cart~siennes) d'une varidt~ d~veloppable. ~ Un ensemble 

de p-~dres rectangulaires ayant une position constante par rapport au syst~me de 

coordonn~.es g~od~sique normal forme lui-m~me un tel syst~me. La diff5rentielle 

d'un vecteur ~, qui se ddplace p~rall~lement ~ lui-m~me n'a aucune composante 

normale, de sorte que routes les b~ ~ =  o, le syst~me de coordonndes ~tant gdo- 

ddsique normal. 

I1 est bien possible, pour une wri~td g~n5r~le, de construire un syst~me de 

coordonndes g~oddsique normal en un point donnd; mais seulement les vari~tds 

torsion nulle permettent des syst~mes de coordonndes gdoddsiques normaux en 

tout point de la varidt& 

w 2. Directions principales. 

Soit V ~ une variStd riemannienne, ~1, ~2,... ~p p veeteurs unitaires normaux, 

Ox O~x 
xl, x 2, . . .  x~ n vecteurs tangents, x i =  Ou i,  et posons x i k =  OuiOuk. x~k et ~i 

sont donngs par les dquations connues ~ 

(2• I) 

(2, 2) 

Xik ~ q k  Xl -~- ~.k ~ ~' 

kl qv ~a O~V ~ I~ 2, 

~k=~'X~k est la composante normale de xik. On en d6duit les conditions 

d'int6grabilit6 ~ 

1 Voir  L. P. EISElqttART: R i e m a n n i a n  Geomet ry ,  P r ince ton  I926 p. I89. 

~ l. e. t). I9O. 
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/tijkt d6signe les composantes du tenseur de Riemann, fl[j,k la ddriv6e covariante 

(tangentielle) du tenseur /~.i. 

Si V n est une vari6t6 ~ torsion nulle les 6quations seront plus simples. 

Au lieu de (2, 2), (2, 4) et (2, 5) nous aurons 

(2, 6) ~: = - ~:,~ y ~  x~ 

(2, 7) ~Tj,~ = f i~,j  

(2, s) TT;  = o ,  

pourvu que l'on air choisi un syst@me de coordonndes g6oddsique normal. L'd- 

quation (2,8) peut s'6crire sous une autre forme. Soit 

gik = gik _~ ~ik, 

C. a. d. le sys~Sme de coordonn6es xl x~. . .  x,~ rectangulaire, on a 

(2, 9) T~; = ~ j  ~;~ - ~ ~:.~ = o .  

Nous allons trouver la signification g~om6trique de cette c o n d i t i o n . -  Supposons 

que le syst~me de coordonndes rectangulaire E,, soit choisi tel que 

(2, Io) fl~k = o,  i + k. 

Alors les axes du repSre sont les directions principales du tenseur fl~. Le cal- 

cul de T/~ donne 

(2, i i)  ~ ( ~ i ~  - fi~) = o .  

Si le tenseur fll possSde juste n directions principales, fl~k ~= fl~i, eL l'on aura 

(2, 12) f l~k=o i 4 : k ,  a - - 2 , 3 ,  . . . p .  

Donc: Les  tenseurs ill, f12/.. ,  tip ont les m~mes direct ions  principales .  

Au cas contraire off le tenseur fl~ possSde plus de n directions principales, 

la mSme propri6t6 des tenseurs fl~ peut se d6montrer, mais la d6monstration est 

un peu plus compliqude. 
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On se serf de la mdthode inductive. Supposons d'abord n = 2. Toute 

direction tangente est direction principale de fl~, si fill = fl~2. Pla~ons le syst~me 

de coordonndes E~ sur les directions principales du tenseur fl~. S'il n'existe que 

deux directions principales, les remarques ci-dessus vdrifient le thdor~me; il ne 

nous faut que remplacer T~ 1 par T~. S'il y a plusieurs directions principales 

de fl~, mettons E~ sur les directions principales de f13; en continuant de cette 

mani~re on obtient ou bien deux directions principales ou bien route direction 

tangente. 

Supposons ensuite que le th~or~me soit vrai  pour des vari~tds ~ I, 2 , . . .  (n--I)  

dimensions. I1 faut ddmontrer qu'on peut  choisir les axes du rep~re E~ de ma- 

nitre s annuler tous les termes rectangulaires des formes quadratiques 

(2, I3) ~k du~ du k 

sous les conditions (2, 9 ) . -  Comme deux ou plusieurs de fll~, fl~2, . . .  fl~, sont 

dgaux on peu~ les grouper: 

fin. 

de sorte que deux fit, appartenant ~ des t roupes diff~rents ne soient jamais 

~gaux. Soit i 1 un nombre arbitraire du groupe gl(ia ~ I, 2, 3), i~ un nombre du 

groupe g~(i~=4,  5,6, 7) etc., l 'dquation (2, II) donne 

( : , i 5 )  s  = o (r + = 2, 3 . . . P ) .  

Par  consdquent les formes (2, I3) peuvent s%erire 

c. a. d. u n e  somme d'un nombre fini de formes quadratiques, chacune ddpendant 

de variables, dont le nombre est moins de n. En calculant T~ .  on obtient 

rO'f~'l *~1 ~lJl ~i j l  ~lJl  i , j ,  (j, = I, 2, 3) 

?~ cause de l'6quation (2, I5): En employant l 'hypothgse 6none~e plus h aug, le 

thdorgme grant vrai pour les formes ?~ moins de n varlablesl nous voyons qu'on 

peut tourner le syst~me de coordonnges x~x2x~ de " "  manlere que 
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(2, i7)  fl" = o (i~ => k,). il kl 

L a  ro ta t ion  sera fa i te  duns l 'esPace R a, c o n t e n a n t  les vec teurs  x~, x~ et xa origi- 

naires .  P a r  une ro ta t ion  ana logue  du syst~me x4, xs, x6, x 7 on ob t ien t  

(2, ,S)  fi" = o (4  + ~,). i= k= 

En con t inuan t  ainsi nous  f inirons par  avoir  un systSme de coordonn~es ~ tel  

que tou t  t e r m e  rec tangu la i r e  des fo rmes  (2, I3) ou (2, I6) s ' a n n u l e .  P a r  suite 

les t enseurs  ill, f l~,. . ,  tip sont  coaxiaux.  1 

Inve r semen t ,  s ' i l  est possible de choisir  les axes d 'un  n-Sdre r ec tangu la i r e  

E~, te l  que 

(2, I9) g;k = ~ k  = o i ~ k 

les composan tes  T~[ s ' annulent ,  et  la vari6~6 V n e s t  une  vari4t4 g tors ion nul le  

en ce point .  En  s o m m e :  

Pour qu'une varidtd V ~ plongde duns un t~ n+v soit & torsion nulle, il f a u t  et 

il suffit qu'il existe n directions tangentes, qui sont directions principales pour tous 

les tenseurs fl~. - -  

)/I. ST~uix = a in t r0dui t  la not ion:  direct ions pr incipales  en un poin t  d ' une  

dO 
V ", situge duns une  V "+p. I1 cherche d s '  dO & a n t  l ' angle  to ta l  des espaces 

n o r m a u x  voisins, ds l '41dment lin~aire. Dans  no t re  cas et avec nos nota t ions ,  

on obt ien t  la fo rmule  

tdO~ ~ aJ~R~ /~ duidu~ 
(2, 20) \ ~ I  = ~  ~ J ~  d s  d s  " 

Soit  V n g tors ion nulle, En le n-Sdre ment ionnd  p l u s  haut .  (2, 2o) sera  r6duite  g 

D'ofi  il sui t  que:  Les directions principales d'une varidtd g~ torsion nulle sont les 

directions pr~ncipales des tenseurs ~ .  

Les direct ions pr incipales  de RICCl sont  les direct ions pr incipales  du ten- 

1 Voir R. LAGRANGE: Comptes rendus I76 , 1o. 562. 
))Grundziige der mehrdim. Differentialgeometrie% Berlin I022 , p. 95. 
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seur l~jk-~-g~tRqk~. En faisant usage des 6quations (2, 3) et (2, 19) , on d6duit 

R j ~ = o ,  j 4  =k.  Ainsi 

Les  directions pr inc ipales  de R icc i  coincident avec les directions pr inc ipales  

de la varidtd. 

w 3. Vari6t6 de courbure et vari6t6 polaire. 

Consid6rons une vari6t6 riemannienne V% Les composantes du vecteur de 

courbure en un point P de la vari6t6 sont donn6es par les 6quations 

(3 ,  I )  

OU 

~ du  i d u  k 
y ' - -  

gik du  i du  k 

(3, 2) Y~ = ~k cos a i cos a k, 

le syst6me de coordonn6es x l , x a . . ,  x,~ 6rant cart6sien. A chaque direction tan- 

gente correspond un vecteur y, et son point extr4me d6crit une vari6t6 C, la 

varidtd de courbure en P.  L'espace normal vq, ayant le plus petit hombre de 

dimensions et contenant la vari6t6 C, s'appelle l'espace normal pr incipal .  L'espace 

normal vp--q totMement orthogonal s vq est dit espace binormal. 

Supposons maintenant V n s torsion nulle et de plus qu'on air choisi le 

systbme de coordonn6es cart6sien E~, de sorte qu'on peut se servir des 6qua- 

tions (2, 19). (3, 2) d o n n e  

(3, 3) y~ __ ~ ,  fir. cos ~ d .  iz 
i 

En posant x ~=  cos ~a i, x ~, x ~ , . . ,  x ~ sont des nombres non-ndgatifs, qui  satisfont 

~r l%qu~tion 

(3, 4) x 1 + x ~ + . . +  x n - -  I 

et (3, 3) aura la forme 

(3, s) y ~ = ~ f l ~ x  ~. 
i 

Supposons un moment que les nombres x i soient des coordonndes rectangulaires. 

L'~quation (3, 4) reprdsente un hyperplan, mais comme x i ~ o on ne peut tirer 



Sur les vari4t~s h torsion nulle. 57 

pat t i  que des points qui sont situ~s s l ' intgrieur ou ~ la fronti~re d 'un  hyper- 

t~tra~dre rdgulier ~ n sommets. Parce que l 'dquation (3, 5) est l in4aire ,  on a 

L a  varidt~ de courbure d 'une varidtd it torsion nulle est un hypertdtra~dre it n 

sommets ou la projection d 'une telle f igure.  

On voit f~cilement que les n sommets correspondent  aux directions princi- 

pales de V% Si le nombre p ~  n, les n vecteurs de courbure correspondants  

sont, en gdndral, ind~pendunts. De 1~ il suit 

E n  g~n~ral l'eslmce normal  p r inc ipa l  aura n dimensions.  

l~etournons ~ une varidt~ V n quelconque. L '~quat ion de l 'espace normal  

~P(P), contenant  les vecteurs normaux ~1, ~ . . .  ~ ,  peut s'~crire 

(3, 6) X - -  x + y*~  (~ = ~, 2 , . . . p ) .  

Soit d u  t u n e  direction t~ngente arbitraire au point  19; supposons que Q--* P tel 

que la droite P Q  s'approche de la ~angente donn6e ;  alors l 'espace normal  rp(Q) 

tend vers l 'espaee normal  ~P(P). Nous allons y t rouver  les points caract~risti- 

ques. I1 faut  alors d@terminer les fonctions y*(u 1, u~ , . . ,  u ~) de mani~re que la 

composante tangentiel le  du veeteur d X  s%nnule. On a 

(3, 7) d X  = x i d u  i + y ' ~ . d u  i q- d y ~  ~ 

et s l 'aide de l 'dquation (z, z) les condit ions 

8 )  - = o 

En dliminant  les diffdrentielles du i, o n  obtient  l '~quation d 'une varidtd V~-I, 

qu'on peut  appeler la vari~t~ polaire  en p .1  

On peut ddmontrer  qu'en gdn~ral la vari~td de courbure et la vari@td po- 

l~ire sont polaires rdciproques par rapport  ~ une hypersph~re d'unit~, dont  P 

est le centre. 

S'il s 'agit  d 'une V ~ ~ torsion nulle les ~quations deviennent  

- = o 

dU --o. 

i Voir KOHNE: Archiv d. Math. u. Physik, 3. R. 6. I9O4, p. 253. La vari~t~ polaire est dite 
~Kriimmungsspur~ par Kfihne. 

8--35150. Acta mathematica. 66. Imprim@ le 17 aofit 1935. 
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Par  consdquent: 

S i  V ~ est ~ torsion nulle, sa varidtd po la ire  se d&ompose en n hyperplans.  ~ 

On volt que les vari6t6s C et V~-~ ne sont pus polaires r6ciproques; n& 

unmoins, les sommets de l'hypert6tra~dre sont les p51es des n hyperplans par 

rapport g l'hypersphSre mentionn6e plus haut. 

w 4. Lignes de courbure. Vari6t4s conjugu4es. 

Les va r i&&-V '~ g torsion nulle sont caracteris6es par 1~ propri6t6 d'avoir n 

congruences de lignes de courbure orthogonales; ce sont les courbes dont les 

tangentes sont les directions principales. - -  Les lignes de courbure d'une va- 

ri&6 V '~, situde duns un R '~+1 poss~dent deux propri&ds diff&entes: 

I) En deux points cons6cutifs d'une ligne de courbure les normales se cou- 

pent l'une l'autre. 2) Les directions principales sont directions conjugu6es. ~ous  

allons voir que les l ignes de courbure d'une V n g torsion nulle jouissent de rou- 

tes les deux propri&6s. 

Soient ~1 ~2,... ~p les axes d'un syst~me de coordonn6es g6od6sique normal. 

De l'6quation 

(4 ,  I )  X = x -[- ) ~ 1  

de la normale contenant le vecteur gi, on d6duit 

d X = x ~ d u  ~ + ~ d u  ~ + d ~  ~ 

et en faisant usage de (2, 6) 

(4, 2) d X  = ( x ,  - -  Z ~ p ' x ~ ) d u '  + d Z ~  ~ 

II existe sur la normale (4, I) un point caract6ristique, si les 6quations 

(4, 3) (g;~ - z ~ ) d u '  = o 

sont satisfaites. Donc Z dolt satisfaire g l'6quation 

(4, 4) [ u,. - ~ ~I~ I = o.  

Les n racines de (4, 4) correspondent g n directions (4, 3), les directions princi- 

pales du tenseur #'. A c e s  directions correspondent n points curact&istiques de 

1 Vo i r  R. LAGRANGE, 1. c. p. 563 . 
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la normale, les points de section avec les hyperplans polaires. Ainsi, une ligne 

de courbure de la varlet@ V ~ ~ torsion nulle est la d~veloppante d'une courbe 

C, qui est elle-m&me le lieu de points caractdristiques. Si la ligne de courbure 

parcourt V ", la courbe C d~crit une vari~td U ~, s laquelle C est gdod5sique. 

Ces considdrations ne concernent pas seulement le syst~me de normales ~1, 

mais tout systbme de normales eorrespondantes, de sorte qu'il exis te  en tout 

n .  ~ - ~  varidtds U ~. - -  Si l 'on d5veloppe une v~rigtg quelconque le long d'une 

congruence de courbes gdod@siques on n'obtient pas de vari~tds s torsion nulle 

mais un faisceau de vari~tds, qui ont une normale commune. 

Cherchons encore les points caractdristiques d'un espace normal X ~ - x  + y ~ ,  

~- I ,  2 , . . .  q. On volt facilement que deux espaces normaux consdcutifs ~q(P) 

et vq(Q) se coupent en an espace v~-l, la direction P Q  ~tant direction princi- 

pale. Par  suite, le long d'une ligne de courbure les espaces normaux vq seront 

des espaces oscutateurs s q dimensions (q--I-plans osculateurs) d'une courbe C, 

et la ligne de courbure sera la trajectoire orthogonale des espaces. Si la ligne 

de courbure parcourt P~,  la courbe C engendrera une varidt~ Uq. I1 existe 

autant  de vari~t6s Uq ~ qu'il y a d'espaces ~ situ~s dans vp. Le nombre est 

ogq(p-q) Donc i l  y a en tout n .  ~q(P-q) ~'ari~t~s U~, q -~ I, 2 , . . . p  - -  I .  Parti- 

culi~rement, le cas p = q  donne: L e  long d'une l igne de courbure les espaces nor- 

m a u x  de une vari~t~ ~ torsion nul le  sont les ( p -  I)-plans osculateurs d 'une courbe; 

i l  y a n vari~t~s U~. 

Si nous cherchons les points caract@ristiques des espaces tangents  nous pou- 

vons le faire de la mani~re suivante. Supposons que V '~ soit une varidt~ quel- 

conque, et posons 
X - ~ x  + Z~x~ ( i ~  I, 2 , . . .  n). 

E n  diffdrentiant cette dquation l'on aura 

d X  = x ~ d u  ~ + (;~xi + Z~x~k)du k. 

dont la composante normale dolt s'annuler. En appliquant l'gquation (2, I) les 

gquations de condition s'5crivent 

~ fl~.k d u k = o . 

Si la varlet4 est ~ torsion nulle, et la direction tangente est une direction princi- 

pale, nous aurons par exemple 

41 z o. 
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Donc l'espace d'intersection de deux espaces tangents $n voisins sera un espace 

,~-1 ~ n - - I  dimensions, la direction tangente 6rant direction principale. La 

direction principale est orthogonaie k l'espace d'intersection. Ces propridtds 

sont 6videntes, parce que tous les  tenseurs fir ont les mdmes directions princi- 

pales. On en ddduit 

Les espaces tangents le long d'une ligne de courbure sont les (n--I)-plans 

osculateurs d'une courbe. 

A chaque ligne de courbure correspond une ddveloppable circonscrite ~ n 

dimensions. Une congruence de lignes de courbure correspond ~ une congruence 

de courbes, qui engendrent une varidt6 nouvelle, U ~*. Les varidtds U n e t  U~ 

sont dites conjugudes. 

A u n e  varidtg h torsion nulle sont attachdes n varidtds conjugu~es. 

L'existenee des varidtds conjugudes est due s la propri@t6 des lignes de 

courbure d'@tre courbes conjuguges de la varidt@, et les thdor~mes 6noncds s 'd ten-  

dent ~ route varidt6 ayant des syst~mes conjuguds. Ainsi les varidtds s torsion 

nulle appartiennent s une classe de varidt6 plus itendue. Cette classe est carac- 

tdrisde par la possibilit6 de trouver en chaque point d'une varidt6 un syst~me 

de coordonndes tel que ~ k - ~ ~  id=k ,  v =  I, 2, . . . p .  On n'exige pas que le 

syst~me de coordonndes soit r e c t a n g u l a i r e . -  On trouvera que la varidt6 de 

l'infini de la varidt6 de courbure se ddcompose en hyperplans, et encore que 

l'esp.uce normal principal doit avoir, ell gdndrai, n dimensions. 

Toute surface V 2, plongde dans un R 4, appartient ~ cette classe. La thdo- 

rie des surfaces conjugu~es est exposde par MM. BU~ST~N et MAYEIr 1 -  Les 

varidtds ddveloppables, examindes par M. E. CARTAS ~, appartiennent aussi s 

cette classe. 

w 5. Vari@t@s ~ torsion nulle d@riv@es d'une vari@t@ donn@e. 

I. Vari@t@s parall@les. 

Deux vari6t6s, V ~ et V ~, sont dites parall~les, si les espaces normaux en 

deux points quelconques correspondants coincident. Soit V n une vari6t6 ~ tor- 

sion nulle, V~ d6termin6e par l'6quation 

X = x + Z ~  ~ (~ = I ,  2, . . .  p ) .  

1 Math. Zeitschrift (26) 1927, p. 373. 
2 Bul. de la Soc. Math. de France, t. 48, 192o, p. 172. 
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On aura  

X i - - x ~  ~8 ikg  x l +  ~ . 

V~ est par~ll~le s V ' ,  si ~ = o ,  ~ = c 0 n s t .  La distance de deux points cor- 

respondants  est constante,  et V~ peut  5tre engendr~e par  un  vecteur  normal  

d 'une position constante  par  r appor t  au syst~me de coordonn~es g~od6sique 

normal.  Les syst~mes de coordonn~es ggodgsiques normaux  s V ~ sont aussi 

g~od~siques normaux  s ~n. V~ est ~ tors ion nulle. 

17 y a ocv varidtgs d torsion nulle 2arall~les ~ la varidtd originaire. 

Nous ddmontrons  que, essentiel lement,  une varidt4 ~ tors ion nulle est carac- 

terisde par  l'existence d'une seule vari~td parall~le ~ elle-m~me. I1 f au t  seulement  

que le tenseur,  appar tenan t  s la normale  commune des varidtds, poss~de juste  n 

directions principales. - -  En effet, nous exigerons que la vari~td V n 

X = x +  ~ 

soit parallble s F". En fa isant  usage de l 'dquation (2, 2) nous aurons 

X~ = x ~ -  ~fl~g~tx~ + ~bal~ ~ 4- ~ 1  i 

et une mul t ip l icat ion par  ~ donne (v = ~ o u v  # I)" 

E~ ----- o et b i ~ o 

~, ~ -  c o n s t .  ; b ~  ~ o .  

Ecrivons l '6quat ion (~, 4), v ~tant ~gale s i ,  

Obj. 1 Ob~ 1 
T ~  -- -- ~ ~ Ou ~ Ou i + 1,o+~t~l~ 

On en d~duit 
TO1 k i = O .  

Comme nous avons supposd juste  ~ directions principales du tenseur  ill, la d5- 

mons t ra t ion  p. 53 suffit s faire  coincider les direct ions principales de t o u s l e s  

tenseurs  ~ .  P a r  consdquent  V ~ (et V ~) sont s torsion nulle. 

La  condi t ion ajoutge est n~cessaire. Car par  mul t ip l ica t ion  d 'une varidt~, 

situge dans une hypersphere ,  on obt ient  une autre  varmte,  parall~le s l 'origi- 

naire. Les varidt~s sont homothdt iques ,  reals, en g~n5ral, clles ne sont pas 

torsion nulle. 
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Vn. 

2 .  Repr6sentat ion sph~rique. 

Soit ~l ~.~, . . .  ~ un systSme de coordonnSes g~od~sique normal ~ 19 vari~t~ 

La variSt5 V ~, d6finie par l'~quation 

est dire image sph&'ique de V'L Nous allons voir que l'image sphgrique d'une 

vari5t~ s torsion nulle est elle-m~me s torsion nulle. On a 

011 

x i  = - fli~ g ~ x ~ .  

Les espaces tangents en des points correspondants de V ~ et V" sont parall~les. 

Donc le syst~me de coordonn~es ~ . . .  ~P est gdod~sique normal aussi par rapport 

la vari6t5 V~, qui dolt ~tre s torsion nulle. Si nous faisons usage d'un autre 

syst~me de normales nous obtiendrons une vari6t6 nouvelle: 

I l  y a ~P-~ images sph~riques d'une V '~ ~ torsion nulle; elles so~t toutes it 

torsion nulle. 

Inversement, Si 19 reprdsentation sphdrique d'une varidt6 devient une varldt~, 

dont les espaces tangents en des points correspondants sont parall~les, les varidt~s 

seront s torsion nulle, pourvu que le tenseur, appurtenant s 19 normale de la 

repr6sent/~tion, poss~de juste n directions princip~les. La d~monstration est tout 

fair la m~me que celle du paragraphe prgcddent. 

On reconnait sans difficultg que les directions principales d'une varidt~ 

torsion nulle sont parall~les aux directions principales et d'une vari~t6 parall~le 

s V n et d'une image sph~rique de V ~. 

3. Varidt~s inverses. 

Soit donnSe une inversion, le centre 0, et une vari6t6 V ~ quelconque. Aux 

vecteurs x, xi, .~ , . . .  et aux quantitds fl~k, b~,i , �9 �9 �9 correspondent d'autres vecteurs 

4, ~ ,  ~ , . . .  et d'autres quantit6s fl~k, b~ ~, . . . .  A 19 vari6t~ V ~ correspond une 

varidtd V n, reprdsentde par l'dquation 

C 2 



c ~ ddsigne le module 

fgrent iat ion l 'on aura 

et  ensuite 

Sur les vari4tgs /~ torsion nulle. 

de l ' inversion, r la longueur  I xl  du vec~eur x.  

C 2 2 0  ~ 
~i  = ~ x~ - -  ~ -  r ~ x  

C 4 

gik = r ~ g~k. 

Les vecteurs ~* peuvent correspondre uux vecteurs 

- -  r ,  2 X 
= 

63 

Par  dif- 

nulle. 

2 c p  

~ b i �9 

L~ derni~re 6quation nous permet d'6noncer 

Les composantes b~ ~ et les tenseurs de torsion T~ik sont des invariantes absolues. 

Puis:  La varidt6 inverse d'une vari6t6 de torsion nulle est elle-mOme de torsion 

Consid6rons le syst~me de coordonn6es En, dont  les axes sont les directions 

principales en un point P de la vari6t6. En ce point  on a l e s  dquations (2, I9) 

g~k = ~:'k = o ,  i q :  1~ 

et par cons6quent 

c . a . d . :  Les lignes de courbure de V ~ correspondent aux lignes de courbure de V*~. 

En g4n~ral, les directions, principales correspondantes ne sont pas pa- 

rallSles. 

car deux vecteurs ~" et ~ doivent avoir, uu signe pros, la mSme projection ortho- 

gon~le sur 1s droite O x . -  On peut  alors d~terminer les quantit6s fi~ = - - ~ x k  i k  i 

et b~ ~ ~~ e~ le r6sult~t du culcul sera 
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w 6. Vari6t6s h tors ion  nul le  et  vari6t6s d6veloppables.  

Nous allons 6tablir une eorrespondanee int6ressante entre les varidt6s 

torsion nulle et une certaine elasse de varidt6s d6veloppables (~ courbure nulle). 

Supposons que la vari6td V ~ soit situ6e dans un R "+p, p >_--n, et de plus, que 

1'6space normal principal ait  juste ~ dimensions. Donc les n vecteurs de eour- 

bure ~11 ~ 2 , ' "  ~ ,  mentionnds p. 57, sont l in6airement ind@endants .  

L 'dquat ion d 'un espaee normal  E n dimensions s%crit 

(6, I) X = x + y3"~ (j = I, 2 , . . .  n). 

I1 s 'agit de trouver les points caraet~ristiques des espaces nonnaux  v ~. La  dif- 

fdrentielle d X  vgrifie l '6quation 

d X  = x i d u  i + yJ~Jdu i + dyJ~J 

et en faisant  usage de (2, 6) 

(6, 2) d X = (xi - -  yJ ~Jk gktXl) d u  i + dyJ~ j .  

Pour  que la composante  tangentiel le soit nulle pour route direction tangente  du  ~, 

il faut  et il suffit que 

xi --  yJ flJ~ g~ xt - -  o 

Ou 

(6, 3) - = o .  

Ces I - n ( n  + I) dquations sont compatibles. Car, si nous introduisons le syst~me 
2 

de coordonndes En, il ne reste que les dquations 

- = o 

dont  on peut obtenir y l  y ~ , . . ,  yn, parce que les vecteurs f in , .  �9 �9 fl,~ sont ind~pen- 

dants. Le point y~" est point d ' intersection entre l 'espace v ~ et les ~ hyperplans 

de la vari~t~ polaire. - -  Si le point podaire de l 'espaee v~ parcourt  la varidt6 

V" ~ torsion nulle, le point yi d~crit une vari~td W '~. L'~quation (6, 2) donne 

(6, 4) d X  = dyJ~J. 

W '~ est la vari~td d'enveloppe des espaces ~mrmaux v~. W ~ est d~veloTpable. 
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L '~qua t ion  (6, 4) est la m~me que 

x =g J 
don~ on d6duit  

P a r  cons6quent:  L'espace normal principal  ~ W ~ poss~de n dimensions, "et il est 

parall~le ~ l'espace tangent ~ V ~. 

W ~ est  une varidtd ddreloppable de CAfTAn. ~ Ces vari6t6s jou issent  de 

propri6~6s int6ressan~es. Nous  avons  vu (p. 6o) que la vari6t6 de l ' infini de la 

vari6t6 de courbure  se d6compose en hyperp lans ,  la  varidt6 donn~e ayan t  des 

congruences  de courbes conjugu6es.  Si la vari6t6 donn6e est  une vari6t6 de 

Car tan,  les hyperp lans  sont  les 616ments de l ' infini d 'un  n-~dre rec tangula i re .  

Ceci p e a t  se d6mont re r  fac i lement ,  si l 'on  cherche la vari6t6 polai re  en un point  

de W% On aura  en outre  que les ar~tes du n-~dre r ec tangu la i r e  sont  parall~les 

aux direct ions pr incipales  au point  co r r e spondan t  de V ~. 

Puis  nous d6mont re rons  le th6or~me suivant :  

Si  les espaces normaux v~ d'une vari~td V ~ e~veloppent une var@td de Cartan, 

V" sera 5 torsion nulle et pourra ~tre repr~sent~e par  l'~quation W~ 

(6, 5) X = x  + (e~.uOx~, 

x dtant le vecteur appartenant ~ W ~, c i des constantes arbitraires. 

Ddmonstration. Soi~ 

X - -  x + k~x~ 

l '6quat ion  de VL Les vecteurs  t angen t s  sont donn6s par  

Si l ' espace t a n g e n t  ~ W" doit  ~tre espace o r thogona l  ~ V n, il f au t  et il suffit  

que les 6quat ions 

Xkxj  ---~ o 

soient  sat isfai tes .  On a 

gjk + )~i k g i j  "~- ~i 19  , ik  ~ 0 

1 Voir la note p. 6o. 
9--35150. Acta mathematica. 66. Imprim6 lo 19 aofi~ 1935. 
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et en choisissant un  systbme de eoordonn6es g~oddsique s W '~ tel que gik = ~ 

e t  F j ,  i k - ~ - o ,  o n  a u r a  

~i + ~ = o  

Si l 'on multiplie par d u  k on obtient par integrat ion 

)J = cY - -  uJ 

et la derni~re partie du thdorbme 6nonc6 est ddmontr6e. 

En diff6rentiant l '6quation (6, 5) on obtient 

X k  . ~  (C i -  U i) X i k  . 

Done l'espace t angen t  s V" est parallb, le ~ l 'espace normal  principal de la vari6t6 

euclidienne W ~. 

Pour  d6montrer que V ~ est ~ torsion nulle il fuut  t rouver  p vecteurs d'unit6, 

normaux s V '~, tels que route diffdrentielle des veeteurs soien~ situde duns l'espaee 

tangent  ~ V s. ~ Les vecteurs x~, x~, . . .  x= sont des vecteurs unitaires, orthogo- 

naux entre eux. Les diff~rentielles 

(6, 6) d x i  = x ik  d u  k 

appar t iennent  ~ l'espace t angen t  de V% 

Si l'espace ambiant  de V ~ ne possbde que 2n dimensions (p --  n), le systbme 

de coordonn6es xi,  x~, . . .  X,n, g6od6sique par rapport  ~ W '~, eat g6oddsique nor- 

real par rapport  s P~, et la premiere partie aussi du th6or~me est v6rifi6e. Mais 

au cas g6n~ral, off p > n, il nous manque p - - n  vecteurs normaux pour avoir un 

sysSbme de coordonn~es compler 

Supposons que les n vecteurs ~1, ~.~,... g~, ddterminen~ l'espace normal prin- 

cipal de W ~, les p --  n vecteurs ~n+i, . . .  ~p l'espace binormal. On a done 

~ = o  ( R = n +  ~ , n + 2  . . . .  p )  

et les 6quations (2, 2), (2, 4) et (2, 5) donnent  

(6, 7) ~y = b{ ~ CJ + b~r g~ 

(6, s) ~.~ b J ~ -  ,~ ~ U  = o 1 Wil  

(6, 9) I ' ~  = o.  

Si l 'on pose 

() = I, 2 , . . . , )  
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(6, Io) /'i~ S --  
0bf  

+ bffqbSQ__~RQl~s~ ( R , S , Q : n + I , . . . p )  
�9 v i  " k  Ou ~ Ouk 

on voit que l '6quation (6, 9) peut  s'6crire 

(6, I I )  
/r Z " 

Comme la vari4t6 W ~ est une vari6tg de C~I~TX~ il existe en chuque  point  un  

syst~me de coordonn6es tel que 

fl17r ~ o .  

Les axes sont les tangentes  aux coarbes conjuguges. Les vecteurs de courbure, 

qui correspondent aux directions conjugu6es, forment  un n-~dre rectangulaire  ; 

si nous met tons les vecteurs ~1, . . . ~  sur les ar4tes du n-~dre, seulement les 

quantit4s 

seront diff&entes de z@o. - -  En employant  ce syst~me de rdf&ence, on d&ive 

de l '4quation (6, 8) pour i---~ k ~= 1 

et puisque tout  terme, sauf celui qui contient  fl~i, est 6gal g zdro, on obtient  

b~R = o ( i  + l, R = n + ~ . . . .  p ) .  

On voi~ alors que routes les composantes des tenseurs T s 'annulent .  Car, chaque 

tenseur  est gauche-sym4trique, et pour i # k ou bffJ ou bff j s 'annule. Les ten- 

s e u r s  T sont inddpendants  du systSme de coordonnges de l 'espace normal  principal, 

et par suite l 'dquation 
- -RS  
T i k  = 0 

est valable pour tout  syst~me de coordonnges de W ~ et de l 'espace normal  principal. 

Considdrons ma in tenan t  un vecteur binormal ~ =  ZR~R. La  composante bi- 

normale de la diff4rentielle d~ sera 

dbn]~ = (d~ S + bilcs~ tr d u  i) ~z.  

On peut  parler d 'un  d@lacement parall~le binormal, d6fini par 

dZ s + biRSZedu i = o 
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- - R S  
et comme Ti ,  = o ces fiquations sont  complStement  int~grables.  I1 en r~sulte 

- -  comme dans le w I - -  qu' i l  est  possible de choisir  un systSme de coordon- 

nfies b inormal  ~+~ . . . .  ~P tel  que routes  les b RS s 'annulent .  Si l 'on  se serf d 'un  

tel  systSme, l '~quat ion (6, 7) se rSduit  s 

c. a .d .  routes  les diff~rentielles des p - - n  vecteurs  ~'*+~ . . . .  ~P se t r ouven t  dans 

l 'espace no rma l  pr incipal  de W ~, qui &ai r  parall61e s l ' espace t angen t  de V% 

Donc  les p vecteurs  Xl, x2, . . .  x~, ~+~, . . .  ~v sont  les axes d 'un  syst6me de coor- 

donn6es g~od~sique no rma l  ~ V '*. V '~ est s tors ion nulle. - -  

Si nous  posons 

e l _ .  c 2 ~ . . . ~  Cn ~ o ~  u 2 ~ u 3 ~ " "  u n ~ o 

l ' f iquation (6, 5) se rdduit  

X = x - u I x I . 

Si le point  x pa rcour t  la  gSodSsique donn~e le point  X d~crit la d~veloppante.  

Le dgve loppement  commence  au point  u 1 =  o, c. a. d. au point  d ' in te rsec t ion  0 

des vari&~s V n et W '~. Puisque la g~od&ique consider~e est une g~od~sique 

c o m p l & e m e n t  a rb i t ra i re  issue du point  O, on peut  ~noncer 

Si l'on ddveloppe toutes les gdoddsiques de W ~, issues d'un point O, les ddve- 

loppantes engendreront une vari~t~ V ~ de torsion nulle. 

Le r~seau de g5oddsiques passan t  par  0 cor respond ~ un r & e a u  (une con- 

gruence) de ddveloppantes,  situdes dans  V ~, et qui passent  aussi  par  O. Les  d& 

veloppantes  f o rm en t  un nouveau systOme de lignes de courbure. Ce syst~me ne 

coincide pas avec un  syst~me de lignes de courbure,  don t  les t angen tes  sont 

direct ions principales.  Car  ces courbes cor respondent  aux courbes conjugu6es 

de W '~, et, en g6n~ral, les courbes conjugu~es ne sont pas g6od~siques. 

Si la var i&d V '~ s tors ion nu!le est plong~e dans  un R 2n ( p ~ n )  il n 'exis te  

qu 'une  var i&d W n. Aux o~n points  0 cor respondent  les w~ varidtds (6, 5 ) p a -  

rallOles ~ V ~. E v i d e m m e n t  nous avons ob tenu  une gdndral isat ion de la cor- 

respondance  connue ent re  une courbe plane et ses ddveloppantes.  

Si V ~ est situ6e dans  un R n+p (p > n) il existe au t an t  de vari&ds W '~ qu ' i l  

y a d 'espaces  v n dans vv. Leur  nombre  sera ~n(v- , ) .  Elles sont  routes situ~es 

dans l ' enveloppe W p des espaces no rm aux  vv. On voit  l ' analogie  avec les cour- 

bes gauches. 
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w 7. Surfaces h torsion nul le  dans un espace h quatre dimensions.  

La vari&d 1~ plus simple g torsion nulle est la surface V ~, situde dans un 

espace euclidien /~ .  ~qous allons faire subir g ces vari&ds un examen d&aill& 

Soit V 2 une surface hyperbolique. Les courbes conjugu~es sont rdelles, et la 

condit ion n~cessaire et suffisante pour qu'elles soient c0urbes de coordonndes, est 

~ = ~ = o  

(voir p. 6o). Doric les coordonndes x ', x ~, x 3, x 4 sat isfont  g l '~quation de L A ~ i c n  

(7, x) x ~  = r l~x~  + r ~ x ~ .  

Si la surface est ~ torsion nulle les courbes conjugudes sont orthogonales I et  l 'on aura  

(7, 2) d J  = g l l (du l )  2 -[- g22(du2) 2, g12 = O. 

On a d'ailleurs les formules �9 

(7, 3) 

(7, 4) 

Xll ~ /~1Xl ~- ~Jl ~J 

0 ~Ji 0 gii 
et des ~quations analogues. - -  En posant  flJiik = ~ u  g e~ giik = 0 ~ u  k la condit ion 

d'int4grabilit4 (2, 7) sera 

(7, 5) 
�9 I _ / _ l t  o j  

dont  nous nous servirons plus loin. 

Etudions d 'abord les vari&& U~ qui &aient  des surfaces engendrSes par les 

points caract4ristiques des normales gl correspondantes.  L '~quat ion de U~ s'dcrit 

(7, 6) 

En diffdrentiant  (7, 6) on obtient 

I 
x = x + i g '  - = flh g " .  

' Z 

(7, 7) 

(7, 8) 

et 

(7, 9) 

X 1  = Zl ~1 

ff 

tt 
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Le plan tangent h U~ contient les vecteurs ~1 et x~. I1 est demi-orthogonale au 

plan tangent ~ V s. (7, 9) montre que 

Les lignes de courbure de V ~ correspondent aux courbe8 conjugu~e8 de U~. 

Comme Fun des syst~mes de lignes de courbure en outre correspond s un 

syst~me de gdoddsiques (voir p. 59), on aura: 

L'un des syst~mes de courbes coujugudes de U~ est eompos6 de g6oddsiques. 

Cette propridt~ caractdrise les surfaces U~. Car on peut d5mon~rer que: 

Si l'on d6veloppe unc surface le long d'une congruence de courbes gdoddsiques, qui est de 

plus Fun des syst~mes conjuguds, on obtient une surface de torsion nulle. 

D~monstration. La forme diff~rentielle de la surface U s peut s'~crire 

(7, IO) d 8  s = (dul)  s -}- gss(du2) s. 

Les ggodgsiques du s - :  o sont l 'un des syst&mes de courbes conjugudes, si 

OU 

k~s  + & L s  = o (#1, #s :~ o,  o) 

c. a. d. les composantes normales des vecteurs xH et x~ coincident. (Le vecteur 

x appartient s la surface US). En vertu de (7, IO) l'~quation (2, 2) devient 

X,I = /~J, ~J 

Nous allons d~montrer que la surface d~veloppante V ~ 

X = x + (c - u ~) x l  

sera s torsion nulle. Les vecteurs tangents sont 

x ~  = (c - n ' ) x , ,  

X s = (c - -  U')~X11 "~- ( I  "]- ( ~ - -  U I)s s, 

I1 s'agit de trouver deux vecteurs normaux, forman~ un systbme de coordonn6es 

gdod~sique normal. L'un des vecteurs sera x~ parce q u e e t  x~ et x~s sont situds 

dans le plan tangent ~ V ~, qui contient alors la diff~rentielle dx~. L'autre vec- 

teur normal ~ sera d~fini, par les 6,quations 

~x ,  = o, ~x , ,  = o, ~x~ - -  o ,  ~ --= i .  
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Ces 6quat ions  donnen t  

~, x~ = o ,  E~ x~ = o ,  ~ d~  = o 

de sorte que d~_kx~. Comme d~J_ ~, la diff~rentielle d~ est t angen te  ~ V ~. 

Pa r  suite V 2 est une  surfuce s tors ion  n u l l e . -  

Le d~veloppemen~ de U ~ commence s une t ra jec to i re  o r thogona le  des courbes 

gdod4siques. Cette t ra jec to i re  est  la courbe d ' in tersect ion des surfaces U ~ et V 2. 

Nous cont inuons l 'gtude des surfaces at~achdes s une surface s torsion nulle 

en examinan t  une varigtd U~. Les plans no rmaux  de V ~ le long d 'une  ligne de 

courbure  dtaient  plans osculateurs d 'une  courbe gauche. Nous  t rouverons  le lieu 

gdomdtrique de ces courbes, quand la l igne de courbure  se meut  sur la surface. 

Considdrons les plans no rmaux  le long de la courbe u e ~  o. Deux  plans 

voisins se coupent  en la droi te  

(7 ,~  ~) z~'~.~ = g .  (j --- ~, 2), 

Z 1 et  z ~ dgsignant  des coordonndes rectangul~ires  du plan (voir p, 57)- En dif- 

f~rent iant  par  r appor t  ~ u I on obt ient  

(7, I2) zJ~Jl' = g l l l "  

Soient  z 1 et z ~ ma in t enan t  les coordonn~es  du point  d ' in tersec t ion  des droites 

(7, I I )  et (7, 12). L '~qua t ion  (7, I I )  donne alors 

zi~J l  -]- "~i (~ill =g111  
et 

(7, 13) z~ ~ = o. 

L '6quat ion 

(7, 14) Z = x  + g~J 

d6finit une surface. On obt ient  

(7, ~5) 

et 

2 2 = Z i ~  j -~ (I  - -  g22~'~.2 zJ) x ~ 
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]1 est dvident que cette surface est la surface U~ cherch~e. Car le plan 

normal  s V e : e s t  plan osculateur de la courbe u e = o  de U~. - -  On peut  dd- 

montrer  que les lignes de courbure de V e correspondent aux courbes conjugudes de 

U~, de sorte qu'il existe une dquation de Laplace 

(7, I7) Zle = aZ1 + bZe" 

:Nous omettrons la d6monstration. 

F ina lement  6crivons l 'dquation de 1~ smface ddveloppable W e de Caftan (6, I) 

(7, I8) Y ' - -  X + yJ ~J (j = I, 2), 

yl et y'~ sat isfaisant  aux 6quations 

YJ flJ~ -~ gll et yJ fl~ = g2e. 

En diffdrentiant la premiere 5quation on aura 

et au moyen de (7, 5) 

(7, ~9) ul ~ ,  = o .  

Les vecteurs tangents  ~ W e seront 

et encore 
~5 =u~r j 

En regardant  (7, I9) on voit que 

Y~ = yL r = p Y,  + q Ye 

Les lignes de courbure de V e correspondent aux courbes conjugudes et par suite: 

de W e. 

Finissons ce puragraphe en ddmontrant  le thdor~me: La varidtg dgvelop- 

pable W e et les surfaces U~ sont surfaces conjugu~es. 

Nous avons d~js d~montr~ que le plan normal  en un point de l~ surface V ~ 

torsion nulle est k la lois plan tangent  en un point de W e, e~ plan osculateur 
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en un  point  de U~. En rdalitd, c 'est  assez pour  vdrifier le th6orbme. Mais nous 

pourrons  encore faire  voir que la correspondance entre  W ~ et  U~ est r6ciproqne. 

A cause des dquations (7, I3) et  (7, I9) les composantes  z~ e~ y~ sont  proport ion-  

nelles, e t  i[ existe doric une re la t ion 

En diffdrent iant  par  r appor t  s u ~ on obt ient  

et par  (7, I7) 

Y2~ ~ e~Z~ + ~Z~ 

P a r  consequent ,  les plans tangents 5 U~ sont plans osculateurs des courbes u ~--- const. 

de la surface W 2. Ainsi, nous avons gtabli exac tement  la cor respondance  qui 

caract~rise 'les surfaces c o n j u g u S e s . !  

w 8. Vari@t@s h t o r s i o n  nu l l e  plong@es dans un  espace non euc l id ien .  

La  ddfinition du ddplacement  parall~le normal  peut  s 'dtendre aux varlet@s, 

plong~es dans un espace 's courbure  constante  oul plus g4n@ralement, dans un  

espace r iemannien  quelconque. On peut  donc  par ler  d 'une  vari@td ~ tors ion nulle 

situ@e dans un espace off la m ~ r i q u e  n 'es t  pas euclidienne.  Nous  nous bor- 

herons  aux espaces non-euclidiens, c. ~. d. aux espaces s courbure  constante.  

Soit  V n une varidt6 situ~e dans un espace ~ courbure  cons tante  Ko. On 

peut  ddduire des formules  analogues aux dquations (2, I), (2, 2) etc. 2, en fa i sant  

usage des coordonndes de WEI~STRXSS. P o u r  obtenir  ces coordonn~es, on s'ima- 

gine l 'espace S n+p ~ courbure  cons tan te  situs darts un  espace R n+p+I euclidien 

ou pseudo-euclidien, la courbure  K o dtant  positive ou n d g a t i v e . -  Si V ~ est une 

vari~t~ it torsion nulle on aura  les ~qua t ions  

t R~ ~__Kog~k x ( i , k , l = , , z , . . . p )  
(8,  I) ~Cik : F ~ k X l  "~- r ~, a = I ,  2 ,  

( 8 ,  = - 

1 Voir le mdmoi re  de MM. BURSTIN et  MAYER, p. 399 et  406. 

Voir EISENI~AlCT l. C. p. 2O4--206.  

10--35150.  Acta mathematica. 66. Imprim~ le 19 aofit 1935. 
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et les conditions d'int~grabilit6: 

(8, 3) Rr = #~k~l - -  ~ i i ~ k  + Ko (gik gjl - -  gilgjk) 

(sl 4) = 

(s, 5) g ;  = o.  

11 est facile de voir que, essentiellement, les r4sultats des w167 2, 3, 4 et 5 

sont vrais, la vari&5 &ant situ4e dans un espaee S n+p. •ous n'insisterons pas 

s u r e e  point, mais laissons au lecteur g faire les d6monstrations prgcises.* Quant 

au w 6 les r6sultats aussi peuvent s'appliquer an cas pr6sent, mais cette dgmon- 

stration diff~re beaucoup de la d6monstragion pr~e4dente. Donc il n'esg pas 

inutile de faire de nouvelles e o n s i d & a t i o n s . -  

L'~quation d'un espace g n dimensions normal g la vari{t@ peut s'~crire 

(8, 6) X = Z~ + ZJ ~J, (3" = I,  2 , . . .  •) 

~0, ~1,... ~, satisfaisant ~ l'6quation 

(8, 7) KoI (~O),K0 + (Z') 2 + ' . "  + (Z") ~ . 

I1 s'agit de trouver les points c~ract6ristiques des espaces normaux correspon- 
dants. On a 

(8, 8) a X =  d Z ~  + d Z ~ J  + (Z~ + Z ~ ) d u  ~ 

et d'aprds (8, 2) 

(S, 9) d X  -~- dZ~  + dZJ ~J + ( Z ~  hi fl~kgk~xz)du ~. 

En g6ndral, il y a un point S, dont les coordonn6es satisfont aux dqu~tions 

).~ gik - -  JJ flJ k ----- o 

ce qu'on volt en introduisant le systbme de coordonn6es E ", consid@r@ plus haut. 

5Tous allons examiner le lieu W" des points S. L'6quation (8, 9) donne 

d X  = d)~~ + d)~J~ j 

1 Voir ma th6se, p. 78--82. 
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e~ par  smte 

d S ~ -  (dZ~ 
Ko 

_ _ _ _ _  + ( d Z ~ )  ~ + . . .  + ( d , ~ )  ~ 

c. a .d .  W ~ est une varidtd de eourbure constante K0; W ~ est d~veloppable. 

t ion (8, 9) donne encore 

et 

X i k  ~ -  ~~  _L, Zoxk  + ~4ik ~J - -  "~~J', -~m gmlXl" 

L'4qua- 

L'espace normal pr inc ipal  de W ~ poss~de done n dimensions;  W ~ est une varidtd de 

Cartan. 

Nous nous proposons de d~montrer  la rdciproque, s savoir le thdorSme p. 65, 

sauf l '6quat ion (6, 5). - -  Soi~ 
= x(u l u g . . ,  un) 

l '6quat ion de la varidtd de Car tan  W ~, et 

(8, IO) X = ~ ~  q- Z i z i ,  ( i =  I, 2, . . .  n) 

Z0, ~1, . . .  ~ v6rifian~ l '6quation 

(8, IX) 
I (Z0) 2 

K o - -  K o 
+ Z i Z k g~k, 

l 'dquat ion de la varidtd V '~. Les vecteurs  tangents  de V" sont  dgtermin~s par  

i . Xk = ~.X + Z~ + ;~k x~ + Zixik. 

P o u r  que V n soit or thogonale  s l 'espace tangen~ (8, Io) de W ~ il f au t  et il suffit 

que tous les vecteurs x ,  x l . . .  xn soient  o r thogonaux  ~ tou t  vecteur  Xk. On aura  

par  suite les condit ions 

e~ l 'on ob~ient 

(8, 

(8, I3) 

x X k  = o xy X k  = o 

Zo _ Z~ K o g i k  = o 

)O gjk + i . ~i )~k gi3 + I), ik ~ O. 

Si l 'on mult ipl ie  (8, I3) par  gJ~ on obt ient  les ~quations diff~rentielles 
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(S, 14) Z~. --  Z' K o gik = o 

(8, 15) Z ~, k + Z ~ ~k = o, 

i~k 6rant la d~riv~e c o v a r i a n t e .  On en d6duit  

(8, I6) Z%,~. = Z ~ k 

et 

(8, I7) Z~,k,j + Z iKo~*kg~ j  - -  o .  

Comme W ~ est  une vari6t6 ~ eourbure constante  Ko, iI suit  

(8, I 8) ~l, k,j - -  Zl, j, k = - -  ~i l~likj .  

Les 6quations (8, I6) et (8, i8) sont pr~cis6ment les conditions d'int6grabilit6 des 

6quations (8, 14) et (8, I5), et par  cons6quent les 6quations diff6rentielles peu- 

vent s'intdgrer. 

I1 nous fau t  d6montrer  qu 'une solution (Z ~ ~ . . .  i n) peut  satisfaire ~ (8, 11). 

N6anmoins il sera utile de d6montrer  un peu plus. Soit (Z ~ Z ~, . .. Z ~*) e,t (/z ~ ~, . . . / z  n) 
/z ~ 

deux solutions arbitraires.  Multiplions d 'abord (8, 12) par - - ,  (8, 13) par #J; puis 
Ko 

ehangeons les lettres Z et /,. Si l 'on fair une addition de ees quatre 6quations 

la somme sera la dgriv6e de l 'expression 

~o #o 
(8, 19) - -  + ~itflgi j 

Ko 

par  rappor t  s u ~, et 6gale s z6ro. Donc i 'expression (8, I9) doit btre con- 

s t an l e .  Si l 'on pose Z J - ~ t d ,  la condition (8, 11) peut  se v6rifier, puisque les 

6quations diff6rentielles sont homog~nes. Par  cons6quent, il existe des vari6t6s 

V ~. Cela pos6, il rant  d6montrer  que V n est ~ torsion nnlle, pourvu que W ~ 

soit une vari6t6 d6veloppable de Cartan, e . a . d ,  qu'il y air un espace normal  

principal s n dimensions. - -  Le syst~me de coordonn6es g6od6sique normal  sera 

choisi de la m6me mani~re que pr6c6demment.  Choisissons premibrement  n ~ec- 

teurs unitaires 

Y a =  ~0 a x  + ZiaXi (5 = I, 2 , . . . , )  

or thogonaux entre eux, les Z sat isfaisant  aux conditions (8, I2) et (8, 13). On doit 

encore avoir 
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4 ~ 4 ~ ~ + 4 i 4~ g~k ~" 
Ko ,~ = o~fl, 

les remarques  plus haut  mont,rent, qu'il est bien possible de faire un tel choix. 

Si l 'espace normal  principal s W ~ est. d6termin6 par les vect,eurs ~ ,  ~ , . . .  ~ ,  la 

d6riv6e mi~ est. donn6e par 

(8, 20) = + Kog,  , 

et, si 1 ~ 4 t, . . .  4" est. une solution arbit,raire des 6quat,ions (8, I2) et (8, I3) l 'expres- 

sion Xk peut  6t,re simplifi6e en 

Xk  ~ 4J RJ ~ 
~ ' i k  ~ " 

On voit, donc que l 'espace t,angent s V" contient, les m~mes vect,eurs que l 'espace 

normal  principal  correspondant, ~, W ~. Comme (4 ~  4~) 6fair, une solut,ion 

arbit,raire, t,out,es les diff6rent,ielles d Y, sont, sit,u6es dans l 'espaee tangent  s V s. - -  

Choisissons encore p - - n  vecteurs b inormaux s W '~, ~,~+i ~n+~,... ~p, ayant, la 

propri6t,6 que tout,e diff6rent,ielle d~ R e s t  situ6e dans l 'espace normal  principal  

(voir p. 5 7 - - 5 8  ). Donc  le syst,~me de vect,eurs Y1, Y 2 , . . .  Yn, ~ . i , . . .  ~p forme un 

syst,Sme de coordonn6es g6oddsique normal  par  rapport. ~, la vari~t6 V% V ~ est 

torsion nulle. 

On peut, d6mont,rer que le dernier  th6or~me du w 5 est. vrai, m~me si la 

vari6t,6 s t,orsion nulle est. plong6e dans un espace s courbure constante.  

Y 


