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Introduction.

La formule sommatoire d'Buler-Maclaurin est susceptible de deux applications
essentielles et distinctes, qui sont le caleul approché d'une intégrale définie et la
recherche, dans le calcul aux différences finies, de la somme d’une fonction. Ce
n'est que dans ce second probléme qﬁ’intervient la propriété traduite par 1'identité!

xn—l

ABn(x): (n . Iﬁ’

tandis que, dans la formule sommatoire, ce sont les formules

d B, (x)

= Bu—1(x),
Bn(l) = Bn(O) =B,=(—1*"By

dont on a i tenir compte®. En particulier, le fait que les nombres de Bernoulli
d’indice impair > 1 sont nuls est essgentiel. v

Or ces propriétés subsistent lorsqu’on multiplie la suite des polyndmes de
Bernoulli par une suite constante limitée

[lm]l lm,o,o, /1,,,,2,0, PN Z.m,zk_z, O,lm,gk,o. .. }'m,2k:0 pour 2k>m.

~ . B, (x)
! Cela suppose qu'on désigne par B, () ce que la plupart des auteurs désignent par l'—.
n!

* Par exemple, cf. N. E. Norlund: «Sur la <Somme» d'une fonction», p. 1—6 (Mémorial des
Sc. Math. fase. XXIV).
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La suite des polyndmes

2v=m .
Bm: n (x) = 2’ lm, 2 -Bn—Z » (CL‘)
0

2 =

ainsi formés appartient a la classe des suites que j'ai appelées’ «suites de poly-

ndémes bernoulliens d’interpolatibn», et la suite de leurs valeurs pour x =0 et
pour x =1 a tous ses termes d'indice impair nuls 3 partir d'un certain rang.

Cette suite est fonction du nombre entier m et du choix de la suite [4,],
et fournit une formule sommatoire analogue & celle d’Euler-Maclaurin, pouvant
servir a évaluer une intégrale définie & l'aide des valeurs prises par les dérivées
de la fonction intégrée aux extrémités de l'intervalle d'intégration.

En examinant le genre d’approximation fournie par cette formule, on sera
tout naturellement amené & lui imposer certaines conditions qui permettront,
pour chaque valeur de m, de déterminer le facteur [1,]. On obtiendra ainsi les
formules sommatoires *que j'appellerai «spéciales>, et dont la détermination et
I'étude sont l'objet de ce travail.

Le chapitre I expose comment I'on peut généraliser la formule sommatoire
d’Euler-Maclaurin, et le probléme auquel conduit la recherche de la meilleure
approximation, pour une valeur donnée de m. Le chapitre II est consacré & la
résolution de ce probléme, c’est & dire i la détermination de la suite [in] et des
nombres et polyndmes correspondants. '

Dans le chapitre III, la question est reprise & un point de vue moins syn-
thétique. La formule sommatoire spéciale d’indice m et d’ordre n comporte en
effet un développement dont les termes se partagent en deux groupes bien dis-
tincts. Le premier groupe est constitué park les m premiers termes, le deuxiéme
par la somme de » — 2m termes et du reste représenté par une certaine intégrale
définie. Les termes qui sembleraient devoir occuper les rangs m + 1, m + 2, . . .
2m — 1 entre ces deux groupes sont nuls dans la formule spéciale; il en résulte
une coupure qui n'apparait pas dans la formule d'Euler, qui n’est autre ‘que la
formule sommatoire spéciale d’indice m = 1. La somme des termes du premier
groupement représente alors la valeur de l'intégrale lorsqu’'on substitue & la fonc-
tion intégrée le polynéme de degré 2m — 1 qui coincide aux extrémités de l'in-
tervalle, ainsi que ses m — 1 premiéres dérivées, avec cette fonction et ses dérivés
de méme rang.? Le second groupe de termes représente l'erreur faite, et il suffit

! Cf. René Lagrange, «Mémoire sur les suites de polyndmes», Acta math. t. 51, p. 258.
* Pour m ='1, cela revient 3 substituer la corde & I'arc, c'est 3 dire & évaluer Vintégrale
par la méthode des trapézes,
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de faire #»=2m — 1 pour que sa valeur soit représentée par l'intégrale définie
du reste seule. Or, sous cette forme particulidre, cette formule est la formule
de développement

+

! o (= 1 () [ (1) (1) gt o)
fw(x)dx 2m(zm—1)--(2m—» + 1)

(_I)m ldm[xm(x_l)m]
(2m)!f— dam™

o™ (@) das

due & Darboux. Réciproquement, on peut développer cette derniére intégrale
pour obtenir la formule sommatoire spéciale d'indice m et d'ordre % >2m — 1,
de la méme facon que le développement de l'erreur fournie par la méthode des
trapéies conduit a la formule sommatoire d'Euler-Maclaurin. On doit & Paul
Lévy' un trés intéressant proeédé d'approximations successives pour effectuer ce
. développement, et imaginé justement par son auteur pour rattacher la formule
d’Euler-Maclaurin 4 la méthode des trapézes. ('est ce procédé que j'utilise au
troisiéme chapitre de ce travail pour retrouver et étudier la formule sommatoire
spéciale d’indice m, & partir de la formule de Darboux. Ce procédé permet de
compléter I'étude des polyndmes By, . (x) et de certains nombres et polyndmes qui
8’y rattachent. ‘

Enfin le dernier chapitre est consacré & l'étude du reste de la formule
sommatoire spéciale -et a quelques applications des valeurs majorantes trouvées
pour ce reste.

CHAPITRE 1.

Probléme de P’évaluation approéhée d’une intégrale définie.

1. Considérons une suite [in] dont les termes Anm . sont constants et tels
que Amo=1 et
Am,n = O pour % impair ou n = m.

m étant un nombre entier positif, on pourra supposer que le terme 1., dont
I'indice # est la partie paire de m — 1(n =2k <m — 1 < 2% + 2) est essentielle-

ment différent de zéro, sans quoi la suite se réduirait i une suite [A.] avec

! Cours d’'Aunalyse de I'Ecole Polytechnique, p. 84—8g.
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m <m. Avec les notations utilisées dans un mémoire antérieur’, nous pour-
rons écrire

[Am): dmo=1, O, Am2, O, Am g, ..., O, Am 2k, O, . .. 2k < m.

Soit d’autre part la suite newtonnienne réduite?

,_[I,Q]_—'I_ Lli
[1,0] = 1] .1,2!,3!,4!,...

Le quotient de ces deux suites
(1) (Bu) = [kn] - [1,0] ¥ B0, Bu,1, B2, - . -

est une nouvelle suite constante qui a le méme caractére de généralité que [Ln].
Pour les valeurs particuliéres m =1 ou 2, [4,] == [4,] se réduit & son premier
terme, et [B,) = [B,| n’est rien autre que la suite [B] des nombres de Bernoulli;

en effet (1) s'éerit

[B] - [1, 0] = [A,]
ou '
B,=1,
2 n 1 o -
(2) ZB"_”(;;}IS!__O n=1,2,3...
v=0

Par conséquent la suite (Bn] la plus générale est le produit homogéne
(3) [Bn] = [B] - [An]

de la suite {1,] et de la suite de Bernoulli.

(3) s'éerit encore
2k=m—1
(3,) Bm, n = Z 24m, 2k Bn—‘.lk;

k—0

si I'on se rappelle que les nombres B, d'indice impair sont tous nuls, sauf

B, =— ;, on conclut de (3) que

! ¢f. «Mémoire sur les suites de polynémes», Acta math. 51 (1928), p. 203—242.

w‘n

n!

2

(x,0), = et [x,] est la suite élémentaire: 0, x,0,0, ...



Sur le calcul approché des intégrales définies. 377
I
Bm,2k+1 - Elm,ﬂc,

et, en particulier, que les termes By , d'indice impair supérieur & m sont nuls.

2. Le produit homogéne de la suite constante [Bn) et de la suite newton-
nienne [x,0] est une suite de polyndmes bernoulliens d’interpolation’; cette suite

(4) (Bu(x)] = [Bn] - [, 0]
est telle que l'on ait

(s) [Br(0)] = [Bu]

(6) [Bu(x + y)] = [Ba(z)] - [y, 0],
et enfin.

) |45 = (Buter.

On déduit encore de (6) que
(8) [Bn(z + y)| — [Bn(®)] = [Bu(z)] - [ly,0] — 1]
= [Bnl(x)] - [y, 0l - [y,

ou [y,0]" est la suite newtonnienne réduite

y 9
2!’ 3l

[y,0l —1

ly,ol' ="

PRI

Kn divisant les deux membres de (8) par y = [y,], et faisant tendre y vers
0, on retrouve (7). Pour y =1, (8) donne encore
(9) (A Bu(@)] = [Bn(z + 1)] — [Bn(@)] = [Bn(@)] - [1,0] - [14]
— (1] - 2,0] - [1)

: = [An} - [z, O)n—1].
En particulier,

(IO) Bm,n(l)"“Bm,n(O)zlm,n—l.

I1 résulte de (9) et de la nullité des A, n d'indice impair que A Bm, n(x) est
un polyndme en x dont les termes sont de la parité de » — 1. En changeant

' loe. cit., p. 258.
48—3208. Acta mathematica. 69. Imprimé le 14 juillet 1932,
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x en —x, il vient done
ABm,n(I — Z‘) = Bm,n(— !L’) - Bm,n(I - x) = (_“ I)"ABm,n(x):

et, par conséquent,

Bm’fn,(l _x):(_ I)”’Bm’n(x) + Ote;

la dérivation des deux membres, compte tenu de (7), entraine la méme identité

d’'ou la constante a disparu, ce qui donne

(11) By, A (1 —x)%(— 1) By, n ().

En particulier, Bn » (é) =0 lorsque % est impair. Enfin, pour z=o, (10) et (11)

conduisent a l'identité
(12) (= 1)» — 1) Bn,n = Am,n—1-

On retronve ainsi, sans faire intervenir les propriétés connues des nombres de
Bernoulli, la propriété des By n énoncée a la fin du paragraphe précédent.

La suite bernoullienne d’interpolation [Bu,.(z)] posséde donc quelques unes
des propriétés essentielles des polyndmes de Bernoulli, propriétés que traduisent
(6), (7), (11). Quant & (9), elle correspond, sous une forme plus compliquée, a 1'iden-

tité essentielle
xﬂ——l

A By (5(2) = m

que vérifient les polyndémes de Bernoulli.

3. Ceci posé, désignons par B, «(x) la fonction périodique’, de période 1,
égale 4 By, ,(x) dans V'intervalle o <z < 1. Elle est continue pour les valeurs non
entiéres de . Par contre, lorsque = est un nombre entier, il vient, grice & (10),

(13) Em,n(x + 0) — Em,n(x — 0) = Bm,n — Bm,n(l) = — Am,n—l,

de sorte que les seules fonctions Bp,(x) qui sont. discontinues pour les valeurs
entiéres de x sont celles dont l'indice » est impair et inférieur a m + 1. Enfin,

il résulte de (11) que By, n(— x) = (— 1)* By, o ().

! Nous utilisons ici un raisonnement employé par N. E. Norlund pour établir 1a formule
sommatoire d'Euler et de Maclaurin. Cf. «<Mémorial des Sciences Math.», fase. XXIV: Sur la
«Somme» d’'une fonction,
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Considérons maintenant une fonction ¢(r) admettant toutes les dérivées
continues qui nous seront nécessaires, et formons l'intégrale

1
(14) R, = w"f])’m,,.(h — 2 gz + we)dz o

0

IA
=
IA

En supposant d'abord o < k< 1, l'intégration par parties de (14) donne

Ro=[w" Bun(h— 2) " V(z + w2)]},, +

+ (0" B a(h — 2) 9"V (@ + 0 2)f™0 + Ra;
en posant

Apla) =2t @)~ ok

w w
. on a done, compte-tenu de (13),

(15) Ry = 0" By n(h) A " (x) — An,n—1 0" " V(2 + wh) + Bn-.

La continuité des fonctions Ry, Ru—1, Bn,x(h) et ™1 (x) permet d'étendre cette
identité a l'intervalle fermé o < h =< 1.

En intégrant par parties aussi souvent qu’il est possible, on aboutit enfin &
I'expression

n 2rsn—I1
(16) Bo=0 Bus (W) At (@) — > dn2rw? gtz + wh) + Ry,
=1 @ 0

o l'on a tenu compte de la forme de la suite [Am], et on
1
(17) R0=fqo(x+wz)dz.
0

Nous avons ainsi obtenu une généralisation de la formule sommatoire d'Euler

1

2rsn—1 n
(18) lm,arw”go(?’)(xwLwh):f(p(x + w2)de + D) 0" By, (h) A ¢ (@) — By;
r=0

1 w
'
0

pour m=1 ou 2, (18) n'est rien autre que la formule sommatoire d Euler, et,
réciproquement, elle se déduit aisément de celle-ci.
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Remarquons que, pour » = m, la somme au premier membre de (18) se réduit a
que, p ’ P

2r=m—1

>, - Plagons-nous dans ce cas, et écrivons (18) sous la forme
r=0
! 2rsm—1
(19) f(p(x +wz)dz 2 Am,2r 0?7 (x + w h) Zw B, o A(p‘"”( )+ Ry,

r=0
0

cette identité fournit un moyen d’évaluer I'intégrale au premier membre en fonc-
tion des valeurs de @(x) et de ses » — 1 premiéres dérivées aux extrémités de
I'intervalle d'intégration, avec une erreur représentée par E,. '

4. Supposons que h soit nul; (19) peut s'écrire

j‘q)(:c + wz)dz —mz'w * [Am, » @ () — Bm,» 41 (" (z + w) — ¢! (x))] —

o y=0

e Z w Bm q)(‘—l)( )+ Rn n_>..m,

v=m+1

la seconde somme au second membre disparaissant lorsque #=m. La formule
(12) permet de ne conserver au second membre que des coefficients B, .; le

crochet qui s’y trouve devient ainsi

Bu i [((— 10— 1) (2) + 9™ () — ™ (z + w)] ==
= - Bm,v+1 [q)(’") (x + w) + (_ I)y w(v) (x)]
Nous poserons

O g (@) — PNz + w) + (— 1) g™ (x),

w w

ce qui nous permettra de donner & notre derniére identité la forme .

1
2r=n

(20) f¢ (x+w7 = 2 m, v 07 D Qv l) 1’)* Z .Bm,?rwm‘ Aq)(Zr—l)(x) -+ Rn,

2rzm+1
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Le second membre de (20) se compose de trois parties. . La premiére somme ne
contient que les dérivées de @ (z) d'ordre inférieur & m; la suivante ne se compose,
an contraire, que de dérivées d'ordre supérieur ou égal & m; le dernier terme
est le reste. '

Au lieu de considérer comme valeur approchée de l'intégrale au premier
membre la somme des deux premiéres parties du second membre, l'erreur étant
représentée par R,, on peut évaluer cette intégrale en 1'égalant seulement a la
premiére partie, 1'erreur étant alors représentée par I'ensemble de la somme sui-
vante et de R,. L'approximation ainsi envisagée peut étre considérée comme
d’autant meilleure que le développement

- 2r=n
Om = — Z Bm,?r wm‘A@(zr—l) (x) + R,

2r=2m+1

du reste commence par des puissances plus élevées de w, supposé inférieur a ¥

en valeur absolu. ' '
Ainsi, on peut espérer améliorer 'approximation en accroissant m; mais, ce

faisant, on introduit un plus grand nombre de termes dans I'expression de 1a

valeur approchée

m
E,=— Z By, » w® O ¢ ().
w

r=1
Par contre, on pourra améliorer V'approximation que fournit E,, sans changer m,
donc sans augmenter le nombre des termes dont se compose cette valeur approchée,
en choisissant la base [A,] de notre formule sommatoire de facon que les premiers
des coefficients Bp,sr d'indice 27 >m soient nuls. Le nombre des’éléments

essentiellement arbitraires dont se compose la suite [in] est la partie entiére
m—1

m de Par conséquent, on peut se proposer de choisir cette base de

facon que les s premiers coefficients By 2, d'indice 27 > m soient nuls, savoir

(22) [‘Bm,mﬂ = B, m+s= " = DBy am—s =0 m impair,
22

l Bm,m+2 == -Bm,'m+4: e = Bm,Zm—2 =0 m pair.

Cest le prdbléme que nous allons résoudre dans le chapitre suivant. Nous
utiliserons, dans ce but, la remarque suivante. Lorsqu’on applique la formule
sommatoire (20) & un polynéme @(z) de degré =< 2m — 1, elle se réduit, pour la
valeur n =2m, 3
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1

m 2r S2m—2
fQ(x+ (UZ)dZ: - ZBm,va [:] Q(v—l) (x)’— 2 Bm,ergrA er_l) (x),
v=1 @ 2rzm+1 “

0

car Q2™ (x)=o0 et Q@m(x)=Ct. Il résulte de 13 que les conditions (22) sont
équivalentes a la validité de l'identité

1

(23) f(p @+ we)de=— i Bn v w* [0 Q1 (z)

0 y=1

pour tout polynéme @ (x) de degré < 2m — 1. Ce sera le point de départ de la
résolution du probléme que nous nous sommes posé.

D’'une maniére générale, la base [A,] étant ainsi choisie, si le polynéme
Q(x) de degré < 2m — 1 et la fonction @ (x) coincident, ainsi que leurs dérivées
d'ordre 71,2,,...m — 1, aux extrémités o, 1 de l'intervalle d'intégration de z,

cest a dire pour les valeurs # et £ + w de leur argument, la valeur approchée
) :
E, de fQ(x + wz)dz est égale i
0

1

(24) Em=j Qi+ w2)de,
. Q
et V'erreur
1
(25) em=f[q7(x+wz)—Q(m+wz)]dz
' 0
est égale a
(26) on=— 1 Bp1r@ Ag® " (x) + Ry.
2r=om @

D’ailleurs cette derniére somme disparait lorsque » est inférieur a 2m.
Ces formules fournissent une interprétation élémentaire de la valeur approchée
E, de Vintégrale (20). Cette valeur s'obtient en substituant a ¢ (z) le polyndme
de degré =< 2m— 1 qui coincide, ainsi que ses m — 1 premiéres dérivées, avec
@ (x) et ses dérivées de méme ordre aux deux extrémités de l'intervalle (z,z + ).
Il sera utile de qualifier de «spéciales» les formules sommatoires (20), et les
suites [Bn], [An] correspondantes qui satisferont & ces conditions.
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CHAPITRE 1L

Les formules sommatoires spéciales.

5. (C'est un résultat classique qu'il existe toujours un polyndme et un seul,
de degré =<2m — 1, dont les dérivées d'ordre 0, 1,2,...m — I prennent des
valeurs données en deux points donnés. C’est un cas limite de la formule d'inter-
polation de Lagrange. En voici une démonstration directe. En supposant que
les deux poihts en question sont les points — 1 et + 1, ce qui ne restreint en

rien la généralité, mettons le polyndéme inconnu @ (x) sous la forme trés générale

: 2m—1
(I) Q(x) = Z Qi(x + I)l(x — I)2m—1—i‘
=0
Il vient tout de suite
(2) . ’ Q(I) = p2m—1 Gom—1, Q(__ I) = — p2m—1 o

de sorte que la connaissance de @(1) et @ (— 1) entraine celle des coefficients

extrémes ¢, et gam—1. La dérivation de Q(x) donne alors

2m—2
g = S e e
i=0
otl
(4) qg‘)'——'(zm— 1—4) g+ (@ + 1)gi+;
les valeurs de (1) et @ (— 1) fourniésent donc celles de ¢{! et ¢l . et par

conséquent celles de ¢, et gam—s puisqu’on connait déji g et gem—. Observons
méme que ¢, et gam—z sont affectés de coefficients égaux & 1 dans les formules (4)
qui permettent de les calculer. En raisonnant sur ¢’ (x) comme on vient de faire

sur Q(x), et ainsi de suite, on formera successivement les dérivées

2m—1—w
) Q@)= 3 P+ fle—1prtoT v=2,3,...m—1,
=0
avec
(6) ¢ =(2m—v—a) g + (0 + 1) a7
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la connaissance des valeurs Q") (1) et Q" (— 1) entraine la détermination de ¢
et ¢ ; si Uon suppose que les valeurs antérieures & » ont permis de connaitre

Qor @y - - - B—1, a0, g0, .. gD, . q(”—” g2, g1, la connaissance de ¢

permet de remonter, par les formules analogues & (6), & ¢V, ¢¢ %, ... qu; de
la méme fagon, on démontre par récurrence que l'on connait, a I'aide des for-
mules (5) et (6) d'indice o, 1, 2, ..., les coefficients gam—1, gam—2,". - . Qam—i—,
gy .. gl . Pour y=m — 1, tous les coefficients de
Q{x) sont ainsi déterminés, de maniére unique, et cela quelles que soient les

\

valeurs attribuées & ce polyndme et 4 ses dérivées d'ordre <m — 1.

6. Ceci rappelé, écrivons maintenant ce polyndéme @ () sous la forme

T T

1

et évaluons l'intégrale f Qx)dxz. On trouve immédiatement que

+t m—1 7 m—1
. m—1 Hee+1 I 2m
f@(x) = 22’(2k+1)2m—-2k—1 Z(zk-{—l)‘u““
—1

Cette intégrale g’évalue donc & l'aide des seuls coefficients p; d’indice impair,
qu’il s'agit justement d’exprimer i l'aide des valeurs que prennent @(x) et ses

dérivées aux extrémités de l'intervalle d’intégration.” Or on a

. . . . 2 m—y . ’
Q@) =Cm—1)lzm—2) - 2m—v+1) N (2mi v) s A
‘ ) =0 ‘
et, par suite,

(9) E] Q(v—l) (— 1) — Q(W—lj(l) + (= 1@ (— 1) _

2

2m-—v

=(2m»—1)’(2m-z)~--(2m——v+I) > 2k + 1

2k <2 m—y—1 (
k=0

)ﬂzkﬂ o v=1,2,...m.

On verrait de méme que les coefﬁments w; d'indice palr 1nterv1ennent seuls dans

les expressmns de
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(10) | Q) (1) — (— 1) @ (— 1)

> v=0,1,2,...Mm—1.

La donnée des valeurs des quantités (9) et (10) équivaut & la donnée des valeurs
des dérivées Q) (1) et Q¥ (—1) =0, 1,...m — 1); celle-ci déterminant le poly-
néme @Q(x), et cela de maniére unique, on conclut de ce qui précéde que le
systéme des valeurs prises par les premiers membres de (9) détermine toujours
les coefficients pax+1 (B=o0,1,...,m— 1) de Q(x), et cela de maniére unique.
Nous avons ainsi démontré que 1'élimination de ces coefficients usr+1 est possible
entre (8) et les équations (9); on obtient ainsi une relation de la forme

+1 m ‘ Amw . )
(II)A me(x)dx=§(2m-1)(2m—2),-~-(2m—v+I)DQ(V M= 1),

2

dont il §’agit de déterminer les coefﬁcients Ap ».
Le probléme de cette détermination est équivalent au probléme posé au § 4.
D’ailleurs, la comparaison de (11) 4 la formule (23) Ch.T oul'onfaitx = — 1, w = 2

fournit, entre les Ay , et les coefficients B, , cherchés, les relations simples

Am, »
2m(zm —1)---(2m—» + 1)

(12) 2" Bp,» = — y=1,2,...m.
7. La détermination des coefficients 4, , est une conséquence de la remarque
que les coefficients des éléments inconnus pusri; aux derniers membres de (8) et (o)

se trouvent également dans les identités classiques

2m—
2k+1

2k=2m—r—I1 (

(13) ch*xsh(zm —v)z= 2 )ch2m_”‘1xsh2"+1x y=0, 1, 2,...;

I'élimination des termes ch?™ 2% 1z sh?**1x entre les m + 1 premiéres équations
(13) fournit donc l'identité

(14) shzmm,=2Am,;ch”xsh (2m—9z,

=1

oi les A, . sont les coefficients cherchés. Nous sommes donc conduits & dé-
montrer qu'il n’existe quune identité de la forme (14) et & trouver une pareille
identité. Le second point ne présente aucune difficulté; en effet, élevons a la
m® puissance les deux membres de l'identité

49—3298. Acta mathematica. 59. TImprimé le 15 juillet 1932.
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1 =¢*(2chz — ¢);
il vient

I=¢"%(2¢chz — )™

m .
= Z (m) 2 ch? z g2 7 (— 1)m—,
v

»=0

et V'identification des parties impaires des deux membres donne tout de suite

o= i (T) (—2)*ch*zsh(2m —»)x,

»=0

ou encore

(15) shzmw=—§(7:)(—— 2)”c¢h’ zsh{2m — ) x,

qui est bien de la forme (14).
Pour démontrer l'unité d'une identité de cette forme, changeons, par
exemple, x en ¢z, de sorte que (14) devient

m
sin2mx = ), Am,, cos” zsin (2 m —9)z;

=1

multiplions maintenant les deux membres par sinz ez et intégrons de o a =.

En supposant quc ¢ est un nombre entier positif, il vient ainsi

T

m :
(16) ' sm,an=22Am,wfcos”xsin(2m—w)xsinzaxd:v,
) =1 R .
olt &m¢=1 ou O suivant que ¢ =m ou o % m. En remplagant le produit des
sinus au second membre par ; [cos(zm —v — 2a)x—cos(2m —v + 2e)x] et se

rappelant la formule de Cauchy

n
fcos"xcos(zn —vxdx =
0

(16) devient

!
2°T'(n+ 1)y —n+ 1)
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- Am‘,,[ ! . v! ]
em’“_z 2 [ I'm—e+1)Tp—m+ae+1) T'm+eti)I'v—m—ea+1)

v=1

La premiére fraction entre crochets ne différe de zéro que si » est au moins
égal & m —«a, et la deuxiéme est ici toujours nulle. Par conséquent, (16) se

réduit a
(17) i Au., Y =¢ a=1,z2, m
2" \m—a e P T
=1, m—a
Soient les m — 1 équations d'indices ¢ =1,2,...m — 1 ol sont considérées
. A m—1 Am m—a A,y . .
comme inconnus 'Z";n'f_l , ;";n'iq e ;" ; le déterminant de leurs coefficients

se réduit au produit des éléments de sa diagonale principale, qui n'est pas nul,
et par suite le systéme des équations (17) ne peut étre qu'a solution unique ou
incompatible; nous savons que l'incompatibilité est & écarter, et l'unité de la
relation (14) est ainsi démontrée. ‘

L’identification des coefficients de (14) et de (15) donne enfin

v

(18) A= —'(’”)(— ~

8. La détermination des By, (v < m) et de la base [1,] s’ensuit immédiate-
ment. (12) donne en effet

' _(m (= 1)
(19) B""”_(w)z‘m(zm—~1)~-(2m—v+1)

v=1,2,...m,

et cette valeur convient encore pour » = 0, si 'on assimile alors 4 1 le dénominateur

_ T(zm+1)
2m(2?'n I)- (2m—v+l)_1"(2m—v+l)
Il résulte ensuite de (12) ch. I que
2 m
(20) lm’“___ZBm’“H_zm(zm—1)'--(2m~2n)(2n+ 1)
1 m—n—1)m—n—2)-- (m—2n)

:—_zn(zn—l-l)!(2m—1)(2m_3)...(2m__2n+1) 2n<<m.

On sait que les termes By, (m <» < 2m) sont nuls. Par contre, le calcul
des Bp,, d'indice ¥ = 2m ne conduit plus a4 des résultats aussi simples. Pour-
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tant, il se présente des simplifications qu’il parait intéressant d’exposer, ce qui
.nous permettra simultanément de donner les expressions des premiers d'entre ces
coefficients. (1) ch. 1 s'éerit en effet

n
1

2 -B.m,vm:lm,'ny

=0
donc pour les valeurs de » = 2m, compte tenu de
Bu,,=o0 v=m+1,m+2,...2m—1,

@ Bus _ &(m (= -
Z(n—'w+1)!_—§)(v)(n—v+1)!zm(2mf1)-~'(2m—v+1)

y=2m

Le premier membre ne contient que les coefficients By, » inconnus et permettra
de les calculer de proche en proche en donnant & 7 les valeurs successives
2m,2m+ 1,...; mais ce qui fait l'intérét de ces équations est la forme simple

que Yon peut donner au second membre. La somme qui s’y trouve s'écrit en effet

m

(— 1) m!(zm —»)! o (m!)? <« [n+i1\{zm—v» )
Zﬂ(zm)!(m——v)!v!(n——v—kI)!—(zm)!(n-l—l)!g( K )(m—v)(~l)

p=

. (m)?  — —n—1 (—n—l—i—v)(zrn—v),

T (2m)!(n + 1) —n—1+9 v m—v

!
=0
cette derniére somme s'évalue immédiatement en appliquant l'identité de Jansen

i x x+av)(y—av):(ac+y
x4+ av v m—yv m )’

et il vient ainsi

& Buy (nl) _(2m—n—1
(21) 2 e lerr (v | G
__ m+l_ﬂ—— nm =
=(=1 (2m)!(n+1)!( m ) e

Enfin n'oublions pas que les Bn,, inconnus d'indice » impair sont nuls, ce
qui nous permet d'écrire les seules relations (21) d'indice n pair. Le calcul des

Bu, 2+ (v=m) pourra donc étre effectué assez aisement & 1'aide des équations successives
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< B2, B - (m!)>  f(2n—m
(22) vgjn(zn—gv +W”(wl) ' (2m)!(zn + 1)!( m ) n=m.

On trouve ainsi, pour les premiers de ces coefficients, les valeurs

ST U
. Bm,Qm _(_ I) * (Zm)'(Zm‘l‘ I)!’
m!{m + 1)! m

(2m)!(zm + 3)13- 20

Bm,2m+2 = (_ I)m+2

mlim+2)! m(zm+ 13)

— (— y)nt+3 )/
B am+s =(=1) (2m)l(zm + 5) 3-5-4!

2

m!(m + 3)! m(31m®+ 159m + 188)

= (— p)ym+4 s
(23) ) Br.amis = (= 1) (zm)!(z2m + 7)! 3.7t ’
B _(— qynes mLm ot 4L m(127m® + s214m® + 3657 m + 3402)
A8 (zm)(zm + 9)! 358! ’
i miim + 5)!

B, 2m+10=(— 1) m)!zm+ 11)!

m(2555m* + 38426 m® + 207301 m® + 471046m + 375216)

3-11!
En particulier m=1 ou m=2 donnent
B o BT BT e
b= I'Iio’ Bio= III!%’ 2 11372?;’
c'est & dire
B= e BT e BT e

qui sont bien les nombres de Bernoulli, mais différant de ceux habituellement
considérés par un facteur égal 4 l'inverse de la factorielle de l'indice. Remar-
quons & ce sujet que si Von pouvait déterminer une loi simple pour la formation
des By 2., on en déduirait une loi de formation simple des nombres de Ber-
noulli eux-mémes. La question se réduit & chercher la loi de formation du
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polynéme en m de degré v —m — 1 qui se trouve dans l'expression de Bm 2v,
mais celle-ci ne parait pas aisée & trouver.

9. Notre formule interpolatoire exige encore la connaissance des polynomes
Bu,.(x). De méme que les 2m premiers termes de la suite. [By], les 2 m premiers
de ces polynémes sont relativement simples; plus particuliérement, les expressions
de By, m(x) et Bu, am(x) sont remarquables. On a en effet A

2m 2 m—v
x
By, 3 (2) = 2 Bm'y(zm——w)!
=0

—m (_I)T m L2 m—
—E)Zm(zm-— 1) (zm—v+ I)(”)(zm—v)! + iiake

G m m—v
:(Zn—,l—)v' Z(y)(— I)QZl +Bm,2m,
»=0

et enfin
am(x — 1™
(24) Bm,2m(x) = 7W + Bm,am.

On en déduit que, pour n < 2m,

1 a2 x(x — 1)
(25) Bm,n(ﬂc)Z(zm)! dx2£"—” ) o=n=:z2m—1,

et, en particulier, que

1 d"fz(x—1)|™

Bm,"l(x)"__(zm)' dxm ’
par conséquent
B x + 1)_ 1 dr(x®— 1"
N 2 ) 2m(2m)! dam

n'est rien autre que le polyndéme de Legendre Py(x) & un facteur constant prés;
d’'une maniere précise, on a

(26) Bum (T“;‘) — é’;’l—)' P ().

Signalons encore que les polyndmes aux premiers membres de (25) sont
hypergéométriques. En effet, si 0 <n < 2m — 1, il vient encore
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_3 (=1 m)_ar
B”“l(x)-—zzwz(zm—— 1) {z2m—v+ I)(”)("—”)!

—(— 1\n o (_I)v m ?1}
= T) %zm(zm——l)~--(2m—n+v+1)(n—-v)v!

()

T azmzm—1) - (2m—n-+t 1)

o =n)(=ntn)(—nty—1)m—n+1)(2 m—n+2)~~-(2m;n+v)
2 vim—n+1)im—n+2) - (m—n-+v)

x’l’

»=0
et par conséquent

(z7) - Bpau(@)=BuaF(—n,2m—n+1,m—n+1; ) o=n<2m—1.

CHAPITRE III.
Les formules sommatoires spéciales (Suite).

10. Nous allons retrouver les résultats qui précédent en nous plagant & un

point de vue différent. Considérons l'intégrale
! +1
(1) In— f P () ™ () de,
—1

ol m est toujours un nombre entier positif, gp(’")’(x) la dérivée d’ordre m d'une
fonction @(x) possédant autant de dérivées continues qu'il sera nécessaire, et
Pp(x) le polyndme de Legendre de degré m. En intégrant m fois de suite par
parties, il vient encore

In = [Pn(z) ™ (2) — Pl (@) =2 () + - + (— 1)n—1 Pn=0) () o ()] 2 +

—1

+(— I)WfP(;L") (@) p(z)de.

Sachant que

k)

P (1) :<m+n)(m+7z;;)l~-~(m—n+ 1)
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PR (— 1) = (= 1jm+» PR (1),

P (i) = o — (2 m)!
m ZMMH’
on a donc
n +1
T =2 3} (— 1= P (1) 0 gt (= 1) + 2 2! f p (@) da.
y=—1

—1

On extrait de li I'expression de la derniére intégrale définie

+1 m (o

(2) fq)(x) dx = — 221 ZTl(éhL—% 1) (2AE'—_§'+ I)(m) %_] @ (— 1) + o,

—1

avec

On retrouve tout naturellement les coefficients «spéciaux> By, d’indice » < m.
D'ailleurs, il suffit de remplacer « par — 1 + 22z pour que (2) prenne la forme

1
» m

) ./q}(—ljl-zz)d'z:_zzm(zm——(; I)(jm—v;__)( )D(p(v—l)(_l) ol

0 v=1

avec
1'
=1 2""”'] (m)
Im = Gem)] Pu(—1+22)p™(—1 + 22)d
0
a rtapprocher de la formule (20) ch. I, ou T'on fait z= —1, o =2, n=m. Il

est bien clair que la seule restriction effective est celle qui concerne la valeur
de n. Mais n’oublions pas que les coefficients au second membre de (20) ch. I ne
sont pas nécessairement des coefficients Bp, , «spéciaux». Enfin, en remplagant,

dans (2'), ¢ (— 1 + 22) par ¢(2), il viendra encore

(—1) m o
(3) j dar—*széW_I‘— (ﬁivﬂ)( )@‘P( ) (0) + I,

v
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avec
. o | e e

On peut transformer J, & l'aide de m nouvelles intégrations par parties; en re-
marquant que les dérivées d'ordre m—1, m—2, ... 1, 0 de &™(x — 1)™ s'annulent

aux deux extrémités de l'intervalle d’intégration, il vient ainsi
1 (@ — 1)
xa®lx—1)"
— — VN T (2m)
(5) Jm—Rzm—-f (2 m)! 4 (x)dax.
0

Ce résultat exprime que la formule interpolatoire (2) est une formule «<spé-
ciale». L'unité d'une formule de cette sorte pour chaque valeur de m ayant
été démontrée au § 6, les coefficients au second membre de (2) sont les coeffi-
cients «spéciaux» Bpm,,(1 < v =< m), de sorte que nous pouvons considérer les cal-
culs de ce paragraphe comme un nouveau mode de détermination de ces coeffi-
cients. Cette formule n'est d’ailleurs, sous cette forme, qu'un cas particulier

d'une formule sommatoire due & Darboux!.

11. Quoi qu'il en soit, nous n'avons retrouvé jusqu'ici que les 2m premiers
coefficients spéciaux By,,. Les suivants vont apparaitre, ainsi que les polyndmes
correspondants, en développant le reste Ryn suivant un procédé di & Paul Lévy®.
Remarquons que, le polyndéme au second membre de (5) ayant un signe constant,
la formule de la moyenne généralisée permet d’écrire

1

Ban=gon @ [T 1 o<t<r
Posons 0
e—r (el
“ f (2m)! dx_(zm)!(2m+1)g—_Bm,2m,

! Journal de Math. (3) II (1876), p. 296. Cf. également Whittaker and Watson: A course of
Modern Analysis, p. 125. :
: % loe. cit.

50—3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 15 juillet 1932.
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sans nous préoccuper pour linstant de la signification attribuée précédemment

a celte notation. D’autre part, on a

1

fq)(Qm) (1‘) dr = A(p(‘zm—-l) (O) — ¢(2m) (gr) o< 51 <1;

0

on est ainsi conduit & adopter, pour valeur approchée de R, l'expression

1

(7) Kom = — B, an A p?™ 1 0) = — Bm,2qu7(2m) (x)dx,
0

l'erreur

(8) R2m+1 = R2m - K2m

étant alors représentée par l'intégrale
"" —
(9) 1{2m+1 _j [(L‘ Z - I + Bm 2m] ¢(am)( )d

Nous sommes ainsi amenés tout naturellement & considérer le polyndme

(10) | . Bm,zm(x‘)z— ((Tx":i I—)-—+Bm 2m,

de valeur moyenne nulle dans l'intervalle (o, 1) et tel que 'on ait

(II) Bm,2m(1):Bm,2m(0)=Bm,2m;

enfin, (g) s'écrit

1
(©) Roms1 = f B, om (2) 9™ (@) d.
. [\]

Ce polynéme B, am(x) n’a pas un signe constant dans I'intervalle (0, 1), mais
deux intégrations par parties suffisent pour exprimer IR.nii par une intégrale sur

laquelle on pourra raisonner comme on a fait sur (5). Pour cela, nous poserons
z

(12) me om (2 )dx—Bm am+1 (),

2



Sur le calcul approché des intégrales définies. 395

x

(13) me,2m+1 (l‘) dm‘;l)m,2m+2($).

0

Le polyndéme B, am(x) étant symétrique par rapport 3 la valeur x = ;

B, amt1(x) est symétrique gauche; en outre, il résulte de (6) que

1

Bm,2m+1(l) = — Dmng,2m+1 (0) = fx ((:‘7-;1—) 'I")_ dx + éBm,’zm =0.

1
2

Par conséquent, le polyndme Dy, om,z(z) est une fonction paire de x — !

b

et tel que

Dm, 2mt2 (0) = Dm, 2m+2(l) = 0.

Ceci posé, il vient, a 'aide de deux intégrations par parties successives,

1
]{Qm-il _ / Bm,2m+1 (x)¢(2m+l) (x)d$

0

1
=f])m,mm(ac)q)‘”’"“)(x)dx.
[
Nous poserons encore, afin d'unifier 1'écriture,

1
(14) Romi1= Rapra = fDm, ami2 (@) ™+ (x) dx,
H

et nous allons voir que le polynéme au dernier membre a un signe constant dans
lintervalle (o, 1). Remarquons tout d'abord que By, om est du signe de (— 1)n+!,
avec

I

(15) _ ' o< (— I)m+le,2m<22m(2—)!'
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Nous pouvons alors représenter les variations des 3 polyndmes By am (x),
By, 2m+1(x), Dm, am+2(z) dans le tableaun

I
2
— + —_ m pair

Bm,nm(x) Bm am (o]

) 22m(2 m)l '
+ > — — + m impair
— + m pair
~ — ™~
Bn, am+1(2)]o o o
/+ T~ T - e m impair
- m pair
Y S —
m, 2m+2\2}]O
’ / T . .
+ - m impair.

- La propriété annoncée est ainsi vérifiée, et nous voyons méme que le signe
constant de Dp 2m+2(z) est-celui de (— 1)**!. En raisonnant sur l'intégrale (14)
comme on a fait sur (5), nous poserons

1
(16) fDm,2m+2 (@)dx = — Bm, 2m+2,

0
puis
(17) Bm,2m+2(1‘) = Dm,2m+2(93) + Bn,om+2,
(18) Bm,2m+3(x):me,2m+2 (w)dz,

1

(19) | Dm,2m+4(x) =me,2m+3(x)dx.

0

Grace a deux intégrations par parties successives, il viendra alors
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1

R2m+2 = me.2m+2 (%‘) ¢(2m+2) (x) da: — B1y;_,2m+2 A (p(2m+l) (O)

0

1
= fDm,2m+4(:l?) pPm+Y) () do — Bm_,zm+2 A g™ 1 (o).
1]

On posera
1

Kimi2 = — Bu,am+2 A 9?0 (0) = ~ Bn, om+2 f ™2 () da,

0
1
(20) R2m+3—'—R2m+4=f])m,2m+4(x)(]7(2m+4) (x)dz,
0
de sorte que l'on aura

Bym = Kom + Komis + Romyu.

Pour démontrer que Dm am+s(®) a un signe constant dans lintervalle (o, 1), il
suffit de raisonner comme pour Dp sm+2(x), aprés avoir vérifié que Bu om+2 satis-
fait 4 une double inégalité analogue & (15). Or il résulte de la variation de
Bn 2n(x) que, dans lintervalle (o, 1), on a

| B, am (2)| <

(12) entraine donc 1'inégalité

|Bm,2m+1(x)| < e fadl I

par conséquent

|Dm,2m+2(x)| = le,2m+2(;) < —

I

22m 3 (2 )]

On déduit enfin immédiatement de (16), compte tenu du signe connu de

D, am+2(x), que

I
o< (—_ I)m .Bm,2m+2 < 22—m+—3 (z—’h—)i .



398 René Lagrange.

Signalons encore que cette étude des variations des trois polynémes By sm+a (),

B, 2m+3(%), Dm,am+4(x) montre que By 2m+2(x) s'annule deux fois dans l'intervalle

(0, 1), que Bm am+s(x) s’annule seulement pour les 3 valeurs z=o0, -, 1, et enfin

1
2

—

que Dp, omys(z), symétrique par rapport 4 z = 5> De s'annule qu'aux extrémités

de l'intervalle.
D’une maniére générale, supposons que nous ayons obtenu le développement

(21) RBom=Kom + Komiz + - + Kymioe—z + Bomras,
avec
(22) Komien= — Bu, amton A (p(2"‘+2"‘_” (o) n=o0,1,...v—1,
et
1
(23) Ram+as-1= Romyas = ]‘Dm,am-f-gw(x)_(p(?'""2") (x)dx;
0

supposons en outre que Dm am+2+(x) est un polynéme en z, de degré 2m + 2,

symétrique par rapport & x = —;, et admettant le tableau des variations suivant

8
[e]
+ N =

/ \ m + v pair
\) /

— m + » impair,

1 1
(24) Y < (= 1)"** D, 2425 (2) < 221;?:”('2" m)! )
Nous poserons alors

1
(25) j Dm,2m+27(x) dx = — Bm, 2m+2v,

0
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(26.) By, 2m+2w(90) == D, 2m+2w(90) + Bu, am+av,
(27) B’m,2m+2w+1(x):me,2m+2v(9?)d$,
1
2
et enfin
(28) Dm,2m+21'+2(x):me,2m+2v+l(x) dx.

0
On vérifie tout de suite que

1 1
(29) 0 < (= 1)"** Ba,am+2v < (— 1)"** Du,2m420 (2) IEPSTESTIPOmYR

. . 1 .
que By smia2.(x) est une fonction paire de z— de valeur moyenne nulle dans

(0, 1), que Bum,am+2v+1(x) est une fonction impaire et Dy amiar+a(x) une fonetion
‘paire de cet argument; ce sont d’ailleurs des polyndmes dont le degré est égal
au second indice, et leurs variations dans lintervalle (o, 1) sont représentées
dans le tableau

x10o I

+ i~

— m + ¥ pair
- 1 T
B, am+2+(2)|Bm,am+20e O Dmam+2s > +Bun2mizy O Bpamios

+ - “+ m -+ ¥ impair

— \
T~

m + » pair

Bu, 2m+20+1(2)j0 O

-
~ /

m + » impair

m + v + 1 impair

\
/7
Dm,2m+2v+2(x)o \ Dmemwwz(l) / o)

__— —

m+ v+ 1 pair.
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Ce dernier polynéme varie donc de la méme fagon que Dy, 2ms2.(x), et le maxi-
mum de sa valeur absolue-vérifie la double inégalité analogue & (24)

. I I
o< (— 1) Dy omtavse (2) < 22mH8vEE (5 m)!;

ce dernier fait résulte en effet des inégalités successives

I

22m+3v(27)! ’

A

|Bm,2m+2v($)|

le,em+2v+1($)|< —,

et enfin

N =

D )< e , )z = :
m,2m+2v b2 | <22m+3‘v'(2__n;)l 2 7 x—22m+3"+3(2_m)i'

k
Ce procédé récurrent de formation des polynémes Bm omi2s (%), Bm amszvi1 (@),
Dy, om+2v+2(x) fournit donc des groupes de trois polynémes dont les tableaux de
variation sont les mémes, avec conservation de la triple inégalité (2g). En outre
leurs définitions et leurs propriétés permettent de transformer l'expression (23) de
Ryyi2y comme nous avons fait pour Kym; en prenant pour valeur approchée,

grice 4 la constance du signe de Dm, am+2+(x), I'expression

1

Komyay = — Bm,gm+-z.,fq)(2"‘”") (@) dx= — Bm, 2m+2s A g™ +2*=1 (0},
) 0

il vient

Romizv= Komtas + Ramizvs1,

avec

1
Bymizvi1= me,2m+2v (x) p2mt2v (x)dx,
¢ .

et deux intégrations par parties successives, compte tenu de ce que B om+2s+1(2)

et Dp am+2.+2(x) s'annulent aux extrémités de l'intervalle (o, 1), donnent
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Ropmiors1 = — [Bm,2m+21:+l(x) m 2t () dox

=R2m+2v+2=fDm,.2m+2v+2(x)¢(2m+2w+‘.2)(x)dx-

On aura donc de nouveau un développement de R.y, tout a fait semblable
& (21), ol » serait remplacé par v + 1. Nous pourrons donc écrire

2n
(30) Bopm= — 2 Bm, ar A ¢(2'r—l) (O) + R, nt1
27r=2m
avec

(31) R2n+1—f m, an () @™ ( = —me an+1 { 2n+1)( x)dz

1 ,
= Ront2= fDm,2n+2(ﬂU) o+ (x) dx.

12. Ceci établi, portons l'expression (30) de Ram = Jn dans la formule inter-
polatoire (3). Celle-ci prend la forme

1
2n

(32) fq)( )dx—’—ZBm,vDQy—l) ZBm 27‘&(})(2"—1)( )+RQn+éy

e 2r=2m
ou nous savons déja que les By, appartenant 4 la premiére somme au second
membre sont les coefficients «spéciaux» introduits aux chapitres précédents.
D'ailleurs, prenons pour ¢ (x} un polyndéme arbitraire de degré 2u — 1, et appli-
quons lui cette formule interpolatoire (32), ainsi que la formule (20) Ch. I od
Ion remplacerait  par o, w par 1 et # par 2#; l'identification des deux seconds
membres exige l'identité de tous les coefficients By, an second membre de (32)
avec les coefficients spéciaux introduits par les autres méthodes. Les nouveaux -
polyndémes By, ,(x)(v = 2m) sont également identiques & ceux désignés déja par
cette notation, puisque leur suite posséde la double propriété
51—3208. Acta mathematice. 59. Imprimé le 15 juillet 1932.
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Bp, ,(0) = Bn,, v=2zm,2m+ 1, ...,
(33) d B, » L

—ﬁlﬁ: mo—1(X) v=2m+ 1,2m+2, ...,
et qu'il y a identité, d’aprés (10), entre les deux premiers polyndémes Bn, am (z) de
ces deux suites. Remarquons que dans ce chapitre, les polyndomes By, , () d'indice
v inférieur 4 2m ne sont pas intervenus, mais il suffit de prolonger les égalités
(33) vers les indices inférieurs & 2m pour retrouver ces polyndmes ainsi que les
coefficients By , correspondants. En outre, nous avons mis en évidence que le
polynéme B, om+2n(x) est tel que

(34) ' Bm, 2m+n (9’)) — Bm,2m+n (% > O)

a un signe constant dans l'intervalle (o, 5), et est une fonction paire ou impaire

I . . A . . . . ssiz
de = -3 suivant que #» est lui méme pair ou impair. Mais cette propriété ne
subsiste pas pour les polyndmes

ar . ar am(x — 1)
Bm,2m—n (x) =WBm,2m(x)' ?—(x—l)‘—

:—da.ff (2m)| ’n=l,2,...2m.

13. Proposons-nous maintenant de préciser les expressions des polyndmes

. : .
(34), et, en particulier, celles des nombres B, 2m+2n, Dm, 2m+2n (é), B, am+an (E)

(=1, 2,...). Nous poserons

Dm,2m+2n ( ) = Dm,?m-ﬂn,

N |-

Bm, 2m+2n ( ) = Em,2m+2n,

W

de sorte que l'on a
B, amion = Dm,‘2m+2n‘+ B, smtan.
Tous ces polyndmes ont été définis a partir du polyndme initial

Bm, 2m (x) = $‘—<x—_‘“'l_)— + Bm, 2m
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On en déduit tout d’abord que

r— =

oy
2
Bm,2m+17(x) = me,2m (i + Z) dz
- .

P 14 ( )

2emizm=r 2+ )\* 7 2

. (— o™} _—
Dm’m“(w):vzzo(Zm)!22'”_21”(21'4(‘1/1?(2” + 2) (x——;) ’

Bm,2m(

1
+ Bm,2m (x - 2) ,

et

+
2

Dy, 2m+2 est alors donné par Dy, am+2(0) =0, c’est 4 dire par

- (= (T) Bu,sm
(35) O:v=0(2m)!‘22m+2(2v+ 1)(zv + 2) g + D, 22,
et ensuite (16) fournit
el
(36) B = y - B 2m

’2m+2-—_§')(2m)! 2222y 4 1)(2v+ 2)(2v+3) 2% 3! — D, 2mea.

L’élimination de Dy am+2 entre ces deux derniéres équations donne alors

. (_ I)m—v (m) '
o n Y Bm,2m
(37) Buamss = 2 o 5w + ) ar +3) T 231

»=0

tandis que (36) s'écrit encore

(— O (T) B

(38) B, 2mt2 = *Eo(m)! 22y +1)(2v+2)(2v+3) 2° -3l

On peut alors former

1\2
x — —) + D omte.

403
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" (= =™
(39) Bm,zm“(‘”):é (2 m).rzm—:v(zvftvlz(zv +2) (x—;) 7

B 1)?
+ -—’—mlz’—gré(x—g) +‘Em’2m+2.

Pour rendre l'écriture plus homogéne, nous conviendrons d'écrire
Em,%m = Dy, 2m-

" Supposons alors que nous ayons obtenu, d'une maniére générale, 'expression
suivante de By, omyar— (r > 1)

r—1 .
E o2y 1 2
(40) By, ami2r—2 () = 2 _’"LWL (w - 5) +
»=0 : B

e

+4§0(2m)!22m——21‘(27+ I)(2y+2).‘.(2v+21.__2)

et montrons qu’elle est encore valable pour By, am+ar(x).
Il vient en effet

T

: r—1 Enm omtor—o—a» \27+!
(41) B, amy2r— (@) = f B, smior—(x) de = 2 _(zlvi—!%—ﬁi (x _ 2)

=0

L3 (— 1)y (7:) (x_ ;)27-—1+2w

Z'D(Zm)!22m——2w(2v+ 1)(21;-{-2)...(2,,_'_27,_1'):

[SIEN

puis

EEm,2m+2r——2~2v I 2v+3
< {2y + 2)! 2

v

-y

+ Z(27)1)!2‘“""_2.”(211%- 1)(zv+2)--(2v+ 27)

»=0

(42) D, 2m+t2p () = D, am+2r +

Ajoutons By sm+2, aux deux membres, et adjoignons a la premiére somme aun
second membre le terme By omior + D, om+or=Fm 2m+2r; €n substituant » ardI

dans cette somme, on obtient enfin
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l Eo, om+2r—as 1\%”
(43) Bm,2m+2r(w)zz—'(z;,+)—2! < (z——;)

R v G

Z(2m)!2“““(2v+ I)(211+2)7"'(211+27‘)’

=0

v=0

qui est bien de la forme (40). Cette formule est donc générale, et détermine les
polyndmes Bn sm+2-(2) dés que 'on sait déterminer les nombres E, amsor. La
formule (42) définit Dun, 2m+2r(z) pour toutes les valeurs positives de r en fonction
de ces mémes nombres et de Dp,sm+2r. Pour déterminer ceux-ci, écrivons (16)
et Du, am+2r(0) = 0; on déduit ainsi de (42) que

é Em,2m+2r-—2w -
=l(zv + 1)l 2%

()

m
—é(zm)!22m+”(2v+ 1)(zv+2)---(2v+2r+1)

(44) Bm,2m+2r = Dm,2m+2r -

. . N
(45) 0 = D, gm+2r + Z —"’;—:‘%;;f +

m (— 1)y (7:)

+‘1§)(2m)!22m+2r(2v+ 1)(2y+2)...(2,,+2,.);

la premiére de ces équations fournit une relation récurrente définissant les
Eu om+2y; en faisant passer le terme — Dy amior au premier membre, il vient
en effet

< Em am2r—2v
(46) En, 2intar = — 2 (%"“27: TP T
=1

()

.E}(zm)!22m+2r(2v+ D(zv+2)(2v+2r+1)

que l'on peut encore écrire

(—r=(7)
(46') Z,Em gmt2r—2y i : v _
4 (2v+1'2“ 02m'z2””f2’(21/+1)(2u+2) (2zv+2r+1)
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L’élimination de Dy aut2r entre (44) et (45) définit Bu am+sr en fonction des

nombres FEun am+2v, €t L'on a

r

: 29 En smizr—2s
(47) B, 2miar = D, vt 1)l 2 +

n (— 1ym— (T) (2v+27)

Z(2m)!z2’"+2'(2v+ 1)(zv+2)-(2v+2r+ 1)

p=

Enfin (45) définit les nombres Du am+2r 3 l'aide des En, am+2,, mais l'on sait

d'ailleurs que Du, 2m+2r = En, zm+2r — Bm, am+ar.

14. Etant donné Vimportance des nombres By, am+2r, il est intéressant de
déduire de ces identités une formule de récurrence ne contenant point d’6léments
intermédiaires. 1l s'agit d'éliminer les nombres En smi2, entre U'équation (47) et
les équations (46') d’indice 1, 2,...r—1. Or cette élémination se fait aisément
en utilisant les nombres de Bernoulli. Pour simplifier 1'écriture, nous désignerons
par K, et Ju, les dernidres sommes écrites dans (46) et (47), de sorte que les
r équations entre lesquelles l'élimination doit se faire s'écrivent

8

,s Em,2m+2v . "
46") 2(2.5'——21l-|-I)!22"‘5“':_K28 §=h 2. T

v=0
S (27'_ 29) En amtos
(

2r—2v+ 1)l 2272 = Buamear = Jr
0

écrivons encore cette derniére équation

r—1 - F—1
Z_‘E;mwmﬂv - Enamise 4 p
(2r—2v+ 1)l 22727 (27 —29)1 2272 o O amAars
—

=0

ou mieux, sous la forme plus symétrique

r r

’ Emv.2m.+2~ Em.2m+2v ‘
(47" > Gr—zyt 1)l 252 > (27— 2 22 + Jor — Bu2m+2r-
y=0 »=0

Ceci posé, multiplions les r équations (46”) et (47’) par les coefficients respectifs
Baras{s=1,2,...r—1,7), et ajoutons les. Il vient
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”

B2T—2s Em 2m+21, — m 2m+2v B ’
22( s—z2v+1)l222 Z (27— 29)! 2227 ™, 2mdar
§=1 »=0 :

r—1

+ J2r - Z BQr—2s KQS:

8=1

ou encore, aprés addition aux deux membres de Bay Em om = Bar B, om,

r

Bor—as En, om+20 By, 2m+2

\ r—28 m o m, 2m+2 v

48) 2 X (zs—zv+1)l22> - Z:'(2 r—29) 222" *+ Bor B, am = Bu, ameor
=0

§=0 v=0
r—1
+ Jor — Z Bar—as Kys.
s=1
La double somme au ‘premier membre s'écrit
r r o r—v .
Z‘ Em,2m+2v 2 B2r~2s 22r—2s L Z Em,2m+2w2 BZs 223 )
2272 (28—2v+1)! 222 (2r—zv—2s+1)!
»=0 s§=» . »=0 §=0 :

Cette derniére somme se réduit & l'unité pour »=r; pour » < r, elle s’écrit

r_m_%_B?_szu—_w*M B, 2* _ 2B
glo(zr-—zv—zs+1)! kgo (zr—z2v—k+1)! (27—29)!
_erw By 2% + 1 E
’g}) (2r—2v—Fk+1)!  (2r—2¥)l’

or des formules de Norlund' nous apprennent que

n B I3 '
(49) Z(n———lkcj-—l)_' == "l [Bn+1 (é) — Bn+1] =2(1 — 2" Buys; |

k=0
par conséquent, pour v <r,

I

5. Bu2¥ v
(27 —2)

%(2r—»2v—2s+ 1)!

=2(1 — 22 By, 9yi1 +-

-
(2r—241"

! «Mémoire sur les polynémés de Bérnoulli», Acta math., tome 43 (1920), p. 136—189.
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I'égalité du premier et du dernier membre subsistant d’ailleurs pour »=+. On
voit ainsi que le premier membre de (48) est égal 4 la premidre somme au se-
cond membre, et il reste l'identité remarquable

r—1

Bm,2m+2r _ B2er,2m= J2r - Z B2r—2sK2s,

s=1

ou encore, en explicitant le second membre,

m (— 1y (T)

(50) Bm,2m+2r“‘B2er,2m=2W'

. I . i B2822s
'{(2v+ I)(27+2)-~~(2v+2r)—§)(27+ 1)(2v+2)‘-~-(2v+zr—2s+1)}'

La quantité entre accolade peut &tre mise sous une forme plus simple. Re-
marquons en effet que pour r=1, elle s'écrit

B S By 2* 2B }
W s D2 Dy 4
(21’)'{(2v+21~)1~ Z(2v+2r——k+1)! + (zv+27)!

k=0
et par conséquent
2r—1 k
T . an—
<~ (2v+2r—k+1)!

d’ailleurs la formule (49) de Norlund permet de lui donner encore la forme

2v+27 27+2r
B 2* By 2*
— | | - =
(29)! Z (2v+2r—Fk+1)! + (29! Z (2v+2r—k+1)!
k=0 k=2r
2v+27 -Blc Zk

_ V(1 e n2v+2r+1 . 1 ks
2(29)!(1—2 ) Baviarsr + (29)! k;gr(m,+ 2r—kt 1)!

2y
. B2r+k 22r+k

=N 2 e

k=0
En définitive, (50) s'écrit encore

m k(—I)’"“‘” (m) (29)!

(51) Bm,2m+2r_Berm,‘ZmZZ“Wgﬁnv——J2v,2r
B v=0 ’
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avec

27r—1 . 2%
I By 2* B2,+k2
J —_— o >
(52) e 2 2" g (2v+ 21——Ic+1 Z’ (21'-—10-1— r=1

15. Ces identitités ne peuvent pas étre considérées comme pratiques pour
calculer les nombres By amiar puisqu’elles font intervenir les nombres de Ber-
noulli, dont I'expression est inconnue, et des sommes pour lesquelles on ne connait
point non plus d’expression simple. Le seul procédé pratique dont nous disposons
est toujours celui exposé au § 8. Pourtant il est intéressant de comparer ce que
donnent les deux procédés pour les premiéres valeurs de r. Je me contenterai
de faire le calcul pour = 1, les valeurs suivantes de » ne fournissant que des
résultats qui se déduisent aisément du premier. Pour r =1, les deux premiéres
égalités (23) donnent.au premier membre de (51) la valeur

— ol n 4 1) (=1 nd?
6(2m)! (2m+ 3)! 12(2m)! (2m+1)!

Bm,2m+2"'B2Bm,2m=(

(= (m+1))*

2(zm)l(zm + 3)I”

on a done l'identité

N (m) (= (om0

2 (zm)l22m 229+ 1)(2v+3)  2(2m)l{2m+ 3)!

=0

ou encore

L m
m (—1) ('1',)2  (m+ 1)1 22me2
Z (2v+1)(2v+3) (2m+3)!

p=0

Le premier membre s'éerit encore

< m 1 1

S - -
v/ \2yv+1 2v+3

= BRI (-5

52—3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 15 juillet 1932.
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(") e e ()

m
T+ 2 29+1 2m+3 < z2vt1

v=1

7

et notre identité prend enfin, aprés le changement de m en m— 1, la forme
remarquable

: m
» ~m(_1)(,,)_(m!)222m_ 2-4j6~~"2m
53) ZO 2v+1 (2m+1)l 3-5-7-(2m+1)

VY=

On peut étendre cette identité aux valeurs non entiéres de m, et la rattacher
ainsi 4 des développements en série de Newton.
Posons m =2 — 1. La fonction au second membre de (33) s’écrit

222 () Va I'()
TR T, Ty
I'(2x) 2 1“(90 N 1)
2
de sorte que, pour les valeurs entiéres de x =1, (53) peut s’écrire

Vi Tl  q(—1) (e—1)e—2)(x—»)
(54) 7T(x+§)—221’+1 - ! '

=0

Or la fonction au premier membre est une fonction de la variable complexe
z holomorphe dans le demi-plan % (z)>o0, son pdle le plus i droite dans le plan

de z étant l'origine; en outre, sa valeur asymptotique & linfini du demi-plan
1 1
d’holomorphie est de l'ordre de = 2, ou, en posant z=re? de r 2. Tl résulte

alors d'un théoréme de Carlson, précisé par Norlund', que cette fonction est
développable dans le demi plan en question en série de Newton, les coefficients
de cette série étant déterminés par les valeurs que prend la fonction en question
pour les valeurs entidres et positives de z. Cette détermination est unique, done
lidentité des deux membres de (54) pour les valeurs entiéres de x=1 entraine
leur identité pour toutes les valeurs de z de partie réelle >o. On vériﬁe d’ailleurs
immédiatement que la série au second membre de (54) converge absolument pour

R(x)>o.

! Cf-N. E. Norlund: Legons sur les séries d'interpolation, p. 131.
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Ce développement en série est un cas particulier de la formule générale

(55) B(a,x):%ziE}—_—I_Il”(x—l)x——vzl)...(x_v);

o ov=0

en effet pour ¢ = %, T(%) =V x; dautre part la fonction au premier membre

est holomorphe dans le demi-plan R(z) > o, et sa valeur asymptotique est, dans
ce demi-plan, de lordre de x~% c'est-d-dire de lordre de.r %@ gi z=1r¢.
On sait donc gu'elle est développable suivant la série de Newton

Bla, o) = ABle, nlelem2) ),

»==0

au moins dans le demi-plan % (x) > o, R(x)> I; —R(e). Or on vérifie tout de

suite que
ABe, )= —Ble+1, )
donc
A Bla,2) = (=1 Bla +», 3),
et

e, )=y LT

ce qui démontre (55). La série au second membre converge d'ailleurs absolu-
ment dans le demi-plan R (x) > 0, et représente donc la fonction au premier
membre dans tout ce demi-plan.

Enfin par un calcul et un raisonnement analogues, on démontre gue l'on a

I'{e)I'(zx+p) :i (—1)I'(v+a) (x—1)(xz—2)  (x—v)
r@g+in)rz+e+p) ‘7‘:01“(1’+a+ﬂ+1) v!

(56)

dans le demi-plan R(x) > R(— ). Cette identité se déduit d’ailleurs de (55),
pour B entier > o0, en prenant la différence finie d’ordre 8 des deux membres
de ce développement particulier. ‘

Par le procédé des différences finies, on peut déduire de (54) beaucoup
d’autres développements en série de Newton. Contentons-nous de signaler encore
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ceux que l'on obtient avec les différences finis, relatives & la variable «, d’écart
¢. On a en effet!

1 (—1);7~!
v+a (@ta)p+za)-@+(r+i)e)

&>~

et, par conséquent

r@re & (=1 1) (e—2) (=)
I'x+a) Eo(v—l-a)(v—l-za)-“(v-i—(r—i-I)a) v!

(57) Aa

16. Cette derniére formule peut étre utilisée pour remplacer les sommes

ue nous avons désignées par K,, par d’autres expressions. La comparaison des
P P

seconds membres de (46") et de (57) ou l'on remplace « par -21- donne en effet

(— 1) - (= 1P (2 s)!

Gm)i(zs)] 22m+48+1§0(7+ 2)(v+1)-~(w+ 232+ 1) :

mm—1)-(m—v+1)
vl

(58) Ky =

(=1 [AQF()ITm-%Iq )

T (2m)! (2 )l 22mHesH (m-l-a—!— 1)

|

T2
On peut encore expliciter ce dernier membre a l'aide de l'identité

r

Arw=25 = 0=() e+ va)
et il vient ainsi
Y+ 1
(5) Koo = (— 1) m! ( ) ( )
9 Bas (2m) (29)! 22m+28+1§o F( v+ 1 )
(= 0mm! 3 (—1) 1 .
Cem)lomts Ayl 2s =)l p+1)(w+3) - (vH2mt)

UEDENIC

! On pose Af(oc) > Af(oc)= Arglf(fl)-
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Cette nouvelle expression est plus avantageuse que la somme au second membre
de (46) pour les valeurs de 2s inférieures & m. On transformerait de méme
Jar & laide de l'identité

. " (__nm~v(v)
.(60) B Jar + Kap= Z (zm)! 22m+2r(2g,+1)(2v+2)"'(2v+27‘)

=0

(—1)m [“f‘l"(a)l"(m + I)]

Tlemlzr—)122" | 2 Tm+ a+1)

1
a= ) -
ou encore, en explicitant,

i S (ap o
(61) Jar + Ko = (2 m)! 2m+2r ZO Wer—1—)lp+10)p+3) -@ptrem+1)

p=

CHAPITRE 1IV.

Etude du reste et applications.

17. Les inégalités démontrées au chapitre précédent permettent d’obtenir
une valeur majorante du reste de la formule sommatoire spéciale (20) ch. I

1

(1) fq)(x + wg)dz = — D\ Bm, 0’ 0 g (z) —
' 0 v=1 v .
2r=n
— X Bm,2r @ A ¢ (2) + B,

2r=2m

ou, aprés une légére modification de la désignation du reste,

. 1 1
(2) Rpno= w"f Bun(— 2) g (z + we)de = (— o) me,n(z) P (x+wz)de,
. 0 0

et méme, du reste de la formule générale (19) ch. I
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1

2rsm—1 .
(3) f(p(x + wz)de = Z An, 20 02 @27 (2 + w h) —

0 27r=0

— Z By, »(h) 0* A @™V (x) + Ru,a(h),
y=1 - @

1

(4) ~ Ruma()= w”fﬁm,n(h —2) " (z + we)dz | )

[]

IA
Pl
IA

Dans les deux cas, on suppose n=2m, de sorte que, si » est pair, on a

(5) l.ﬁm,n(h_ )|<——I—*— n pair 227&,

3n—2m

22 (2m)!

et, g'il est impair,

1
11 - 5 ;
) (n—1}—2m 3n—2m—1
2 2 (2m) 2 2 (2m)!

{n impair = 2um,

(6) IBm»n(h_3)|< o=hetz=<r1.

Il est clair que l'on peﬁt se borner & considérer les valeurs impaires de » dans
le cas ou h=o. '
~ Si Y'on désigne par M®@(z, x +.w) la borne supérieure de |p™ (z)| dans I'in-
tervalle (x, x+ w), nous aurons done, pour les valeurs paires de =,
) | B ()] < G 200"
2 2 (2m)! '

et, lorsque 7 est impair,

1
Mz, z+ o)|w] I
3n—2m—3 | l |Ih—ZI—; dz

2 2 (2m)! « oz 2 (2m)!

M (g, x-}-w)lwl“.

3n—2m—1

(8) | Bmath)]| <

Les valeurs majorantes ainsi trouvées ne dépendent pas de h, et s’a,ppliquént telles
quelles au reste (2). '
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On conclut de 13 que lintégrale définie au premier membre de (1) peut
8tre développée suivant l'une ou l'autre des deux séries ‘

0 2r=0

2r=m—1
(9) fgo(x+ we)dz= | Im2, 0" @ (x+wh)— ZBm v (B) 0" A @1 ()

Z—ZBm,vw D¢(v—l) ZBm2rw2rA¢(2r—l(x)
r=1 r=m
lorsque
n) (., n
(10) limM (z, 2+ 0)w 0

3n
22

n— @

Cette méme condition de convergence est suffisante pour toutes les séries som-
matoires spéciales. Elle est satisfaite, en particulier, s'il existe un nombre %
positif, inférieur a 2 V2, tel que, & partir d'un certain rang n, on ait soit
n e k
VM® (2, x+ o) <>
||
soit

]l["“r1 (x, z+ ) k

) (x, 2 + o) I |

18. On peut obtenir, lorsque 2 =0, une valeur majorante du reste de
forme un peu différente. En changeant ¢ (2) en ¢ (x + wz), on déduit en effet
de (31) ch. IIT que ‘ ‘

(1) Bumanss = Ruyansa = " f B on (6) 9 (i + w2) dz
:— @t [Bm,2n+1(2) g+ (z 4+ wz)de =

1
= w2n+2fDm,2n+2(Z) PP+ (z + wz)dz.

Le signe de Dm an+2(2) étant constant dans Pintervalle (o, 1), la formule de la

moyenne généralisée permet d’écrire
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1

(12) Ry, an = " " (x + 0 w) fDm,2n(Z) dz

0

=—‘Bm’2nw2n¢(2n)(x+0w) 0<0<I.

Mais on peut encore utiliser l'imparité de Bp sa+1(¢) par rapport & g—

. ve 1 e e o4 .
et la constance de son signe dans l'intervalle (o, 5)' On peut ainsi écrire

1

- 2
Rm,2fn - w2"_1 f _B/m,’ 2 n—1 (2’) ¢(2”_1) (x + wZ) dZ -
0

1

— w2 n—1 f Bm, 2n—1 (Z) 97(2 n—%) (%’ + wz) dZ’

1
2

1
2
— e ] (Bu, 201 (2) 927 (@ + @ 2) & B, ans (1 —2) 98 (@ + 0— 02)] d2,
) .

ou
1
2
(13)  Rum,on= w?"1 fB,,,,, an—1(2) [PV (2 + 0 — w2)— PP (z + we)] dz.
0
D’ailleurs la formule de la moyenne généralisée donne encore

1

2
Ry an == 0*" ™"V (x + 0 — Ow) — 1 (24 0w) me, an—1(2) dz o<1,
0
c’est & dire
(13") Bu, an = D20 0™ @V (2 + 0 —b0w) — @2V (z + O w)).

En posant

PP (x+ w—2)— @™V (z+2)
w

b

M1 (z, x+ w) = borne
(0, w)

on déduit de (24) ch. IIT que
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MerU{r x+ w)w
23n—m (2 m)[ ’

(14) IRm,2n| <

On peut transformer de maniere analogue l'intégrale au 3° ou au 5'é membre de
(11). En changeant z en 1—¢z et se rappelant que Dm, 25 (2) = D, 2a(1—2), il
vient, par exemple, ’

1
* (2n) (2m) —
(15) Rm,2n=w2"fpm,2n(2)¢ (w+wz)+¢z (x-l—w’ »wz)dg,
0
et, par suite,
, (2n) 6 (2 n) —
(15) Rm,2n=_Bm,2nw2n¢ (x+ w)—l—q) (x+w Gw) o<fl<1.

2
On-en déduit que

M’ (x, z+ o) w?"

(16) |Rm,2nl < 23n—m (2m)|

avec

(17) M (5, 5+ w) — bore | L@t + 9t @+ o—2)|
‘ {0, ) 2

19. On peut évidemment considérer les formules sommatoires (1) et (3)
comme des formules de développement d’une fonction; il suffit de poser @(e)=f"(2).
Par exemple, aprés multiplication des deux membres par w, (1) prend la forme

(18)  flota)—f@) == 3 Bu o [ +0)— (— 110 )]
- TZan,ww?"'[f(“) (4 0) — f09 @)+ @ R n.

La remarque faite par Darboux' que la formule sommatoire de Maclaurin est
une formule de développement d'une fonction impaire s'étend & toutes les for-
mules sommatoires (18). Supposons que % soit pair, et prenons le reste sous’la

-forme (13), c'est & dire que

! loc. cit., p. 300.
53—3298. Acta mathematica. §9. Imprimé le 15 juillet 1932.
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1

2
® By 2n= w“fB;n,gn_l () [ fe(x+w—wz) —fC" (x+ we)| dz.
0

En faisant ensuite w = — 2z, (18) devient alors

fl—a) — fla)= — 3 Bu, (22 (= 1) f9{— ) — £ (z)] —

27<2n

— 3 Buar (2@ (07 (—a) — £07 (3]

2r=2m

+ x)ﬁnfgm,ﬁ,,_l(z) [fen) (—z+222) — £ (0 — 2.02)] dz,

et, par suite, en désignant par F'(x) la fonction impaire fl—x) — flx),

m 2r<2n .
(19) Flx)=— Z By, (2 z)" F®) (2) — Z Bu,sr (22" F7 (2) + Bm, 20,
=1 2r=2m
ou
1
(20) Ba, on=1(22)*" f B, an—1(2) FE™ (x—222) dz
0

:Dm,2n(2x)2nF(2")(0x) o< <.

On en déduit que

x‘ln
IRm, 2"| < m b((gr:ge ' Frien) (Z) |,

et, par conséquent, que l'on peut développer F(x) suivant la série
m w

(21) F(z) = — D\ Bu,» F® (@) (22)* — D B, 2r F*7 (2) (22"
=1 r="m

lorsque, dans l'intervalle (0, ) on a uniformément

(22) o lim (f)nF(”) (2) =o.

n—wo \ 2
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20. Appliquons ces résultats a la fonction ¢ (z) =e®. Pour cette fonction,
M®(z, z+ w) est constant, et le développement en série (9) s’applique lorsque

jo] < 2V2. En multipliant les deux premiers membres par we™*, le premier
de ces développements donne

2r<m—1

— ] = ot 2 Do, 2y 027 HT — (0 — I)Zr Bm,v(h),w”,

2r=0

ou, en se rappelant que By o(h) =1,

e“’h 2r=m—1

Z ]»m 2r WAL= ZBm 'v(h

2 r=0 =0

(23)

La fonction an premier membre est done une fonction génératrice des polynémes
ewh )
7 fonction génératrice des poly-

By, (k). Pour m=r1, elle se réduit & o
w h

ndémes de Bernoulli. Dans le cas général, e—I est multiplié par un polynéme

pair dont le degré est égal a'la partie paire de m-—1. En posant

2r=m—1 2r=m—1 9
2m(m—1)--- (m—27) w?”

3 =3 ’
zm(zm—i)---(2m—27) (27 +1)!

2r=0 27r=0

(23) s’écrit

we“’h

(24) | o 2 Bu, +(

En remplagant la fonction au premier membre par son développement en série
entiére en w, l'identification des deux membres de (24) fournit l'expression du
polynéme By, ,(h) 4 l'aide des polyndmes de Bernoulli; cette expression résulte
d’ailleurs immédiatement des préliminaires du premier chapitre, puisque (3)
ch. I et (4) ch. I donnent immédiatement

(25) [Bn ()] = [B] - [in} - [%, 0] = [An] - [B (x)).

Si l'on avait utilisé le développement (3), on aurait obtenu, avec n = 2m,

1
6 wh n+1 .
(26) ewe Z By o (k) w” — e(::__ Ime'"(h—Z) e dez.

v=0 0
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Lorsque h=o0, l'égalité des résidus des deux membres au pdle w=2vmi
(=11, £2,...) donne

In(2vnd)= — (2v 74) men ye2r iz de

1
:(.._ I)n+1(21/":2‘)nme n( )62””de
0

ou enfin
1

me,n (Z) e‘2vni:d2 —

0

(=1t I (2 vd) ‘
(2vmer

D’ailleurs on obtient la méme identité quel que soit k. En donnant a n des

valeurs paires ou impaires, on conclut de 13 que, pour v=1,

1

(gt
me,2n(Z) [eo}] 2vn3d2=Wﬂm(27ﬂZ) n=m,
0
(__ I)n+1 .
me,gn.H(Z) sin ZVﬂZdZ:WHm(ZVﬂZ) nzm,

les deux intégrales obtenues en permutant le sinus et le cosinus étant nulles.
Remarquons ‘que le dernier terme au second membre est réel, et que ces résul-
tats se rattachent, par (23), 4 la forme qu’ils prennent pour m = 1, c’est-a-dire
aux résultats classiques relatifs aux polyndémes de Bernoulli.

Les valeurs de ces intégrales fournissent les développements en série de
Fourier de B, .(x), savoir® '

2 (— 1+t & M (2v7wi)

B x) = COS 2VILX
(27) man') (2npn & " ’
2(—= 1" & I, (2 v 704)
Bm,2n+1(@) =7 _ont1 (2wl Z mqﬂﬂ sin 2v wx;

1
! N'oublions pas que me,n(ac)dx =0, n=2m.

0 \
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en particulier, lorsque % croit indéfiniment, on voit que

B, an () ~ _2%‘7_:)31::1

By, ansy (@) ~ 2((—- ik

2 7.';)2 n+1

H,(27i)cos 2,
(28)

I, (2 ni)sin 2 wz.

On peut déduire de la une condition nécessaire pour que l'intégrale (1) soit dé-
veloppable suivant une série (0); en effet, il est nécessaire que le terme général
de cette série ' ‘

' 24w

Bm, » (h) w” % lp(vbl) (a’,‘) = Bm, w (h) w1 f q)(") (g) dz

x

tende vers zéro lorsque » croit indéfiniment, et, par conséquent, gue

» i (2 1=

Py LW

Cette condition est indépendante de m, et est & rapprocher de la condition
suffisante (10)

Hm borne | @™ (2)] = o.
tim (- borme 1919

En résumé, toutes ‘les remarques que l'on est conduit 4 faire sur la série
d’Euler-Maclaurin peuvent étre reproduites pour la série générale (9) que nous
avons obtenue ici, et il serait fastidieux d'insister. A

21. Jusqu’ici, nous n'avons examiné que ce que devenait une méme for-
mule sommatoire spéciale lorsqu'on la prolongeait indéfiniment. On peut se
proposer encore de faire tendre l'indice m lui-méme vers l'infini. Remarquons
que ¢a revient a examiner ce que devient dans ces conditions la formule de
Darboux (3) ch. III. Le résultat n’est pas nouveau,’ et il nous suffira de rap-
peler sommairement ce que l'on obtient. En nous reportant i cette formule,
supposons que Jy tend vers zéro lorsque m croit indéfiniment, ce qui a lieu,
par exemple, en vertu de (5) ch. IIT et (6) ch. III, si

! Cf. Whittaker, loc. ¢it., p. 125.
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. (m!)? - 2 m) —
il_r,nm(.zm)l (2m + 1)! borflehp (@] =o,

done si

1 e )2m+1 v | 2 )( )I
im §{— orne ™ (x)| = o0
m—® (4m (0?1) 7 ‘ ’

autrement dit, si

) / 2m+1
(50) borme | (@] —of (4]
©,1) . e
On peut écrire, dans ces conditions,
1
(31) 1)
p(@)dr = — lim ZBvaW_ (0).

0

D’autre part, lorsque m croit indéfiniment, » restant fixe, on a

. =1y .. m+n)rlzm—y+1)  (—1)
JEILBMJ_ v! iEr.iw I'm—v+1)T{zm+1) 29!

et By,, tend vers cette limite par valeurs absolues croissantes, comme le montre

le rapport
Buii,v _(mA1)zm—rv+1)z2m—r+2) (2m—v+1)(2m—r+2)
B,  (m—v+1)(emt+1)(zm+2)  (2m—z2v+2)(zm+1)
:(Zm)2~(2v—3)2m—|—(v—1)(v——2): _ y(v—1) .
(2m)P—(2v—3)2m—2(y—1) 2(zm+1)im—y+1)

puisque m = »; et l'on a

|B,M|<

m = .
2”1}'

En appliquant le théoréme de Tannery, on peut donc remplacer (31) par

(32) j @ () da = é(‘“lfil D P (o),

2’[’
pourvu que la série au second membre soit absolument convergente.

—_—————



