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Einleitung.

1. Wihrend die Frage nach der Existenz der uniformisierenden Transzen-
denten bei Riemannschen Flichen schon eingehend behandelt worden ist, ist die
zweite fundamentale Aufgabe der Uniformisierungstheorie, das Problem der ana-
lytischen Darstellung der verschiedenen zur gegebenen Riemannschen Fliche ge-
horigen Funktionen als antomorphe Funktionen der uniformisierenden Variablen
fast unbeachtet gebh’ében. Und doch harren hier wichtige Probleme ihrer Losung.
Freilich hat man in den Poincaréschen Reihen! ein Mittel, fiir jede in der kom-
plexen Ebene eigentlich diskontinuierliche Gruppe automorphe Funktionen zu
bilden. Die genannten Reihen haben jedoch den Nachteil, dass sie nicht direkt
zu den gesuchten automorphen Funktionen fithren, sondern erst nach Bildung
von Quotienten derselben, wobei die Reihen selbst von der zu bestimmenden
Funktion in ziemlich komplizierter Weise abhingen.

Dieser Ubelstand kann allerdings vermieden werden, wenn bei der gege-
benen Gruppe schon die Poincaréschen Reihen (— 2):ter Dimension absolut kon-
vergieren, d.i. die Reihen

SRS @), (3

! H. PoINCARE, Mémoire sur les fonctions fuchsiennes (Acta mathematica, Bd. 1 (1882)).
42—3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 4 juillet 1932,
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wo R rational ist und S, die linearen Substitutionen

_wztB
Yoz + J,

S,(2)

der gegebenen Gruppe durchliuft, weil man dann durch eine Integration aus
denselben unmittelbar analytische Ausdriicke fiir die Abelschen Integrale und
hiernach fiir die automorphen Funktionen selbst gewinnen kann.! Leider ge-
horen die wegen der Anwendung in der Uniformisierung wichtigsten Fuchsschen
Gruppen, ndmlich diejenigen, fiir welche der Hauptkreis zugleich Grenzkreis ist,
also u.a. die bekannte Modulgruppe, nicht zur genannten Kategorie.?

Es entsteht bei dieser Sachlage die Frage, ob man nicht im allgemeinen
zur analytischen Dars‘néllung automorpher Funktionen bedingt konvergente Reihen
oder Produkte anwenden konnte.® Dass dies wenigstens in sehr allgemeinen

Fiillen wirklich moglich ist, soll im Folgenden gezeigt werden.

2. Indem wir uns der Kiirze halber auf eine bestimmte Klasse von Fuchs-
schen Gruppen beschrinken, nimlich auf diejenigen Gruppen vom Geschlecht
Null, die ein Kreisbogenpolygon mit lauter verschwindenden Winkeln zum Fun-
damentalbereich haben, werden wir fiir jede automorphe Funktion derselben eine
Reihendarstellung finden, welche eine Partialbruchreihe der einfachsten Art ist
und z. B. im Falle von einfachen Polen

S.{(a) . w=o0,1,2,...)

bis auf eine ganze lineare Transformation mit der Reihe

< 1 dS,(a)
250 da | (3

y=0

identisch ist, die als Funktion von a« eine Poincarésche Reihe (— 2):ter Dimen-
sion ist. Unsere Reihen haben ihr Analogon in der Theorie der elliptischen
Funktionen in den Reihen der g-Funktion und verwandter Funktionen, noch besser
aber in den entsprechenden Ausdriicken der trigonometrischen Funktionen.

' R. FricKE und F. KLEIN, Vorlesungen wber die Theorie der automorphen Funktionen,
Bd. II (1912), 8. 264—.

* P. J. MYRBERG, Zur Theorie der Komvergenz der Poincaréschen Reihen, TI (Annales aca-
demiae scientiarum fennicae, tom. A, XI (1917), S. 22—).

® Vgl. F. KLEIN, Zu den Verhandlungen betreffend automorphe Funktionen (Jabresbericht
der deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 21, 6/7 Heft (1912).
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Der Hauptgedanke unserer Betrachtungen besteht darin, dass wir die ge-
gebene Fuchssche Gruppe I' durch eine Untergruppe I' derselben vom Index oo
ersetzen, deren Nebengruppe im vorliegenden Falle aus den Potenzen

™ m=o,t1, +t2..) (4

einer gewissen parabolischen erzeugenden Substitution besteht. Der Fundamen-
talbereich der so erhaltenen fuchsoiden Gruppe I ist identisch mit der Summe
derjenigen unendlich vielen Polygone, welche aus dem Fundamentalbereich von
I' durch die Substitutionen (2) erhalten werden. Beide Gruppen I' und I' be-
sitzen eine bis auf eine lineare Transformation bestimmte Hauptfunktion, d.i.
eine automorphe Funktion, die in dem zugehorigen Fundamentalbereich keinen
Wert mehr als einmal annimmt. Wenn wir die genannten Funktionen resp.
mit f(z) und @(z) bezeichnen, so wird ihre gegenseitige Abhiingigkeit bei geeig-
neter Normierung durch die Gleichung

fle)=en
dargestellt.

3. Die Herleitung der gesuchten bedingt konvergenten Reihen wollen wir
auf zweierlei Weise ausfiihren.

Die erste, in den Kapiteln I und III gegebene Darstellung beruht wesent-
lich auf einem geometrischen, die Fuchsschen Gruppen betreffenden Satze, wel-
cher uns schon in einem anderen Zusammenhang wichtige Dienste geleistet hat.'
Mit Hilfe des genannten Satzes wird die Existenz von unendlich vielen, ausser-

halb einander im Hauptkreise liegenden geschlossenen Linien
Ly, Ly, L, ...

gezeigt derart, dass das Minimum von ¢(z) auf L, fiir » —> o unbegrenzt wiichst.
Durch Anwendung der Cauchyschen Integralformel ergibt sich hieraus unmittel-
bar fiir die Funktion

=9 a (s)

und hiernach fiir die Funktion f(z) eine Reihe der Form (3). Die entsprechenden
Reihen fiir beliebige andere automorphe Funktionen erhilt man hiernach ohné

weiteres, weil jede derselben eine rationale Funktion von f(z) ist.

' P. J. MYrBERG, Ein Approximationssalz fiir die fuchsschen Gruppén (Acta mathematica,
Bd. 57 (1931), 8. 402).
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Indem man die beiden Seiten von (5) in bezug auf den Parameter a inte-
griert, erhilt man eine Produktdarstellung fiir jede automorphe Funktion mit
gegebenen Polen und Nullstellen.

4. Die zweite, im Kap. IV gegebene Herleitung der Reihen (3) beruht
darauf, dass man die fuchsoide Gruppe I' durch eine unendliche Folge von
Untergruppen derselben

I, I, T, ... (6)

approximiert, die alle Fuchssche Gruppen sind, welche noch auf gewissen Teilen
des Hauptkreises eigentlich diskontinuierlich sind. Jede der Gruppen.(6) besitzt
wieder eine Hauptfunktion, welche jetzt durch eine absolut konvergente Reihe
der Form (3) darstellbar ist. Wenn man nun von irgend einer unendlichen,

gegen Null konvergierenden Reihe positiver Grossen
&1, €oy €3, - .. .

ausgeht und allgemein die Hauptfunktion gu(z, a) von Iy durch die aus ihrer
Reihe (3) erhaltene Summe

mit der Genauigkeit ¢ approximiert, ergibt sich aus

lim gu(z, a) = g(z, a}
h—o
fir die Funktion (5) wieder die gesuchte Reihe (3).
Das bekannteste Beispiel von den hier betrachteten Gruppen bietet die-
jenige Gruppe, zu welcher man gelangt, wenn man den Modul 4 des in der
Legendreschen Normalform '

dx

V(=291 —Az?)

gegebenen elliptischen Integrals als Funktion des Periodenquotienten betrachtet.
Bei dieser Gruppe, die eine Untergruppe der bekannten Modulgruppe ist, kann
man bei der Darstellung der Reihencntwicklungen von den gewdhnlichen Ketten-
briichen Gebrauch machen.
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Die von uns angewandte Methode fiihrt noch zu einer anderen, von der
oben besprochenen verschiedenen Darstellung der automorphen Funktionen, nim-
lich als Quotienten von zwei Funktionen, von denen die im Nenner stehende
im allgemeinen von der zu bildenden automorphen Funktion unabhingig, nim-
lich gleich der Funktion g(z,a) ist. Unsere Methode ist in sehr allgemeinen
Fillen anwendbar, indem man in dieser Weise u. a. jede algebraische Riemann-
sche Fliche uniformisieren kann.

I.
1. § Die Gruppe I'.

5. Den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen bildet die in den endlich
vielen Punkten

iy Cay - vy Cntl nz=2) (1)

markierte z-Ebene, deren wir drei, z. B. die letzten ver-
mittels einer linearen Transformation in die spezielle Lage

Cn1 =1, =0, Cp413=®

iiberfithren (Fig. 1). Indem wir einen der Punkte, ¢4,
mit jedem anderen ¢; durch die Linien /; verbinden,
die keine von cn4+; verschiedenen Schnittpunkte besitzen,

erhalten wir ein Schnittsystem, welches die z-Ebene in

einen einfach zusammenhingenden Bereich 4 verwandelt. “"I'Ebe"e
Die Begrenzung von A besteht aus der Kurve Fig. 1.
[l Al el S el (2)

wo allgemein mit /" und I} die von c¢a+, aus gerechnet rechte bzw. linke Ufer
des Schnittes /; bezeichnet. .

Wir denken uns jetzt unendlich viele Exemplare der Bereiche A vorhanden
und mit einander paarweise lings den Schnitten /; derart zusammengeheftet, dass
eine unendlichvielblittrige, tiber die z-Ebene verbreitete einfach zusammenhingende
Uberlagerungsfliche U erhalten wird, die in den Punkten (1) Verzweigungspunkte
unendlich hoher Ordnung hat. Diese Fliche kann bekanutlich konform auf das
Innere des Einheitskreises -
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lz]==1 H

abgebildet werden, wenn die Anzahl der Punkte (1), wie vorausgesetzt, = 3 ist.
Die konforme Abbildung wird durch eine linearpolymorphe Funktion

z=2z(x)

geleistet, d.i. eine unendlichvieldeutige Funktion von x, deren Zweige von ein-

ander durch lineare Transformationen

r_estf

Z—'_}'z—}-d (3)

abhingen, welche das Innere des Hauptkreises H in sich selbst iiberfiihren.
Jedes Blatt von U wird dabei auf ein krummliniges Polygon abgebildet, wobei
man bekanntlich die Schnitte Il; stets so. wihlen kann, dass die Seiten der Poly-
gone zum Hauptkreis H orthogonale Kreisbogen werden, die einander in den
auf H liegenden Ecken der Polygone beriihren. Die Polygone, welche aus ein-
ander vermittels der Substitutionen (3) erhalten werden, bedecken einfach und
liickenlos das Innere von H, wobei jeder Punkt von H eine Haufungsstelle der-
selben ist. Die betreffenden Substitutionen bilden eine Fuchssche Gruppe I'; fiir
welche der Hauptkreis zugleich Grenzkreis ist.

6. Wir wihlen nun ein bestimmtes Polygon, z. B. dasjenige B, welches den
Nullpunkt enthiilt, zum Fundamentalbereich der Gruppe (Fig. 2). Die Begrenzung
von B besteht aus den 27 Seiten

dr,dt,dy,df, ..., ddr

oy Wy Wy

die in der obigen Reihenfolge den beiden
Ufern der Schnitte !; entsprechen. Dabei
entspricht allgemein dem Punkt ¢; der ge-
meinsame Eckpunkt P; der Seiten d;- und
d}, wihrend dem Punkt ¢.+; die tibrigen
n Eckpunkte @, @, ..., ¥» von B zuge-
ordnet sind.

Dem positiven Umkreis um den Punkt
¢ (1 =7=n) entspricht eine parabolische
Substitution 3;, welche d;- auf d} abbildet
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und in P; ihren Fizxpunkt hat. Dabei ist allgemein
2;":21'+1E1'+2...2n21...25 (’i:I,2,...,72) (4)’

eine parabolische Substitution mit dem Fixpunkt ¢:.
Die 27 Substitutionen '

2, 2, o, 2

a1 = 21—1’ Snte = 22_1, cen, 2op= 3!

bilden ein System von Erzeugenden unserer Gruppe I'.
In der Funktion

x = f(2) (5)

besitzt I' eine automorphe Funktion, die jeden von (1) verschiedenen Wert in B
genau einmal annimmt. Die Gruppe I' hat das Geschlecht Null und jede auto-
morphe Funktion derselben ist eine eindeutige Funktion von f(z) und umgekehrt.

Zwischen den Substitutionen von I’ herrschen keine anderen Relationen,
ausser denjenigen, die sich unmittelbar auf die Identitdten

SS1=1
reduzieren. Hieraus folgt, dass jede Substitution von I' eindeutig in der Form'
§=53,5,...5, (6)

"als Produkt der Erzeugenden darstellbar ist, wenn nur vorausgesetzt wird, dass

allgemein

—1
E”t+1 + 3.

Wir nennen (6) nach der Anzahl jhrer Primfaktoren eine Substitution m:ter Stufe.
Die Bezeichnung (6) soll zugleich fiir das aus B durch die Substitution (6) er-
haltene Polygon, ferner fiir den #usseren Randkreis dieses Polygons sowie fiir
denjenigen Bogen (< 7) des Hauptkreises angewandt werden, dessen Endpunkte
zum genannten Randkreis gehdren. Das fragliche Polygon oder Kreis oder Bogen
soll dabei ein Polygon, bzw. Kreis, bzw. Bogen wm:ter Stufe genannt werden.

Das Polygon (6) hat 22— 1 innere Randkreise, die resp. den Substitutionen
(m + 1):ter Stufe

' Wir bezeichnen aligemein mit 87 diejenige Substitution, die erhalten wird, wenn man
zuerst § und dann T ausfiihrt.
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38 (t=1,2,...,2n),

wo 3;4 3!, entsprechen. Wenn man das Fundamentalpolygon B mit dem
Polygon (6) durch eine einfache Linie, z. B. radial verbindet, begegnet man der
Reihe nach den Polygonen

S Doy Sy ooy Zny Zug oo Sop, (7)

die resp. von der Stufe 1,2,3,...,m—1 sind.

2. § Ein geometrischer Hilfssatz.

7. Wir gehen jetzt zum Beweis des folgendes Satzes iiber, welcher die
geometrische Grundlage unserer funktionentheoretischen Betrachtungen bildet.

Sind Aym+1) wnd Am die Lingen zweier beliebigen Bogen q(m -+ 1):ter bzw.
gm:ter Stufe, von denen der erste ein Teilbogen des letzteren ist, so ist

Aym+1): dgm > (;Z ’ (8)

-q
wo 0q die von m unabhdngige durch q bestimmie Zahl g, == gq’g- 2st.

Hier sind ¢ und » sowie die im Folgenden mit ¢, g,, 0;, . . . bezeichneten
Grossen durch die Gruppe I' bestimmte endliche positive Konstanten.

Einen Beweis des vorstehenden Satzes haben wir schon in der S. 331 ge-
nannten Arbeit, doch ohne Angabe des Wertes der Grosse o, gegeben. Wir wer-
den im Folgenden jenen Beweis in unwesentlich modifizierter Form wiedergeben.

Es seien (Fig. 3)

Kom+1), Kom - {9)

zwei beliebige Kreise des zu I' gehorigen Netzes g(m + 1):ter baw. gm:ter Stufe,
von denen der erstgenannte innerhalb des letzteren liegt. Ist

3, 5,5,

qm
der Ausdruck von Kyn, so hat Kyuy1) einen Ausdruck der Form

S Zh %, 5%, 5

gm’*
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Man bestiitigt unmittelbar, dass die Kreise (9) aus den Kreisen (¢ + 1):ter bzw.
erster Stufe

Kq+1 = E{lx ‘\:!12 .. E,uq EV: R K! = 2,,, (IO)

von denen der erste innerhalb des letzteren liegt, durch die Substitution (gm — 1):ter
Stufe

S(qm—-]) = 27._. E"a P E-qu (I I)

erhalten werden.

Es seien

P7 Q (12)
die beiden Schnittpunkte von K; mit H und
s, 5 (13)

diejenigen parabolischen Substitutionen niedrigster Stufe, welche resp. die Punkte
(12) als Fixpunkt haben und deren zugeordnete Polygone innerhalb des Kreises
K, liegen. Nach N: 6 sind die Substitutionen (13) resp. von der Stufe 1 und #.
Das Polygon

Sigm—) (14)

der Stufe (gm—1), welches der inversen Substitution von (11) entspricht, liegt
ausserhalb des Kreises K,. Denn durch die Substitution (11) wird das Polygon

(14) auf B, das Innere von K, dagegen auf das Innere von K, abgebildet.
43—3298. Acia mathematica. 59. Imprimé le 13 juillet 1932.
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8. Wir betrachten zuerst den Fall, dass das Polygon (14) ausserhalb der
beiden Kreise
> (Kl)) (15)

(K, (rs)

liegt, die den Kreis K, von aussen resp. in den Punkten (12) beriihren.
Beachtet man, dass allgemein die Linge des zu (15) oder (15) gehorigen

Bogens eine untere Grenze ()qi hat, so muss  offenbar der Abstand des Poles
der linearen Funktion (11), welches im Spiegelbild des Polygons (14) in bezug
auf H liegt, vom Kreise K, einen Abstand >% haben. Durch Anwendung

des Koebeschen Verzerrungssatzes auf die lineare Funktion (11) im Kreise K, er-
hilt man die Ungleichung

4q(m+1)34qm >z:;(4q~01341)7 (16)

wo Ay+1 und A, die Linge des zu Kyy1 bzw. K| gehorigen Bogens bezeichnet.
Ist ferner » das positive Minimum der absoluten Werte der Ableitungen
der erzeugenden Substitutionen von I' auf H, so ist

Agi1: Ay > 0,79 (16)

und also nach (16)

dq(m+1):4qm>q£;rq; (17)

welche Ungleichung sogar mehr als die zu beweisende Ungleichung (8) besagt.

9. Wenn zweitens das Polygon (14) allgemein zwischen den Kreisen
X' (K, 2 (K (bz1) (18)

liegt, wo 3y eine von den Substitutionen (13) und % ihre Stufenzahl bezeichnet,
$0 kann (11) in der Form

Stam—y = 3 Sw (19)

geschrieben werden, wo Sp eine Substitution bezeichnet, deren kg erste Prim-
faktoren (= Erzeugenden) eine von X} verschiedene Substitution bilden. (Vgl.
Fig. 3, wo allgemein statt 3((K;) kurz K; geschrieben ist.) Hieraus folgt,
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dass das Polygon Sp' ausserhalb der Kreise (15) und (15) liegt. Die Stufen-
zahlen der in (19) auftretenden Substitutionen geniigen dabei der Gleichung

gm—1=Fkiq+1 (20)
woraus folgt, dass

m > A. _ (20)

Es sei nun

I N 1

’ == -t w
g - Z—7

der Ausdruck von 2y und also

1 1

ZU‘—(H:TU—Z"'_Y;-F).([(U (21)

.. 2
derjenige von 3.7, woraus

d z(l q) 1

— G s | (22)

dz 1+ Aqolz—n)?
erhalten wird. Fir die Linge des zum Kreis
2(213 (K)) _ - (23)

gehorigen Bogens ergibt sich aus (21) die Ungleichung

A% < &5 o (24)
1 lq
und fiir die Linge des zu
zf.‘{ (Kg+1) (23)

gehorigen Bogens aus (22) die Ungleichung

2
A8 > 12922 e, (25)
Aus (20), (24) und (25) folgt
AN AR > & ya, (26)

mq
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Nun werden aber die gegebenen zu den Kreisen (g) gehérigen Bogen aus
den innerhalb des Kreises K, liegenden zu den Kreisen (23) und (23) gehorigen
Bogen durch die Substitution Sy erhalten, welche die im ersten Falle fiir die
Substitution (11) aufgestellten Bedingungen erfiillt. Nach (16) ist

, 19) ,
4q(m+1) tdgm > % . (/42—:-]1 : d(llq))

und also wegen (26):

) or? 1
4q(m+1)'- dqm > 33’ . ’)’)_’1, ’

womit die Richtigkeit der Ungleichung (8) in jedem Falle bewiesen worden ist.

3. §. Die Untergruppe I'.

10. Wir gehen hiernach zur Bestimmung einer gewissen Untergruppe
von I’ iiber, die in den folgenden Untersuchungen eine fundamentale Rolle spie-
len wird. . '

Es sei 7T eine von den erzeugenden Substitutionen (4) von I', z. B. 5;. Indem
wir auf B die Gesamtheit der Potenzen

m (m=o0,1t1,%2..) (27)

von T ‘anwenden, und die so erhaltenen unendlich vielen, gegen den Punkt I
konvergierenden Polygone zusammenfassen, erhalten wir ein unendlichvielseitiges
Polygon B, dem vermittels der Funktion (5) eine unendlichvielblittrige Teil-
fliiche von U entspricht, welche offenbar identisch mit der Riemannschen Fliche

der Funktion
log «

ist. Man erkennt somit in B einen Fundamentalbereich derjenigeil Untergruppe
I von I', deren Substitutionen die fiir

. |z] <1 (28)
eindeutig erklirte Funktion

log = ¢f2) (29)
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ungeiindert lassen. Die fuchsoide Gruppe I', welche eine ausgezeichnete Unter-
gruppe von I' yom Index oo ist, hat das System der unendlich vielen Substitutionen

EELI—:I‘_LE;ITIC ) 1=1,2,...,n—1 (30)
_ k=o,t1,t2 ...
als Erzeugende. Von den unendlich vielen Seiten des Polygons B sind die be-
nachbarten, in der Fig. 4 mit — bezeichneten mit einander konjugiert. Die
Funktion (29) nimmt in B jeden von

y=1,2,...,n—1
log ¢, + 27ih Ty (31
& (hzo,il,iz,...) 31)

verschiedenen Wert genau einmal an. Die Grossen (31) sind Grenzwerte von
(29) in den Spitzen von B, der Wert o ihr Hiufungswert.

Die fragliche Figur erhilt
eine sehr anschauliche Form, wenn
der Hauptkreis durch eine line-
are Transformation auf die reelle
Achse abgebildet wird, wobei die
Gruppe I' in eine Gruppe von
reellen linearen Substitutionen
positiver Determinante tibergeht.
Wenn dabei der Fixpunkt von T'
in den unendlich fernen Punkt
iberfihrt wird, erhilt 7 einen
Ausdruck der Form

Z=z+ .

Der Bereich B besteht dann aus
der Gesamtheit der mit B kon-
gruenten Polygone, welche aus

B durch die von den verschiedenen Potenzen von 7' bewirkten Parallelverschie-
bungen erhalten werden (Fig. 5). '

11. Weil I' eine Untergruppe von I ist, lisst sich jede Substitution S
von I' in der Form

S=1T8 (32)
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darstellen, wo S eine Substitution von I' und d eine ganze Zahl bezeichnet, die

wir den Index von S nennen werden. Es sei
S=3i3h. . . Sk . (33)

der Ausdruck von S als Produkt der Potenzen der Erzeugenden (4) von I', wo-
bei allgemein .

p+1=§=2

ist. Wir behaupten, dass der Index von (33) gleich der Summe der Exponenten
der dort auftretenden Potenzen von T iust.

Wir bemerken zu diesem Zweck zuerst, dass die genannte Summe nach (30)
fiir jede erzeugende Substitution von I' und daher iberhaupt fiir jede Substi-
tution von I' gleich Null ist. Es sei umgekehrt S eine Substitution von I
Wir schreiben ihren Ausdruck (33) in der Form

S=T%8 T8, ... Tw18,T%, (33)

wo S;, S, ..., Sy Substitutionen von I' bezeichnen, die lauter von T*! verschie-
dene Primfaktoren enthalten. Ist

@ +a + -+ @=o0,

so konnen die ganzen Zahlen

91593 - - - Gu
-aus der Gleichungen

1= 1 F2=0C, 92 P37 @y o oy Ju—1 T Ju = Qu—ts Gu = Cp

bestimmt werden, wodurch S den Ausdruck

o .
s=[l(rs, %) (33"
=1

erhilt. Ist nun
S,,: 2112,12 N Ej_p

der Ausdruck von 8§, als Produkt der Erzeugenden von I', so ist wegen der
Identitdt

4
T—q”}.‘ll Dy S ElpTg'”—: I[(T—g’EAiTg")

i=1
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jeder Faktor von (33)” und somit auch von § als Produkt der Erzengenden von
I' eine Substitution von I.

s sei nun S eine Substitution von I' und d die Summe der Exponenten
von T in der Darstellung (33)'. Dann ist die betreffende Summe fiir die Sub-
stitation §=7-28 gleich Null, woraus nach dem oben Bewiesenen folgt, dass
S zu T gehort. Weil §=T9S, so ist d zugleich der Index von S, w.z.b.w.

Nach der Definition ist der Index eime positive oder negative ganze Zahl
nkl. Null, die absolut hichstens gleich der Stufenzahl ist. Den Begriff des Index
kénnen wir auf Polygone, Kreise und Bogen wie oben den Begriff der Stufe
iiberfithren.

Es sei S mit dem Ausdruck (6) ein Kreis der Stufe m und vom Index d.
Ist der erste Primfaktor in (6) von 7 und 7! verschieden, so haben von den

2n— 1 innerhalb (6) liegenden Kreisen (m + 1):ter Stufe die Kreise
. TS, T8 (34)

den Index d+ 1 bzw. d—1, die iibrigen den Index d. Ist dagegen 3, = T't1,
so liegt von den Kreisen (34) nur der eine innerhalb des Kreises §. Jedenfalls
gibt es unter den innerhalb des Kreises S liegenden Kreisen (m -+ 2):ter Stufe
sowohl solche vom Index d+ 1 als vom Index d— 1, nidmlich die Kreise

T3S und T-'=8,

wo 3 einen von 7', 71 und 2;11 verschiedenen Primfaktor bezeichnet.
Aus dem Obigen folgt, dass es innerhalb jedes Kreises m:ter Stufe, dessen
Index absolut < q ist, Kreise (m+ g):ter Stufe vom Index ¢ oder — ¢ gibt.

4. § Die Linien L, und L, y.

12. Wir wollen jetzt die Existenz von geschlossenen Kurven nachweisen,
die aus unendlich vielen Kreisen vom Index + g zusammengesetzt sind, wo ¢ eine
beliebig gegebene positive ganze Zahl ist.

‘ Wir markieren zu diesem Zweck zuerst die beiden Kreise

AN R (35)

welche die einzigen Kreise ¢:ter Stufe sind, deren Index absolut =g¢ ist. Inner-
halb jedes der iibrigen Kreise g:ter Stufe, deren Index also absolut <g¢ ist, gibt
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es nach der obigen Bemerkung wenigstens einen Kreis 2q:ter Stufe, deren Index
+ ¢ ist. Wir markieren alle so erhaltenen Kreise 2¢:ter Stufe und des Index
1 ¢, die also simtlich ausserhalb ~einander wund der schon friiher markierten
Kreise liegen. Durch Anwendung desselben Verfahrens auf die nicht markierten
Kreise kzq:ter Stufe, die also zwischen den bisher markierten Kreisen liegen,
findet man innerhalb jedes von denselben wenigstens einen Kreis 3¢:ter Stufe,
dessen Index gleich + ¢ ist. Indem man so fortfihrt, erhilt man ein unend-
liches System von ausserhalb einander liegenden Kreisen, die simtlich vom
Index + ¢ sind.

Wir behaupten, dass die Summe der zu den markierten Kreisen gehorigen
Bogen gleich 27 ist.

Einen Beweis fiir unsere Behauptung erhilt man, wenn man die Ungleichung
(8) der Reihe nach fiir m =1, 2, 3, ... anwendet.

Nach der Definition der Grosse r ist die Gesamtlinge der zu den Kreisen
(35) gehorigen Bogen > 2mg,r?, wo 2 mwg, die Linge des zum kleinsten Randkreis
von B gehérigen Bogens von H bezeichnet, also die Summe der Bogen zwischen
(35) <2mgy(1—79. Indem man von diesen Bogen diejenigen Teilbogen ent-
fernt, die den markierten Kreisen 2q:ter Stufe entsprechen, bleibt eine Anzahl
Bogen zuriick, deren Gesamtlinge nach (8), wo m=1, kleiner als

2n90(1—r‘1)(1—Tq)

ist. Von den so erhaltenen Restbogen hat man nun diejenigen Teile zu ent-
fernen, die den markierten Kreisen 3¢:ter Stufe entsprechen. Fir die Summe
der Restbogen hat man jetzt nach (8) fiir m=2 die obere Grenze

zneo(l—rq)(l—%@) (1_%) .

Nach Ausfithrung des p:ten Schrittes erhilt man die obere Grenze

S

fiir die Summe der Bogen zwischen den markierten Kreisen der Stufe N=:pq.

Weil der Wert von (36) fiir p— o gegen Null konvergiert, ist bewiesen, dass

die Summe der zu den markierten Kreisen gehorigen Bogen 2 ist. .
Indem wir zu der Gesamtheit der markierten Kreise die Menge M,
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ihrer Hiufungsstellen auf H hinzufigen, welche Menge das lineare Mass Null
hat, erhalten wir eine einfache geschlossene Linie, die wir mit L’y bezeichnen.

13. Von der Linie L', ausgehend soll jetzt eine neue Linie L4 konstruiert
werden, die ebenfalls von lauter Kreisen des Index + ¢ und den Punkten von
M, besteht, welche dber ausserdem die Higenschaft hat, dass innerhalb derselben
keine Kreise des Index * g vorhanden sind. Der Ubergang von L', zu L, wird
durch die folgende Reduktion geleistet.

Es sei »

3,3, 35, (37)

der Ausdruck irgend eines zu L’ gehorigen Kreises. Wenn dieser Kreis mit B
z. B. radial verbunden wird, begegnet man der Reihe nach den Kreisen

5. 5,... 5

’Vm)

S S S (38)
Wenn erstens der Index jedes Kreises (38) absolut < ¢ ist, so gehort der Kreis
(37) der gesuchten Linie L,. Hs bezeichne andernfalls

S iy Suy | - (39)

den letzten der Kreise (38), deren Index absolut gleich ¢ ist. Wir ersetzen
dann den Kreis (37) durch (39) und wir denken uns dasselbe Verfahren auf jeden
zu L'y gehorigen Kreis angewandt. Dadurch wird eine geschlossene Linie L,
innerhalb L', erhalten, die aus lauter Kreisen vom Index * g besteht und deren
Bogen die Gesamtlinge 27 haben, sodass innerhalb L, keine Kreise vom Index
" 1+ ¢ mehr vorhanden sind.

Aus der Definition der »reduzierten Linie> Lq ergibt sich zur Konstruktion
derselben die folgende Methode.

Man bilde zuerst alle Kreise g:ter Stufe und markiere unter denselben 7
und 79, welche einzig den Index * ¢ haben. Man gehe jetzt von jedem nicht-
markierten Kreis g¢:ter Stufe §—= X, 3, ... 3, aus zu den innerhalb desselben
liegenden 27— 1 Kreisen (¢ + 1):ter Stufe 3, 8 iiber, wo 3, = 3,,' und markiere
alle diejenigen von den so erhaltenen Kreisen, welche den Index + ¢ haben.
Von jedem nichtmarkierten Kreise (¢ + 1):ter Stufe 33, § aus gehe man dann zu
den darin liegenden 27— 1 Kreisen (g + 2):ter Stufe 33, 3, S iiber, wo 33, + 33,
und markiere wieder alle so erhaltenen Kreise vom Index + ¢. Indem man so

44—3208. Acta mathematica. 59. Imprimé le 13 juillet 1932.
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fortfihrt, erhilt man eine unendliche Anzahl von Kreisen vom Index * ¢, die
nach wachsender Stufenzahl geordnet sind und welche zusammen mit den Punkten
von M, die gesuchte Linie L, bilden.

Aus der Konstruktion der Linie L, geht hervor, dass man die Gesamtheit
der innerhalb derselben liegenden Kreise (und somit anch Polygone) erhilt, wenn
man zur Gesamtheit der Kreise der Stufe < g simtliche bei dem obigen Ver-
fahren begegneten nichtmarkierten Kreise hinzufiigt.

' 14. Wir denken uns jetzt das obige Konstruktionsverfahren bei den Kreisen
N:ter Stufe abgebrochen. Wenn wir zur Gesamtheit der dabei vorhandenen mar-
kierten Kreise die Gesamtheit der nichtmarkierten Kreise N:ter Stufe adjun-
gieren, erhalten wir eine aus endlich vielen Kreisen zusammengesetzte geschlos:
sene Linie L'y y. Es ist fiir die funktionentheoretischen Zwecke niitzlich, wenn
_auch nicht notwendig, die erhaltene Linie einer analogen Reduktion wie friihe
die Linie L', zu unterwerfen, so dass eine neue, innerhalb L'y x liegende ge-
schlossene Linie L, y erhalten wird, welche die nimlichen markierten Kreise
wie L'y v enthiilt, die aber dazu eine minimale Anzahl von nichtmarkierten
Kreisen enthilt.

Die fragliche Reduktion kann offenbar derart ausgefithrt werden, dass man
jeden zu L'y y gehorigen Kreis durch den niichst umschliessenden Kreis ersetzt,
wenn dieser Kreis keinen zu L', y gehorigen markierten Kreis umschliesst und
so fortfihrt, bis keine Reduktion mehr moglich ist.

’ Aus der Definition der Linien L, n geht hervor, dass allgemein jede der
Linien
Ly n, Lo » (¢ >q, N'>N)

die Linie L,y umschliesst. Fiir jeden zu L, v gehorigen markierten Kreis ist
die Stufe =g, weil der Index + ¢ ist. Ferner ist die Stufe jedes zur genannten
Linie gehorigen nichtmarkierten Kreises > N—g¢g. Denn nach N: 11 enthilt
jeder Kreis der Stufe N —¢ und dessen Index absolut < ¢ ist, wenigstens einen
Kreis N:ter Stufe und vom Index + ¢, d.h. einen zu Lg v gehdrigen markierten
Kreis. Hieraus folgt, dass wenn die Zahlen ¢ und N derart unbegrenzt wachsen,
dass N —q —, so konvergieren die Linien L, v gegen den Hauptkreis.
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II.
5. § Anwendung auf die Modulgruppe.

15. Die zu dem Legendreschen elliptischen Integral

dx

V(ii—2%(1 —l—x;_)

(1)

gehorige Modulgruppe I’ ist eine Untergruppe vom Index sechs der gewohn-
lichen Modulgruppe, die aus der Gesamtheit der unimodularen ganzzahligen Sub-

stitutionen

S =22T0 (ad—bc—:l) (2)

Fig 5.

besteht. Die Gruppe I' hat die erzeugenden Substitutionen

T: 2/=z+2, 3 2=--"—. (3)

Als Fundamentalbereich derselben kann dasjenige vierseitige Polygon B gewihlt
werden, das von den durch die Punkte —1 und + 1 zur imaginiren Achse ge-
zogenen Parallelen und den beiden tiber die Strecken (— 1, 0) und (o0, + 1) kon-
struierten Orthogonalkreisen der reellen Achse begrenzt wird (Fig. s5).

Die zugehorige Untergruppe I, welche die Funktion

log i(2) (4)
als Hauptfunktion hat, wird von den unendlich vielen Substitutionen

S T-mztim (m=o,t1,%2..) {5
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erzeugt. Ihr Fundamentalbereich B ist identisch mit der Summe derjenigen un-
endlich vielen Polygone, die aus B durch die verschiedenen positiven und nega-
tiven Potenzen von T geleisteten Parallelverschiebung'en erhalten werden.

Jede Substitution von I" lidsst sich eindeutig in der Form

S = Im3"m Pm—13"m—1 %3 T% . (6)
darstellen, wo die Exponenten positive oder negative ganze Zahlen sind, von

denen nur die extremen 7, und 7, verschwinden kionnen.  Aus (3) ergibt sich
fiir (6) der Ausdruck

d =27+ (7)

I

2y + .

29, + -+ ——
2vy +

2T, + 2
in der Form eines gewohnlichen endlichen Kettenbruches, dessen Teilnenner
gerade ganze Zahlen sind. Umgekehrt stellt (7) stets eine Substitution von I’
dar, wenn die Grossen ¢ und » ganz und von beiden extremen unter denselben
moglicherweise abgesehen von Null verschieden sind.
Nach den Definitionen von Nr. 6 und 10 ist die Stufe von (6) gleich

Dlul + 2w, (8)
=0 i=1

der Index gleich

i=0
Damit- der Kreis (6) zur Linie L, gehére, ist notwendig und hinreichend, dass

1Se]=0 » (10

=0

und

|é'5i|<q (w=o0,1,2,...,m—1). (11)

=0
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Man erhdlt somit alle zu L, gehorigen Kreise nach wachsender Stufenzahl
geordnet, wenn man der Reihe nach fiir k=gq,q + 1,q + 2, ... siimtliche Systeme
von ganzen Zahlen 7, » bestimmt, welche der Gleichung

- Dlul+ 2dlvil=% (12)
i—=0 i=1

sowie der Gleichung (10) und den’ Ungleichungen (11) geniigen. Daraus gelangt
man zur Linie Lg x, wenn man in der obigen Berechnung mit dem Wert k=N
abbricht, ausserdem aber noch alle diejenigen Losungen von (12) fiir £== N beriick-
sichtigt, welche den Ungleichungen (11) geniigen. ,

2 n W A
Wopoeow R R Now Nl 3wy
hﬁ?EE”5L5igSEE;&E?'?L? oL
| [ ) M Moo BT =
1 n B~ 0 n ] n 2 N
h hwﬁgh SN h”éLh“&g
Fig. 6.

16. Wir wollen zum Abschluss die obige Methode an einem Beispiel er-
liutern, wo wir ¢==2 und N=4 gewiihlt haben (Fig. 6).
Wir bilden von den vier Substitutionen erster Stufe

T, I, = (13)

ausgehend die 12 Substitutionen zweiter Stufe
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T, =T, 3°'T, 12, 3T, 3'T°%
TS, T-'s, 3 . T3, T-'3-!, 37 .

(14)

von denen die zwei markierten (iiberstrichenen) den Index + 2 haben. Indem
wir vor jede nichtmarkierte Substitution zweiter Stufe alle zulissigen Primfak-
toren schreiben, erhalten wir die folgenden 30 Substitutionen dritter Stufe

TsT , T-'sT, T . T3°F, T-3T, 32T ;
rs7—, T-'3T7-,  3Er—t . sl pois—ip-i sl
> , =3Ts , 377 ; T3, STz |, 37'7-'3; (13%)
T , T'3° » ., Iz, sT3t | 3TTsY
r-*37, sr-'z~, zoir-izey, U3, Tz, 38

von denen 8 den Index + 2 haben und also markiert werden. Wenn wir jetzt
vor jede nichtmarkierte Substitution dritter Stufe alle zulidssigen Primfaktoren
schreiben, erhalten wir die folgenden 66 Substitutionen vierter Stufe

73T , sT-sT , 3-'T73T; T>T , T'3*T , 3T ;
73T |, 3737 | s-i7-i3-1T,  Ts:p |, Tis—T | 3T

b

TsT- ,  STST— |, STST—';, T327— |, T-is7-1, s87-1
37t 3737 3-rs-ir-ly, rI3-r-t, [ls/rol, sl
T:T> , 7r-'3Ts , T3 ; T3'Ts, T7'57'Ts, 3775
TsT—'s , T-37T-'s , 31—y ; T37'713, T13-17-15, 32713, (16)
VDI ST32 , I3 . r—st | sr-is? | sy,
s 7138 st . TSTs1 . T-isTs', TS,
T3T57 | T-3-173 1, 32T3-1 ; [ST-13-1, T3]3, 3713,
T3z~ p-iz-ip-i3-1 s—=p-iz—i;, T3~ = sT3? | 31732;
T—23—* | 37—z~ | 31—z 38 iy , It

von denen die 16 markierten den Index + 2 haben.

Nach der Definition in N: 14 besteht die Linie L', , aus den oben mar-
kierten 26 Kreisen und den 50 nichtmarkierten Kreisen vierter Stufe.

Zur Ausfithrung der Reduktion, welche von L’y 4 aus zur Linie L, , fiihrt,
bemerken wir, dass die folgenden 6 Kreise dritter Stufe

73T, T—'37'T, TST-, T3], 33 3-8 (17)
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keinen zu L', . gehorigen markierten Kreis enthalten. Weil diese Eigenschaft
keinem Kreis der Stufe < 3 zukommt, so gehoren die Kreise (17) zur Linie Ls, 4.
Der Ubergang von L' ¢ zu L, 4 geschieht in der Weise, dass die aus (17) ab-
geleiteten 18 Kreise vierter Stufe, also die drei ersten Kreise auf der ersten,
zweiten, dritten, vierten und achten Zeile und die drei letzten Kreise von (16)
durch die Kreise (17) ersetzt werden, wilhrend die iibrigen zu L', 4 gehdrigen
Kreise beibehalten werden. Die Linie Ls + besteht demnach aus 64 Kreisen, von.
denen 26 markiert sind.

Nachdem aus (13), (14) und (15) die 10 markiérten Substitutionen und die
6 Substitutionen (17) fortgelassen werden, bleiben mit der identischen Substitu-
tion zusammen 31 Substitutionen zuriick, welche die innerhalb der Linie L, 4

gelegenen Kreise und Polygone reprisentieren.

ITL.
6. § Reihendarstellung fiir g(z, o).

17. Den Ausgangspunkt fiir die folgenden Betrachtungen bildet die in
N: 10 definierte Untergruppe I°, welche in der Funktion

@(e)=log f(2) (1)

eine Hauptfunktion besitzt, d. h. eine antomorphe Funktion, die in dem Funda-
mentalbereich B von I' keinen Wert mehr als einmal annimmt. Die Funktion
(1), welche erst nach Fixierung ihres Wertes in einem Punkt bestimmt wird,
erleidet bei Ausfilhrung der Substitution 7' die Transformation

P(T(2) = ple) + 277. (2)

Bekanntlich' hat die Funktion z = f(z) allgemein im Eckpunkte z, = z{(c,)
eine Darstellung der Form

x=c, + O,t,), ty— =5k (k, reell)  (3)

wo @,(t,) eine in der Umgebung des Punktes ¢, = o konvergente Potenzreihe

bezeichnet, die mit einem Glied ersten Grades beginnt, dessen Koeffizient von

' Vgl. die 8. 329 zitierte Arbeit von H. POINCARE, S. 273.
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. - e I
Null verschieden ist. (Fur vy=mn+1 hat man x — ¢ durch zu ersetzen.)
T

In den Eckpunkten z, und zp4:, wo =0 baw. o ist, ergibt sich hieraus fiir
die Funktion (1) die Darstellung
271 271

[ A AN T | —_ . S
q)(Z) (Z_Zn)kﬂ * Fn(tﬂ) bzw. Q(Z) (Z_ZfH 1)kn+1 + Pu+1(tn+l),

wo ¥,(l,) v=mn,n+1) na'c'h den positiven Potenzen von ¢, fortschreitende Po-
tenzreihen bezeichnen. Aus dieser Darstellung geht hervor, dass der imaginiire
Teil J(p(z)) der Funktion @(z) in den Ecken 2, z,+1 von B beschrinkt bleibt.
Weil die genannte Funktion in allen anderen Eckpunkten von B endliche Grenz-
werte besitzt und sonst iiberall im Bereich B und auf dessen Berandung reguliir
ist, so ist |3 (p(e))| im Bereich B beschriinkt.

Wegen (2) folgt hieraus, dass die Schwankung von J(g(2)) in jedem Bild-
bereich von B beschrinkt ist und also

|3 (ple) — S(plea) | = K < oo, (4)

wenn die Punkte z und z, einem und demselben Polygon von I" angehdren.

Wegen (4) folgt aus (2), dass im Bereich B gleichmissig

lim @(T%())= o | (5)

k—tc«
ist.

18. Wir bilden jetzt die von (1) linear abhiingige Funktion

AT
g(z,a)—(p(z) (p(a)’ (6)

die ebenfalls eine Hauptfunktion von I" ist. Ihre Pole fallen mit dem Punkt
z=a, wo das Residuum gleich 1 ist, und den hinsichtlich I" iquivalenten Punkten
zusammen. Ferner gilt in B gleichmiissig die Gleichung

lim ¢(7T*(z), a) = 0.

)

Zur genaueren Abschitzung der Funktion (6) bezeichnen wir mit 7™ das-

jenige zu B gehorige Polygon, wo der Pol z=a gelegen ist. Dann ist also
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a = Tr(a,), (7)

wo a, den in bezug auf I' genommenen Bildpunkt von a in B bezeichnet. Es sei

1 I
;,—_‘C - Z—':Z + w (8)

der Ausdruck von T'. Wegen der aus (2) folgenden Gleichung

#T6) = 90 ey = Il —0) + 11912 o

ergibt sich aus (6)

[maw(a,— &)+ 1]° ¢ (a,)
2,a)="— - ST
96 ="00) plag) — 2eim
und allgemeiner wegen (2)

0(s) o) — @@~ E) + 1] ¢'(a) :
oL )= ) plan) + 2wilg —m) )

Weil nach (4) in B
|3 (ple)) — J(plag)| = K (10)

ist, so folgt aus (9) und (10) in den Polygonen T*¢ fiir ¢ > 2|m]| +1;{ die
Ungleichung
Imela,— Ol + 119" (@)l _ en
lg(Z,a)|< 276(|q|—|m|)-—K < q ’ (Il)

Wwo g¢n die von ¢ unabhiingige endliche Grosse

Om —= lmo(a,- O] + I]slfp'(“o” (11)

V(4

bezeichnet.

19. Es sei nun ¢ eine beliebig gegebene positive Grosse. Ferner sei D
ein Bereich innerhalb H, der keinen Pol der Funktion (6) enthilt. Wir ‘wiithlen
die positiven ganzen Zahlen ¢ und N zuerst so, dass die Linie Loy den
Bereich D umschliessen wird. Es sei d der kleinste Abstand der Linie Lg » von
D und ferner sei M das Maximum von (6) auf den Seiten des zu I' gehérigen

Polygonnetzes, das eine endliche Grosse hat, wenn der Pol a, wie wir an-
45—3298. Acta mathematica. 59. Imprimé le 14 juillet 1932.



354 P. J. Myrberg.

nehmen wollen, auf keiner Polygonseite gewihlt wird. Wir wihlen dann die

positiven Grossen ¢ und ¢, derart, dass

e, | Mey

~d 4d<8 | (12)

" und hiernach die Zahlen ¢ und N = pg derart, dass sie ausser der obigen Be-
dingung noch den Ungleichungen ’ .

on . 0 @)( gq)
=< g, 2 I—r)f1—>} 11— 1— < & I
q & 70o( )( I)( P 2 (13)

geniigen.
Aus der Cauchyschen Integralformel leiten wir fiir (6) den Ausdruck

g

ole,a)= 3 Ay —‘—f“L@"“)dc (14)

“sez—a, 2n1) [—z
Lg, ¥

~her, wo die Summierung iiber die Gesamtheit der innerhalb der Kurve L, »

liegenden endlich vielen Pole zu erstrecken ist, withrend die Integration sich auf

die Kurve L, y bezieht. Dieses Integral wollen wir jetzt in zwei Teile f und

1

f zerlegen, indem wir in f die an L, n beteiligten markiérten Kreise, in f
1

2 2

die iibrigen zusammenfassen.
Weil in jedem Punkt der markierten Kreise, welche nach der Definition
den Index + ¢ haben, nach (11) und (13)

96 Al < <, ()

und die Linge von Lg nx < n® ist, so ist in D

2
|f|<7;el. (16)
i

Weil ferner mach (36) N: 12 und (13) die Gesamtlinge der an L, v beteiligten

nichtmarkierten Kreise < %eg ist, und auf diesen Kreisen |¢({, a)| < M, so ist
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|[]< %0 o
2

Aus (12), (16) und (16)' folgt dann

g8, a
c—zd4

1

Iq,N

welche Ungleichung gleichmissig im Bereich D giiltig ist.

20. Wir gehen nun von einer beliebigen monotonen, gegen Null konver-

gierenden Reihe positiver Grossen
&1y &3y &3y - - -
aus und bestimmen fiir jede ¢, derselben die zugehérigen ganzen Zahlen

qu, Ny, )'Eu in der oben angegebenen Weise, wodurch eine unendliche Anzahl

von ausserhalb einander liegenden geschlossenen Kurven

L

9 Ny (w=1,2,3,...)

erhalten wird. Aus der Formel (14), wo das Integral
9, a)
J i
Lo By

in D fior g — o gleichmiissig gegen Null konvergiert, folgt fiir die Funktion (6)
die Darstellung

Z a _(Lli-niwzlz_ay (17)
durch eine bedingt konvergente Partialbruchreihe, die offenbar in jedem innerhalb
des Hauptkreises liegenden Bereich gleichmiissig konvergiert, nachdem die endlich
vielen zu den dort moglicherweise vorhandenen Polen gehorigen Glieder fort-
gelassen werden.

21. Wir gehen zur Bestimmung «der Residuen in A4, von der in der Um-
gebung des Poles a, = §,(a) geltenden Potdmzreihe
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4 ) ) o 2
g(z’a):z;a + 2 + 7 (Z—av)+'lz (Z——a.,) +

aus. Wegen .
g(S‘V(Z)y a) = g(Z, a))

wo S,(z) eine Substitution von T ist, folgt hieraus.die Reihenentwicklung

glz,a) = S,(Z)Av“_(") + ¥ + 2 (8, (2) — Si(a)) + -

in der Umgébung des Poles ¢. Hieraus ergibt sich fiir das Residuum im Pole

A,

a der Ausdruck 5 (@) .

Weil dies =1 sein soll, so ist

Die Reihe (17) bekommt dadurch den Ausdruck

O I dS.,(a)
9(e, ) —uh_n; ;'lz—S,(a) da

oder kiirzer

2 z— | (18)

welche in ihrer Abhiingigkeit von @ eine Poincarésche Reihe (— 2):ter Dimen-
gion ist. Wegen der Identitit

¢— 8@ S ~a S (x)—a (1o)
kann (18)" auch in der Form

1 1 ' | "
ot =3 2= o)l o

geschrieben werden, wo S~! durch S ersetzt worden ist. Betreffs der Reihen-
folge der Glieder in (18) mag Folgendes bemerkt werden.
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Wesentlich ist nur, dass man von einer unbegrenzt wachsenden Folge von

positiven ganzen Zahlen

QU Qz: Q:-}a e

ausgeht und derselben eine zweite ebenfalls wachsende Folge von positiven ganzen
Zahlen ‘ ,
Ny, Ny, N, .

derart zuordnet, dass die Gesamtlinge der allgemein an der Linie L, », beteiligten
nichtmarkierten Kreise fiir v — o gegen Null konvergiert. Der aus (13) bei ‘gege-
benem Wert von ¢ fiir N erhaltene- Wert ist allzu hoch. Man kann aber in
jedem speziellen Falle einen genaueren Wert fiir N gewinnen, indem man die
znn den Kreisen von L, v gehorigen Substitutionen wirklich berechnet, wodurch
zugleich die genaue Lidnge der an der fraglichen Linie beteiligten Kreise er-
halten wird. 7

Wir bemerken ferner, dass in der Reihe (18) nur die Substitutionen der
Untergruppe I' vorkommen, woraus folgt, dass man nur diejenigen Polygone
innerhalb Ly x zu beriicksichtigen hat, deren Index Null ist, was eine we-
sentliche Verminderung der Anzahl der Polygone bedeutet.

Nehmen wir wieder das numerische Beispiel der Modulgruppe.

Von den innerhalb der Linie L, , liegenden 31 Polygonen sind nur die
folgenden 5 v

' 1, 3, 37, 3, 5

vom Index Null. Fiir N =5 kommen dazu die folgenden 6 Polygone
T-3T7, T3-'T, T37, I's—17—1, 3% 33,

withrend die Gesamtanzahl der Polygone innerhalb der Linie L, ; gleich 87 ist.

7. §. Darstellung der automorphen Funktionen von I" durch Reihen.

22. Wir haben in der Reihe (18) einen Ausdruck fiir die von dem Loga-
rithmus der Funktion z = f(z) linear abhﬁngig’e Funktion (6), der von den Polen
dieser Fanktion in einfachster Weise abhiingt. Der Ubergang zurAFunktion flz)
wird hiernach durch die Gleichung
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¢’ (a)

fle) = fla)e? @ ' (20)

vermittelt. Man kann aber auch die Funktion f(z)} selbst und dadurch jede auto-
morphe Funktion der gegebenen Fuchsschen Gruppe direkt durch Partialbruch-
reihen darstellen, welche durch die zu den Polen der Funktion gehdrigen un-
endlichen Bestandteile bestimmt werden.
Wir gehen zu diesem Zweck von der Funktion
1 dx,  e*®  de(z)

T dz, A dz (21)
aus, welche eine Hauptfunktion von I' ist, die im Bercich B den Pol 2z, mit
dem Residuum 1 hat. Aus der bekannten Reihe

o

£¥ (%) 1 1 1
it o = gt * Bl o= et * sy

m=1

ergibt sich fiir (21) zunichst wégen

p(T™(2)) = p(2) + 2xim
die Darstellung

dz, W(Z)_(P(Zf;l_) dz, ‘}’(Z)_‘P(Z—M)

1 dz, ¢ (20 + i[dzm @' (2m) dz—m @'z m) J (23)

wo
zn = T™z,), 2—m= T"™(2,).

Im allgemeinen Glied von (23) stellt

;(7‘)”“'_“3(2‘,,,) (m=o, +1,+2,..) (24)

eine Hauptfunktion von I' dar, deren einziger zu B gehériger Pol 2, im Poly-
gon T™ liegt. ' '

Es sei nun D ein Teilbereich von B, welcher den Pol von (21) nicht ent-
hilt. Um einen Ausdruck zu finden, welcher die Funktion (21) in D mit der
vorgeschriebénen Genauigkeit s approximiert, wihlen wir zuerst m. so gross,
dass im Bildbereich von D in der gp-Ebene
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_dzoqv() Plem) | dz, @le)— ple—m)

den  gllen) | dem ¢lem) ]l< (25)
2

Im =mg+1

Aus (18) ergibt sich fiir das allgemeine Glied von (23) der approximative Ausdruck

Ve

dzm (})(Zm) . dZmZ, Srm(zm) __2 Slv m(Z’o) (26)

dzy @(2) — @(2m) dzo 2—S,(zm)

wo wir S, n=T™8, gesetzt haben. Aus (23) und (26) folgt fiir die Funktion
(21) der approximative Ausdruck

1 dx, < S, ozo 2 Z[ e 8 —mleg) ], (27)

x—xodzo Se—8,02) S5 z—Sv,,. 0) 2— 8y _mlzo)

der die genannte Funktion im Bereich D mit der Genauigkeit ¢ darstellt, wenn
v, 80 gross gewihlt wird, dass

> S mlzy)

2T Sy mle)

&
< ——— ¢ fir m=o,1,2,..., M.
2(2m, + 1) PEr Sy T

Durch den Grenziibergang & -0 erhilt man aus (27) eine bedingt kon-
vergente Reihe, die wir kurz

U dx, 2 {S‘l (28)

x—x, dz, z—S8(z,)

schreiben wollen, wo die Summierung sich iiber die Gesamtheit der Substitu-
tionen von I in der oben angegebenen Reihenfolge erstreckt. In ihrer Abhiingig-
keit vom Pol z, ist (28) eine Poincarésche Reihe (— 2):ter Dimension. Wegen (19)
kann sie auch in der Form

1 %:2[8(21 ~ =] (20)

x—xydey, 7 ) — 2 %) — 2,

geschrieben werden.

Die Reihen (28) und (29) konvergieren offenbar gleichmissig in jedem
innerhalb des Hauptkreises liegenden Bereich, nachdem die endlich vielen zu
-den dort moglicherweise vorhandenen Polen zugehérigen Glieder fortgelassen
werden.
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23. Indem man die Reihe (29) gliedweise in bezug auf den Parameter z,
differenziert, erhidlt man Reihen fiir automorphe Funktionen mit mehrfachen
Polen, z. B. .

1 diz, 1 da,\* I .
e | I o LY

r

1 diz 3 dzdiz, 2 (dﬁ))s

x;—x(, ded (:c_——a;f dz, d.;g_ (;; x_(,_)"‘ dz,

welche sukzessiv nach den Potenzen

I I
T i e! —— ]
(@ —m)*  (x - o)

aufgelost werden kionnen. Aus den Reihen (29) und (30) erhilt man durch

lineare Verbindungen Reihen fiir jede automorphe Funktion von I', wenn die

Pole der Funktion mit den zugehorigen unendlichen Bestandteilen gegeben sind.
Hinsichtlich der Berechnung der Koeffizienten

dzx, d*x,
Lo, dZO’ dzg ’ (3I)

in den obigen Reihen bemerken wir Folgendes.

Weil die zum gegebenen Punktsystem (1) N: 5 gehorige polymorphe Funk-
tion z(z) nur bis auf eine lineare, den Hauptkreis in sich selbst iiberfiithrende
Transformation bestimmt ist, kann man z. B. die drei den Punkten c,—i1, €, €n+1
entsprechenden Punkte zn—i, 2n, 2n+1 auf H beliebig wihlen. Lassen wir jetat
in der Reihe (29) z gegen z,. 1, bzw. z, konvergieren, so konnen wir die Werte
der Grossen ‘

1 dxy 1 dm
I — &, de, ’ T, dz,
mit beliebiger Genauigkeit berechnen. Hiermit kann man die Werte der Koeffi-

zienten x,, dz, und hiernach die Werte der iibrigen Koeffizienten (31) aus (30)
0 dZo =]

mit vorgeschriebener Genauigkeit berechnen.
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8. § Produktdarstellung fiir die automorphen Funktionen von I'.

24. Die aus (6) und (18) erhaltene Gleichung

__ 9 _ s 50
g(z’t)—qo(Z)—qJ(t)—§Z~S(t)

fithrt durch Integration in bezug auf den Parameter ¢ zwischen den innerhalb
des Hauptkreises liegenden Punkten @ und b zur Gleichung

- do(t) z— S(a)
fqv(z)—qo(t)‘% g s’

a

woraus fdlgt, dass

pl)—pla) 12— Sla)
P =g~ S e=50) (32)
und ferner ’
ple)—opla) @lz) —@la) ¢—8(a) 2,—8S(a) ,
=g e — ) = 11 [z— S0) 20— S(b)] ’ (32)

wo 2, ein Punkt innerhalb H ist. Wegen der Invarianz des Doppelverhilt-

nisses ist ;
z2—8(a) 2,—8la S z)—a S '(z)—a (33)
F—8(b) 2—80) S e)—b S e)—b 33
woraus folgt, dass (32) auch in der Form
ple)—gla) ple) —gla) _ 1r[Sk)—a Sl)—ea "
p— ) gl — g L [s6=7 St~ 1 (52)

geschrieben werden kann. Damit haben wir eine bedingt konvergente Produkt-
darstellung fiir diejenige Hauptfunktion von I', die in den mit a bzw. b Hqui-
valenten Punkten eine einfache Nullstelle bzw. einen einfachen Pol hat, und in

den mit z=¢, fiquivalenten Punkten den Wert eins annimmt.

25. Um einen analogen Ausdruck fiir die Hauptfunktion

2—A z— A _ &)= fla) flzs) —fa)
x—B" zy— DB f(z) _f(b) 'f(Zo) _f(b)

46—3298. "Acta mathematica. 59. Imprimé le 14 juillet 1932,

(34)
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von I' zu gewinnen, gehen wir von der bekannten Produktdarstellung der Sinus-

el f[o ) 2]

aus, woraus fiir die Funktion

funktion

z—A V= Lg@—gon 20
x— B el —gpl0)

der Ausdruck

2 —A _ 1ge—om 9 —pla ﬁ z —pla)—2win)(ple) = pla) + 2eim)
0) s

z— B ¢ (p(z —q) @(2) — @ (b) — 2 wim) (p(2) — @ (b) + 27w2m)

erhalten wird. Aus (32) ergibt sich fiir das allgemeine Glied von (35) die Dar-

stellung

ple)—pla)—2aim _ gl — p(T™a) _ Hz —
9le)—gb)—2xim  gle)—g(I"b) T2

Hieraus ergibt sich wegen (33) fiir die Funktion (34) der Ausdruck

FO—Fla) fled—rla)  1r[SE)—a Sl —a |
Fo—70) fea—ro 1 [s<z) b (e — b] ’ (36)

wo die Glieder in derselben Reihenfolge wie in der Reihe (29) zu nehmen sind.
Zur Darstellung (36) kann man natiirlich auch dadurch gelangen, dass man die
Reihe (29) gliedweise in bezug auf den Parameter z, integriert.

Aus den Ausdriicken der Form (36) gelangt man durch Produktbildung zur
Darstellung jeder automorphen Funktion von I” als bedingt konvergentes Produkt,
wenn die Null- und Unendlichkeitspunkte gegeben sind.

Wir wollen zum Abschluss noch betonen, dass die Redhenfolge der Glieder
in unseren obigen Rethen und Produkten nicht von der zu bildenden Funktion, son-
‘dern nur von der Gruppe I' alleini wesentlich abhingig ist.
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IV.
9. § Neue Herleitung der Reihen fiir g(z, a).

26. Wie schon in der Einleitung erwiihnt, gelangt man zu den im Vorher-
gehenden betrachteten Reihen auch dadurch, dass man die der gegebenen Fuchs-
schen Gruppe I' entsprechende fuchsoide Gruppe I' durch eine unendliche Folge
von Fuchsschen Gruppen '

r, (h=1,2,3,...) (1)

approximiert, die Untergruppen von I sind, deren Geschlecht Null ist, und fiir
welche der Hauptkreis kein Grenzkreis ist. Diese Bedingungen werden erfiillt,
wenn man allgemein I', als diejenige Gruppe definiert, die von den endlich vielen
zu (30) in N: 10 gehorigen Substitutionen
7 st (z’=1,2,...,n—1 ) (2)
v=o0,t1,t2,..., th—1)
erzeugt wird.

In der Tat folgt aus der Definition der Gruppe I, zunichst, dass dieselbe
eine Untergruppe von I' ist. Weil ferner allgemein die Substitution (2) mit
+ Zeichen die Seiten

Tap), Tdy) )

des Bereichs 7*(B) einander derart paarweise zuordnet, dass das Innere des
ersteren auf das Aussere des letzteren abgebildet wird, so ist offenbar der von
den Kreisen (3) und dem zwischen denselben liegenden Bogen 7% voan H be-
grenzte Bereich B, ein Fundamentalbereich von I',, woraus hervorgeht, dass H
kein Grenzkreis ist. Wenn zu Bj sein Sbiegelbild in bezug auf H hinz_ﬁgefﬁgt
wird, erhilt man einen Bereich B, der ein Fundamentalbereich von I ist, wenn
man die Gesamtheit der Punkte der z-Ebene und nicht nur diejenigen innerhalb
H beriicksichtigt. '

Dass I'x das Geschlecht p = o hat, ergibt sich aus der bekannten Formel®

D= — g (mn=(n—1)(zk—1)),

wo 2np, die Anzahl der innerhalb des Hauptkreises liegenden Seiten von B,
und ¢, die Anzahl der geschlossenen Zyklen bezeichnet. Hier ist g = nn, weil

! H. POINCARE, Théorie des groupes fuchsiens .(Acta mathematica, 1 (1882), 8. 43).
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jeder Punkt 7't (P;) fiir sich allein einen Zyklus bildet, wihrend der Zyklus der
Punkte T+*(Q)) (=1, 2,...,n) offen ist, und es ist somit p =o.

27. Durch den Hiufungspunkt P, der Ecken des Fundamentalbereichs B
der Gruppe I' wird der zu B; gehorige Bogen 4™ in zwei Teile 4" und 4%
zerlegt, denen im Netze der Gruppe I" die mit 7% und T~ bezeichneten Ortho-
gonalkreise von H entsprechen (Fig. 4).
" Es sei nun ‘ '
k

s=Tlr "= 1™, —  (sl=h—1) ()

r=1

wo 3; = 31!, eine beliebige Substitution von I';. Das zugehdrige Polygon enthilt
einen Bogen 4% von H, welcher durch den darauf liegenden Bildpunkt von Py
in zwei Teile 4 und AL zerlegt wird. - Dje iiber diese Teilbogen konstruierten
Orthogonalkreise haben offenbar als Seiten des zu I” gehorigen Polygonnetzes
resp. den Ausdruck

TS und T8 (5)

und haben somit den Index +h bzw. —h.

Wir beha.upten,-dass die Kreise (5) gerade die Linie L ausmachen.

Wir betrachten zu diesem Zweck die Ausdriicke derjenigen Kreise, welche
die Kreise (5) umschliessen. Sie kénnen in der Form

k
sllr™s, ™ 6)
v=vp+1 .

geschrieben werden, wo § einen Ausdruck der Form

T Ei% Tl'vo oder TM, ) (LLL‘ < h7 Au‘l"’o = 0)

besitzt. Weil nun der Index von 8 absolut <h—1 ist, so ist dies auch mit
dem Index der Kreise (6) der Fall. Nach der Definition der Linie L, in N: 13
gehort daher jeder Kreis (5) zu derselben.

Es sei umgekehrt S ein zu L, gehdriger Kreis. Dann ist

§=T%r 8,

wo S als Substitution von I' sich in der Form
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k
s=Ilwa =, 1% (7)
v=1
als Produkt der KErzeugenden von I darstellen lisst. Weil der Index der um-
schliessenden Kreise absolut <h sein soll, ‘so muss nach den obigen Uberle-
gungen jede der Zahlen A, absolut <h sein. Somit gehdrt jeder Faktor von (7)
und folglich auch (7) selbst zur Gruppe Iy, w.z. b.w. ‘
Nach N: 12 ist die. Summe

248 (8)
=0

der aus 4™ durch die verschiedenen Substitutionen erhaltenen Bogen (5) gleich
2. Die komplementare Menge, digjenige der Gremzpunkte von I'n, hat daher das
lineare Mass Null.

28. Nach der allgemeinen Theorie hat I', eine eindeutig bestimmte Haupt-
funktion

gh(zx a‘)’ (9)

d. h. eine im Bereich B, einwertige automorphe Funktion, die im Punkte z =a
einen einfachen Pol mit einer Entwicklung der Form

gle @)=+ ez —a) + oo —af +--

besitzt. Wir wiblen den Punkt ¢ im Innern des Bereichs B. Ist d sein kiir-
zester Abstand vom Rande von B, so hat der absolute Wert der Funktion (9),
welche Bj schlicht abbildet, auf dem Kreise |¢—a|=d und somit auch auf den
Seiten der Polygone von I' eine endliche von d allein abhiingige obere Grenze M,.*
Es sei nun D ein Bereich innerhalb H, der keinen Pol von (g) enthilt. Um
fir die Funktion (9) einen Ausdruck zu finden, welcher dieselbe im Bereich D
mit einer vorgeschriebenen Genauigkeit darstellt, wihlen wir zuerst eine kleine
positive Grosse ¢ beliebig und dann die ganze Zahl N = ph derart, dass

z.neo(x—rh)ﬁ(x — ‘—;;) <s | (10)

k=1

P! KOEBE, Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven (Math. Ann. 69 (1910), 8. 46).
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wo links der Ausdruck (36) von N: 12 auftritt. Wir konstruieren hiernach die
Linie Lj x und bezeichnen mit B y die Summe derjenigen endlich vielen Bild-
polygone von B’:, welche die zu L, x gehorigen markierten Kreise, also die
Kreise des Index t h und der Stufe = N enthalten. Wie leicht einzusehen ist
Bh, v ein mehrfach zusammenhingender Bereich, dessen Rand I, v aus den zu
Ly, ~ gehorigen nichtmarkierten Kreisen und ihren Spiegelbildern in bezug auf H
besteht. Fiir die Linge An x von I v erhilt man wegen (10) die Abschiitzung

lh,N<goe, (II)

wo g, eine endliche vom Fundamentalbereich B abhiingige Grosse ist.
Durch Anwendung der Cauchyschen Formel auf die Funktion (9) im Bereich
By, v erhilt man die Gleichung

mie =3 Sy 1 fala (12)

Bh’Nz—S(a) Znih A {—e¢

wo die Summierung tiber die Gesamtheit derjenigen Substitutionen von I zu
erstrecken ist, deren zugeordnete Polygone im Bereich By » liegen.

Wir wihlen jedenfalls 2 und N so gross, dass D innerhalb des Bereichs
By, n liegen wird. Ist .7 der kiirzeste Abstand des Randes von B, y und 1), so
gilt in D wegen (11) die Ungleichung

IMd

L[k )dC|<27r P (r3)

2mi | C—z
Ih, N

Fiir ¢ = 0 ergibt sich hieraus fiir {12) die Reihe

gulz,a) =lim 2 - Sl;sza)’ (14)

N—opy &7
welche als Poincarésche Reihe (— 2)ter Dimension sogar absolut konvergiert.

Wir haben zugleich in (13) ein Kriterium fiir die Schnelligkeit der Konvergenz
von (14).

29. Wir betrachten hiernach die unendliche Folge der Hauptfunktionen
von (1):

z1 = galz, a) (13)
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und behaupten, dass diese Funktionen in jedem Bereich innerhalb H gleichmissig
gegen die entsprechende Hauptfunktion

’

x =gl a) ¢l (16)

- log = — @la)
von I' konvergieren.

Wir bemerken zu diesem Zweck, dass die Funktion (16) als automorphe
Funktion von I' zugleich eine automorphe Funktion der Untergruppe I’z von r
ist, und daher eine eindeutige Funktion der Hauptfunktion (15) von I'n. Be-

trachten wir jetzt die einwertige inverse Funktion
an = (2. (17)
Dieselbe hat im Punkte 2’ == eine Entwicklung der Form

o 41
o) =a + S5+ 2+ -
x @

Ferner ist sie regulir in jedem endlichen von den Punkten

7'(a) (z“:wv-w"—‘_”) (18)

log ¢; + 2mim — pla)

verschiedenen Punkt. Wir behaupten, dass (17) noch in denjenigen unter den
Punkten (18) reguliir ist, fiir welche |m] < h ist.

In der Tat, wenn 2" einen der genannten Punkte umkreist, so erleidet z
eine lineare Substitution, nimlich diejenige parabolische erzeugende Substitution
von I , deren Fixpunkt mit dem zugeordneten Eckpunkt von B zusammenfillt.
Die betreffende Substitution gehort aber fiir |m| < h zur Untergruppe I, woraus
folgt, dass die Funktion (17) in der'Umgebung der genannten Punkte eindeutig
ist. Aus der Einwertigkeit der Funktion (17) folgt dann, dass sie in den ge-
nannten Punkten (18) reguliir ist. Weil der absolute Wert der Grossen (18) fiir

4

|m|=h eine obere Grenze der Form b

besitzt, so gilt im Bereich

2
|x|>h

nach einem bekannten Satz von Komsr! eine Ungleichung der Form
¢,

|zn(2’) — 2’| < b

! Vgl. die oben zitierte Arbeit von KOEBE.
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30. Wir gehen jetzt von einer monotonen, gegen Null konvergierenden un-
endlichen Folge positiver Grossen

€1, &3, €3, « ..

aus und ordnen allgemein der Grosse ¢ die ganzen Zahlen h,, N, derart zu, dass
erstens

14
€y

< 2
2

Tl

und zweitens

A < d
hw Nv Md ¢
Wegen der ersten Bedingung ist im Bereich D

l9(e, @) — gu, (e, a)] < 2 (o)

und wegen der zweiten Bedingung ist nach (12) und (13)

e =, 2 2]

By, N,

> - (21)

Aus (20) und (21) folgt fiir die Funktion g(z, a) im Bereich D die Un-
gleichung

woraus folgt, dass in D gleichmissig

g(z, a) = lim Z §'a)

p— B".w N,‘,Z— S(a)

(22)

ist. Damit haben wir wieder unsere frithere Darstellung (18) N: 21 fiir die Funk-
tion g¢(z, a) gefunden.
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V.
10. §. Uniformisierung beliebiger algebraischer Riemannscher Flichen.

31. Es sei
Rz, y)=o0 R (1)

eine beliebige iiber die z-Ebene verbreitete g-blittrige algebraische Riemannsche
Fliache und

Ty, Loy - ey Tnil - (2)

die z-Koordinaten ihrer Windungspunkte. Ferner sei z(x) diejenige frither be-
trachtete polymorphe Funktion, die ihre Windungspunkte unendlich hoher Ord-
nung in den Punkten (2) besitzt. Nach dem Obigen ist z(z) eine innerhalb des
Hauptkreises

lzl=1 H

meromorphe Funktion. Dies ist aber auch mit der Funktion y(z) der Fall, die
erst nach Fixierung ihres Wertes in irgend einem gegebenen Punkt bestimmt
wird. Denn jedem Punkt innerhalb H entspricht ein von den Punkten (2) ver-
schiedener Punkt der x-Ebene, und in einem solchen Punkt ist die Funktion y(x)
meromorph.

Wihrend z(z) eine automorphe Funktion der zur Funktion z(x) gehorigen
Fuchsschen Gruppe I' vom Geschlecht Null ist, ist y(z) eine automorphe Funk-
tion fiir eine Untergruppe I von I', deren Index gleich ¢ und deren Geschlecht
gleich dem Geschlecht p der Riemannschen Fliche (1) ist. Als Fundamentalbereich
von I' kann man ein Kreisbogenpolygon B wiihlen, welches aus ¢ Polygonen

des zu 1" gehorigen Netzes zusammengesetzt ist. Das Funktionenpaar

z(z), y(2) (3)

vermittelt eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den Punkten von B
und R, vorausgesetzt, dass die mit einander konjugierten Randpunkte von B
als identisch angesehen werden.

Handelt es sich z. B. um die hyperelliptische Fliche

Y=(x—a)lz—a) (:Lf-.’I:,” s
47—3298. .Acta mathematica. &59. Tmprimé le 14 juillet 1932.
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so erhilt man einen Fundamentalbereich fiir die zugeordnete Gruppe I', wenn
man den Fundamentalbereich B von I' mit dem Bereich Z(B) vereinigt, wo X
eine beliebige erzeugende Substitution von I', z. B. 3, bezeichnet. Die Erzeu-
genden von I' sind dann

+1 2 .
353, 3, f=1,2,...,n—1)

und die inversen Substitutionen.

32. Es sei jetzt F(x,y) eine beliebige rationale Funktion auf R. "Als
Funktion von 2

| | Flz,y)=F{(2) (4)

ist sie meromorph fiir |z] < 1 und eine automorphe Funktion von I'. Um fiir

dieselbe einen Ausdruck zu finden, bilden wir die Funktion
G(2)=F(2)gle), (s)

wo g(2) die in N: 18 definierte Funktion g(z, a) bezeichnet, welche eine auto-
morphe Funktion der friither mit I " bezeichneten Untergruppe von I'ist. Es seien

21y, &y ..oy B (6)

die endlich vielen Pole von F(z) im Bereich B. Wir nehmen der Kiirze halber
an, dass simtliche Pole einfach sind.

Wir wihlen ferner a von den Punkten (6) verschieden. Dann ist (5) eine
mit lauter einfachen Polen behaftete Funktion, die ihre Pole in den Punkten

S (23) A==1,2,...,0) (7)

und

8(a) (8)

hat, wo S die Substitutionen von I’ und S diejenigen von I’ durchliuft.
Wir schreiben zur Bestimmung der Residuen der Funktion (5)in den Polen
(7) die Substitution § in der Form

§=1"8,

wo m den Index von § bezeichnet. Nach (2) in N: 17 ist dann
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ofSled) = g1 =, I

L
WO W == q), (a)

Ist nun r; das Residuum der Funktion F(z) im Pole z;, so ist das Residuum
derselben im Pole S(z;) nach N: 21 gleich 78 (). Somit ist das Residuum der
Funktion (5) im Pole S(z;) gleich

8 @)glen) |

2(8) = I+ maw g{z)

Weil ferner das Residuum der Funktion g(z, a) im Punkte S(a) gleich S'(a)
ist, so ist dasjenige von (5) gleich F,S(a), wo ¥, = I(S(a)) einen von den g
zu z(a) gehorigen Werten von F(z, y) bezeichnet.

33. Es sei nun wieder D ein Bereich im Innern von H, der keinen Pol der
Funktion (5) enthdilt. Um fiir die Funktion (5) in 1) einen Ausdruck zu finden,
welcher dieselbe mit einer vorgeschriebenen Genauigkeit darstellt, nehmen wir
zuerst an, dass kein Pol der Funktion (5) mit irgend einem Eckpunkt der Poly-
gone zusammenfiillt, oder was dasselbe ist, dass die Funktion F'(z, y) in den iiber
die Stellen (2) liegenden Punkten der Riemannschen Fliche endlich bleibt. Wir
kénnen dann ohne Einschrinkung annehmen, dass der absolute Wert der Funk-
tion (5) auf den Polygonseiten des Netzes von I' ein endliches Maximum M hat,
weil man andernfalls die Polygonseiten einer Abinderung unterwerfen konnte.

Weil das Maximum von g(z) auf L, fiir h— o gegen Null konvergiert, und
| F(2)| < M, so konvergiert auch das Maximum von G(z) dabei gegen Null. Wie
in N: 19 folgt daraus, dass der absolute Wert des Integrals

(60
2w f r—2"

Ip, v

auf der Kurve L, y bei hinreichend grossen Werten der ganzen Zahlen k und
N kleiner als eine beliebig vorgeschriebene positive Zahl ¢ wird. Sind die
genannten Zahlen zugleich so gewihlt, dass die Linie L, nx ausserhalb des
Bereichs D verlaufen wird, so kann man die Cauchysche Integralformel anwen-
den und erhilt fiir die Punkte 2 von D die Gleichung
G(Z) _ Z __ll(g) - l‘,,g’(a)

L <
o, y¢—8&) 1, yz—Sa)l-

€, (9)
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wo die beiden Summierungen iber die Gesamtheit der innerhalb der Linie L. »
liegenden Pole
S(z) bzw. S(a)
zu erstrecken sind.
Fiir ¢ >0 ergibt sich aus (9) fiir die Funktion (5) in jedem Punkt inner-
halb des Hauptkreises eine bedingt kenvergente Reihe, die wir kurz

1= B8 F.S5a)
G<Z)_Zz——§(z;) * z— S(a) (i)

schreiben wollen.
Aus (5) ergibt sich fiir die Funktion F'(z) der Ausdruck

_ 6

F(Z) g(Z) ’ (II)

der die gegebene automorphe Funktion F(2) von I' als Quotient zweier bedingt
konvergenter Reihen darstellt, von denen die im Nenner stehende Funktion g(z)
von der Funktion F(z) unabhingig ist.

Wir haben oben angenommen, dass die Funktion F'(z) in den Ecken der
Polygone endlich bleibt. Ist dies nicht der Fall, so kann man G{(z) durch die

Funktion
n+.l

Gle) = 6(2) |1 (o) — " (12)
=1

ersetzen, wo die ganzen Exponenten A; = o stets so gewiihlt werden kénnen, dass

(12) in den Eckpunkten endlich ist. Man kann jetzt die Funktion G(z) sowie
n-t1

die Funktion g(z)H(m(z)—x,-)l" in eine bedingt konvergente Reihe der Form (10)

=1

entwickeln. Aus

=1

ergibt sich dann wieder fiir die Funktion F(z) eine Darstellung als Quotient von

zwei bedingt konvergenten Reihen.



