
UBER DIE ANALYTISCHE DARSTELLUNG DER AUTOMORPHEN 

FUNKTIONEN DURCH BEDINGT KONVER6ENTE REIHEN 

UND PRODUKTE. 
NON 

P. J. MYRBERG 

in HELSINGFORS, 

Einle i tung.  

I. W~hrend die Frage nach der Existenz der uniformisierenden Transzen- 

denten bei Riemannschen Fl~chen schon eingehend behandelt worden ist, ist die 

zweite fuudamentale Aufgabe der Uniformisierungstheorie, das  Problem der ana- 

lytischen Dars~ellung der verschiedenen zur gegebenen Riemannschen Fl~che ge- 

hSrigen Funktionen als automorphe Funk~ionen der uniformisierenden Variablen 

fas~ unbeach~et geblieben. Und doch harren hier wichtige Probleme ihrer LSsung. 

Freilich hat man in den Poincar~schen Reihen i ein Mit~el, fiir jede in der kom- 

plexen Ebene eigen~lich diskontinuierliche Gruppe automorphe Funktionen zu 

bilden. Die genannten Reihen haben jedoch den Nachteil, dass sie nicht direkt 

zu den gesuehten automorphen Funkti0nen fiihren, sondern erst nach Bildung 

yon Quotienten derselben, w o b e i  die Reihen selbs~ yon der zu bes~immenden 

Funktion in ziemlich komplizier~er Weise abh~ngen. 

Dieser (}belstand kann allerdings vermieden werden, wenn bei der gege- 

benen Gruppe schon die Poincar6schen Reihen (--2):ter Dimension absolut kon- 

vergieren, d.i.  die Reihen 

R ( S , ( z ) ) d S ( ( z )  , (I)  Z ~ Z  

i H. POINCAR~, Mdmoire sur les fonclions fuchsiennes (Acta mathematica, Bd. I (I882)). 
42--3298. Acta mathematica. 59. Imprim~ le 4 juillet 1932. 
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wo R rational ist und S, die linearen Substitutionen 

s , ( ~ ) = " ' z + a "  ( ~ = o , ~ , 2  . . . .  ) (2) 

der gegebenen Gruppe durchliiuft, weLl man dann durch eine Integration aus 

denselben unmittelbar analytische Ausdriicke fiir die Abelschen Integrale und 

hiernach fiir die automorphen Funktionen selbst gewinnen kann. 1 Leider ge- 

hLren die wegen der Anwendung in der Uniformisierung wichtigs~en Fuchsschen 

Gruppen, n~mlich diejenigen, fiir welche der Hauptkreis zugleich Grenzkreis ist, 

also u.a.  die bekann~ Modulgruppe, nicht zur genannten Kategorie. z 

Es entsteht bei dieser Sachlage die Frage, ob man nicht im allgemeinen 

zur analy~isehen Darstellung automorpher Funktionen bedingt konvergente Reihen 

oder Produkte anwenden kLnnte. 3 Dass dies wenigstens in sehr allgemeinen 

Fi~llen wirklich mLglich ist, soil im Folgenden gezeigt werden. 

2. Indem wir uns der Kiirze halber auf eine bes'timmte Klasse von Fuchs- 

schen Gruppen beschri~nken, niimlich auf diejenigen Gruppen yore Geschlecht 

Null, die ein Kreisbogenpolygon mit lauter verschwindenden Winkeln zum Fun- 

damentalbereich haben, werden wir fiir .~ede automorphe Funktion derselben eine 

Reihendarstellung finden, welche eine Partialbruchreihe der einfachsten Art ist 

und z.B. im Falle yon einfachen Polen 

S,(a) (~ = o, i, 2 , . . . )  

bis auf eine ganze lineare Transformation mit der Reihe 

00 

y ,  i ds , (a)  
,=o ~ -  s ,(a) da (3) 

identisch ist, die als Funktion yon a eine Poincar6sche Reihe (--2):ter Dimen- 

sion ist. Unsere Reihen haben ihr Analog0n in der Theorie der elliptischen 

Funktionen in den Reihen der ~-Funktion und verwandter Funktionen, noch besser 

aber in den entsprechenden Ausdriicken der trigonometrischen Funktionen. 

t R. FRICKE und F. KLEIN, Vorlesungen i~ber die Theorie der automo~Then Funktionen, 
Bd. I I  (1912), S. 264- - .  

2 p.  j .  MYRBERG, Zur Theorie der Konvergenz der Poincardschen Reihen, I I  (Annales  aca- 
demiae se ien t ia rum fennicae, tom. A, X I  (1917) , S. 22--) .  

8 Vgl. F. KLEIN, Zu den Verlulndlungen betreffend automorphe Funktionen (Jahresber ieht  
der deu tsehen  Mathemat iker-Vereinigung,  Bd. 2I, 6/7 Heft  (I912)). 
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Der Hauptgedanke unserer Be~rachtungen besteht darin, dass wir die ge- 

gebene Fuchssche Gruppe I" durch eine Untergruppe l" derselben vom Index 

ersetzen, deren Nebengruppe im ~orliegenden Falle aus den Potenzen 

." T ~  ( r e = o ,  -~- i, +_ 2 , . . . )  (4) 

einer gewissen parabolischen erzeugenden Substitution best~ht. Der Fundamen- 

talbereich der so erhaltenen fuchsoiden Gruppe I" ist identisch mit der Summe 

derjenigen unendlich vielen Polygone, welche aus dem Fundamentalbereich yon 

F dutch die Substitutionen (2) erhalten werden. Beide Gruppen I" und 1" be- 

sitzen eine bis auf eine lineare Transformation bestimmte Hauptfunktion, d.i. 
eine au~ofnorphe Funktion, die in dem zugehSrigen Fundamentalbereich keinen 

Wert  mehr als einmal annimmt. Wenn wi r  die genannten Funktionen resp. 

mit f (z)  und q~(z) bezeichnen, so wird ihre gegenseitige Abh:~tngigkeit bei geeig- 

neter Normierung durch die Gleiehung 

f (z)  = eq'(*) 
dargestellt. 

3. Die Herleitung der gesuchten bedingt konvergenten Reihen wollen wir 

auf zweierlei Weise ausfiihren. 

Die erste, in den Kapiteln I und I I I  gegebene Darstellung beruht wesent- 

lich auf einem geometrischen, die Fuchssehen Gruppen betreffenden Satze, wel- 

cher uns schon in einem anderen Zusammenhang wich~ige Diens~e geleistet hat. ~ 

Mi~ Hilfe des genannten Satzes wird die Existenz yon unendlich vielen, ausser- 

halb einander im Hauptkreise i iegenden geschlossenen Linien 

L1, L2, L s , . . .  

gezeigt derart, dass das Minimum von ~(z) auf L, fiir v-~ ~ unbegrenzt w~chst. 

Durch Anwendung der Cauchyschen Integra~formel ergibt sich hieraus unmittel- 

bar fiir die Funktion 

q)'(a) a) (5) qa(z)- q~(a) ~- g(z, 

und hiernach fiir die Funktion f (z)  eine Reihe der Form (3). Die entsprechenden 

Reihen fiir beliebige andere automorphe Funktionen erh~lt man hiernach ohne 

weiteres, weft .iede derselben eine rationale Funktion yon f(z) ist. 

P. J. MYI~BER~, Ein Approximaffonssatz fi~r die fuchsschen Gruppen (Acta mathematica, 
B(I. 57 (19.3I)p S. 4o2). 
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Indem man die beiden Seiten yon (5) in bezug auf den Parameter a inte- 

griert, erh~tlt man eine Produktdarstellung fiir .~ede automorphe Funktion mit 

gegebenen Polen und Nulls~llen. 

4. Die zweite, im Kap. IV gegebene tterleitung der Reihen (3)beruht  

darauf, dass man die fuchsoide Gruppe I" durch eine unendliche Folge yon 

Untergruppen derselben 

i~, r~, r ~ , . . .  (6) 

approximier~, die alle Fuchssche Gruppen sind, welche noch auf gewissen Teilen 

des ttaup~kreises eigentlich diskontinuierlich sind. Jede der Gruppen.(6) besitzt 

wieder eine Hauptfunk~ion, welche jctzt durch eine absoh~ konvergente Reihe 

der Form (3) darstellbar ist. Wenn man nun yon irgend einer unendlichen, 

gegen Null konvergierenden Reihe positiver GrSssen 

GI~ ~2~ E3~ . . . .  

ausgeht und allgemein die Hauptfunktion gh(z, a) von l~h durch die aus i h r e r  

Reihe (3) erhaltene Summe 

2 h 

z - -  S,(a) da 

mit der GenauigkeR eh approximiert, ergibt sich aus 

lira gh(z, a ) ~  g(z, a) 

fiir die Funktion (5) wieder die gesuchte Reihe (3). 

Das bekannteste Beispiel yon den bier betruchtetcn Gruppen bietet die- 

.~enige Gruppe, zu welcher man gelangt, wenu man den Modul iL des in der 

Legendreschen Normalform 

dx 
- 

gegebenen elliptischen Integrals als Funktion des Periodenquo~ienten betrachtet. 

Bei dieser Gruppe, die eine Untergruppe der bekannten Modulgruppe ist, kann 

man bei der DarsteUung der Reihenentwicklungen yon den gewShnlichen Ketten- 

briichen Gebrauch machen. 
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Die yon uns angewandt~ Methode fiihrt noch zu einer anderen, yon der 

oben bespr0chenen verschiedenen Darstellung der automorpben Funktionen, nihn- 

lich als Quotienten yon zwei Funktionen, yon denen die im Nenner stehende 

im allgemeinen yon der zu bildenden automorphen Funktion unabh~ngig, hi, m- 

ilch gleieh der Funktion g(z, a) ist. Unsere Me~hode ist in sehr allgemeinen 

F~illen anwendbar, indem man in dieser 'Weise u. a. jede algebraische Riemann- 

sche Fli~che uniformisieren kann. 

[. 

~. w D i e  G r u p p e  I' .  

5- Den Ausgangspunkt unserer Betra~h~ungen bildet die in den endlich 

vielen Punkten 

~,  ~ , . . . ,  c~§ (~_-> ~) (~) 

markierte x-Ebene, deren wir drei, z. B. die letzten ver- Tee 
/ mit,tels einer linearen Transformation in die spezielle Lage c~ 

%,,,.!~ l lg 

_ 
fiberffihren (Fig. I). Indem wir einen der Punkte, c,~1, § l~ 

mit jedem anderen ci dutch d i e  Linien l~ verbinden, c:_l~n-i l~\l ~ �9 A 
die keine yon c,+1 verschiedenen SchnRtpunkte besitzen, \ 
erhalt~n wir ein Schnittsystem, welches die x-Ebene in c~, 

einen einfach zusammenh~tngenden Bereich A verwandelk x-Ebene 

Die Begrenzung yon A besteht aus der Kurve Fig. i. 

17 l~ + zr ~,+ . . .  z :  l~ +, (-~) 

wo allgemein mR l~- und l + die yon c~+1 aus gerechnet rechte bzw. linke Ufer 

des Schnittes 1,: bezeichnet. 

Wir denken uns jetzt unendlich viele Exemplare .tier Bereiche A vorhanden 

und mi~ einander pa~rweise l~ngs den Schnitten l~ derurt zusammengeheftet, dass 

eine unendlichvielbliittrige, fiber die x-Ebene verbreitete einfach zusammenhi~ngende 

(Jberlagerungsfl~s U erhalten wird, die in den Punkten (I) Verzweigungspunkte 

unendlich hoher Ordnung hat. Diese Ft~tche kann bekanatlich konform auf das 

Innere des EinheRskreises 
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[z[-- I H 

abgebildet werden, wenn die Anzahl der Punkte (t), wie vorausgesetzt, ~ 3 ist. 

Die konforme Abbildung wird durch 'eine linearpolymorphe Funktion = z(x) 
geleistet, d . i .  eine unendlichvieldeutige Funktion yon x, deren Zweige yon ein- 

under durch lineare Transformationen 

z , =  az +~ 
zT+  (3) 

abh~ngen, welche das Innere des Hauptkreises H in sich selbst iiberfiihren. 

Jedes Blurt yon U wird dabei auf ein krummliniges Polygon ubgebildet, wobei 

man bekanntlich die Schnitte li stets so w~hlen kann, dass die Seiten der Poly- 

gone zum Hauptkreis H orthogonale Kreisbogen werden, die einander in den 

auf H liegenden Ecken der Polygone beriihren. Die Polygone, welche aus ein- 

ander vermittels der Substitutionen (3) erhalten werden, bedecken einfach und 

liickenlos das Innere yon H ,  wobei jeder Punkt  yon H eine tI~ufungsstelle der- 

selben ist. Die betreffenden Substitutionen bilden eine Fuchssche Gruppe F; fiir 

welche der Hauptkreis zugleich Grenzkreis ist. 

6. Wir w~hlen nun ein bestimmtes Polygon, z.B. dusjenige B,  welches den 

Nullpunkt enth~ilt, zum Fundamentalbereich der Gruppe (Fig. 2). Die Begrenzung 

Q"-FI I 

Q t  

a,: o e;(] 

P, 
z-Ebene 

Fig. 2, 

yon B bes~eht aus den 2n Seiten 

dT, d~,d~,d~, d~,d + 

die in der obigen Reihenfolge den beiden 

Ufern der Schnitte li entsprechen. Dabei 

entspricht allgemein dem Punkt  ci der ge- 

meinsame Eckpunkt Pi der Seiten d~- und 

d +, w/ihrend dem Punkt  c,~+1 die iibrigen 

n Eckpunkte Q1, Q~, . . . ,  Qn von B zuge- 

ordnet sin& 

Dem positiven Umkreis um den Punkt 

ci (I ~ i < n) entspricht eine parubolische 

Substitution ~i, welche d 7- uuf d + abbildet 
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und in 1)~ ihren Fixpunkt hat. Dabei ist allgemein 

( i =  1 , 2 , . . . , ~ )  (4)' 

eine parabolische Substitution mit dem Fixpunkt Qi. 

Die 2n Substitutionen 

~ ,  ~ ,  . . . ,  ~.;  

~n-t-1 --- ~11 ,  ~ + 2  ~ ~ - 1 ,  " ' ' ,  ~ 2 .  ~ ..~-1 
(4) 

bilden ein System yon Erzeugenden unserer Gruppe F. 

In der Funktion 

x =f(z)  (5) 

besitzt r eine automorphe Funktion, die jeden yon I verscbiedenen Wert  in B 

genau einmal annimmt. Die Gruppe F hat das Geschlecht Null und jede auto- 

morphe Funktion derselben ist eine eindeutige Funktion von f(z)und umgekehrt. 

Zwischen den Substitutionen yon F herrschen keine anderen Relationen, 

ausser denjenigen, die sich unmittelbar auf die Identit~iten 

S S  - - 1 ~  I 

reduzieren. Hieraus folgt, d~ss jede Substitution yon r eindeutig in der Form ~ 

S = Z,, Z, . , . . .  Z,~ (6) 

a l s  Produkt der Erzeugenden darstellbar ist, wenn nur vorausgesetzt wird, dass 

allgemein 

~"i4-1 :gf= ~ . 1  

Wir nennen (6) naeh der Anzahl ihrer Primfaktoren eine Substitutio~ m:hn" Stufe. 
Die Bezeichnung (6) soll zugleich ffir das aus B durch die Substitution '(6) er- 

haltene Polygon, ferner fiir den ~iusseren Randkreis dieses Polygons sowie fiir 

denjenigen Bogen (<  7~) des Hauptkreises angewandt werden, dessen Endpunkte 

zum genannten Randkreis gehSren. Das fragliche Polygon oder Kreis oder Bogen 

soll dabei ein Polygon, bzw. Kreis, bzw. Bogen m:ter Stufe genannt werden. 

Das Polygon (6) hat 2n - -  I innere Randkreise, die resp. den Substitutionen 

(m + 1):ter Stufe 

L Wir bezeichnen allgemein, mit  S T diejenige Substitution, die erhalten wird, wenn man 
zuerst S und dann T ausfiihrt. 
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Z i S  ( / =  1 , 2 , . . . , 2 n ) ,  

WO ~i =~= ~ 1 ,  entspreehen. Wenn man das Fundamentalpolygon B mit dem 

Polygon (6) durch eine einfache Linie, z. B. raAial verbindek begegnet man der 

Reihe nach den Polygonen 

(7) 

die resp. yon der Stufe i, 2, 3, ---, m- -  i sind. 

2. w Ein geometrischer Hilfssatz.  

7. Wir gehen jetzt zum Beweis des folgendes Satzes fiber, welcher die 

geometrische Grundlaqe unserer funktionentheoretischen Betrachtungen bildet. 

Sind Jq(m+l) und .4qm die Lh'~gen zweier beliebigen Bogen q(m + 11.'ter bzw. 

qm:ter Stufe, von denen der e~'ste ein Teilbogen des letzteren ist, so ist 

zSCq(m+l):dqm > -~(1 , (8) 

~'q 
wo eq die von m unabhiingige dutch q bestimmte Zahl q, := q3- ist. 

Hier sind Q und r sowie die im Folgenden mit QL, Q.~, Qa, . . .  bezeichneten 

GrSssen durch die Gruppe F bestimmte endliehe positive Konstanten. 

Einen Beweis des vorstehenden Satzes haben wir schon in der S. 331 ge- 

nannten Arbeit, doch ohne Angabe des Wer~es der GrSsse Qq gegeben. Wir wer- 

den im Folgenden jenen Beweis in nnwesenflich modifizierter Form wiedergeben. 

Es seien (Fig. 3) 

Kq(m+,), Kqm (9) 

zwei beliebige Kreise des zu F gehSrigen Netzes q(m + I):ter bzw. qm:ter Stufe, 

yon denen der erstgenannte innerhalb des letzteren liegt. Ist  

der husdruck yon Kqm, so hat Kq(m+l) einen Ausdruek der Form 
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Man best~tigt unmittelbar, dass die Kreise (9) aus den Kreisen (q + l):ter bzw. 

erster Stufe 

yon denen der erstr innerhalb des letzteren liegt, durch die Substitution ( q m -  I):ter 

Stufe 

S(q,,_~) = 7,,: *_',~ . . :~,,~,~ (1 l) 

erhalten werden. 

P 

Es seien 

K~ 

Fig.  3. 

~, Q (12) 

die beiden Schnittpunkte von K~ mit H und 

(I3) 

diejenigen parabolischen Substitutionen niedrigster Stufe, welche resp. die Punkte 

(I2) als Fixpunkt haben und deren zugeordnete Polygone innerhalb des Kreises 

K 1 liegen. Nach N: 5 sind die Substitutionen (13) resp. yon der Stufe I u n d  n. 

Das Polygon 
--1 8(q,~-~) (~4) 

der Stufe ( q m - - I ) ,  welches der inversen Substitution yon (II) entspricht, liegt 

ausserhalb des Kreises K 1. Denn durch die Substitution (11) wird das Polygon 

(I4) auf B,  das Innere von K 1 dagegen auf das Innere yon Kqm abgebildet. 
43--3298.  Ac~a raathematica. 59. Imprirn6 le 13 juillet 1932. 
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8. Wir betrachten zuerst den Fall, d~sa das Polygon (14) ausserhalb der 

beiden Kreise 

Kreis K I yon 

dass allgemein 

--~'-q (K1) , (I 5) 

(,5)' 

aussen reap. in den Punkten (I2) beriihren. 

die Liinge des zu (I5) oder (I5)' gehSrigen 

liege, die den 

Beachtet man, 

Bogens eine 

der linearen 

auf H liegt, 

untere Grenze -Q• hat, so muss. offenbar der Abstand des Poles 
q 

Funktion 0I) ,  welches im Spiegelbild des Polygons (I4) in bezug 

vom Kreise K, einen Abstand > (~A haben. Durch Anwendung 
q 

des Koebeschen Verzerrungssatzes auf die lineare Funktion (I I) im Kreise K~ er- 

h~l~ man die Ungleichung 

dq(,~+,) : dq,, > q~(dq., 1" d,), (I6) 

W0 d q + l  und z/, die L~inge des zu Kq§ bzw. K 1 gehSrigen Bogens bezeichnet. 

Ist ferner r das positive Minimum der absoluten Werte der Ableitungen 

der erzeugenden Substitutionen von I" uuf H,  so ist 

Jq  ~ l : J1  :> Q4 rq 

und also nach (I6) 

Z~q(m+l) : Jqm ~ ~ r  q, q- 

(,6)' 

(,7) 

welche Ungleichung sogar mehr als die zu beweisende Ungleichung (8) besagt. 

9. Wenn zweitens das Polygon (r4) allgemeiil zwisehen den Kreisen 

z~zq(K1), Z~.)(~+')q(K,) (Z~  i ) ( 1 8 )  

liegt, wo 2~(,) eine yon den Substitutionen (I3) und k ihre Stufenzahl bezeichnet, 

so kann (If) in der Form 

geschrieben werden, wo 

faktoren (~-~ Erzeugenden) 

Fig. 3, wo a|lgemein 

S(q ~-1) = :2~(~ S(1) (I 9) 

S(0 eine Substitution bezeichnet, deren kq erste Prim- 

eine yon ~k) verschiedene Substitution bilden. (Vgl. 

start ~k)(Ks) kurz K[ geschrieben ist.) Hieraus folgt, 
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dass das Polygon S~ ~ ausserhalb der Kreise (15) und (xS)' liegt. Die Stufen- 

zahlen der in (I9) auf t re tenden Subs~i~utionen geniigen dabei tier Gleichung 

woraus folgL dass 

q m  - -  i - - -k)~q + 1 (20) 

> z. (2o)' 

Es sei nun 

I I 
! 

,ff - -  7~ Z - -  1/~ 
+ eo 

der Ausdruck von 2"(~ / und  ~lso 

I I 
- -  -4- ,~q09 ( 2 I )  

g (~q) - -  1C Z -  

derjenige y o n  ~2q, woraus 

d z (~ q) I 
---dz-- = i l-~-~q~ iZ - ~  ;/)]-~ (22) 

erhal ten wird. Fiir die Li~nge des zum Kreis 

gehSrigen B.ogens ergib~ sich aus (21) die Ungleichung 

und fiir die L~nge des zu 

05 (24) ,d~  lq )  < ) , q  

(Kq+,) (23)' 

gehSrigen Bogens aus (22) die Ungleichung 

,•(2 q) ~6Q rq "  q+l > ~ . ~  (25) 

a u s  (20)', (24) und (25) folgt 

A(~q) A(~q ) Q7 q+l : ~> rq .  
m q 

(26) 
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Nun werden abet die gegebenen zu den Kreisen (9) gehSrigen Bogen aus 

den innerhalb des Kreises K 1 liegenden zu den Kreisen (23) und (23)' gehSrigen 

Bogen durch die Substitution S(o erhalten, welche die im ersten Falle fiir die 

Substitution (!I) aufgestellten Bedingungen erffillt. Nach (16) ist 

und also wegen (25): 

-/Jq(m+l) : Z~qm > ~ ~,Jq+l : 

e'_'~ I 
-~q(m+l) : Z~qm > qS " m ' 

womit die Richtigkeit der Ungleichung (8) in jedem Falle bewiesen worden ist. 

3. w Die Untergruppe F. 

IO. Wir gehen hiern~ch zur Bes~immung einer gewissen Untergruppe 

.yon I" fiber, die in den folgenden Untersuchungen eine fundamentale Rolle spie- 

len wird. 

Es sei T eine yon den erzeugenden Substitutionen (4) yon 1", z. B. ~n. Indem 

wir auf B die Gesamtheit der Potenzen 

T ~ (m = o, ~__ I, + 2 , . . . )  (27) 

yon T 'anwenden, und die so erhaltenen unendlieh vielen, gegen den Punkt  I~ 

konvergierenden Polygone zusammenfassen, erhalten wir ein unendlichvielseifiiges 

Polygon B, dem vermifit~ls der Funktion (5) eine unendlichvielbl~ttrige Teil- 

fl~iche yon U entsprieht, welche offenbar identisch mit der Riemannschen Fl~che 

der Funktion 
log x 

ist. Man erkennt somit in B einen Fundamentalbereich derjenigen Untergruppe 

]" yon 1", deren Substitutionen die ffir 

eindeutig erkl~r~e Funk~ion 

[g[  <: I (28) 

l o g  x = ~(z)  (29) 
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ungegndert lassen. Die fuchsoide Gruppe I', we|che eine ausgezeiehnete Unter- 

gruppe yon F v om Index oo ist, hat das System der unendlich vielen Substitutionen 

,~_~ ~-- T__ k ~/~__1 Tk [ i  = 1, 2, . . . ,  T l - - I  ~ (~O) 
~ k = o , + I ,  +_2,. . .  I 

hchse abgebildet wird, wobei die 

Gruppe F in eine Gruppe yon Q~ 

reellen linearen Substitutionen 

positiver Determinante iibergeht. 

Wenn dabei der Fixpunkt yon T 

in den unendlich fernen Punkt  

iiberfiihrt wird, erhiilt T einen 

Ausdruck der Form 

als Erzeugende. Von den unendlich vielen Seiten des Polygons B sind die be- 

nachbarten, "in der Fig. 4 mit --* bezeichneten mit einander konjugiert. Die 

Funktion (29) nimmt in B jeden yon 

versehiedenen Wert  genau einmal an. Die GrSssen (3I) sind Grenzwer~ yon 

(29) in den Spitzen von ~', der W e ~  ~ ihr Hi iufu~swer t .  

Die fragllehe Figur erhitlt 

eine sehr ansehauliehe Form, wenn Qt / . /  i i - - W - - - - . . _ 4 1  

der Hauptkreis durch eine line- P 2 S  / ~  " " ~ P ,  

are Transformation auf die reelle 

Q.~ 

z'=z+ca. ~ T 
Der Bereich B besteht dann aus A~-~)-----~-- 

/2.1 ~3 
der Gesamtheit der mit B kon- Fig. 4. 
gruenten Polygone, welche aus 

B durch die yon den verschiedenen Potenzen yon T-bewirkten Parallelverschie- 

bungen erhalten werden (Fig. 5). 

1I. Weil F eine 

yon I" in der Form 

Untergruppe yon F ist, liisst sieh jede Substitution S 

s - -  r ~ ~ (32) 
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darstellen, wo S e i n e  Substitution vott F und d eine ganze Zahl bezeichnct, die 

wit den index  yon S nennen wel'den. Es sei 

S = Z,':: :~,!:... : ~  (331 

der Ausdruck von S als Produkt der Potenzen der Erzeugenden (4) yon I', wo- 

bei a l lgemein  

ist. Wir  behaupten, dass der Index von (33) gleich der Summe der Exponenten 

der dort auflretenden Potenzen von T ist. 

Wir bemerken zu diesem Zweck zuerst, dass die genannte Summe nach (30) 

fiir jede erzeugende Substitution yon F- und daher iiberhaupt fiir jede Substi- 

tution yon 1" gleich Null ist. Es sei umgekehrt S eine Substitution yon F. 

Wit  schreiben ihren Ausdruck (33) in der Form 

S = T'~ 81 T '~i S , . . .  T "~-~ S~, T '~,' , (33)' 

wo S,, S,, . . . ,  S~ Substitutionen yon F bezeichnen, die lauter yon T !1 verschie- 

dene Primfaktoren enthalten. Ist 

a0 + a l +  . . .  + a t ,  

so kSnnen die ganzen Zahlen 

gl, g,, . . . ,  g~ 
aus der Gleichungen 

~ 0 ,  

- - g l : a o ,  g t - - g 2 : a ~ ,  g~ - -g s - -  a~, . . . ,  g~_~- -g~=a~-~ ,  g , - ~ a ~  

bestimmt werden, wodurch S den Ausdruck 

erh~tlK Ist nun 

s = II  (T - ~  s~ ~% 

der Ausdruck yon 

IdentitiiC 

(33)" 

S, als Produk~ der Erzeugenden yon F, so ist wegen der 

P 

r - ' ,  2~. _ ~ , . .  :~p T ~, = l-[ (T-~" 2~, r ~') 
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jeder Faktor yon (33)" und somit auch yon S a]s Produkt der Erzengenden yon 

F eine Substitution yon F. 

Es sei nun S e i n e  Substitution yon F und d die Summe der Exponenten 

yon T in  der Darstellung (33)'. Dann ist die betreffende Summe fiir die Sub- 

stitution S - ~ T  -a  S gleich Null, woraus nach dem oben Bewiesenen folgt, dass 

zu F gehSrt. Weil S----TdS, so ist d zugleich der Index yon S, w. z .b.w.  

Nach der Definition ist der Index eine positive oder negative gauze Zahl 

inkl. Null, die absolut hSchstens gleieh der Stufenzahl ist. Den Begriff des Index 

kSnnen wir auf Polygone, Kreise und Bogen wie oben den Begriff der Stufe 

iiberfiihren. 

Es sei S mit dem Ausdruck (6)ein Kreis der Stufe m und vom Index d. 

Ist der erste Primfaktor in (6) yon T und T --1 verschieden, so haben yon den 

2 n -  I innerhalb (6) liegenden Kreisen (m + I):ter Stufe die Kreise 

' T S ,  T -~S  (34) 

den Index d + i bzw. d - - I ,  die iibrigen den Index d. Ist  dagegen :~, T_+ 1, 

so liegt yon den Kreisen (34) nur der eine innerhalb des Kreises S. Jedenfalls 

gibt es unter den innerhalb des Kreises S liegenden Kreisen (m + 2):ter Stufe 

sowohl solche vom Index d + I als vom Index d - - I ,  niimlich die Kreise 

T ~ S  und T-1T.S ,  

wo ~ einen von T, T -x und 2 -1 verschiedenen Primfaktor bezeichnet. 

Aus dem Obigen folgt, dass es innerhalb jedes Kreises m:ter Stufe, dessen 

Index absolut < q ist, Kreise (m+ q):ter Stufe vom Index q oder - -q  gibt. 

4. w Die Linien Lq and Lq, ~.. 

I2. Wir  wollen jetzt die Existenz yon geschlossenen Kurven nachweisen, 

die aus unendlich vielen Kreisen yore Index +_ q zusammengesetzt sind, wo q eine 

beliebig gegebene positive ganze Zahl ist. 

Wir  markieren zu diesem Zweck zuerst die beiden Kreise 

Tq, T--q; (35) 

welche die einzigen Kreise q:ter Stufe sind, deren Index absolut = q  ist. Inner- 

halb jedes der iibrigen Kreise q:ter Stufe, deren Index also absolut < q ist, gibt 
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es nach der obigen Bemerkung wenigstens einen Kreis 2q:ter Stufe, deren Index 

+__ q ist. Wir markieren alle so erhaltenen Kreise 2q:ter Stufe und des Index 

+ q ,  die also s~mtlich ausserhalb einander und der schon friiher markierten 

Kreise liegen. Durch Anwendung desselben ~erfahrens auf die nicht markierten 

Kreise 2q:ter Stufe, die also zwischen den bisher markierten Kreisen liegen, 

finder man innerhalb jedes yon denselben wenigstens einen Kreis 3q:ter Stufe, 

dessert Index gleich + q ist. Indem man so fortfiihrt, erh~lt man ein unend- 

liches System yon ausserhalb e inander  liegenden Kreisen, die s~mtlich vom 

Index _+ q sind. 

Wir behaupten, dass die Summe der zu den markierten Kreisen gehSrigen 

Bogen gleich 2 z  ist. 

Einen Beweis fiir unsere Behauptnng erh~lt man, wenn man die Ungleiehung 

(8) der Reihe nach fiir m ~ I, 2, 3 , . . .  anwendet. 

Nach der Definition der GrSsse r i s t  die Gesamtl~nge der zu den Kreisen 

(35) gehSrigen Bogen > 2z#orq , wo 2 z(~ 0 die L~nge des zum kleinsten Randkreis 

yon B gehSrigen Bogens yon H bezeichnet, also die Summe der Bogen zwischen 

(35) <2ZQo(I--rq). Indem man yon diesen Bogen diejenigen Teilbogen ent- 

fernt, die den markierten Kreisen 2q:ter Stufe entsprechen, bleibt eine Anzahl 

Bogen zuriick, deren Gesamtliinge nach (8), wo m =  I, kleiner als 

ist. Von den so erhaltenen Restbogen hat  man nun diejenigen Teile zu ent- 

fernen, die den markierten Kreisen 3q:ter Stufe entspreehen. Fiir die Summe 

der Restbogen hat  man jetzt naeh (8) fiir m = 2  die obere Grenze 

Naeh Ausfiihrung des p:ten Sehrittes erh~it man die obere Grenze 

fiir die Summe der Bogen zwischen den markierten Kreisen der Stufe N - ~ p q .  

Weil der Wer~ yon (35) fiir p - o  r162 gegen Null konvergiert, is~ bewiesen, dass 

die Summe der zu den ,tarkierten Kreisen gehii~igen Bogeu 2 z  ist. 

Indem wir zu der Gesamtheit der markierten Kreise die Menge M 0 
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ihrer Hiiufungsstellen auf H hinzufiigen, welche Menge das lineare Mass Nul l  

hat,  erhalten wir eine einfache geschlossene Linie, die wir mi t  L'q bezeichnen. 

13. Von der Linie L'q ausgehend soil jetzt  eine neue Linie Lq konstruiert  

werden, die ebenfalls von lauter  Kreisen des Index + q  und den Punkten  yon 

M o besteht, welche aber ausserdem die Eigenschaf~ hat,  dass innerhalb derselben 

keine Kreise des Index + q vorhanden sind. Der (Jbergang yon L'q zu Lq wird 

durch die folgende Reduk~ion geleisteK 

Es sei 

~n Z , ~ . . .  :~,'m (37) 

der Ausdruck irgend eines zu L'q gehSrigen Kreises. Wenn  dieser Kreis mi t  B 

z. B. radial verbunden wird, begegnet man  der Reihe nach den Kreisen 

2',,~ 2"n . . . _v,,~, _v,~ . . .  2'n~ ' . - . ,  2',~. (38) 

W e n n  erstens der Index jedes Kreises (38) absolut < q ist, so gehSr~ der Kreis 

(37) der gesuchten Linie Lq. Es bezeichne andernfalls  

~,,p 2",p+ 1 �9 �9 �9 Y',m (39) 

Wi r  ersetzen den letzten der Kreise (38), deren Index absolu~ gleich q isK 

dann den Kreis (37) dureh (39) und wir denken uns dasselbe Verfahren auf jeden 

zu L'q gehSrigen Kreis angewandt .  Dadurch wird eine geschlossene Linie Lq 
innerhalb L'q erhalten, die aus lauter  Kreisen vom Index _+ q besteht und deren 

Bogen die Gesamtl~tnge 2~r haben, sodass innerhalb iq keine Kreise vom Index 

+ q mehr vorhanden sin& 

Aus der Definit ion der >>reduzierten Linie>> Lq ergibt sich zur Konst rukt ion  

derselben die folgende Methode. 

Man bride zuerst alle Kreise q:ter Stufe und markiere unter  denselben T q 
und T -q, welehe einzig den Index +_ q haben. Man gehe .ietzt yon jedem nicht- 

markier ten Kreis q:ter Stufe S =  :~1~ ,~ . . .  ~,q aus zu den innerhalb desselben 

liegenden 2 n - - I  Kreisen (q+  I):ter Stufe ~ , S  fiber, wo :~, ~= ~ 1  und markiere 

alle diejenigen yon den so erhal tenen Kreisen, welche den Index +_q haben. 

Von jedem niehtmarkiergen Kreise (q + I):ter Stufe ~ ,  S aus gehe man dann zu 

den darin liegenden 2n -- I Kreisen (q + 2):ter Stufe ~ ~ ,  S fiber, wo ~ ~: ~,-~1 

und markiere wieder alle so erhal tenen Kreise vom Index • q. Indem man so 
44--3298. Acta mathematica. 59. Imprim4 le 13 juillet 1932. 
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fortf~hrt, erh~lt man eine unendliche Anzahl yon Kreisen yore Index +__ q, die 

nach wachsender Stufenzahl geordnet sind und welche zusammen mit den Punkt.en 

yon M o die gesuch~e Linie Lq bilden. 

Aus der Konstruktion der Linie Lq geht hervor, dass man die Gesamtheit 

der innerhalb derselben !iegenden Kreise (und somit auch Polygone) erhfilt, wenn 

man zur Gesamtheit der Kreise der Stufe < q s~mtliche bei dem obigen Ver- 

fahren begegneten nichtm~rkierten Kreise hinzufiigt. 

I4. Wir  denken uns jetzt das obige Konstruktionsverfahren bei den Kreisen 

N:ter Stufe abgebrochen. Wenn wir zur Gesamtheit der dabei vorhandenen mar  

kierten Kreise die Gesamtheit der nichtmarkierten Kreise N:ter Stufe adjun- 

gieren, erhalten wir eine aus endlich vielen Kreisen zusammengesetzte geschlos 

sene Linie L'q,N. Es i s t  fiir die funktionentheoretischen Zwecke niitzlich, wen~ 

auch nicht no~wendig, die erhaRene Linie einer analogen Reduktion wie frfihel 

die Linie L'q zu unterwerfen, so dass eine neue, innerhalb L'q,~, liegende ge- 

schlossene Linie Lq, N erhalten wird, welche die n~mlichen markierten Kreise 

wie L'q,N enth~lt, die aber dazu eine minimale Anzahl yon nichtmarkierten 

Kreisen enth~lt. 

Die fragliehe Redul~ion kann offenbar derart ausgefiihrt werden, dass man 

jeden zu L'q, N 'gehSrigen Kreis durch den n~ichst umschliessenden Kreis ersetzt, 

wenn 'dieser Kreis keinen zu L'q, N gehSrigen markierten Kreis umschliesst -und 

so fortf~hrt, bis keine Reduktion mehr mSglich ist. 

Aus der Definition der Linien Lq, lV geht hervor, dass al[gemein jede der 

Linien 

Lq',N, Lq, lV, (q'>q, N ' > N )  

die Linie Lq,~ umschliesst. Fiir jeden zu Lq,~ gehSrigen markierten Kreis ist 

die Stufe ~ q ,  weft der Index + q  ist. Ferner ist die Stufe jedes zur genannten 

Linie gehSrigen nichtmarkierten Kreises > N - - q .  Denn nach N: II entli~lt 

jeder Kreis der Stufe N - q  und dessen Index absolut < q i s t ,  wenigstens einen 

Kreis N:ter Stufe und vom Index • q, d.h.  einen zu L~, N gehSrigen markierten 

Kreis. Hieraus folgt, dass wenn die Zahlen q und N derart unbegrenzt wachsen, 

dass N--q--+ + ,  so konvergieren die Linien Lq, N gegen den Hauptkreis. 
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II.  

5. w Anwendung auf die Modulgruppe. 

15. Die zu dem Legendreschen elliptischen Integral  

f -= r 
gehSrige Modulgruppe I" ist eine Untergruppe vom Index sechs der gewShn- 

lichen Modulgruppe, die aus der Gesamtheit der unimodularen ganzzahligen Sub- 

stitutionen 

z ' - -  az  + b ( a d - - b c ~ -  I) (2) 
c z + d  

B 

besteht. 

- 9  - 8  -7  --6 -5 -4  - 3  - 2  --1 2 4 

F i g  5. 

Die Gruppe F hat die erzeugenden Substitutionen 

6 7 8 

z 
T: z ' = = z + 2 ,  Z: z ' =  . . . .  (3) 

2 Z +  I 

Als Fundamentalbereich derselben kann dasjenige vierseitige Polygon B gewEhlt 

werden, das yon den durch die P u n k t e -  I und + I zur imaginEren Achse ge- 

zogenen Parallelen und den beiden fiber die Strecken ( - - I ,  o) und (o, + I) kon- 

struierten Orthogonalkreisen der reellen Achse begrenzt wird (Fig. 5). 

Die zugehSrige Untergruppe 1", welche die Funktion 

log i.(z) (4) 

als Hauptfunktion hat, wird yon den unendlich vielen Subs~itutionen 

/ ' - - '  ~ .T" (m =' o, +__ ~, +_ 2 , . . . )  (5) 
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erzeugt. Ih r  Fundamentalbereich B ist identisch mit  der S u m m e  derjenigen un- 

endlich vielen Polygone, die aus B durch die verschiedenen positiven und nega- 

riven Potenzen yon T geleisteten Parallelverschiebungen erhalten werden. 

Jede Subst i tut ion yon I" lgsst sich eindeutig in der Form 

S ---= T *~ Z "m T *m-12~'~-~.. .  T *' Z "' T *o (6) 

darstellen, wo die Exponenten positive oder negative ganze Zahlen sind, yon 

denen nur  die extremen ~,, und % verschwinden kSnnen." Aus (3) ergibt sich 

fiir (6) der Ausdruck 

Z ' =  2 *0 + I . (7 )  
I 

2 V  1 + 
I 

2 . 1 +  . . .  + 

2 Y m  "q- - -  
2"g,m"}" ;g 

in der Form eines gewShnliehen endlichen Kettenbruches,  dessen Teilnenner 

gerade ganze Zahlen sind. Umgekehr t  stellt (7) stets eine Subst i tut ion yon F 

dar, wenn die GrSssen , und v ganz und yon beiden extremen unter  denselben 

mSglieherweise abgesehen yon Nul l  verschieden sind. 

Naeh den Definitionen yon Nr. 6 und IO ist die Stufe von (6) gleich 

der Index gleich 

m 

+ Y,l,',l, (8) 
i--O i = 1  

(9) 
i = 0  

Damit .  der Kreis (6) zur Linie Lq gehSre, ist notwendig und hinreichend, dass 

i = 0  

und 

I  ,l<q ,m-i/  /ii/ 
i ~ 0  
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Man erhiilt somit alle zu Lq gehSrigen Kreise nach wachsender Stufenzahl 

geordnet, wenn man der Reihe nach fiir k =  q, q + I, q + 2 , . . .  si~mtliche Systeme 

von ganzen Zahlen z, v bestimmt, welche der Gleichung 

i ~ 0  i = 1  

sowie der Gleichung (IO) und den" Ungleichungen (1I) geniigen. Daraus gelangt 

man zur Linie Lq,~, wenn man in der obigen Berechnung mit dem Wert  k = N  
abbricht, ausserdem aber noch aUe diejenigen LSsungen yon (12) fiir k== 3" beriick- 

sichtigt, welche den Ungleichungen (I1)geniigen. 

~q ~q ~q 

N 
Fig. 6. 

16. Wir wollen zum Abschluss die obige Methode an einem Beispiel er- 

liiutern, wo wir q- -2  und N = 4  gewiihlt haben (Fig. 6). 

Wi t  bilden yon den vier Subst.itutionen erster Stufe 

T, T -1 ,  2~, 5 -1 (13) 

ausgehend die I2 Substitutionen zweiter Stufe 
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T s, 2 T ,  2 - 1 T ;  T - 2  , 2 T - 1  ' ~ - I T - 1 ;  (14)  

T 2 ,  T - ~  2 2 u �9 T 2  - 1  T - 1 2  - 1  2 - 2  " 

yon denen die zwei markier~en (fiberstrichenen)den Index ++2 haben. Indem 

wir vor .~ede nich~markierte Substitution zweiter Stufe aile zuls Primfak- 

~oren schreiben, erhalten wir die folgenden 3o Subsiitutionen drifter Stufe 

T 2 T  , T - 1 2 T  , 2 ~ T  ; T 2 - 1 T  , T - ~ 2 - 1 T  , 2 - 2 T  ; 

T y . T  - 1 ,  T - ~ 2 T - ~ ,  2 ~ T - 1  ; T ~ - I T  - 1 ,  T - i ~ - I T - 1  ' 2 -2T-1  ; 

T ~ 2  , 2 T ~ .  , 2-IT2 ; T-22 , ~ T - 1 2  , 2 - 1 T - ~ 2 ;  ( I 5 )  

T2~ ~ , T - 1 2  ~ 2~ a �9 T '~ 2 -1  2 T ~  - I  2 - 1  T 2  - 1  ; 

T - 2 ~ : , - 1 ,  2 T - 1 2 - 1 ,  2 - 1 T - 1 2 - 1 ;  T 2 - 2  , T - 1 ~  -'2 , 2 - a  ; 

yon denen 8 den Index + 2 haben und also markiert werden. 

vor jede nichtmarkierte Substitution drifter Stufe alle zuls Primfaktoren 

schreiben, erhalten wir die folgenden 66 Substitutionen vierter Stnfe 

T - 2 2 T  , 2 T - 1 2 T  , 2 ~ - l T - I 2 T  ; 

T - :  2 - 1 T  , 2 T - 1 2 " - I  T , 2 - 1 T - l  Y . - 1 T ;  

T~"i~T - I  , 2 T 2 T  -1  , 2 - 1 I ' 2 T  - I  ; 

T ~ 2 - 1 T  - 1  , 2 T 2 - 1 T  -~ , 2 ~ - 1 T 2 - i T - 1 ;  

T 2 T 2  , T - 1 2 T 2  , 2 ~ T 2  

T 2 T - 1 2  , T - 1 2  T - ~  2 , 2~ T - ~  2 

T2 22 2 T ~ $ 2 - 1 T  ~ 

T 22 2 - 123 2~ 

T 2  - 1 T 2  - i  , T -~  2 - 1 T 2  1 i 2 - 2 T 5  --1 

T 2 - 1 T - 1 2 . 1 ,  T - 1 2 - 1 T - 1 2 - 1 ,  

T -2 2-2 2 T -12  -2 

Wenn wir j e t z t  

T 2 2 T  , T - I X ' 2 T  , 2 3 T  ; 

T . ~  "2 T , T - 1 2  - 2  T , 2 -3  T ; 

T 2 ~ T  - 1  , T - 1 2 ~ T  - 1  , 2 S T  -1  ; 

T 2  -2 ~,-1 T - 1 2 - 2  T - 1  2--~3 T - 1  �9 

; T 2 - 1 T 2  , T - 1 2 - 1 T 2  , 2 - 2 T 2  .; 

; T .~  - -1T  - 1 2 ,  T -1  ~--1 T - 1 2 ,  2 - 2  T - 1 2  ; (I 6) 

; T - 2 2 2  , 2 T - 1 2  ~ , ~ - - 1 T - 1 2 2 ;  

; T 2 T 2  -1 , T - I . ~ T 2  -1 , 2~T2~  -1  ; 

; T 2 T - ~ 2  -1 ,  T - 1 2 T - 1 2 - 1 ,  ~ 2 T - 1 2 - 1  ; 

2-2T-12-I �9 T~ 2-2 5 T ~-2 ~-I T ~-2 �9 

2 - 1  T - 1  ~ - 2  �9 T ~ - ~  T - 1  ~ - ~  2 -~ " 

yon denen die I5 markier~en den Index + 2  haben. 

Nach der Definition in N: I4 besteht die LiMe L'2,4 aus den oben mar- 

kier~en 26 Kreisen und den 5o nichtmarkierten Kreisen vierter Stufe. 

Zur Ausfiihrung der Reduktion, welche yon L'2, 4 aus zur Linie L2, t fiihrt, 

bemerken wir, dass die folgenden 6 Kreise drifter Stufe 

T - I T ,  T ,  T - 1 2 - 1 T ,  T T ~ T - 1  T 2 - - 1 T - 1  y 3  y - ~  (i7) 
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keinen zu L'2,, gehSrigen markierten Kreis enthalten. Weil diese Eigenschaft 

ke inem Kreis der Stufe < 3  zukommt, so gehSren die Kreise ( I7)zurLinieL2,4.  

Der •bergang yon L'2,, zu L.2,4 geschieht in der Weise, dass die aus (I7) ab- 

geleiteten I8 Kreise vierter Stufe, also die drei ersten Kreise auf der ersten, 

zweiten, dritten, vierten und achten Zeile und die drei letzten Kreise yon (I6) 

durch die Kreise (I7) ersetzt werden, w~thrend die iibrigeu zu L'2,, gehSrigen 

Kreise beibehalten werden. Die Linie L2,, besteht demnach aus 64 Kreisen, yon 

denen 26 markiert sind. 

Nachdem aus (i3), (I4) und ( I5)d ie  Io markierten Substitutionen und die 

6 Substitutionen (I7) fortgelassen werden, bleiben mit der identischen Substitu- 

tion zusammen 31 Substitutionen zuriick, welche die innerhalb der Linie L.2,4 

gelegenen Kreise und Polygone repr~sentieren. 

III .  

6. w Reihendars te l lung fiir g(z, a). 

17. Den Ausgangspunk4 fiir die folgenden Betrachtungen bildet die in 

N: IO definierte Untergruppe I' ,  welche in der Funktion 

(z)---- log f(z) (I) 

eine t tauptfunktion besitzt, d. h. eine automorphe Funktion, die in dem Funda- 

mentalbereich B yon F keinen Wert  mehr a|s einmal annimmt. Die Funktion 

(I), welche ers~ nach Fixierung ihres Wertes in einem Punkt bestimmt wird, 

erleidet bei Ausfiihrung der Substitution T die Transformation 

= 

Bekanntlich ~ hat die Funktion x : f ( z )  allgemein im Eckpunkte z, ~-z(c,,) 
eine Darstellung der Form 

x ---- c~ + O,(t,), t, = e (:--',)~',' (k, reell) (3) 

wo (P,(t,) eine in d e r  Umgebung des Punktes t , = o  konvergente Potenzreihe 

bezeichnet, die mit einem Glied ersten Grades beginnt, dessen Koeffizient yon 

z Vgl. die S. 329 zitierte Arbeit yon H. POIN(:AIt~:, S. 273. 



352 P . J .  Myrberg. 

Null  verschieden ist. (Fi i r  r - ~ n  "-, I hat  man x - -  c, durch I zu ersetzen./  
t x ! 

In  den Eckpunl~en z~ und z~+l, wo x ~ o bzw. ~ ist, ergibt  sich hieraus fiir 

die Funkt ion (I) die Darstel lung 

2 J~i 2 7~i 
q ~ ( z ) -  ( z - - z , ) k n  + Wn(t , )  bzw. ~0(z)= - - (z- - -z ,~ , )k_:~ + T~+~(tn+,),  

wo T,(t,) ( ~ : n ,  n +  I) nach den positiven Potenzen von t, for tschrei tende Po- 

tenzreihen bezeichnen. Aus dieser Darste l lung geht  hervor, dass der imagin~re 

Tell ~(~0(z)) der Funkt ion ~(z) in den Ecken z.,  z,,+l yon B beschr~tnkt bleibt. 

Weft  die genannte  Funl~ion in allen anderen Eckpunkten yon B endliche Grenz- 

werte besitzt und sonst iiberall im Bereich B und auf dessen Berandung reguliir 

ist, so ist I~(~0(z)) I im Bereich B beschr:,inkt. 

W e g e n  (2) folg~ hieraus, dass die Schwanknng yon ~(~(z)) in jedem Bild- 

bereich yon B beschr~inkt ist und also 

I~ (q~(z)) --  ~ (~(Zo)) I ~ K < or (4) 

wenn die Punk te  z und Zo einem und demselben Polygon von F angehSren. 

Wegen  (4) folgt  aus (2), dass im Bereich B gleichmiissig 

lim ~(rk(z)i  = ~ 
k~___r162 

ist. 

(5) 

I8. Wi r  bilden je tzt  die yon (I) linear abhi~ngige Funkt ion 

g( z ,  a) - -  qJ (a) 
qp (z) - -  qp (a) ' 

(6) 

die ebenfalls eine t Iaup t funk t ion  von 1; ist. .Ihre Pole fallen mit  dem Punk t  

z - -  a, wo das Residuum gleich i i s t ,  und den hinsichtlich I" ~quivalenten Punkten  

zusammen. Ferner  gilt in B gleichm~ssig die Gleichung 

lim g ( T k ( z ) ,  a) = o .  
~ . ~ + ~  

Zur genaueren Abschiitzung der Funkflion (6) bezeichnen wir mit I "~ das- 

jenige zu B geh5rige Polygon,  wo der Pol  z - - a  gelegen risk Dann ist also 
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a ~- T ~ (ao), (7) 

wo a o den in bezug auf I" genommenen Bildpunkt  yon a in B bezeichneL Es sei 

I I , _ ~ -  _~+to (s) 

der Ausdruck  yon T. Wegen  der aus (2) folgenden Gleichung 

, , ,  d z  
99'(T~ (~)) = 99 t ~) ~ (z} = {,, to (~ - C) + ,  ] 2 99'(~} 

ergibt sich aus (6) 

g (z, a) --  Lm to (ao -- ~) + I] '  qg' (ao) 
99 (z) - -  99 ( % ) -  2 z i m  ' 

und allgemeiner wegen (2) 

2 t 
g(Tq(z), a ) =  [m~(ao- ~)+ ~] 99 (ao) 

~-(z~---q~-(ao).+2 ~ i  ( q - -  m) " 

Weil  nach (4) in B 

I.~ (99(z)) - .~ (99(ao)) I --< K 

(9) 

(9)' 

(,o) 

ist, so folgt  aus (9)' und ( I o ) i n  den Polygonen T +q fiir q > 2 1 m l +  K die 

Ungleichung 

[ Imto(ao-C)I  + ']~199'(ao)1 < o= la(z ,  a)l  < , ( I , )  
2:~(Iql- lml)-K q 

wo e,~ die yon q unabh~ingige endliche GrSsse 

em = ( I m t o ( a o  C)I + I]~199'("o)1 ( , , ) ,  
117 

bezeichnet. 

19. Es sei nun ~ eine beliebig gegebene positive GrSsse. Ferner  sei D 

ein Bereich innerhalb H ,  der keinen Pol der Funkt ion  (6) enthi~lt. Wir  wiihlen 

die positiven ganzen Zahlen q und N zuerst so, dass die Linie Lq, zr den 

Bereich D umschliessen wird. Es sei d der kleinste Abstand der Linie Lq, • yon 

D und ferner sei M das Maximum yon (6) auf den Se i~n  des zu I" gehSrigen 

Polygonnetzes, das eine endliche GrSsse hat,  wenn der Pol a, wie wir an- 
4 5 - - 3 2 9 8 .  Acta mathemativa. 59. I m p r i m 4  le 14 juil let  1932. 
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nehmen wollen, auf keiner Polygonseite gew~hlt wird. Wir  wi~hlen dann die 

positiven GrSssen e~ und e2 derar~, dass 

:z~81 M82 
2 d  "~ - ~ -  < ~ (I2) 

und hiernaeh die Zahlen q und N : p q  derart, dass sie ausser der obigen Be- 

dingung noch den Ungleichungen 

Q--~m < 8 1 ' q  271:Q~ ( I - - ~ )  "'" ( I - - Q p )  ~ ~2 (I3) 

genfigen. 

Aus der Cauehysehen Integralformel leiten wir fiir (6) den Ausdruck 

~E 
a) = E A, + a) d; 

(I4) 
,= lZ--  a, 2 ~:Z .] r  

Lq, N 

her, wo die Summierung fiber die Gesamtheit der innerhalb der Kurve Lq, N 
l iegenden endlich vielen Pole zu erstrecken ist, w~hrend die Integrat ion sieh auf 

Lq, N bezieht. Dieses integral  wollen wir jetzt in zwei Teile _ f u n d  die Kurve 
1 

/ zerlegen, indem wir in / die anLq,~beteil igtenmarkierten Kreise, in /. 

die fibrigen zusammenfassen. 

Weil in jedem Punk~ der markierten Kreise, welche nach der Definition 
den Index + q  haben, nach (II) und (I]) 

Ig(~, a) l <  e~ < 8, (I5) 
q 

und die L~nge yon Lq, ~ < 7~ ~ ist, so ist in D 

if I< ~ .  (16) 
1 

W~il ferner naeh (36) 57:I2 und (I3) die Gesamtl~nge der an Lq, N beteiligten 
~rg 

niehtmarkierten Kreise < - 8 2  ist, und auf diesen Kreisen I g(~, a) l <  M, so ist 2 
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Ifl < 
2 

A u s  (I 2),  ( I 6 )  und (,6)' f o l g t  dann 

' ]fg(r162 2 I~; ~ - ~  
Lq, N 

welche Ungleichung gleichm~ssig im Bereich D giiltig ist. 

355 

(16)' 

2o. Wir  gehen nun yon einer beliebigen monotonen, gegen Null konver- 

gierenden Reihe posRiver GrSssen 

aus und bestimmen fiir jede r~ derselben die zugehSrigen ganzen Zahlen 

q~, N~, ),~, in der oben angegebenen Weise, wodurch eine unendliche Anzahl 

yon ausserhalb einander liegenden geschlossenen Kurven 

L%,~# (tt - I, 2, 3 , ' '  ") 

erhalten wird. Aus der Formel (I4) , wo das Integral 

Lq W Nit 

in D fiir tt--~ ~ gleichm~tssig gegen Null konvergiert, folgt fiir die Funktion (6) 

die DarsteUung 
2. 

g ( z , a ) - - l i m Z  A, (17) 
# - - ~  ~=1 Z - -  a~ 

dureh eine bedingt konvergen~e PartiMbruchreihe, die offenbar in jedem innerhalb 

des ttauptkreises liegenden Bereich gleichm~ssig konvergiert, nachdem die endlich 

vielen zu den dort mSglicherweise vorhandenen Polen gehSrigen Glieder fort- 

gelassen werden. 

21. Wir gehen zur Bestimmung ~ e r  Residuen in A, von der in der Um- 

gebung des Poles a~ ~-S,(a) geltend~.n Pnt~zroih~ 
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aus. Wegen 

A~ a(z. ~) = 
z- -  a, 

+ r  ~ i ' ) (~ -a , )  + , i ' ) ( ~ -  a,)~ + ... 

g(S,(z), a ) =  g(z, a), 

wo S,(z) eine Substitution yon F i s t ,  folgt hieraus die Reihenentwicklung 

g ( ~ , a )  = - -  A, 
s . ( ~ ) - 8 . ( ~ )  + ~)  + ~) (S , ( z ) - -  S,(a)) + ... 

in der Umgebung des Poles a. tIieraus ergibt sieh fiir das Residuum im Pole 

A, 
a der Ausdruck S-',(a)" Weil dies = I sein soll, so ist 

A , = S ' , ( a ) .  

Die Reihe (I7) bekommt dadureh den Ausdruck 

oder kiirzer 

)'eft 
dS.(,) g(z, a) = lim ~ I 

~'--~ ,.1= z - -  S,(a) da 
( I 8 )  

g ( z ,  a) = Y~ s ' @ o , ,  ( , s ) '  
- z -  o t a j '  
l" 

welche in ihrer Abh~ngigkeit yon a eine Poincardsche Reihe (--2):ter Dimen- 

sion ist. Wegen der Identit~t 

S'(a) I i (19) 
z -~ (a ) - - -  s - i ( z )  2 a --" ~"--1(~)__g 

kann (I8)' aueh in der Form 

I 

geschrieben werden, wo S -1 durch S ersetzt worden ist. Betreffs der Reihen- 

folge der Glieder in (I8) mag Folgendes bemerkt werden. 
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Wesentlich ist nur, dass man  yon einer unbegrenzt wachsenden Folge yon 

positiven ganzen Zahlen 

ql, q2, q~, . . .  

ausgeht u n d  derselben eine zweite ebenfalls wachsende Folge yon positiven ganzen 

Zahlen 

derart zuordnek dass die Gesamtl~nge der allgemein an der Linie Lq~, lv~ beteiligten 

nichtmarkierten Kreise fiir ~--,oo gegen Null konvergiert. Der aus (I3)bei  gege- 

benem Wert  you q fiir _~ erhaltene Wert  ist allzu hoch. Man kann ~ber in 

jedem speziellen Falle einen genaueren Wer~ fiir N gewinnen, int]em man die 

zu den Kreisen von Lq,)v gehSrigen Substitutionen wirklich berechnet, wodurch 

zugleich die genaue L~nge der an der fraglichen Linie beteiligten Kreise er- 

halten wird. 

Wir  bemerken ferner, (lass in der Reihe ( i 8 ) n u r  die Substitu~ionen der 

Untergruppe F vorkommen, woraus folgt, dass marl nur diejenigen Polygone 

innerhalb L~,lv zu beriicksichtigen hak deren Index Null ist, was eine we- 

sentliche Verminderung der Anzahl der Polygone bedeutet. 

Nehmen wir wieder das numerische Beispiel der Modulgruppe. 

Von den innerhr~lb der Linie L~,~ liegenden 51 Polygonen sind nut  die 

folgenden 5 

vom Index Null. Fiir N = 5  kommen dazu die folgenden 6 Polygone 

T---I~T, T-I~-IT,  TilT--l, T:~-IT-1, ~3, ~-3 

w~hrend die Gesam~anzahl der Polygone innerhalb der Liuie L~, ~ gleich 87 ist. 

7. w Da~stellung der automorphen Funktionen yon F durch Reihen. 

22. Wir  haben in der Reihe (I8) einen Ausdruck fiir die yon dem Loga- 

rithmus der Funktion x-~f(z) linear abh~ingige Funktion (6), der yon den Polen 

dieser Funk~ion in einfachster Weise abh~ngt. Der t)berg~ng zu rFunk t i on f ( z )  

wird hiernach durch die Gleichung 
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~' (o) 
f ( z )  ----f(a)e ~(*, a) (20) 

vermittelt. Man kann aber aueh die Funktion f ( z )  selbst und dadurch jede auto- 

morphe Funktion der gegebenen Fuchsschen Gruppe direkt dureh Parfiialbrueh- 

reihen darstellen, welche durch die zu den Polen der Funktion gehSrigen un- 

endlichen Bestandteile bestimmt werden. 

Wir gehen zu diesem Zweck yon der Funl~ion 

I d xo __ eV (~o) d q~ (zo) 

x - -  x o d z  o e~ (z) ~ e~ (Zo) dzo  
(21) 

aus, welche eine Hauptfunktion yon 1" isk die im Bereieh B den Pol s o mit 

dem Residuum I hat. Aus der bekannten Reihe 

o 0  

, , ] (:2) 
e ' p ( ' ) -  e '?(~) - -  -9(z) 9(Zo) + = qD(z) - -~(Zo)  2zi---m + ep(z)ZqD(Zo) + 2 u i m  

ergibt sich fiir (21) zuniichst wegen 

~(Tm(z)) = ~(z) + 2,~i.~ 

die Darstellung 

r  r I dxo __ qJ(Zo) ~,, [dzm qp (z,.) dz_,.. 
x - -  xo dzo qo(z)--~O(Zoj +.,":'~ [ dzo " ~-(z)--qD(zm) + d z o  

�9 ~ ' ( ~ -  m) -I 

WO 

z~ = r~(~0), z - m =  T-m(~o). 

Im allgemeinen Glied yon (23) stellt 

~'(~) 
( m = o , + I , •  (24) 

eine Hauptfunktion von F d a r ,  deren einziger zu B-gehSriger Pol Zm im Poly- 

gon T m liegt. 

Es sei nun D ein Teilbereich yon B, welcher den Pol yon (21) nicht ent- 

h~lt. Um einen Ausdruek zu finden, welcher die Funktion (21) in D mit der 

vorgeschriebenen Genauigkeit e approximiert, w~hlen wir zuerst m~ so gross, 

dass im Bfldbereich yon D in der ~0-Ebene 



0ber die analytische Darstellung der automorphen Funktionen. 359 

[ _ f ~  [-dz:~ qJ(zm) + dz_,~ 9 9 ' ( z _ , , ) l [  r <  
m + 1  I_dzo q~(z) - tp(z~) dzo r ~o(z_,~)J �9 2 

Aus (18) ergibt sieh ffir das allgemeine Glied yon (23) der approximative Ausdruck 

'v$ t dz~ qD'(z~) ~- dz,~ & S',(z,,) == ~, _ S ,.m(Zo) (26) 
~ o ~  ~ -  s , ,  ~(~o) ' d z  0 ~o (z) - -  (p (z~.,) d = Z - -  L~v(~'m) ,=1  

wo wir S , , , n -  T~S,  gesetzt haben. Aus (23) und (25) folgt fiir die Funktion 

(2I) der approximative Ausdruck 

~ ~}2 E ~s 

I dx 0 ~,~.--1 ~--P~*'~,~i )-~ IS '  _ S ' .  - m ( Z o !  1 _ ,, + ~ ~ ~ ,~(~o)  + , (-~7) 
x - ~o  d z o  z o) z - -  S . ,  ~(~o)  z - -  ~ ' . , _ . ~ ( Z o ) l  

der die genannte Funktion im Bereich D mit der Genauigkeit s darstellt, wenn 

~ so gross gew~ihlt wird, dass 

�9 , , z - S,, + m (Zo) 
< . . . . . .  2"2m, / t i) fiir r e = o ,  1 ,2 , . . . ,m , .  

Durch den Grenzfibergang r--~o erh~lt man aus (27)eine bedingt kon- 

vergente Reihe, die wir kurz 

d x 0 _  ~ S'(~0) (2S) 
X - - X o  ~t~o , ~ - - S ( ; o )  

schreiben wollen, wo die Summierung sich fiber die Gesamtheit der Substitu- 

tionen yon F in der oben angegebenen Reihenfolge erstreckt. In  ihrer Abh~tngig- 

keit yore Pol z o ist (28) eine Poincar~sehe Reihe (-- 2):ter Dimension. Wegen (19) 

kann sie auch in der Form 

i I i ] 
X _ x o a z o  - " -S(z~_z ~ S(or  (29) 

gesehrieben werden. 

Die Reihen (28) und (29) konvergieren offenbar gleichm~ssig in jedem 

innerhalb des Hauptkreises liegenden Bereieh, nachdem die endlich vielen zu 

.den dort mSglicherweise vorhandenen Polen zugehSrigen Glieder fortgelassen 

werden. 
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23. Indem man die Reihe (29) gliedweise in bezug auf den Parameter z o 

differenziert, erh~ilt man Reihen fiir automorphe Funktionen mit mehrfachen 

Polen, z. B. 

I d~X0 I ld_xo~ = 

I daxo 

x - Xo dz'~ 
+ . . . . .  3 : ( ,Xoi 

( x -  ~0)-" d*o dT~- + (7- Xo~ ~ \ d~0/ 

= 2 ( S ~ Y -  ~ol ~ - - 

' 

( s ( ~ ) -  ' (30) 

, ] 

welche sukzessiv nach den Potenzen 

I I 

(x - X o )  ~ '  ( ~ - X o )  ~' . . .  

aufgelSst werden k5nnen. Aus den Reihen (29) und (30) erhglt man durch 

lineare Verbindungen Reihen fiir jede automorphe Funktion von 1", wenn die 

Pole der Funk~ion mib den zugeh6rigen unendlichen Bes~andteilen gegeben sin& 

Hinsichtlich der Berechnung der Koeffizienten 

d x  o d ~ x o 
xo, dZo' dTo'  ' (3,) 

in den obigen Reihen bemerken wir Folgendes. 

Weil die zum gegebenen Punktsystem (I) N: 5 gehSrige polymorphe Funk- 

tion z(x) nur bis auf eine lineare, den t tauptkreis in sich selbs~ fiberfiihrende 

Transformation bestimmt ist, kann mau z. B. die drei den Punkten c,-1, cn, c,,+, 

entsprechenden Punkte zn-l, z., Z,+l auf H beliebig withlen. Lassen wir jetzt 

in der Reihe (29) z gegen z,_ 1, bzw. z,, konvergiercn, so kSnnen wir die Werte 

der GrSssen 

I d x o  I dxo 

I - -  x o d z  o ' Xo dzo 

mit; beliebiger Genauigkeit berechnen, ttiermi~ kann man die Werte der Koeffi- 

zienten Xo, d~o und hiernach die Wcrte der fibrigen Koeffizienten (3~) aus (30) 

mit vorgeschriebener Genauigkeit berechnen. 
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8. w P r o d u k t d a r s t e l l u n g  fiir  d i e  a u t o m o r p h e n  F u n k t i o n e n  yon F .  

24. Die aus (6) und (I8)' erhaltene Gleichung 

q~'(t) - F, s'(t) g(~, t) - q;(~)_ ~(l) 7, ~ - ( t )  

fiihr~ durch In tegra t ion  in bezug auf den Parameter  t zwischen den innerhalb 

des Haup tk re i ses  l iegenden Punkten  a und b zur Gleichung 

woraus f01gt, dass 

und ferner 

b 

f d q~(t) = Z  l~ z - S ( a )  

g 

q~(z)- q~(a) z - -  S(a) 
q~(z)-  qD(b) - -  I I  ~__ S(b) (32) 

F 

qD(z)-- q~(a) q~(zo)- q~(a) ]-[ [ z - -  S(a) z o -  S(a)]  
~(~) ~(b~:~(~o) ~ ( b ) - - ~ [ ~ - - S ( b ) :  - -  - -  . z o ---= S ( b ) J '  

(32)' 

wo Zo ein Punk t  innerhalb H i s t .  Wegen  der Invarianz des Doppelverh~lt- 

nisses ist 

z - -  S (a). z o - -  S (a) S --l(z) - -  a S--' (Zo) - -  a 
z - -  S ( b ) ' z  o - -  S(b) - -  S - I ( z ) - -  b: S - l ( z o ) -  b' (33) 

woraus folgt, dass (32) ' auch in der Form 

q~(z)--oo(a ) ~O(Zo)-- q~(a) [ [  [S(z ) 'a  S(Zo)--a 1 
~(~)-- V(b): ~(Zo)- ~(b) -- ~ t~(~)-- b: ~(~o~-- 5J (32)" 

geschrieben werden kann. Dami t  haben wir eine bedingt  konvergente Produkt-  

darstellung fiir diejenige Haup t funk t ion  yon F, die in den mit  a bzw. b ~qui- 

valenten Punk ten  elne einfache NuUstelle bzw. einen einfachen Pol  hat, und in 

den mit z = z  o ~quivalenten Punk~en den W e r t  eins annimmK 

25. 

46--3298. 

Um einen an~logen Ausdruck fiir die t t aup t funk t ion  

x - -  A .  Xo - -  A __ f ( z ) -  f ( a ) .  f(zo) -- f (a)  
x - - B "  x o -  B f (z )  - - f (b)" f (Zo)  - - f ( b )  

A c t a  mathematica: 59, Imprim6 le 14 juillet 1932. 

(34) 
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yon F zu gewinnen, gehen wir yon der bekannten Produktdarstellung der Sinus- 

funktion 

s i n u =  u I - -  I ~- 
m ~ l  

aus, woraus fiir die Funktion 

X - -  A e ~(z)  - -  e ~~ 

x --  B e~ (~) -- e~ (~) 

der Ausdruck 

_ e�89 (~(a)-~@) 
sin ~ (z) - 9~(a) 

2i 

sin ~o(z)--- ~(b) 
2i 

x -- A el(~(a)--~(b))~IZl- qD(a) h (q~(z) ep(a)--2zim)(9o(z)- q~(a)§ 
x - - B - -  - - ~  d ~ ( ~ ) _ q g ( b ) _  2 z ~ m ) - ( ~ _ q g ( b ) +  2 z i m )  (35) 

erhaRen wird. Aus (32) ergibt sich fiir das allgemeine Glied yon (35) die Dar- 

st.ellung 

q~(z)--q~(a)--27rim ~ ( z ) -  q~(T~(a)) I [  z - -  S(T~(a)) 
qD(z)--qD(b)'--2zim = ~ ( ~  ~ = ~ z - -  S(T"(b))  

Hieraus ergibt sich wegen (33) fiir die Funktion (34) der Ausdruck 

f(z)--f(a).f(Zo)--f(a ) [S(z)--a S(zo) -- b] 
f ( z ) - - f ( b )  "f(Zo)--f(b) = cl~ IS(z) -- b : S~o)- -  ' 

(36) 

wo die Glieder in derselben Reihenfolge wie in der Reihe (29) zu nehmen sin& 

Zur Darstellung (36) kann man natiir]ich auch dadurch gelangen, dass man die 

Reihe (29) gliedweise in bezug auf den Parameter Zo integriert. 

Aus den Ausdriicken der Form (36) gelangt man durch Produktbildung zur 

Darstellung jeder au~omorphen Funktion yon r als bedingt konvergentes Produkt, 

wenn die Null- und Unendlichkeitspunkte gegeben sind. 

Wir wollen zum Abschluss noch betonen, dass die Reihenfolge der Glieder 

in unseren obigen Reihen und Produkten nicht yon der zu bildenden Funktion, son- 

dern nur von der Gruppe F allei~i wesentlich abhdngig ist. 
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IV. 

9.  w Neue Herleitung der Reihen ffir g(z, a). 

26. Wie schon in der Einleitung erwiihnt, gelangt man zu den im Vorher- 

gehenden betrachteten Rcihen auch dadurch, dass man die der gegebenen Fuchs- 

schen Gruppe F entsprechende fuchsoide Gruppe F durch eine unendliche Folge 

yon Fuchsschen Gruppen 
r h  (h~--- I, 2, 3 , . . . )  (I) 

approximiert, die Unter~,rruppen von )= sind, deren Geschlecht Null ist, und fiir 

welche der Hauptkreis kein Grenzkreis ist. Diese Bedingungen werden erfiillt, 

wenn man allgemein I~ als diejenige Gruppe definiert, die yon den endlich vielen 

zu (3 o) in N: IO gehSrigen Substitutionen 

I ~ ' ~  +1 T" 

erzeugt wird. 

( i = 1 , : , . . . , n - I  ~ (2) 
~ = o , + I , + _ 2 , . . . , •  / 

In der Tat folgt aus der Definition der Gruppe Fh zun~ichst, dass dieselbe 

eine Untergruppe von I" ist. Well ferner allgemein die Substitution (2) mit 

+ Zeichen die Seiten 

T'(dT) ,  T'(d+) (3) 

des Bereichs T ' (B)  einander deral~ paarweise zuordnet, dass das Innere des 

ersteren auf das ~_ussere des letzteren abgebildet wird, so ist offenbar der yon 

den Kreisen (3) und dem zwischen denselben liegenden Bogen A (hI yon H be- 

grenzte Bereich Bh ein Fundamentalbereich yon Fh, woraus hervorgeht, dass H 

kein Grenzkreis ist. Wenn zu Bh sein Spiegelbild in bezug auf H hinzugefiigt 

wird, erh~lt man einen Bereich B'h, der ein Fundament~lbereich yon I'a ist, wenn 

man die Gesamtheit der Punkte der z-Ebene und nich~ nur diejenigen innerhalb 

H beriicksichtigt. 

Dass l"a das Geschlecht p = o hat, ergibt sich aus der bekannten Formel 1 

p --- nh --  qh ( n h = ( n - -  I ) (2h - -  Q), 

wo 

und 

2nh die Anzahl der innerhalb des Hauptkreises liegenden Seiten yon Bh 

qh die Anzahl der geschlossenen Zyklen bezeichnet. Hier ist qh = , h ,  wei! 

H. POINCARE, Th~orie des groupes fuchsiens (Acta mathematica, I (1882), S. 43). 
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jeder Punkt T+-~(P~) fiir sich allein einen Zyklus bildet, w~hrend der Zyklus der 

Punkte T+~'(Qj) ( j -~  I, 2 , . . . ,  n) often ist, und es ist somit p ~-o .  

27. Dureh den H~ufungspunkt P~ der Eeken des Fundament~lbereiehs 

der Gruppe F wird der zu Bh gehSrige Bogen z/(h) in zwei Teile d (+h) und d (-h) 

zerlegt, denen im Netze der Gruppe F die mit T h und T -h bezeiehneten Or~ho- 

gonalkreise von H entspreehen (Fig. 4). 

Es sei nun 
k 

--)-v S=]-[(T (4) 

~ 
wo 2 4 = 2 +2, eine beliebige Substitution yon Fh. Dus zugeh5nge Polygon enth~lg 

einen Bogen d(~ ) yon H ,  welcher durch den d~rauf liegenden Bildpunkt yon Pn 

in zwei Teile A~s+h) und J(s -h) zerleg~ wird. Die fiber diese Teilbogen konstruiergen 

Orthogonalkreise huben offenbur als Seiten des zu F gehSrigen Polygonnetzes 

resp. den Ausdruck 

ThS und T-hS  (5) 

und huben somit den Index + h bzw. - -h .  

Wir  behaupten, dass die Kreise (5) gerade die Linie Lh uusm~chen. 

Wir betrachten zu diesem Zweck die Ausdriicke derjenigen Kreise 

die Kreise (5) umschliessen. Sie kSnnen in der Form 

welche 

k 

S' H --4 T 4 T (6/ 
~ ' - -~o+1 

geschrieben werden, wo S' einen Ausdruck der Form 

T-~ ~%o T4~ oder T~, ( I , I  < h, ,z,o =< o) 

besitzt. Weil nun der Index von S' ~bsolut =<h--I  ist, so ist dies auch mit 

dem Index der Kreise (6) der Fall. Nach der Definition der Linie La in N: 13 

gehSrt daher jeder Kreis (5) zu derselben. 

Es sei umgekehrt S ein zu Lh gehSriger Kreis. D~nn ist 

S ~- T +~ S, 

wo S als Substitution' yon F sich in der Form 
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k 

= I I  (T r (7) 

als Produkt der Erzeugenden von F darstellen l~ss~. Well der Index der um- 

schliessenden Kreise absolut < h  sein soll, so  muss nach den obigen ~berle- 

gungen ~ede der Zahlen )~ absolut ~ h sein. Somit gehSrt .~eder Faktor yon (7) 

und folglich auch (7) selbst zur Gruppe Fh, w. z. b. w. 

Nach N: I2 ist die Summe 
co 

Z .(h) (8) 
~ 0  

der aus d (h) durch die verschiedenen Substitutionen erhaltenen Bogen (5) gleich 

2~. Die komplementare Menge, diejenige der Grenzpunkte von Fh, hat daher das 

lineare Mass l~uU. 

28. 

funktion 

Nach der allgemeinen Theorie hat  Fh eine eindeuWg bestimmte Haupt- 

9h(Z, a), (9) 

d .h .  eine im Bereich B'h einwertige automorphe Funktion, die im Punkte z ~ a 

einen einfachen Pol mR einer Entwicklung der Form 

gh(Z, a )=  I -F C(~h)(z--a) + c(~h)(z--a) ~ -F ".. z - - a  

besitzt. Wir  w~thlen den Punkt  a i m  Innern des Bereichs B. Ist  d sein kiir- 

zester Abstand yore Runde yon B, so hat  der absolute Wef t  der Funktion (9), 

welche Bh schlicht abbildet, auf dem Kreise Iz - -a l  : d  und somit auch auf den 

SeRen der Polygone yon F eine endliche yon d allein abh~ingige obere Grenze Mg. 1 

Es sei nun D ein Bereich innerhalb H,  der keinen Pol von (9) enth~lt. Um 

fiir die Funktion (9) einen Ausdruck zu finden, welcher dieselbe im Bereich D 

mit einer vorgeschriebenen GenauigkeR darstellt, w~hlen wir zuerst eine kleine 

positive GrSsse ~ beliebig und dann die ganze Zahl N ~ p h  derarr dass 

P 

(io) 

l p. KOEBE, ~]ber die Uniformisierung der algebraischen Kurven (Math. Ann. 69 (I9IO), S. 46). 
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wo links der Ausdruek (36) von N: x2 auftritt. Wir konstruieren hiernaeh die 

Linie Lh, ~ und bezeiehnen mit Bh, y die Summe derjenigen endlieh vielen Bild- 

polygone yon B'h, welehe die zu Lh, N geh5rigen markierten Kreise, also die 

Kreise des Index _+. h und der Stufe ~ N en~halten. Wie leieht einzusehen is~ 

Bh, N ein mehrfaeh zusammenhi~ngender Bereich, dessen Rand lh, a aus den zu 

Lh, N gehSrigen niehtmarkierten Kreisen und ihren Spiegelbildern in bezug auf H 

bestehK Fiir die L~nge ~(h,~" yon lh,~ erhglt man wegen (Io) die Absehtttzung 

wo Qo eine endliehe vom Fundamentalbereieh B ablfiingige GrSsse ist. 

Durch Anwendung der Cauchyschen Formel auf die Funktion (9)im Bereich 

Bh, N erh~ilt man die Gleiehung 

"9 8 % )  
.qh(z, a) . ~ -  S(a) 

~ h, .N 

+ = - -  d ~ ,  ( , 2 )  
27~t 

lh, N 

wo die Summierung fiber die Gesamtheit derjenigen Subsfitutionen von Fh zu 

erstrecken ist., deren zugeordnete Polygone im Bereich Bh, y liegen. 

Wir  w~ihlen jedenfalls h und N so gross, dass D innerhalb des Bereichs 

Bh, ~ liegen wird. Ist  H der kiirzeste Abstand des Randes yon Bh, ~v und D, so 

gilt in D wegen (II) die Ungleichung 

I f? ? I m d  I ---~' d < -qo*. 
2~i  2~ / /  

lh, N 

(I3) 

Fii r r - -~ o ergibt sieh hieraus f fir (12) die Reihe 

,. X' S'(a) 
g~(z, a) =~_m f_.~, z - -  S(a) ' 

h, N 

(I4) 

welche als Poincar6sche Reihe (--2):ter Dimension sogar absolut kouvergiert. 

Wir haben zugleich in (13) ein Kriterium fiir die Schnelligkeit der Konvergenz 

von (I4). 

29. 

yon (I): 
Wir betrachten hiernach die unendliche Folge der I-Iauptfunktionen 

~,, = g~(~, a) (~ s) 
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und behaupten, dass diese Funktionen in jedem Bereich innerhalb H gleichm~ssig 

gegen die entsprechende Hauptfunktion 

~'(a)  0 6 )  x'  = g(~, a) - l o g  ~ - 9,/~) 

yon F konvergieren. 

Wir bemerken zu diesem Zweck, dass die Funktion ( I6)als  automorphe 

Funktion yon F zugleich eine automorphe Funktion tier Untergruppe Uh yon I: 

ist, und daher eine eindeutige Funktion der Hauptfunktion ( I5 )yon  Fh. Be- 

trachten wir jetzt die einwertige inverse Funktion 

xh = xh(x ' ) .  (I 7) 

Dieselbe hat  im Punkte x ' =  ~ eine Entwicklung der Form 

x h ( x ) = x '  + ~ +  + ... 
X,2 

Ferner ist sie regulgr in jedem endlichen yon den Punkten 

~o'(a) ( i ' - - I , 2 , . . . , n - - I )  (18)  . 

logci + 2z im- -9 (a )  \ r e = o ,  +~ I,  + 2 : . . .  

verschiedenen Punl~. Wir behaupten, dass (I7) noch in denjenigen unter den 

Punkten (I8) regular ist, fiir welche Ira I< his t .  
In  der Tat, wenn x' einen der genannten Punkte umkreist, so erleidet z 

eiue lineare Substitution, n~mlich diejenige parabolische erzeugende Substitution 

yon F, deren Fixpunkt mit dem zugeordneten Eekpunkt yon /~ zusammenfgllt. 

Die betreffende Substitution gehSrt aber fiir I ml < h zur Untergruppe Fh, woraus 

folgt, class die Funktion (I7) in der Umgebung der genannten Punkte  eindeutig 

ist. Aus der Einwertigkeit der Funktion (I7) folgt dann, dass sie in den ge- 

nannten Punkten (18) regular ist. Weil der absolute Wert  der GrSssen (I8) fiir 

# 
Ira I>_-- h eine obere Grenze der Form ~ besitzt, so gilt im Bereich 

Q Iz'l>~ 
nach einem bekannten Satz yon KOEBE 1 eine Ungleichung der Form 

t 0 p 
I*~(x  ) - x ' l  < a 0 9 )  

t Vgl. die oben zi t ier te  Arbe i t  von KOEBE. 
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3o. Wi t  geheu jetzt yon einer monotonen, gegen Null konvergierenden un- 

endlichen Folge positiver Gr5ssen 

aus und ordnen allgemein der GrSsse , ,  die ganzen Zahlen h~, ~V, derart zu, dass 

e r s t e n s  

h, 2 

und zweitens 

~ J  

' Md 

Wegen der ersten Bedingung ist im Bereich D 

[ g (z, a) - -  gh,,(Z, a) [ < e ~  
2 

(20) 

und wegen der zweiten Bedingung ist nach (12) und (I3) 

[gh~, (Z, a) -- E S'(a) ] ,~, ~-- -  S ( a )  < - - "  (21) 
Bh~, ' ~ ,  2 

Aus (20) u .a  (2i) 
gleichung 

folgt fiir die Funktion g(z, a) im Bereich D die Un- 

] [ g(z, a) -- Z z - -  S(a)[ <" e~,, 
Bh~, ,Y,, 

woraus folgt, dass in D gleichmgssig 

g(z, a) = lim ~, S'(a) 
, - ~  % ,  N z -  S(a)  (22) 

ist. Damit haben wir wieder unsere friihere Darstellung (I 8) N: 2I fiir die Funk- 

tion g(z, a) gefunden. 
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V.  

IO. ~. 

31. 

Uniformisierung beliebiger algebraischer Riemaunscher Fliichen. 

Es sei 

R (x, y) = o : t~  (i) 

eine beliebige fiber die x-Ebene verbreitete q-bliittrige algebraische Riemannsche 

Fli~che und 

die x-Koordinaten ihrer Windungspunkte. Ferner sei z(x) diejenige frfiher be- 

trachtete polymorphe Funktion, die ihre Windungspunkte unendlich hoher Ord- 

nung in den Punkten (2) besitzt. Each dem Obigen ist x(z) eine innerhalb des 

Hauptkreises 

I z l - -1  : H  

meromorphe Funktion. Dies ist aber aueh mit der Funktion y(z) der Full, die 

erst nach F~ierung ihres Wertes in irgend einem gegebenen I)unkt bestimmt 

wird. Denn jedem Punkt  innerhalb H entspricht ein yon den Punkten (2) ver- 

sehiedener Punkt der x-Ebene, und in einem solchen Punkt  is~ die Funktion y(x) 
meromorph. 

W~hrend x(z) eine automorphe Funlction der zur Funktion z(x) gehSrigen 

Fuchsschen Gruppe 1" vom Gesehlecht Null ist, ist y(z) eine automorphe Funk- 

tion fiir eine Untergruppe F yon I', deren Index gleich q und deren Geschlech~ 

gleich dem Geschlecht p der Riemannschen Fl~iche (I) ist. Als Fundamentalbereich 

yon F kann man ein Kreisbogenpolygon B w~ihlen, welches aus q Polygonen 

des zu 1" gehSrigen Netzes zusammengesetzt ist. Das Funktionenpa~r 

x(~), y(~) (3) 

vermittelt eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den Punkten yon 

und R,  vorausgesetzt, dass die mit einander kon.iugierten Randpunkte yon 

als identisch angesehen werden. 

Handelt es sich z. B. um die hyperelliptische Fli~che 

y~ = ( x -  x , ) ( x  - ~ )  (x - .~n~ l), 
47--3298. Acta  mathemali,  ca. 59. Imprim6 lo 14 juillot 1932. 
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so erh~lt man einen Fundamentalbereich fiir die zugeordnete Gruppe I;, wenn 

man den Fundamentalbereich B yon I" mi t  dem Bereich 2~(B) vereinigt, wo 2" 

eine beliebige erzeugende Substi tution von I', z. B. ~,, bezeichnet. Die Erzeu- 

genden yon F sind dann 

z?~z~, zT, ( i - -  ~, 2, . . . , , -  ~) 

und die inversen Substitutionen. 

32. Es sei jetzt  F(x,y) eine beliebige rationale Funkt ion  auf  R.  A l s  

Funkt ion  yon z 

/~' (x, y) = 1" (z) (4) 

ist sie meromorph fiir I z ] ~  I u n d  eine automorphe Funkt ion  yon I'. 

dieselbe einen kusdruck  zu finden, bilden wir die Funkt ion 

Um fiir 

G (z) = F (z )g (~) ,  (5) 

wo g(z) die in N: 18 definierte F u n k t i o n  g(z,a)bezeichnet, welche eine auto- 

morphe Funkt ion der friiher mit  F bezeichneten Untergruppe yon F i s t .  Es seien 

z , ,  z , ,  . . . ,  z ,  (6) 

die endlich vielen Pole yon F(z) im Bereich /~. Wir  nehmen der Kiirze halber 

an, dass sgmtliehe Pole einfach sind. 

Wir  wiihlen ferner a yon den Punkten  (6) versehieden. Dann ist (5) eine 

mit  lauter einfachen Polen behaftete Funkt ion,  die ihre Pole in den Punkten  

und 

~(z~) (~:= i, z . . . .  ,~)  (7) 

S(a) (8) 

hat,  wo S die Substi tut ionen yon /~ und S-diejenigen yon F durchl~uft.  

Wir  schreiben zur Best immung der Residuen der Funkt ion (5) in den Polen 

(7) die Substi tution S in der Form 

w o m  den Index yon S-bezeichnet. Naeh (2) in N: 17 ist dann 
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.q(**) 
a(a ( , , ) )  = g (Tm(**) )=  + 

2~ri 
w o  - -9o ' (a )  

Ist nun r~ das Residuum der Funkt.ion F(z)im Pole z~, so ist das Residuum 

derselben im Pole S(z~) nach N: 2I gleich r~S'(zz). Somit ist das Residuum der 

Funktion (5)im Pole S(za) gleich 

_ 
I + mo~ g(z~.) 

Well ferner das Residuum der Funktion g(z, a) im Punkte S(a) gleich 8'(a) 

ist, so ist dasjenige yon (5) gleich l';S-'(a), wo I"~ ~ F(h;(a)) einen von den q 

zu x(a) gehSrigen Werten yon F(x ,  y) bezeiehnet. 

33. Es sei nun wieder D ein Bereich im Innern yon H,  der kein~n Pol der 

Funktion (5) enthi~lt. Um fiir die Funl~ion (5) in D einen Ausdruck zu findeu, 

welcher dieselbe mit einer vorgeschriebenen Genauigkeit darstellt, nehmen wir 

zuerst an, dass kein P o l d e r  Funktion (5) mit irgend einem Eekpunkt der Poly- 

gone zusammenfitllt, oder was dasselbe ist, dass die Funktion F(x, Yi in den fiber 

die Stellen (2) liegenden Punkten der Riemannschen Flgehe endlich bleibt. Wir 

kSnnen dann ohne Einschritnkung annehmen, dass der absolute Wert  der Funk- 

tion (5) auf den Polygonseiten des Netzes yon F ein endliches Maximum M hat, 

weil man andernfalls die Polygonseiten einer Abiinderung unterwerfen kSnnte. 

Weft das Maximum yon g(z) auf Lh fiir h-~ oQ gegen Null konvergiert, und 

I F(z) l -<--- M, so konvergiert auch das Maximum yon G(z) dabei gegen Null. Wie 

in N: 19 folgt daraus, dass der absolute Wert  des Integrals 

f V(~) d~ 

Lh, .N 

auf der Kurve Lh, iv bei hinreichend grossen Werten der ganzen Zahlen h und 

N kleiner als eine beliebig vorgeschriebene positive Zahl ~ wird. Sind die 

genannten Zahlen zugleich so gewghlt, dass die Linie Lh,,r ausserhalb des 

Bereichs D verlaufen wird, so kann man die Cauchysche Integralformel anwen- 

den und erhgl~ fiir die Punkte z yon D die Gleichung 

- -  __ ...... ~------ __ " < e ,  (9) 
Lh, lvZ--- S(Za) Lh,,vZ-- S(a)l- 
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wo die beiden Summierungen fiber die Gesamtheit der innerhalb der Linie Lh, ~. 

liegenden Pole 

S(z~) bzw. S-(a) 

zu erstrecken sind. 

Ffir ~ ~ o ergibt sich aus (9) ffir die Funktion (5) in .~edem Punkt  inner- 

halb des Hauptkreises eine bedingt konvergente Reihe, die wir kurz 

G(z) = z - - r z ( ~  ) -  + z-F~'~S[ '-(a)- (Io) 
z -  S(z~) z -  S(a) 

schreiben wollen. 

hus  (5) ergibt sich fiir die Funktion F(z) der Ausdruck 

F(z) = G (z) ( I I) ' 

der die gegebene automorphe Funktion /"(z) yon I: Ms Quo6ient zweier bedingf 

konvergenter Reihen darstellt, yon denen die im Nenner stehende Funktion g(z) 
yon der Funktion F(z) unabh~ngig ist. 

Wir haben oben angenommen, dass die Funktion F(z) in den Ecken der 

1st dies nicht der Fall, so kann man G(z) durch die Polygone endlich bleibt. 

Funktion 
n-~ 1 

8(~) ~-- G(Z) HI (X(Z)--Xi) ~i ( I 2 )  

i=1  

ersetzen, wo die ganzen Exponenten ).i ~ o ste~s so gewiihlt wcrden k5nnen, dass 

(12) in den Eckpunkten endlich ist. Men kann jetzt die Funktion G(z) sowie 
n-[ 1 

die Punktion g ( z ) l I ( x ( z ) - x , )  in eine bedingt konvergente Reihe der Form (IO) 
i=1  

entwickeln. Aus 

= 
ii:(i 

I I  (x (z )  - xi) 
i--1 

ergibt sich dann wieder fiir die Funktion F(z) eine Darstellung als Quotient von 

zwei bedingt konvergenten Reihen. 


