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RECHERCHES SUR LA METHODE DE GRAEFFE ET LES ZEROS 
DES POLYNOMES ET DES SERIES DE LAURENT. 
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CHAPITRE II[. A p p r o x i m a t i o n s  et  ~valuat ions  des rac ines  d~pendant  
des d~viat ions.  

w 8. S6paration des racines pour les cSt6s simples du diagramme. 
(Deuxi~me th~or~me fondamental . )  

3 2 . Dans  ce qui sui t  nous  ~llons fai re  usage du ~h~or~me clussique de 

Rouch~ : 

Soient f(z),  g (z) deux fonctions holomorphes ~ l'intdrieur et sur Iafronli~re d'un 

domaine e et supposous que sur la fro~ti~re de e on a partout: If(z) l > ] g ( z ) l .  

Alors les deux fo~wtio,s f (z) ,  f ( z )  + g (z) possOdent 5 l'interieur de G le mOme hombre 

de racines. 

Bien que ce th~or~me appar~ienne s 1~ thgorie  des fonct ions  ii est pour  le 

c~s de polyn6mes une consequence directe du thdor~me sur lu continuit~ des 

r~cines d 'une dquation alg~brique en fonct ion des coefficients. I1 suffit en effet 

de faire  crol tre  t de o s i dans l 'expression 

f(~) + tg (~) 

en t enan t  compte du f~it  que cet te  expression reste  diffgrente de zdro sur 1~ 

front i~re  de G pour  chaque t, o ~ t ~= I. - -  On ne sort  donc pas du domuine de 

l'~lg~bre ~lgmentaire en u t i l i sant  le th~or~me de I~ouchd pour  le cas des dquations 

polynomiales.  
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33. XVI.  Deuxieme th6oreme fondamenta l .  Supposons que la s~rie de Laurent  

or 

(33 ,0  f ( z ) =  ~ a , z  ~ 

poss~de une couronne circulaire de eo~vergence. Soit 

2F/-o~6,357 355 6 2 7 ' ' '  

la racine positive de l'dquatfon 

et 

-- 5 M ~ "  8 M - - 4 - - o  

Oo --  4 M  ~ = 1,918~ . . . ,  n ~ o - - l ] / o _ _ q  0 ~- M o q o  __ I - - 5 , 8 4 I  . . . .  

Le polynome 

(33 .2 )  ~ (~) = 2 M r  ~ - -  (~I  ~ + ~ + 2) Q + ~ + 

poss~de pour M >  M o deux racines positives difl~rentes z~(M), ~.~(M) avec 

M 
(33, 2~ I < ~1 (M) < Po < ~ ( M )  < .. . . .  

2 

Supposons maintenant que l'on ait pour un entier q: 

(33, 3) aq-1 aq ~= o, M = M/in (Dq, ~q-~) > M o. 

A. f ( z )  poss~de une seule racine simple ~o dans la couronne circulaire 

I Z 
(33,4) ,~ ( ~  < I a~-l/aq I < *~ (-~)' 

et l'on a 

(33,  5) aq-~/a~ q- I ~ ~1 (]~) - -  I, I ~0 "~ I ~ ~1 (M)  --  I. 

E n  particulier ~o est pour 

eulaire 

(33,4 ~ ) 

et l'on a 

M > M o la seule racine eontenue dans la eouronne cir- 

qo 
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I I ~176 laqlJ~ I $~ -~ I < - -  -t- I < - - "  (33, 5 ~ aq-~/aq = ~[ '  ~o = M 

I3. Paur 

(33, 6) M >  3 + V~3 -~ 6,605 5 5 . - .  

~o est la seule racine de f ( z )  situde dans la couronne circulaire 

I 

(33,7) M = 2 

2 

et pour 

(33,s) 

o n  a n z ~ ? n e  

(33,9) 

M >  5 + ]/7]3 __ 6,772 o o . . .  -~- 211r 1 
2 

aq--1/aq ~ I + ~--'M 

C. Si  f (z)  est une sdrie de Taylor sans racine it l'origine, f ( z )  possOde sous 

l'hypoth&e M >  M o du moins q racines et ~o est la q-iOme de ees racines tangles 

dans l'ordre des modules croissants. 

34. Avanf  d 'aborder  la dgmonst ra t ion  de XVI ,  nous allons d~duire quelques 

propriStSs de ~(Q) comme polynSme en Q. 

Le diser iminant  de !/' (0) est 

D ( M ) = M * - - 6 M 3 - - 3 M ~ +  4 M +  4 ~- (M --  I) (M 3 -  5 211r2-- 8 M - -  4) 

et poss~de une seule racine positive > ~: 

2]/0==6,357 355 627 . . . .  

Done  ~(0) possgde pour  M = M  o une racine double 

Qo= 4 M  ~ - -  1 , 9 1 8 0 " "  ' ,  

pour  laquelle on a 5videmment  

QO2 - ~ 0  + I  

2 

Pour  M > Mo, F (Q) possSde deux racines positives diff~rentes ~1 (M) < ~.z (M) pour  

lesquelles (33, 2~ est faci lement  verifi~e. 



160 Alexandre Ostrowski. 

En effet on a en subs t i tuant  duns 9~(e) les expressions de eo et  eo 2 par  M o 

et en o rdonnan t  suivant  les puissances de M 

- -  4 Mo 9. (eo) = (3 /0  - -  I)(J]/[o - -  2) M 2 - -  (3 Mo2 + 7 Mo - -  2) M + 2 (Mo 2 + Mo + 2).  

Or, pour  M - -  M o, ~v (Co) devient  o. Done  le p o l y n 6 m e  de droi te  eont ien t  le f ae teur  

h i - - M  o et l 'on a 

4 M  o ~0 (Oo) _ (Mo - -  1) (M o - -  2)211 - -  2 M ~  + M o + 2 
M-- Mo Mo 

Mais 2 Mo est 6gal ,~ 8#o < 16, tandis  que pour  M > M  o 

( M o - - I ) ( M o - - 2 ) M  e s t  > 1 2 0 .  Done, on a f ( e o ) < o  pour  M > M o  et  eo est 

situ6 entre  , , ( M )  et  *.2(M). E t  I < , I ( M )  r6sulte de f ( I ) =  2 M - - 2  > o. 

P ou r  obteni r  quelques l imites pour  %(M) et  %(M) ealeulons les expressions 

= - - > 0 ,  
2 

4 
1 +  = 4 + 3 / > 0 .  

2 M 
D o n e  on a en  tou t  cas, puisque I + ~ < q o < - - :  

Jvl 2 

2 M 
(34, I) I + ~ < %(M) < ~ . , (M)<  -- '2 

D 'au t re  par t  on a 

--29~ - -1  = - - 6 M - - 4  

et  l 'expression de droi te  est positive pour  M >  3 + ] / ] 3 ,  done: 

M M 
(34, 2) % ( M ) < - - - -  I < % ( M ) < - -  

2 2 
(M > 3 + ] f~3  6,6~ 55 . . . ) ;  

et enfin, puisque 

2 (M ~ - - s M - -  i2) 
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est o pour M ~ M ~ = 5  + V7-3 et reste posit if  pour  M > M ~ :  
2 

( ) (34, 3) I + ~ < % ( M ) <  I + 4 M >  5 +1() -3__6,772oo . 
M 2 

35. Au polyn6me 9~(z) se ra t taehe  l 'expression 

e i 

(35, ,) s(o) = ~ My + 2; e ~ '  

I 
eonvergente  pour  M >  I, ~ r  < q < ~[" En somm~nt, on a 

e ~ I 
(35,2) S(e) M - -  e M e - -  

On verifie tou t  de suite lu relat ion 

(35,3) S - -O  . 

D 'au t re  part,  en calculant S ( q ) -  (Q-  I), on a 

2.Me ~ - ( M  s +  M +  2) e +  M s + M  
s ( e )  - ( e  - ~) = e ( M e  - -  ~ ) ( M  - -  e )  ' 

done d'apr~s (33,2): 

e 
(35,4) S ( e ) -  (e -- i) - - (]~e  -- I)(l]/[--e) ~ (e)" 

En ~erivant (35, I) sous la forme 

= e ~I 

on voit  que S(e) ero~t pour  e > I avee Q, les dGrivGes des sommes entre p~ren- 

theses ~ a n t  alors positives. D 'au t re  par t  il r~sulte de (35, 3) pour  e > I: 

Done, on a pour  I ~ e ' < M ,  ~ = < ~ <  

(35, 5) S(0) G S ( 0 ' )  ( I  ~<q' < M, I G ~ G r  
\ r I 

21--39615,  Acta ,mathematica. 72. Imprim6 le 24 avril 1040. 
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D 'au t re  par t  il r6sulte 6videmment  de (35, 4) et (34, 2~ pour  M = M ~ ,  Q =  I + 4 y ~ : :  

(35,6) S ( I  + % )  - 4~" M1 

On a enfin en posant  Q = , , ( M )  en (35,4), d'aprSs (35, 5): 

M G  (M) - ~) = MS( .~  (M)) <= S(eo)M = 

e~o M 

M - -  Qo 

M ~ ~oMo + Mo 

+ MOo--~ < S f o - ~ L  i o e o - - ~  

Tn 0 
(35,7) ~(31)  < I + ~ "  

36. Passons  ma in t enan t  's la ddmonst ra t ion  des part ies A, B de XVI .  En 

divisant  f ( z )  par  z q-1 on fa i l  q = I. En remplagant  z par  --a_0 z' et en divisant  
al 

f ( z )  par  - - a  o on ram~ne le cas g6n6ral '2 celui off 

(36, I) ao = - -  al = I, 

et  l 'on peut  supposer  dbs le ddbut  que les re la t ions (36, I) soient satisfaites.  

a alors pour  f ( z )  

I f ( e )  - -  ~ - ~ + R _  (~.) + I~+ (~), 

(36, 2) -1 

Or, en ver tu  de 

1~1 -~ ~ M, Do = Ro > M, D~- -  B~ 

On 

puisque les R~ vont  en croissant,  il v ient  

I (V > 0); i ~ , >  M (v > 2). R I = I  ; R ~ < t t - -  M = ~ = 

Appliquons la seeonde des formules  (I 5, 5) ~ l ' indice principal  o ,  1 = o e t  ~ chaque  

v < o. On obt ient  

I 



Recherches sur la mdthode de Graeffe. 163 

D 'au t re  par t ,  en appl iquant  la premiere  des formules  (I5, 5) s l ' indice pr incipal  

n ~ I  et  v ~ 2  on a 

]a~]  _-< , ~ - 1  (v _>- 2).  

I 
On a done pour  [ z [ - - r  # = ~ <  t~ < M, en t enan t  compte de (35, I) et  (35,2): 

I 
(36,3) IR-(~) + R+ (~)1 < s(e), M - - , < q < M .  

Po ur  pouvoir  appl iquer  le thdor6me de Rouchd a f(z) cherchons les cercles [ xl  = (~ 

sur lesquels on a: 

(36,4) I, - ~ 1  > IR-(~) + R+(~)I, I~ l=q.  

P o u r  I < 0 < M il suffit dvidemment  de soumet t re  q ~ la condi t ion suivante 

(36, 5) # - -  I > S (Q), I < 0 < M. 

P o u r  tt < Q < I il suffit d 'assurer  la rdlation 

- e > s (~). 

I 0' Or, posons r ~ w ,  off I < < M. Alors la dernibre condi t ion devient  
e 

i (;,) 
I - -  ~ >  S 

Q 

ou bien en mul t ip l iant  par  q' et en ut i l isant  (35, 3) 

O ' - -  I > S(0t) .  

Done on obt ient  les Q situ~s entre  tt et i en p renan t  les r~ciproques des solutions 

de l 'in~galit6 (36, 5). 

Or, l ' in~galitg (36, 5) est dquivalente ~ q~(q)< o, donc 

(36, 6) v~ (M) < e < ~,~ (M). 

f(z) ne poss~de donc pas de zdros dans les couronnes cireulaires 

I < [ Z [  < I 
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En partieulier pour M > M o (36, 6) est satisfaite pour 0 -- ~,, (M) --  e pour chaque 

e >  o suffisamment petit. I1 en r6sulte (36,4) pour 

0 -- z,_, (M)  - -  e e t  0 ~.2 ( M )  - -  e 

D'aprbs le th6orbme de l~oueh6 f ( z )  possbde done duns la eouronne eireulaire 

. ~  ( M )  - - ,  
< I~1 < ~ ( M ) -  

au tan t  de raeines que z - - I ,  e'est-?vdire une. I1 en rdsulte que f ( z ) p o s s b d e  

pour M > M  o duns la eouronne circulMre (33,4) exaetement  une racine t0, et to 

�9 est mgme situ6e duns 

(36,7) %(M) > I z l  > 
= = ~, (M)' 

- -  en particulier, il rdsulte de (33, 2~ que to est situ~e duns (33, 4~ 

Pour  to on ob~ient de (36,2), (36,3) en posant  [~o[=Q:  

(36, 7 ~ I ~ o - ,  I --< I ~ - ( ~ )  + ~ +  (,o)1 _-< s(~) ,  

done, eu 6gard "~ (35,5), (35,4) et 's la relation I < < ~1(2]/) ~ ( M )  = e = 

(3 6 , 8) I t0  - -  I I ~ S ('t- 1 ( I l l ) )  = '~1 (2~I) - -  I ,  

ee qui est 6quivalent ~ la premibre des relations (33,5)- La  seeonde de ees 

relations s 'obtient  en appliquant  la premibre ~ l '6quation 

(33, 5 ~ r6sulte de (33, 5) en tenant  eompte de (33, 7). 

37. Si l 'on fair ma in tenan t  l 'hypothbse (33,6) il suit de (34, 2) que (33, 7) 

est situ6e dans (33,4) et t0 est alors la seule racine dans (33,7). 

Sous l 'hypothbse (33, 8) il r6sulte de (36,7 ~ pour • = I + 4re 

(37, , )  MIr i 1 <  (~ + 4 ~ ?  + - -  - -  = 2 (i + ~ ,~  (r,)) 
I--tt(I + 4 g )  (I + 4 t ~ ) - - f f  

oh 

3+ 25~t + 36~ 2 
B (~) = I + 2/z --  7 t z'~ --  12 ~3" 
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i 5 + l : ~  
Or. on u pour  # < # l - - - ~ ,  M I =  

�9 d~.l 1 2 

dB(#)  _ 19 + II4r  + 355 t t~ + 6OO/.~ + 4 3 2 #  ~ > O, 
dt t  ( t § 2 tt - -  7 td - -  12 !P)'~ 

done B( t t  ) < B(!,I). Mais d'apr6s (35,6) on a 

~ s (~ + 4 m) = 2 (i + ~ B (s,)) = 4, 

done B ( t q ) -  I - 3 1 1  et (33, 9 ) r 6 s u l t e  de (37, ~). 
tti 

P o u r  d6mont re r  enfin lu purt ie C. du th6or&me XVI,  supposons q u e f ( z ) s o i t  

une s6rie de Taylor.  Alors lu discussion pr6e6dente s 'upplique g 2--q+lf(z) et 

l 'on peut  snpposer f (z )  d'uvoir  lu forme suivante:  

f(~) = ~ - 1 _  ,~ + ~ - 1  R _  (~) + ~*~-~ R+  (~), 

off l ' in6galit6 (36,4) est vulable pour  0 =  0o. Done, on a pour  I ~ 1 - o 0 :  

I zq  - -  Zq--I I > I Zq--i  t ~ - -  (Z) J~- Z q - 1  ~ +  (~)1" 

Done, d'upr8s le th6orgme de Roueh6, f (z )  poss~de duns I-~1 --<- e0 au tan t  de raeines 

que z q - - z  q--l, e'est-~-dire q, et la d6monstra t ion de X V I  est uchev6e. 

3 8. L 'dquut ion f (z)  = o ee r~duit  pour  a, = tt -~ (~ < o), a~= #~ ~ (~ ~ 2), 

a0 = - - a ~  ~ I ~ l 'dquation ~ ( e ) =  o et ne possgde pour  z ! [ =  2110 qu 'une  rueine 

double sur la eireonf6renee I ~ 1 =  00. Done la borne 21/0 duns le thgor8me X V I  

ne peu t  pus 6tre remplae6.e par  une borne plus petite,  si l 'on vent  isoler une 

rueine simi)le. D'au t re  part ,  en fa isunt  tendre  21/ vers M o on volt  ais6ment que 

mo et  Qo sont  les >>meilleures>> eonstantes  duns le thdor8me XVI .  De m~me, 21/1 

est la borne ~>exaete>: des M pour  lesquelles (33,9) est toujours  rulable.  

Du reste, si M est suff isamment g rand  et un des nombres  Dq-1, Dq est ~gal 

m,  on obt ient  des 4valuutions plus pr4eises du th6or8me X X V I  du No. 6I .  

w 9. S6para t ion  s imu l t an6e  de l ' e n s e m b l e  des rac ines .  

39. La  borne M o du th6orbme X V I  pent  gtre ubuissde si l 'on suppose que 

routes les d6viations du diugramme de f (z)  deviennent  suff isamment  grandes - -  

ou du moins plusieurs d~vi~tions cons~eutives. Nous  ne t ra i t e rons  iei que lu 

premiere  hypoth~se. 
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Un r6sultut appurtenant. s cet ordre d'id6e s 6t6 d6js signM6 p~r M. u 

Voici l'6nonc6 de M. Valiron dans lequel nous ~vons seulement chang6 les 

notations et la vMeur de la constante, qui contient chez M. Valiron une d6cimMe 

inexacte. D'Mlleurs M. Valiron ne considgre que les s6ries de T~ylor: 

Si nous supposons que, ~t part ir  d'un certain rang, les coefficients a~ sont d@ 
fdrents de zdro, et que l'on air, it part ir  de ce rang, 

(39, i) [ a~a~_la~+ll ~ ~2' ]~> I; 

~ a' p ~  

(39,2) f ( z ) = a , z ~ [ I  + H(k)a(z)], 
ao 

g(]g) = 2Z]~--*" , [~(z)[ < I; 

done si H(k) < I ,  e'est-&dire k > 2 , 1 9 3  3o3 - �9 - ,  les z&'os de f ( z )  sont s@ards par les 

cercles de rayon k R . . . .  

Nous Mlons d6montrer un th6or6me un peu plus pr6cis: 

XVII.  Supposons que la s&'ie de Laurent 
a o  

possOde une couronne circulaire de convergence. En  d&.ig~ant par v = 2,~933o3... 

la racine positive de l'&tuation 

(39, 3) F, 

supposons que toutes les ddviations de f (z ) ,  autant qu'elles sont dSfinies, soient plus 

gray,des que v ~ =  4,8io58 . . . .  Alors pour chaque incli~mison ~um&ique lt~ du dia- 

gramme de Newton de f ( z )  la couronne circulaire 

(39,4) B~ 
V 

eontie~# exaetement une racine simple de f ( z ) ,  et f (z )  ne possOde pas des raeines 

diffdrentes de zdro en dehors de ees eouronnes ~t l'intdrieur de la eouronne de con- 

vergence. 

4o. Ddmonsb'ation. Montrons d'abord que si z e s t  une r~cine de f ( z )  et 

] z ] =  q, e est diff6rent de tous le s  nombres R~v, R~. Comme les hypotheses de 
V 

I Cf" VALIRON (I) pp. 17. 
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I 
not re  th6orbme res ten t  sa t i s fa i tes  si l 'on  remplaee  z pa r  - il suffit  de considdrer  

Z 

les produi ts  R~v. En plus il suffit  de consid6rer  v = o ,  le cas g6n6ral  ce r a m e n a n t  

'~ cehi-c i -en  divisant  f(z) pa r  z ~. En  out re  on peu t  supposer  R 0 =  I e t  enfin 

a 0 = 1, puisque, routes  les d6viat ions 6rant  > I, o est un indice pr incipal ,  done 

ao:#  O. 

Alors  il r6sulte des re la t ions  

])~ _ R , + I  > v2  : 
R,. 

/ ~ > v  ~ (~>o) ;  

Done,  puisque dans  nos h y p o t h g s e s / ? ~ =  ~ -  I 

et pour  v < o :  

/ ~ , < v  2. (v < o), 

, on a pour  v > o  

I 

] a ~ ]  ' --  R . + I  . . .  R - - 1  < V - *  (~+1) 

Done  on obt ient  de l 'Squat ion f (z )= o, en y isolant  a o - - I ,  

I < Z F--~(~+I) Q~ -~ Z v-~r 

donc, si Q ava i t  la va leur  v sa t i s fa i san t  's (39, 3): 

2 <  

Done, aueune des raeines  de f(z) n 'es t  situ6e sur  les e i reonfdrenees 

V 

Montrons  m a i n t e n a n t  que chacune  des couronnes  (39,4) con t ien t  exac t emen t  

une racine (simple) de f(z). I1 suffit  de considdrer  le eas v = o  et  l 'on  peu t  

encore supposer  que R 0 =  I, a o =  I, a - l - - - - I .  Si l 'on  consid~re m a i n t e n a n t  au 

lieu de f(z) l ' express ion  plus gSn~rale 

i ", I t1=<I  + 
Z 
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les hypo~hgses de not re  thdorgme sont  sut isfai tes  et  aueune  racine de 2~(z) West 

situ6e stir les circonf6renees l z l = / / ' ,  I s [ - =  v. Donc, puisque pour  t - - o  n o b e  
V 

I 
couronne  eirculuire eont ien t  exac t emen t  une racine de ~ - - - ,  il en est  de mgme 

z 
pou r  t = I. 

Supposons  m a i n t e n a n t  que z @ o est une racine de f ( z )  situ6e en dehors  de 

toutes  les eouronnes  (39,4). Alors,  si l 'on  a 

V 

on trouve,  en in t rodu i san t  l ' express ion 

~ ( Z ) = t  ~ cl t~z~-I-(( t~.--1%~--1d-a~+a~+lz~+1) d - t  ?_j a~% ~, I t l = < ~ ,  

e t  en fa i sunt  tenclre t eon t inue l l emen t  de I ~ o, que l '6quat ion  

a~_l  z~--1 -~ a~,z ~, a-, a~+lZ~+ 1 ~ o 

u trois raeines  diff6rentes duns la eouronne  cireuluire B~ < I zl < tundis  
Y 

que eette 6quat ion se r6dui t  g une 6quat ion quadra t ique .  

Si d 'uu t re  pa r t  z e s t  sitn6 ou bien g l ' ex tgr ieur  de t o u s l e s  eereles I s ]  - -  R~ 
V 

= S , v  ou bien .i l ' in tgr ieur  de b u s  ees eereles, il suffit  de eonsid6rer  

I 
le second eas, le p remie r  eas s 'y r a m e n a n t  par  la t r a n s f o r m a t i o n  z = ~ .  

Z 

Mais alors f ( z )  ne poss6de qu 'un  nombre  fini de t e rmes  diff6rents de z6ro aux  

exposan ts  n6gatifs .  E t  l 'on  peu t  supposer  d6s le d6but  que f(z)  est une s6rie 

de Tay lo r  
ao 

E a~ Z~ a o =t = O. 

~ 0  

Dans  ce cas f ( z )  poss6derai t  g r i n t6 r i eu r  au  cercle I zl  = R l v  deux rucines 

diff6rentes, ee qui est  impossible,  comme on voit  a i s6ment  en r e m p l u e a n t f ( z )  pa r  

t ' express ion  plus gdn6rale 
co 

et en fa i san t  t ~ o .  
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41. Avan t  d '6noncer  les pr6eisions qu 'on  peu t  a p p o r t e r  au th6or~me X V I I  

duns le eas oh f(z) est  un  polyn&ne, faisons quelques r emarques  sur quelques 

cons tan tes  co r r e spondan t  ~ la cons tan te  v. 

P o u r  deux entiers  ~n, n avec m ~ o _--< n, n - -  m > o consid6rons l ' express ion  

(4 I, I) Hm, n(~t) = ~_a u -~'~. 

Cet te  expression 6 tant  une fonc t ion  m ono tone  de u, si u va  de o ~ ~ ,  l '6qua t ion  

(41 , 2) Hm, n(") =- 2 

possbde exae temen t  une racine posi t ive que nous d6signons pa r  v(m,n). Si pour  

un u posi t i f  H.~,n(u)<> 2, on a 6v idemment  u <> v(m,n). I1 en rdsulte  que 

(4 t ,3 )  v ( m , n ) < v ( m , n + I ) ,  v (m ,n )<v (m- -x ,n ) ,  v(m,n)  < v. 

Soit  2V un en t ie r  posit if .  D6signons  pa r  vlv le plus g r a n d  des nombres  

(41,4)  V(- -  ~7",0), V(- -  -~-1- I, I) ,  . . . ,  V(O, /~7"). 

P o u r  dd~erminer v~ observons  que l 'on a pour  - -  m - =  [ml  > n + I 

dollC 

donc 

u - ( ' ~ + ~ )  ~ - u - ' ~  + H . ~ , ~  (u) = H m + ~ ,  ,~+1 (u) ,  

Hm, n (u) < Hm+i, n+l (u), 

v ( ~ , ~ )  < v(?4~ + I , n  + I) (TYt -I- ~ < - -  I). 

Une consid6rat ion ana logue  condui t  pour  n > ] m [ + I = - -  , ~  ~- I i~ l ' in6gali t6 

v (.~, . )  < v (m - , .  ,~ - -  i )  (m + .  > , ) .  

I1 en r6sulte que pour  N =  2 k, le plus g r and  des nombres  (41,4) est v ( - - k , k ) .  

P o u r  N = 2 k  + I les plus g rands  pa rmi  les hombres  (41,4) sont  v ( - - k , k +  I)--  
- ~ v ( - - k - - I , k ) .  Doric on a duns t o u s l e s  cas pour  nn ent ier  posi t i f  2~ r 

On calcule pa r  cet te  fo rmule  a is6ment  les valeurs  de re, v3, v4, v,~: 
22--39615. Acta mathematica. 72. lmprlm6 le 24 avril 1940. 
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v., = 2 ~'~ - - 4  

V 3  ~ 2 , 1 o 6  9 2  . . . V ]  ~ 4 , 4 3 9  1 . . . 

? ; 4  ~ 2 , 1 9 ~  6 . . . V ]  ~ 4 , 7 9 7  6 . . . 

V 5 ~ 2 , 1 9 1  8 2  . . . ? '2  ~ 4 , 8 0 4 . . .  

v 6 = 2 , 1 9 3  2 9  �9 �9 �9 v ~  - - -  4 , 8 1 o 5 . . .  

en  r 6 s o l w n t  les 6 q u a t i o n s  

i + i + i  I 2 2 2 i 2 2 
- - ~ - 2 ,  - -  + + I = 2 ,  + - + I ~ 2 ,  - -  + + - + I ~ 2 ,  u u u 4 u ~ u u 'a ~ u 

2 2 2 
u ~ + - + - u  4 u + I - - 2 .  

I1 r 6 su l t e  de  (41, 5) que  v2 < % < v~ < . . . .  D o n e  p u i s q u e  v v < v, on a p o u r  

N - +  ~ :  V~v ~ v* ~ v. D ' a u t r e  p a r t  on  ~ 6 v i d e m m e n t  

v = k + l  ~ k + l  

ee qui  c o n v e r g e  ve r s  o p o u r  k- -*ov ,  done  H ( v * ) =  2, v * ~ - v  et  l ' o n  

v2r r v. 

L~ c o n v e r g e n c e  es t  t rSs  r a p i d e .  O n  u p. ex. 

I -v l<2 -5 

S u p p o s o n s  l n a i n t e n ~ n ~  que  f (z)  es t  u n  p o l y n 6 m e  d u  degr6  ~'~ 

= E 
v = 0  

E n  y a p p l i q u u n t  le r ~ i s o n n e m e n t  qu i  n o u s  ~ c o n d u i t  ~u t h 6 o r ~ m e  X V l I  on  p e u t  

r e m p l a e e r  l ' 6 q u a t i o n  (39, 3) p a r  u n e  des  6 q u a t i o n s  

H ~ ,  ~,  (u) = 2 

p o u r  m = < o = < m ' ,  m ' - - m = n .  D o n e  on  o b t i e n t  le r 6 s u l t ~ t :  

X V I I I .  Si la fonction f ( z )  darts le th&r&w X V I [  est un polyn~me du degr~ 

n, les assertions du th&r~me X V I I  restent w'aies si l'on y re~,place v par v~. 
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Duns le eas des 6quutions alg~briques de lu fo rme P ( x ) = o ,  off P(x) est 

un polyn6me aux coefficients r~els, le r&u l t a t  de M. VMiron et le th@or~me X u  

pe rme t t en t  duns beaueoup de eas de reeonnMtre  si routes les raeines de P(z)  

sont  r6elles. I1 suffit 6videmment  pour  eelu que ee erit~re soit upplieuble ou 

bien uu polynbme P(z) ou bien g une des t runsform6es de Grueffe de ee polyn6me. 

E t  si P(z) ne poss~de que des rueines rdelles aux modules diff6rents, ees erit~res 

sont  toujours  upplieables uux trunsform@es de Grueffe de P(z)  g purt i r  d 'un  

cer ta in  rung. 

w IO. S 6 p a r a t i o n  de s  g r o u p e s  de r a c i n e s  en  f o n c t i o n  des  d 6 v i a t i o n s .  

42. D6mont rons  d 'abord  le lemme suivunt:  

XI X .  

(42, i) 

Soit 

0~ ~o - -~ ,  I ~ 1 ~  ~ (~ < o), I ~ 1 ~ #  ~ (~ > o), 

I I 

(4:, 2) 9 > ~ = ~ > o  

Soie~t %, %, % < ~,2 les dcux raci~es de l'dquation 

(42, 3) ~(~)  ~_ ~:~ 3 + M - - ~ + M = o .  
2 

Alors f ( z )  ,/a pus de raci,~es dans la couro~,~e circulaive % < [ z [ <  % ct l'o~. a 

(4 2 , 4) 2 < % <  - < ( 2 + 9 # ) < 3 < - - <  - -  < 
i - -  3tt  3 

< % ~ . _ m _ _  M - -  I 

D~monstratio,. %, % sont  r6els, puisque pour  M >  9 

(3____+2 M )  2 - -  4 2~[ -= ( 3 I - - I ) ( 2 1 / / - - 9 ) > 4  o. 

Cu!cu lons  ~)(2 -t- 9 # )  e~5 ~.* (2) : /p (2) = I > O, 
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~3(2 t-9tt)= (2+ 9/*) 2 -  ( 3 - + ~ ! )  ( 2 +  9 / ~ ) +  M =  ! g t f -  I)2(I8 ~f_+_7)< o. 

Donc  2 < % < 2  + 9 / * < % .  
M + 3  

En ver tu  de .~ + % - -  il en r6sulte 
2 

Les re la t ions  

M i M - -  i 
% < 9 / *  < z.2 < . . . .  

2 2 2 

]~[ M 3 M I 
2 + 9 / * < 3 <  < - -  < . . . . .  9 / *  

3 2 2 2 2 

I 
r6sul tent  i m m 6 d i a t e m e n t  de /* < - ,  M > 9. 

9 
% % M 2 

donc aussi  pa r  M - -  3 ~ M - -  3 I - -  3/* 

2 2 

Donc  , , ,  4.2 sont  s6par6s pa r  - -  
M - - 3  

Enfin 
I - -  3 / *  
- -  < 2 + 9/* r6sulte  de 

2 < (2 + 9 # ) ( 1  - -  3 [z )  = 2 + 3 / *  - -  27/* ~, e t  l e s  r e l a t i o n s  (42, 4) sont  v e r i f i 6 e s .  

Soit  m M n t e n a n t  z une racine de f ( z )  avec I < l z l = Q  < M. n sui t  a lors  

de (42, I) en isolant  ao = I :  

- - 1  ar 
I 0 . 

Donc en mul t ip l i an t  pa r  (e - e ) .  

e.a 3 + MQ + M >  o, et Q ne s6pare pas  zl, %, 
2 

Pour  M - + ~  on a %- - ,2 ,  % - - + ~ .  n o n c ,  

n ' a  pas de rueines dans la region Iz[ > 2. 

C. Q. F. D. 

si a , = o  pour  t ou t  v > o , f ( z )  

43, De X I X  r6sulte  imm6d ia t emen t :  

XX.  S o i t  
ar 

e t  s u p p o s o n s  q u e  p o u r  u n  e n t i e r  p on  a i t  

(43, i) D v - -  Rv+l - M >  9- 
By 
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Alors F(z) 

(43, 2) 

~ C  possOde pas de racines dans la couronne circulaire 

B1, Ti < [z[ < R,+I, 
T 1 

ole *l a la mOme signification que dans le thdorkme X IX ,  et est = 2 pour D v - -  ~ .  

En effe~ p e s t  un indice principal  du d iagramme de F(z) ,  donc bp ~ o. MMs 

alors, si Rp > o, X X  s 'obt ient  imm6dia tement  en ~ppliqu~nt X I X  ~ la fonc t ion  

F(i%z) 
f (~)  - b~ ~ , '  

en posant  M - - D p  e~ en observan~ que 

T 1 T 1 

P o u r  R v - - o  on applique 1~ remarque  ?~ la fin du No. 4 2 ?~ 1~ 

I 
z -~ F(z). 

44. )~ l 'aide de X X  on d6montre  aisSment le thgor~me suivant:  

XXI .  Soit 

(44, I) f ( z )  = ~_ja.z  ~ 

fonc t ion  

et supposons que pour deux entiers q, q' (q < q') les ddviatious Dq, Dq, soient ddfinies 

et que 

(44, z) :Min (Dq, Dq,) = ~I  > 9. 

Alors f ( z )  ne possOde pas de racines dans les couronnes circulaires 

(44, 3) ~l Rq < iz l  < Rq+~, ~rl Rq' < [z[ < Rq'+l 
T 1 T1 

et poss~de exactement n -  q ' - - q  racines daus la couronne circulaire 

(44, 4) Bo+t ~ l z l  ----< ~ _n~,, 

or ~1 a la mOme signification que darts le thdorOme XX. i 

Cf. le thdor~me de M. Valiron cit6 dans l ' introduction,  



174 Alexandre Ostrowski. 

Ddmonstratiom Puisque /)q eg Dq, existent  eg song > I, les indices q, q' 

song des indices principaux et l 'on peut supposer d~s le d6but que q = o, q ' =  n 

- -  il suffit darts le eas contraire de diviser f(z)  p~r zq. Posons alors 

(44, 5) 

a o + " "  + a ~ z  n ~ P ( z ) ,  

- - I  aO 

' ~ = 1 ~  , v = n  + 1 

et consid6rons la s6rie de L~uren t  

(~) - P(.~) + t R +  (~) + t R _  (~) 

qui devient f (z)  pour t = I. 

Si l 'on suppose 
{t{__< ~, 

l 'hypogh~se (43, I) du thgor~me XX reste sugisfaite pour p =  [ eg p = n  + 1, 
donc j~(z) ne poss~de pus de rucines dans les couronnes cireulMres 

(44, 6) ~:*/Ro < I~1 < R,_, ~11~ < I~1 < . . . . . .  R . + ,  
T1 ~ 1 

eg le mSme est vrai en purticulier  pour f(z). 
Si l 'on varie maintenang cont inuel lement  t de muni~re que [t{ reste =< I, 

le hombre des rucines de f ( z )  situ6es duns la couronne circulMre 

(44, 7) R~ __< I z l  =< ~, ~,~ 

ne change pas puisqu'uucune des racines de ft(z) ne peut  passer les couronnes 

(44, 5). Donc le hombre des racines de ft(z) duns (44, 7) est ~gul ~ ce hombre 

pour t = o ,  c'est s dire au nombre des racines du polyn6me P(z) duns (44, 7). 

Or, duns le cas du polynSme P(z) on a ~videmmeng D O = / ) ~  = ~ ,  donc les 

couronnes (44, 5) remplisseng tou t  l 'ext6rieur de (44, 7), suuf le point  fi. l 'origine. 

Mais le point s l 'origine n'esg pus lui non plus une racine de P(z), puisque 

aq = ao ~ o. Donc gouges les ~ racines de P(z) song contenues duns (44, 7) eg 

le hombre des raeines de f (z)  dans (44, 7) esg exactement  n, C . Q . F . D .  

45. Reprenons les notut ions (44, 5) eg les hypotheses que nous uvons intro- 

duites au cours de 1~ d6monstrugi0n du gh~or~me XXI .  D6signons les racines 
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du polynbme P ( z )  par Yl, . . . ,  Y,* et soit ~ une des n racines xl, x~ . . . .  , x~ de 

f ( z )  duns la couronne circulaire (44, 7). On u d'aprgs (15, 5) et (44, 2) pour les 

coefficients a, de R _ ( z )  les rel~tions 

t/0 

et pour eeux de /r (z) les relations 

Done pour I~l=e, 

=< (#/q)-~ 

[ I < l"F" 
__B~ < q =< z, flu, 
T 1 

_p (~) = - R _  (~) - -  R+ (~), 

t + I"~,, I e " E  [ " e l ~  < I P ( ~ ) I - - < I a ~  e I \ R n !  = 

_ F*~, ( I . , , 1r  I~ol)- ~ I"ol ~,  (,"'1)" + I ",~1 r ~ (t'~,) ~ I_FtT1  
�9 = 1  ~ = 1  

Or, en posant 
4 

( 4 5 ,  I )  .... ~t'tTl - = 4, ~l - -  3I,  
I - - t t  ~1 I @ 4 

on ddduit  de l 'dquation (42, 3) pour v 1 immddia tement  que 4 est la plus petite 

rueine de l 'dquation 
M4~ (3 + M) Z 

+ I = O ,  
( , + 4 ) "  2 ( i + 4 )  

42 4 + 2 t t  
- -  - -  O .  

I - - #  

L'expression de gauche devient  pour 4 = 9 2 t t: 

I ~t ( I __ 9 t t ) ( i O  __ 9 / t  ) 
4 I - -  

I 
ce qui est ndgat if  [)our tt < 9; done 

(45, 2) Z < 9,u. 
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9 I P(r ~ # ( l a . l r  ~ + lao I). 

D'autre  par t  on a, puisque o et n sont des indices prineipaux,  

(45, 3) 

et en divisant  par  l a~l: 

l ao] = R t  Rn < R '~ 
I 

a ? l  I * " " = r~ ~ 

(45, 4) f i  9 9 R,~. . 

Enfin, on a pour  les modules des racines y+ de P(z )  aussi des indgalitds 

T 1 

puisque P(z)  est dvidemment  un eas part iculier  de f (z ) .  Done par le mSme ealcul 

If(Y+)l ~ I R- (y . )  I + II~+ (y+)l ~ + I.ol), 

et l 'on a en revenant  aux hypotheses  g6n6rales de X X I :  

Corollaire au th&r~me XX[ .  Sous les hypoth&es du th&r~me X X I  d&ignolz8 

par  x, ,  ~, = I, . . . ,  n les racines de f ( z )  duns la couromw circulaire (44, 4), par  

P(z )  le polyn6me 

(45, 5) P(z )  = a q  -b aq+lz -4- . . .  q- aq, Z n 

et par  Yl, . . . ,  Y,, les n racines de P(z) .  Alors on a 

(45, 6) I P(~.)I  ~ 9t,([ ar I q n § I~l ) ,  
2 

(45, 7) If(Y,)[ < 9 t t ( [aq ' [Qn+ laq]), 

(45,8) + , , =  
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w ~ ~. Une 6valua t ion  du p r o d u i t  des r ac ines  p o u r  M > 9. 

46. Sons les hypothbses du th~or~me X X I ,  c'est-g-dire pour  M > 9, nous 

allons d~duire de la formule de Jensen  des bornes assez prdcises pour  le module 

dn prodnit  des racines de (44, I) contennes duns (44, 4). Toutefois,  d~s qu 'on 

pourra  supposer M >  I8,5, les dvaluations r&u l t an t  dn troisi~me thdor~me 

fondamenta l  seront  plus pr~cises. 

Ell introduisan~ la nota t ion 
2~ 

(4 6 ,  I)  ~})~r (") = 2 ~ / l g  I q D ( r e i a ) l d ~ L  
/ i P  

0 

on pent  6crire la formule de Jensen  de la fagon suivante 

(46, 2) ~)~,, ('9 = lg ]~ (~ + " lg r --  lg I & . -  �9 z~ I, 

off q~(z) est suppos6e d '&re r6guli6re dans I zl ~ r, J ( o ) ~  o et & . . . .  , z.  sont 

routes les raeines de ~ (z) dzns I z I ~  r. 

Si l 'on suppose que ~p(z) est r6guli6re duns le domaine I z [ ~  r, y poss6de 

seulement  les raeines &, . . . ,  z~ finies et ~ ( ~ ) ~ o ,  on ddduit  de (45, 2 ) e n  

I 
remplaq~nt z par  - :  

z 

(46, 3) ~J~v, ( r ) = l g  I W ( ~ ) I - - "  ]g' " + lg" I < . . - & l .  

Enfin, pour  ~p ( z ) =  z l:, on a 

(46, 4) ~ k  ( , ' )=  )~ lg r. 

Soit  ma in tenan t  f (a )  une sdrie de Lauren~, r6gulibre e{ sans z6ro dans la 

eouronne eireulaire q, ~ I z l <  e.,. On pent  alors reprdsenter  f (z )  par  

f ( z )  = g; (z) ~p (z) z k 

o~ ~ (~) est r~a'nli~re pour I~l --< {}~ et q~ (o) # o, tanais  que ~ (~) est r~guli6re pour 
Izl ~ r et ~ ( ~ ) |  o, et k est un nombre  entier. Alors, si /q et k~ ddsignen~ 

resp. les nombres de racines de ~(z) duns I z I =~ (~ et ~p(z) duns I zl ~ r on a 

d'apr~s (4< : ) - - (46,  4) 
~,~ ((,,,) - ~)~,~, (~,,) = ~ ]g ("~, 

1 Cette  no ta l ion  qu 'o npour ra i t  confondre  avec celle de ma jo ran te  n e w t o n i e n n e  ne sera empolyde  
que duns ce w 

23--39615. Acta  mathematica.  72. Imprim6 le 30 avrll 1940. 
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~+ ( e ~ ) -  ~ (~) = - ~, lg  e_~, 

QI 
done 

(46, 5) ~/(Q~) - -  ~/(Q~) = K~ lg Q~, 
Q1 

off /(1 = / q  - -  k~ + / c e s t  u n  n o m b r e  en t ie r .  

O n  en dddu i t  a i s & n e n t  le t h 6 o r ~ m e  su ivan t :  

X X I I .  Soit f ( z )  une fonction r~guli&e et uniforme dans la eouronne circulaire 

q, <= [z I <= Q., et soit (z~ . . . .  , z,~) l'ensemble de ses racines dans cette couronne. 

Alors on a 

ej_lglz~.., znl (46 ,  6)  ~l~/(q2) - -  ~f)~f (e l )  = K l~  O~ e l  

o~t K est un hombre entier. 

Ddmonstration. E n  effet ,  po sons  

/i( 
Alors  il r~sulte  pour (2 (z) ae (46, 2) 

~ q  (q2) - -  ~ Q  ( q , ) = / c  lg q-a _ lg  l z ,  �9 . . z,, I, 
Q, 

t a n d i s  que p o u r  f * ( z )  u n e  r e l a t i o n  du  t y p e  (46, 5) es t  va lab le .  E n  a j o u t a n t  ces 

deux  r e l a t i o n s  on o b t i e n t  (46, 6). 

47. P o u r  a p p l i q u e r  ces rg su l t a t s  g la  c o n f i g u r a t i o n  du  th6or~me  X X I  repre -  

nons  les n o t a t i o n s  (44, 5) e t  les h y p o t h e s e s  que nous  a v o n s  i n t r o d u i t e s  au  cour s  

de la  d d m o n s t r a t i o n  de ce thdor~me .  D d s i g n o n s  les  n r a c ine s  de j ~ ( z ) =  P ( z ) q -  

+ t Jg+ (z) + t / ~ - ( z )  c o n t e n u e s  dans  la  c o u r o n n e  (44, 4) p a r  zl, . . . ,  zn. Ce s o n t  

des  f o n c t i o n s  c o n t i n u e s  de  t qu i  se r~du i sen t  p o u r  t = I aux  n r ac ines  xl,  . . . ,  x,~ 

de f ( z )  eL p o u r  t = o a u x  n r ac ine s  Yl, . - . ,  Y,~ de P(z).  P o s o n s  

(47, I) V 
m 

~ = ~ = ~, ~o ~ - -  ~ o ~ ,  
T 1 
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V 
_ _  

T 1 

E n  app l iquan t  g fi(z) la fo rmule  (46, 6) on voit  que K d~ns cet te  fo rmule  est 

aussi  une fonct ion  cont inue  de t, donc un entier constant .  Remplagons  main te-  

n a n t  dans  ee~te fo rmule  j~(z) pa r  f(z) et P(z) et re t ranchons .  On ob t ien t  

[y~ �9 �9 . yn[ .  
(47, 3) ~lf(Q.~)~ - -  ~J~S(e,)v = lg ~11 Xn[ 

I1 s ' ag i t  m a i n t e n a n t  de t rouver  des gvaluat ions  de ~f (q~)  et  sr~f(q~). P o u r  

6valuer  la premiSre express ion supposons  ao ~ I, ee qui est  ~v idemment  petrols. 

I [  en r~sulte les in~gal i t& 

a ,  <:  /x/~,+l . . . R - 1 R  o ~" 2~7  v, ~ < O, 

I 
a, < ~ R7 -~, ~ > o, 

= R , R ~ - I  . . �9 R i  

enfin pour  ~ > n on a, n ~tant  un  indice pr incipal ,  

[ a ~  I ~ - ] ~ n + ; -  [ �9 / ~  = R 1 n + l  D ~  

En uppl iquant  ces re la t ions  et 

pour  [ z l = 0 t :  

f 
(47, 4) F -  I ~ -  

en observan~ que /t~ i (h I - -  F ' - -  O n  a 
1/Do 

I -'F alZ +... + anz n 

( / ~ 1  R o  _~ I [ Q I ~  ~ I 

I f ] \QI] D-n E 'RIJ ] f D o _ _  I 

I D O " + 
D n V - ~ 0 0  - - I  

I - - D  o 
I - 

< 

< 

I - - - -  I 
I + M D  ~ 2 I + ~ D o  2 

< 
n 

2 
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Or, cet te  borne est 6videmment  < I pour  M >  9. En plus, la d6riv~e de 
X ~ + ~  

par  rappor~ g x &an t  n6gative, cet te  borne obt ient  sa valeur  maxi- 
V ~ r - 2 + ~  
mum pour  n ~ oo. On obt ient  alors l 'expression 

Donc on obt ien t  f inalement  

(47, 5) [ f ( z )  

I 
oa < 

V M - - 2  

I[ ~ ~o, [z[ -- (~,, 

t~videmment on ~ la mSme in6galit~ pour  [ z [ =  @.~. 

in6galit6 est  ramen6 

I 
par  - 

z 

I1 en r6sulte 

En  effet, cet te  seconde 

g la premiere  en divisant  f ( z )  par  z n e t  en ramplagant  z 

P 

- -  I + x o 

lg I "Jr Z 0 1 '  p = I - -  X 0 

done, en ver tu  de (47, 3) 

(47, 6) I - - z o = <  Yl �9 . -~ /n [<  I + z o 
I "~" X 0 �9 �9 X n [  ~ I - -  X 0 

En revenan t  ma in tenan t  par  une t r ans fo rma t ion  de la fo rme z = a z' aux hypo- 

theses du th6or~me XXI ,  on a: 

X X I I [ .  D&ignons, sous les hypothhses du th&r&ne X X I ,  par  7 le module du 

produit  des racines de f ( z )  s i tu&s darts (44, 4) et par  70 le module du produit  des 

racines du polyn6me 

(47, 7) 

alors on a pour n ~ 2 

(47, 8) 

aq + a q + l z +  " ' "  + aq, zn; 

]/-M-- I 

7 V ~ r -  3 
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w i2. Le d i a g r a m m e  des p rodu i t s  de polyn6mes  et  de s~ries de La u r e n t .  

48. Soient 

av 
(4 8 , 1) Ig(Z) = I q- E A~z~;  f ( z )  = t q- Z ~-  A ~  = a0 = I,  

deux expressions ~yan~ une eouronne eirculMre de 

Soient 
R1----<B2=<Ra----< ""  

convergence en coInmun. 

les inclinaisons num6riques de F(z) et 

~0  

celles de f(z) et snpposons que 

(48, ~) 

Consid6rons le produi t  

(48, 3) 

= f0 ~ R--1 = r 1 ~> R- -2  = r 2 ~ ' ' '  

R ~ - - B t - - P  > 2. 
ro ~o 

a (z) - -  f ( z )  I, '(z) = ~ b, ~, 
~ o ~ - - a a  

et d4signons resp. par G+(z) et G_(z) les sommes des termes de G(z)aux expo- 

sants non n6gatifs et aux exposants non positifs: 

ce 0 

(48, 4) G+(z)= ~ b , z  ~, G-(z)~= ~_~b,S. 

Alors je dis qu 'on a pour les mujorantes  newtoniennes de G+ (z) et G-{z) 

/ ) - - 2  /)  
(48, 5) P - -  1 ~ I -  

I 
(48, 6) (;+ (z) - v ( z )  < F -  I 

e~ 
P - - 2  P 

(4 8, 7) P - -  1 ~ f  ~ -q~G_ ~-~ P ~ I I  ~?~f' 

i 9J~f~ i (48, 8) ~ _  (z) - / (z) <- p - ~  ~__ ~ J t . _  
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49. I1 suffit 6videmment de d6montrer  la premiere partie de (48, 6), puisque 

(48, 5) en rdsulte en vertu du th6or~me VI et (48, 7), (48, 8) se ramgnent  g (48, 5), 

(48, 6) en remplagant  z par I .  Posons pour les ma.~orantes newtoniennes de 
Z 

F ( z )  e t  f ( z )  
0o r 

G 

~v~O ~P~O 

et en plus 
oo 

(49, I) ~ G +  = E /~Z~" 
,v=O 

�9 On a pour les T, d'apr~s ( I O ,  5)  

(49, 2) Tn4-~ _ _  I < I 
Tn Rn+l �9 . �9 -Rn+~ = _R~' 

et pour t~ 

t,+~ 
(49, 3) t,, - -  rn rn+l �9 �9 �9 r n + ~ - - I  < 'F~ < "~ = n ~ O .  

(Rappelons que l ' indice de r~ e~ de L, envisag6s eomme les inelinaisons num6riques 

et les coefficients de la majorante  newtonienne,  doit  @tre remplac6 par  - - v  si 

l 'on veut appliquer la formule (IO, 5)). 

Or, on a pour n > o  

bn = A,, + ~ ,  An+~ a,, 
~P=I  

done 
oo 

[b~--Anl<=~Tn+,t~ 

et d'apr~s (49, 2), (49, 3) et (48, 2) 

(49, 4) 

I 
done, en p o s a n t p _  I 

(49, 5) 

Ib"--Anl<Tn \R,! 19--1 
~=1 

- -6~,  

G+ -- F ~  6 ~qff~F, C . Q . F . D .  

50. I1 est mMntenan t  facile de d6montrer  les relat ions correspondantes dans 

un cas un peu plus g6n@al. 
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Soient deux sdries 

(5o,~)  A(--)=Y~A.~ ~, f - (~ )=52~ .* ,  A . + o ,  ~, .+o,  

183 

ayant une eouronne eireulaire de convergence en commun. Posons 

(50, 2) 

Soient resp. 

(50, 3) 

a o  

G (~) = f _  (~)/+ (~) = y ,  b, ~', 
~ v = - - a o  

c~ 't't, + m 

"e ~ ;~t + 'r ~ = - - a O  

= ~ n + 3  = " " " ~ 

(50, 4) 

o~g a 

les inelinaisons num~riques de f+ (z) et f - ( z )  et {R,} les inelinaisons num~riques de 

G (~). Alors, si 

B L ' - P >  2, 
R-g 

(50, 5) 

J D - -  I P--P ~ I  9J~+ ~ ~"~/+ ~ P--22 9)?a+, 

(5 o, 6) 
I I 

(5 ~ , 7) /-- 
P - - 2  R .  p 

P = 1 2  + = P - - 2  
, r - - / / ~  

P --  R-_,~ P - -  2 
v < n + m .  
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5I. En effe~, posons 
~ 

/ 

f - - (Z)  CIm Zm 1 + am--~, 

�9 = 1  a,m,  

Alors 

off les formules (48, 5)--(48, 8) s'appliquent au produit G* (z) de /~* if), f *  (z) 

aux expressions eorrespondantes G+, G- ,  or, si l'on ~ 6gard aux relations 
e~ 

G+ -- amA~z ~ G*+, G -  = amA,~z m GL, 

les formules 
es relations 
th~or~me VI. 

(50, 5)--(50, 6) r6sultent imm~diatement de (48, 5)--(48, 8). Enfin, 

(50, 7) r6sultent de (5 o, 5), (50, 6), eu 6gard s la formule (16, 4) du 

Remarque. Dans les hypothOses du thdorOme XXIV on a 

(51,1) 1 -  O~ + <= i - ~  , 
q ~ - - m  

v > n + m ,  

oh {D},  {D+}, {D~-} sont resp. les d~viations de G(z), f+ (z), f - ( z ) .  

Dans ehaque in~galit~ num6rique dont sont eompos~es les relations (50, 5), (50, 6), 

(50, 7) et (51, 1)--(51, 3) e'est le signe d'in(;,galit~ qui a lieu, si ou bien un nombre 

infini des A ,  ou bien un nombre infini de,v a~ disparait, done en particulier si au 

moins une des expressions f+ (z) ou f - ( z )  ne consiste qu'en un hombre .fini de termes, 

En effet, les relations (51, 1)--(51, 3) suivent imm6diatement des relations 

(5 o, 7) et (50, 4) par division. Quant s la seconde parUe de notre assertion, elle 
r6sulte imm6diatement en observant que dans l'in6galit6 (49, 4) le signe d'6galit6 

a o  

n'est .~amais vMuble si dans l'expression b~,-  A,~ = ~ An+~ a, manque au moins 

un terme. 
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w I3. La  fae to r i sa t ion  des po lynbmes  dans  le cas de grandes  d6viat ions.  

52. Nous allons ma in tenan t  ddmontrer  les th~or~mes inverses du th~or~me 

XXIV,  en nous bornant  d'abord, dans ce w au cas des polynSmes. 

XXV. Soit 
4 

i) = y 

el pour un m, 11 < m <  4. en ddsignant par D.~ la m-i~me dgviation de G(z): 

( 5 2 , 2 )  39 = Dm >= ~3,5 (l~ < m < 4).  

Ddsignons par 1)o la plus grande des raeines positives de l'6quation 

Alors G(z) se ddcompose en un produit de deux facteurs, G ( z ) - - f + ( z ) f _ ( z ) :  

4-m m 
(52,4) f +  = Z A v z ' ,  A o =  I; f - - -~  ~ a , z  ~, am =~ o, 

= 0 ~,=l 1 

pour lesquels on a, en ddsignant par G+(z) l'ensemble de termes de z -m G(z) aux 

exposants non ndgatifs e tpar  G-(g) l'ensemble de termes de G(z) aux exposants ~ m :  

I 
(52,5) f - - -  G -  ~ D o _  2 _ 

(52,6) a ~ f + -  G+ < p o ~  

el f+ (z), f _ ( z )  sont univoquement ddterminds par (52, 5), (52, 6) el par la relation 

G (z) = / §  (~)/- (~). 

Ddmonsb'ation. i1 suffit de considdrer le cas off bl, =t = o, b ~ #  o et 4 > m. 

L '6quat ion (52,3) peut  s'dcrire ( P o _ 2 ) 2 - ~  D. Or, ici l 'expression de gauche 

a t te int  son minimum pour P o >  2 avec P o - - 6 ,  pour la valeur de D =  I3,5, 

et crolt s part i r  de P o = 6 .  Donc Po est une fonct ion continue et croissante 

de D ~ part i r  de D = I3,5 et l 'on a Po > 6 si D > I3, s. 

Pour  t rouver  f +  (z) observons que d'aprbs le thdorbme X X I  G(z) poss~de 

-s 
exactement  12 --  m racines des modules > - -  Nous ddsignons par f+  (z) le 

3 
24--39615.  Acta mathematica. 72. Imprimtl le 30 avril 1940. 
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polynbme du degr6 1 2 - m  g terme constant  I poss6dant  ees 1~- -m hombres  

G (~) 
comme racines e~ posons f - ( z ) = f + ~ ( z ) '  Mors f _ ( z )  aura  6videmment  la forme 

indiqu6e duns (52,4). D6signons les inelinaisons num6riques de f+(z), f -(z)resp.  

par {R+}, {R~-} et posons 

(52, 7) R ~ _ p.  
R 7  

53. Nous  eonduisons la d6monstra t ion en trois &apes.  

a) Su~posons d'abord que 

(53, I) P ~ 6. 

Alors les condit ions du th6orgme X X I V  sont  remplies (pour n = o) et les relat ions 

(52, 5), (52, 6) d6coulent  des relat ions (5oi 5), (5o, 6) si nous pourrons mont re r  que 

P > P o .  Or, d'aprbs (51,3) avec le signe d'indgalitd on a 

pa .po ~ 
( t , _ ~ )  ~ > D = ( t , o ~ ? ) ~  �9 

Done puisque, pour  P ~ 6, l 'expression de gauche est une fonet ion eroissante de 

P, on a en effet P > P 0 .  I1 en r6sulte en part icul ier  que pour  D >  I3,5 on a 

sfirement 

(53, 2) P + 6. 

b) Montrom~ maintenant que (53, I) est s~rement satisfait si D >= 54 (m--11)(12--rn). 

En effet d'apr~s la relation (24, I) on a 

~m4-1 
~ +  > 3 ( ~ -  ~ ) '  

puisque le module minimum des raeines de f +  (z) est 

D 'aut re  par t  on a 

~Z+I 
3 

puisque, d'uprSs (43, 2), le module maximum des raeines de f_ (z )  est < 3 tim. Done 

B~ + > 39 
P = k ~  = 9 (m - z , ) (1 ,  - , , )  > 6 .  
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c) Supposons maintenant que l'on ait pour ~wtre expression G (z) et les expres- 

sions f+ et f _  que nous avons form&s: _P < 6. In t roduisons  alors l 'expression 

suiv~nte 
m--1 l~ 

a,(~) - t E  b~,  + Z b,,~, o < t__<_ i. 

Les d6viations D,(t) de ce polyn6me sont 6videmment des fonctions continues de t, 

il en est de m6me en p~rticulier de Din(t) et I'on a toujours  D~(t)>= t3,S. En 

formant  pour Gt(z) les expressions f+  et f _  ddsignons les par f ~  (z), f(t) (z). Les 

racines de Gt(z) grunt des fonctions continues de t, il en est de m6me des coeffi- 

cien~s et des inclinaisons num~.riques R+(t), RT-(t). Donc en par~iculier 

.P(t) R + (t) 
= R g  (t) 

est une fonet ion continue de t. Or, si t~- to  est suffisamment petit, on a 

6videmment Dm (to) > 54 (m-- 1 l) (l~-- m), donc, d'apr~s ce que nous avons dgmontr6 

sous b), P(to)> 6. Mais alors, puisqu'on a pour la fonet ion cont inue P( t ) :  

P(to) > 6, •(i)  < 6, 

il existe une valeur t 1 entre t o et i pour laquelle P ( t j ) =  6. Or, puisque pour 

cette valeur D,~(tl)~ I3,5, ceci est en contradict ion avee (53,2). 

Enfin, puisque les modules des 1 2 -  m raeines d 'un fac~eur f$(z)  de G(z) 

sat isfaisant  g (52, 6), sont d'apr~s (16,4) et (24, i) plus grands que 

P o  - -  3 -~m+l  > • m + l  ~/~m+l 

Po - -  I 2 4 D , ~  

Tl 

les raeines de fg(z)  coincident avee eelles de f+(z)  et notre th6or~me est com- 

pl~temen~ ddmontr6. 

Sous les hypotheses du th6or~me XXV on a 6videmment 

( ;oo; ( a )  = (53,3) Po=- I - -  D >  I - -  D = 4 - D ,  I --  
= 9 Po 

(s3,4) 

I 
I - - - -  

#o > D - -  7,> 
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De (53, 3) r6sulte: 

p o _ ~ > _ 4 _ D  2 D  I 3 , 5 >  m D P o _ 2  >_4D 4 D  I3'5 > ~ 8  D. 
- - 9  27 D = 2 7  ' = 9  27 D = 2 7  

On en d6duit faeilement que les facteurs, par lesquels en vertu de (50, 7)les 

inclinaisons num&iques de f+, f i -  diff&ent des inclinaisons numdriques correspon- 

dantes de (Y, sont contenus dans les intervalles 

( 3  D - - 9 , 5  D - - 7 , 5 \  (53,5) 2 3 > ,  < I - -  9 I }, (19 D 
' 2 2 D '  9 --7,5 --9,5/" 

I - -  - -  
2 D  

54. 

(54, I) 

Consid6rons maintenant  la faetorisation de l 'expression 

en trois faeteurs. En d6signant les inelinaisons num6riques et les d6viations de 

G(z) par {R,}, {D~}, supposons que l 'on air 

(54,2) D 0 ~ 1 8 , 7 ;  D k ~ I 8 , 7 ,  l ~ < o < k < 1 2 .  

Posons Min (Do, D~)-~ D. G(z) se d6compose, en vertu du th6or~me XXV pour 

m = o, en deux fac~eurs univoquement  d6termin&: 

0 ls 

(54,3) f - ( z ) = Z a , , z ~ ,  a0q=o; F ( z ) = Z B , , z " ,  Bo- -  I, 

pour lesquels les relations correspondant g 

Po d6duit de l '6quation (52, 3): 

(54,4) 

(52, 5) et (52,6) sont valables avee 

I I 

f _  ( z ) -  G-(z) ~ d o 9?ka_, 6~ Po -- 2 4 

1 ~ j ~ G + ,  (54, 5) aoF(z) -- G + (z) < t)o ~ 

O~l G- ,  G + sont des ensembles de termes de G (z) resp. aux exposants non positifs 

et aux exposants non n@,'atifs. D~signons les d6viations de F(z) par D' .  Alors 

D; diffgre de Dk par un facteur num6rique eontenu entre 

(i-;o) (i-;o) 



Recherches sur la m6thode de Graeffe. 189 

d'apr~s (5I, I). Done 

Or, pour D >= 18,7 on a 

(54, 6) 

k :> I - -  D-~Po.  

Po > 13,5; 

e n  
p o  ~ 

effet l 'expression (Po - -  2) '~ obtient  pour Po--~ I3,5 la valeur 

273 
23"2.2 --  18,6o397... < 18,7. 

55. On peut done appliquer au polynbme /~(z) le th6or~me XXV pour 

m = k. On obtien~ la d6eomposition 

off 

(55, I) 

a v e e  

et 

s~' (~) = Q (D A (D 

I k 
~ 0  

Ck ~:o, 

Ao--~ I, 

B o 

CO--Ao-- I 

I 

Q - - F - ~ p o  - -2  - 

F -  est ici l 'ensemble de termes de F(z) aux exposants o, . . . ,  k et P~ d6signe la 

plus grande racine de 

~ 7  = D~ (Po - 2)3; 

- t ~  p 
done, puisque D k = P o >  13,5: Po>=P1, off P1 est la plus grande racine de l '~qu~tion 

(5 5,2)  P~ = Po (P1 - -  2) 3. 

Done, en mul t ip l iant  pur a o 

ao Q - ao F _  ~ - -  
P 1  - -  2 

~ a  0 F _ .  
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Or, d6signons par Go l 'ensemble de 

Alors il r6sulte de (54,5) 

(55,3) ao F -  --  Go < - - - -  

Done, en a jou tan t  

(55,4) ao Q - Go < - -  
t ) 1  - -  2 

termes de G+(z) aux exposants o , . . . ,  k. 

I 
~ G  o �9 / 9 0 - - 2  

~l~a o F _  + - -  
I 

/ ) 0 - - 2  

D'autre  part  il r6sulte de (55, 3) 

~)Lo r < - -  
t ) 0  --- I 

/ ' 0 - 2  ~Go, 

done, en in t roduisant  ceei dans (55,4): 

(55,5) a o Q - -  Go < Jl 99~eo, 
Po+ P1-3 

ot = (Po - :) ( e l -  : )  

Quant  au facteur  f +  (z), on obtient  la re la t ion correspondant  s (52, 5) par 

I 
une simple t ransformation.  Posons z = ~ .  Alors on obt ient  la d6composition 

Z 

(univoquement d6termin6e) 

(;) (,) (;))( (;)) G* (z') = z 'k G = \a0 Ck Q ~ f -  a o Ck f +  = H+ (z') H -  (z') 

off H+ (z') est un polyn6me s terme constant  - - I ,  tandis que H - ( z ' ) e s t  nn d6ve. 

loppement fini suivant  les puissances n6gatives de z' et commen?ant  par a o Ck 4= o. 

Done, en ddsignant  par G*-(z') l 'ensemble de termes de G* (z') aux exposants 

non positifs, on a 

.o c~ f + - c~*__ (1) < P o ~  

Remplagons dans eette relat ion z' par I ,  alors on obt ient  
Z 

I 

(5 5,6) , o  c , f §  (z) - a .~ (~) < ,~o 99~§ '~~ - Po - 2 '  

off z k G+ (z) est l 'ensemble de termes de G(z) aux exposants k, k + I , . . . ,  12. 

56. Pour  6valuer P o e t  P1 sous la condit ion D ~ I8,7 formons l 'expression 
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, ( D ;  ~)  = ( D  - , ) ~ -  3 ( D  - - ,  - -  2)  ~ = ( 4  - -  ~)  D ~ + ~ ( -~  - -  2 .  - -  2)  1 )  - -  ~ .  

Pour  a = 4, ~P (D, 4) devient  12 D - -  64, done positive pour  D >= 13,5. I1 en r6sulte 

que mSme pour  D ~ 13,5: 

(56, I) Po < D - -  4, D => 13,5. 

D 'au t re  par t  posons a = 5,5. On obt ient  

- -  2qa(D;  5,5) - -  3 D~ - -  69 D + 332,75. 

Or iei 11,5 eat situ6 entre les deux raeines du polyn6me quadrat ique.  D 'au t re  

part, on a, en remplaqant  dana le polyn6me quadrat ique D par  18: 

332,75 --  (69 --  54) 18 - - -  332,75 - -  27o > o, 

done pour  D _--> I8,7 l 'expression D - - 5 , 5  est  plus pet i te  que Po: 

I 

(56,2) Po > D - -  5,5, do < D--7,~5 (D > 18,7). 

Pou r  (~1 on a d'apr~s (55, 5), en posant  191 - - 2  = x > 4, Po = ( x +  2)s :  X2 

(~1 P o - -  I 
~ - ~ I  + 

do P1 - -  2 
_ 2 + 5 _ + 1 2  8 5 12 8 I 

x ~ + ~  =<2 + -  + 4 ~ ~ +  = 4 - ' 8  

D 'un  autre  e5t6 on a pour  eette expression, en rempla~ant  d'aprga ( 5 3 , 4 ) P 1  

par P o -  7,5 et en ut i l isant  (56, 2) 

(Jl ~ 2 + I O  I O  
- - - -  = 2 +  - -  
do--  D - ~  5 ,5 - -7 ,5 - -2  D - -  I5 

1 < i 
Done, d'aprhs (54,6), ( 5 6 , 2 ) e t  d o - - P o ~ 2  Ii ,- ; '  

I 

I 4 g  -,  dl < 
(56, 3) dl =< 4 ~ dO < I )  --  7,5 

33 
- < 0 , 3 5 8 7 ,  

8 "  1 1 , 5  

lO )do < 2 - -  
(56,4) d l ~  2 + D ~ I 5  

5 
I +  - -  

D - - I  5 
D - - 7 , 5  
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w I4. 

57 

suppos6e 

un  k > o  

Factorisation des s6ries de Laurent dans le cas des grandes d6viations. 

(Troisi~me th6or~me fondamental . )  

11 est main tenant  facile d 'obteni r  la d6composi t ion de 1'expression 

e (~)= ~ b~  

convergente  dans la couronne R (i) < ]z[ < R (~), en supposant  que pour  

Pour  un  n > k posons 

Min (Do, Dk) = D ~ I8,7. 

eL d6composons G~(z) 

No. 55, en  les d6signant resp. par  

0 

f 7  (z) = ~ a~)z ~, 

k 

(57, i) Q,,(,) = ~ c?),~, 
v : 0  

q ~ 0  

D6signons 

n > k  

en trois faeteurs  correspondan~ g f -  (z), Q (z), f +  (z) du 

C~ n) ~ I 

A~ n) = I.  

resp. par  G~(z) ,  G~)(z) les ensembles de termes des G~(z) aux ex- 

posants  - - n , . . . , o ;  o . . . .  , k  et par G2 +(z) celui des termes de z -kG~(z)  aux 

exposants  o, I , . . . ,  n - - k .  De m4me d6signons par  G-(z ) ,  Go(z ) resp. les en- 

sembles de termes de G(z) aux exposants  ~ o et aux exposants  o , . . . ,  k, et  par  

G+ (z) 1'ensemble de termes de z -~ G(z) aux exposants  non n6gatifs.  Alors on a 

d'aprgs (54, 4), (55, 5), (55, 6): 

(57, 2) 

(57, 3) 

(57, 4) 

f ~ (z) - -  G 7 (z) ~ 8 o ~)~c~, 

a~ '~) Q,~ (z) - G~) (z) < (11 ~a~) ,  



Recherches sat  ]a mdthode de Graeffe. 193 

Or, il rgsulte de (57, 2) 

AS,, (~) < (~ + ao) ~ .~-  < ( i  + ao)~a_,  

donc la famille des s6ries de Tnylor fn- ( ~ )  est uni form~ment  bornge danschaoque 

- - -  ~, e > o. Donc  on a pour une s~rie partielle des indices 
I 

cercle Izl ~ R(") 

off 
0 

f - ( z )  -~ ~_j a , z  ~ 

converge dans ]a r@ion ]z] > B (i) et en vertu d e  (57, 2) 

(57, 5) f - - - ( z ) -  G - ( z )  < ~o 9Jb~_. 

I1 r6sulte de cefite relat ion en particulier,  o dtant  un indice principal de G (z): 

laol >= (i - ~o)1~ol > o. 

58. On obtien~ mMntenunt  de la relat ion (57, 3): 

donc la suite de polyn6mes al,~i) Q,~(z) est uni formgment  majorde e~ l 'on peut  

extraire de la suite IV des indices une suite p~rtielle 57'-~ {hi} telle que 

.~v Q~j (~) �9 ~o Q (~) 

clans un cercle aussi grand que l 'on veut, off l 'on a pour  le polyn6me 
k 

Q ( z ) - ~ C ~ z  ~ en ver tu  de (57, 3): 
ave0 

( 58 ,  I) C o =  I ,  aoQ(z ) -  Go(z ) < f~a~f~G,~. 

Or, de cetge relat ion il r~sulte, k 6~a,n~ un indi te  principal de G(z): 

lao C~I----> (x - -  a~)lb.I > o. 

1 Le s y m b o l e  ..... �9 a dtd i n t r o d u i t  pa r  E. LANDAU p o u r  e x p r i m e r  la  convergence  un i fo rme .  

25--39615.  Acta mathematiea, 72. Imprim4 le 30 avril 1940. 
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MMs main tenan t ,  en ver tu  de (57, 4), on a 

done la famille des s6ries de Taylor  a~ '*) C(")f + (z) est. u n i f o r m 6 m e n t  majorge  et  ]; .1 ?~ 

l 'on peu~ ext,raire de la suit,e N '  la sui te  part iel le  N " =  {he} des indices t,elle que 

c?,) f+., .o c f+ 

u n i f o r m 6 m e n t  dans  chaque eerele Izl =</~(~)--e, e > o. I1 r6sult,e de (57, 4 ) p o u r  

f+(z) = ~ A , z ' :  
v=O 

(58, z) Ao = ~, ao C~f+ (z) - -G+  (z) < ~o ~b;o 

et finalemen~ de G (n) (z)=f~-~(z)Qn(z)f + (z) la d~compos i t ion  de G (z): 

(58, 3) G Q 

E x a e t e m e n t  les m6mes eonsiddrat ions  sont  ~v idemment  applicables pour  

k ~ - o  en supposant, seu lement  Do=> i3,5, e'est-s dans  les hypothbses  du 

th~orbme XXV.  On obt ient  alors la d6composi t ion  de G(z)en deux fac~eurs 

j r -  (z), f+  (z) (~vec Q (z) ~ I). 

En  upp l iquan t  aux relat ions (57, 5), (58, I) et, (58,2) le th6or~me VI  on obt,ient: 

D~signons les inclinaisons numdriques de G(z), f -(z) ,  Q(z), f+ (z) dans une 
ddcomposition (58, 3) de G(z) poss6dant les propridt6s (57, 5), (58, I), (58, 2)resp.  par 

B j  B § 
+ {R,}, {R~-}, {RT)}, { R  }. Alors tous les quotients ~ ,  ~ sont eompris entre les 

I - - d o  I + d o  I ~ d~ I + 6~ 
homes -~+~,  1 dO et tous los quotients B~~ entre les bornes I ~  d~ 1 ' I 

- -  1~,, - -  61 

I 
En  par t ieul ier  on a en ver tu  de (54, 4), (56, 3): do < 4 '  d~ < 0,3587; 

5 ~- Rk+l ,  R T  < ~3 Bo, R + > 

/~o) > 0,47 R1, ~o) < 2,x2 Rk. 

I1 en rdsult,e en vert,u du  th6or~me I X  que les modules  des raeines de f - ( z )  
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I 
sont plus petits qne 3 Ro, ceux de f+ (z) plus grands que 3/~k+l et ceux de Q(z) 

plus grands que 0,235 B~ et plus petits que 4,24Rk. Or, pour k > o, D > I8,7 

on a ] f l D ~  4 ,324 . . .  >4 ,24 ,  

V ~ > 4,24; ~ > 4,24; 

pour  q = o et D o ~ 13,5 on a V ~  > 3,5 > 3. Do~e en tous eas les raeines  de 

f_(z) ,  Q(z), f+(z) so~t s@ar~es par les circonfdrences 

Izl = V R,, Id  = 

59. On montre  maintenant  facilemen~ que la ddeomposition (58, 3) est unique 

si Q(z) et f+  (z) sont norm6es de sorte que leurs termes constants sont 6gaux g I. 

I1 suffit de le d&nontrer pour la ddeomposition en deux facteurs, valable d6js 

pour D O > I3,5. Or, supposons que l 'on air les d6compositions 

(59, 1) Go(z ) = f - ( z ) f +  (z) -- f*-(z)f~- (z), 

f+  (o) = f ~  (o) = i; f _ ( o o ) = a 0 q = o ,  q=~;  f L ( o o ) = a g q = o ,  q=r 

off les quatre s6ries de Taylor jr+ (z), f ~  (z), f-__(~), f*-- (~)  sour convergentes 

resp. pour Izl < R (e), < ~ y  et que l'on air en plus 

(59, 2) f - ( z )  - -  G_(s) < ~0 ~)~_, f L  (z) - -  G_ (z) < ~o 9)~_, 

(59, 3) aof+ (z) --  G+ (z) ~ c~ o 92~e+, a'~f*+ (z) -- G+ (z) < ~o ~ e + .  

Mais alors il r&ulte de ee que nous avons dit g la fin du No. 5 8 , que les ra- 

clues de f -  et f+  sont s4par6es par la eireonf6renee Id = V Rx. Et puisque le 

m6me a lieu pour f L  et f*+, f _  et f L  poss~dent les m~mes racines. Mais main- 
tenant  notre affirmation r6sulte du lemme suivant: 

Lemme. Soit G (z) une s&ie de Laurent  avee une eouromze de convergence 

R (i) < ]z] < R (e). Supposons que G(z) poss~de deux d&ompositions de la forme sui- 

vante 

G (z) - - f - ( z ) / +  (z) = f 2  (z)J~ (z), 
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o~ f - ( z ) ,  fL (z )  sont des s&ies de Lau,'e,t  co,vergentes pour ].e I > R (~), f + ( z ) , f ~  (z) 

des s&ies de Taylor convergentes pour [z[ < R (~) & termes constants I. Alors, si 

les racines de f_(z)  et f*-(z) sour les memes pour > n(,), ~t ~ e s  a, f+(z) et 

f*+ (z) sont les memes pour Id =< Re*), o , ,  a f_ (,) ~ f *  (z), f +  (z) ~ f ~  (z). 

En effet on a 

f~- (z) _ F +  (z), f--  (z) _ F -  (z), 
f +  (z) 2'-* (z) 

off F +  (z) est  une sdrie de Taylor  avee le t e rme  constant  I, convergente  darts la 

couronne R(~)< [z I < R  (e) et F--(z) une s@ie de Lauren t  commenqant  par  un 

terme constant  diff6rent de zdro et convergente,  elle aussi, d~ns la m&ne cou- 

ronne. Or, on a duns cette couronne 

F +  - F _ ( , )  o ,  

donc, puisque le d6veloppement  duns une s@ie de Lauren t  est unique duns notre  

couronne circulMre, routes les deux expressions se r6duisent  g une constante,  

c'est-g-dire g I, le terme constunt  de F(z). Donc on a 

f -  (Z) = f *  (Z), f +  (Z) = f-~ (Z) 

et notre lemme est d4montr6. - -  Duns le eas de la d4eomposi t ion gdn6rale (58, 3) 

il suffit d 'appl iquer  deux lois notre r4sultat,  pour  voir que f_(z) ,  Q(z) et f +  (z) 

sont  un ivoquement  d6termin6es. 

6o. Du  fair  que les trois facteurs  duns la d6eomposit ion (58, 3) sont uni- 

voquement  d6finis il r6sulte ais6ment que ees facteurs  varient continument avec 

G(z). Car, supposons qu 'on air une suite infinie de s&ies de Lauren t  

convergente  chacune duns la couronne 

et qu 'on air pour  /~-+ ~ duns (60, I) G~(z)=)~ G(z). Supposons en plus que 

les ddviations des expressions G~(z) de rang  o et /c soient ~ I8,7. Alors on 

peut  ddeomposer  chacune des G~(z) en trois facteurs  

G~ (z) = f~- (z) Q~ (z) j~  (z) 
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culier : 
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aux conditions analogues s (57, 5), (58, I), (58, 2). En parti- 

f ; -  < (I + ~ o ) ~ % - ,  

0 

off les expressions G ~ - =  ~.~ b~)z ~ convergent  un i form6ment  dans le domaine 

]z] > B (i). Pour  chaque e > o, les majoran tes  ~ % _  sont  born6es en leur en- 

semble dans le domaine ]z I ~ R (i) + ~. Donc la suite des f o n c t i o n s f ~ ( z ) e s t  nor- 

male s l ' int6rieur de la couronne (60, I) et  par  un ra isonnement  analogue on 

voit que les suites Q,(z) et j~-(z) sont  normales  dans cette couronne.  Or, si 

p. ex. f*--(z) est une fonct ion limite des f~(z) ,  on peut  extraire de la suite des 

indices tt une suite partielle #~ telle que les suites {f~//}, {Q,~}, {fi, +} convergent  

resp. uni form6ment  dans (6o, I) vers f~(z) ,  Q~ (z), f ~  (z), off Q* (z) et f ~  (z) four- 

nissent  avec fL(z )  trois faeteurs  d 'une d6composit ion de G(z), sat isfaisant  aux 

condit ions (57, 5), (58, I), (58, 2). Donc, puisque cet te  d~composit ion est unique, 

f* (z )  est un ivoquement  dgtermin6e et la suite totale des fonet ions {f~-} con- 

verge uni form6ment  dans (60, I). E t  un ra i sonnement  compl~tement  analogue 

6tablit le fair cor respondant  pour  les suites {Q,}, {f+}. 

Du f~it que nous venons de d6montrer  on peut  6videmment  t i rer  la con- 

clusion suivante:  

Supposons que les coefficients b~(P) de l 'expression 

G(~; P)-- ~ b~(P)~ 

sont des fonctions continues de P, si P varie sur un ensemble ~)~, et  que G (z; P)  

converge pour  chaque P dans la couronne (60, I) et qu 'en plus pour  ces P l e s  

d6viations de G(z; P) aux indices fixes o, k r es ten t  ~ I8,7. Alors on peut  d6- 

composer G(z; P) en trois facteurs  

a(z; P)=f-(~; P)~2(~; P)f+(z; P) 

sat isfa isant  comme fonctions de z aux condit ions analogues s (57, 5), (58, I) 

et (58, 2), et les coefficients de f-(z; P), Q(z; P), f+(z;P) sont des fonct ions  

continues de P sur  9)~. 
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6I:  Darts les consid6rat ions pr6c6dentes nous avons suppos6 que les d6via- 

t ions de rang  o et q sont  suff isamment  grandes.  II est dvident  que les r~sultats  

complStement  analogues son~ valables dans le cas off p. ex. les deux d6viations 

Din, Dn, m ~ n, s o n t  ~_~ I8,7, ce eas  se r6duisant  au cas consid6r~ plus hau t  en 

divisant~ G (z) par  z% 

En rassemblant  nos r6sultats  nous pouvons dnoncer  

XXVI .  Trois i~me th~or~me fondamenta l .  A. Soit 

une s&ie de Laurent convergente darts la eouronne circulaire 

(61, I) R (i) < [z I < R (e), 

et supposons que pour tes d&iations Din, D~, m < n, on ait 

(61, 2) 3 l in  (D,,,, Dn) = D ~ 18,7, ,~ -- m =  k. 

Soit 
ta 

( 6 i ,  31 = 
~ 0  

C o = l  , Ck=~=O, 

le polyn6me poss~dant toutes les k racines de G (z) comprises d'apr& le th&rOme X X I  

dans la couronne circulaire 

(6I ,  4) _I -/~m+l < I~1 < 3 21~n, 
3 

et 

(6I ,  5) Go (Z) = z -m ~ b, z*. 
~g!b 

Alor8 on a 

(61, 6) 

o~'c a est une eonslante q= o e t  

I 

P o +  P 1 - - 3  4 ~  
(61, 7) 6, ---- (Po-- 2)(Pl  --  2) < D - -  7,5'  6, < 2 

5 I + - -  
D - - I 5  

D - -  7,5 
51 ~ 0,3587, 
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Po > 13,5, P~ > 6 ~tant resp. les plus grmMcs racines des ~quations 

(6I, 8) P~ - -  (2~ --  2) 2D = O, P~ - -  (P, --  2)~Po = o. 

199 

Les conclusions analogues subsistent si l'une des ddviations D,~, Dn 

Alors (6I, 2) peut ~tre m~me ren~plac5 par 

(6I, 2 ~ ) D__--> I3, 5 

~ condition de rcmplacer d~ darts (61, 6 ) p a r  do, o ~  

devient 0r 

I <~ I dO < I , d o < 27 (D :> 13,5). 
(61,7 ~ do - -  P o - - 2  4 '  D - - 9 , 5  = 8 D '  = 

62. X X V I I .  T r o i s i e m e  t h ~ o r ~ m e  f o n d a m e n t a l .  B. Posons dans les hypo- 

theses du thdor~me X X V I  

(62, I) G-(z)= b~z ~, G+ (z)=z-n E b~z ~. 

Alors on a la ddcomposition 

(6~, ~) 

(6~, 3) 

G(z) = f - ( z )  Q(z)f+ (z) 

~1 co 
f - ( ~ ) =  . ~ ,  f + ( ~ ) = F ~ A . ~  ~, A o = l ,  . ,~:~o 

I 
ct pour d o - 1 ) o _  

(62, 4) 
f _  (z) - -  G - ( z )  ~ ~o 93~G_, 

~ C~. f + (z) - -  G+ (~) < ~o ~ +" 

Les raciucs de f - ( z ) ,  Q(z), f+(z) sont ~r par les cireonfdrcnces I~1 = 

= V~,,R,~+I et I~1 =- VR,~ Rn+,. La constante a de (6I, 6) est ~gale ~t am. 

La ddcomposition (62, 2) satisfaisant aux conditions (6I, 3), (6I, 6), (62, 3) et 

(62, 4) n'est possible que d'une seule fafon. 

Los expressions f_ (z ) ,  Q(z), f+(z) varient continuement si l'on varie G(z) 

continuement tant que la condition (6t, 2) reste satisfaite. 
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Pour do on a 

< ~  ~o< i (D=>IS,7). (62, 5) do --  Po--2  ]) --7,2'  I 1,5 

Les mOmes Conclusions restent exaete,9 aussi pour n = m si l'on pose Q ( z ) ~  I. 

Dans ee cas la condition (6I, 2 )peu t  Otre remplac6e par 

(62, 6) / )  ~ I3,5. 

Alors, si D < I8,7, les dvaluations (62, 5)pour  ~o doivent ~tre remplacdes par (61,7~ 

En ut i l i sant  les bornes ddduites duns le No. 58 pour R~-, /17(o)~, R+ __ si 

m ~ o, il f au t  pour les obtenir  diviser G (z) par  z ~, - -  nous avons sous les hypo- 

theses de X X V I [ :  

(62, 7) I - - ' d ~  ~ ~' ~ - - - '  : < - - '  = : - -  
I -[- d o / ~ .  - -  I - -  d 0 I ' J -  d 0 B . + n  == I - -  d 0 I - l -  (~1 ] ~ . + m  I - - ( ~ 1  

w I5. Compl6ments  au t ro i s i~me th6or~me fondamen ta l .  

63. On peut  dvidemment appliquer le th~or~me IX  aux facteurs  f - ,  Q, f +  

de G(z) et obtenir, par 1s des bornes supdrieures et inf@rieures pour les modules 

des racines de Q(z), des bornes sup@rieures des modules de celles de f - ( z ) e t  des 

bornes infdrieures des modules de celles de jr+ (z). 

Le th~or~me X X V I I  dormant  une d~composition de G(z) en trois facteurs,  

il est na ture l  de se demander  si un  th@or~me analogue reste exact pour un 

nombre plus grand fini ou re@me infini, de facteurs. Pour  un hombre fini de 

facteurs c'est ~vident. En effet, supposons que Yon air une suite de d@viations 

=> I8,7: 

(63, i) Din,, D, ,~, . . . ,  D~,~. 

Alors on appliquera le th~orSme X X V I I  aux d~viations Din,, D , , .  On obt iendra 

une ddcomposition (62, 2), off Q(z) est le polyn6me ~ terme cons tant  I possgdant 

routes les racines de G(z) aux modules compris entre I Bml+1, 3Bran" Or, si 
3 

nous ddsignons gdn~ralement par Q, Ie polyn6me au terme cons tant  I poss~dant 

exactement  routes les racines de G(z) aux modules compris entre-IRm~+~ et 
3 

3 R m ~ + l  o n  a 4videmment Q ( z ) :  ( 2 1 ' ' "  Qn--1, donc 
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(63, 2) G (z) = f - ( z )  Q, (z) . . .  Q,,-I (z)f+ (z), f+ (o) -~ I, 

off pour chaeun des polyn6mes @(z) une formule analogue g (61, 6) est vMable, 

eomme on volt en appliquant XXVI aux d6viations D%, Dm,+v 

En plus, si Yon a 

il r6sulte de (63, 2) 

G(Z)=I'L(z)[ '+(Z),  f - - (Z)--~f- -Q1. . .  Ok--l, 2F+(Z)= Qk. . .  Qn--lf+. 

Or, je dis que duns ce~te dgeomposition /~L(Z) et F+ (z) satisfont aux relations 

(62, 4) (pour O ~ I). En effet, puisque D~ k ~> I8,7, il existe une d6eomposi~ion 

satisfaisant aux eonditions (62, 4) et duns laquelle les raeines de F*--(z), F ~  (z) 

sont sdpar6es par la eireonf6renee [z[ = 1 / ~  k Rmk+l. Mais la mSme eireonfdrenee 

s6pare les racines de F_(z), F+(e), done, d'aprSs le lemme du No. 59 on a 

= 1,'*_ = F ;  (z).  

64. Supposons maintenant  qu'il existe un nombre infini de d6viations 

D ~  ~ I8,7. Si les indices m, vont dans u n s e u l  sens ~L l'infini, p. ex. en trois- 

sant: 

(64, I) m j  < m 2  < : . . - <  ~ t~  < . . . ,  v = I ,  2 ,  . . , ,  

on a &idemment  R, T ~ ,  done R Ie)= ~ .  Si g6n&alemen~ au couple des d& 

viations eons6eutives Dm~, Dm~+ 1 eorrespond le polynbme @(z), Q, (o )=  I, dont 

lee racines sont eelles de G(z) situ6es entre les eireonf6rences [z]~3R,, , ,+ v 

[zl ~ 3 g ,~  on peut 6erire pour un n positif 

(64, 2) G (z) = f -  (z) Q, (z) . . .  Qn-x (z) f~_) (z), 

off f ~ ) ( o ) = I  et les modules des raeines de d4+ )(e) sont sup6rieurs g I R,,,,+~. 
3 

La plus petite inclinMson num6rique de f~)(z) est d'aprgs (62, 7) plus grande 

I - -  do 3 
que i + ~ o B , ~ + l  ~ - sB~n+l .  Done on a 

2 6 - - 3 9 6 1 5 .  Acta mathematica. 72. I m p r i m 6  le 30 a v r i l  1940. 
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done pour  n 1" w 

f ~ )  ( z ) -  I < 

5 z 

5 z 
I 

3 Rmn-l- 1 

uni form6ment  dans ehaque r6gion finie du plan des z. I1 en r6sulte f inalement  

(64, 3) J :  (z) - -  I I  @, (z). 
v=l 

Si G ( z ) e s t  ici une s6rie d e  Taylor ,  f _ ( z )  es~ une expression de la forme a z m. 

On obt ient  alors une d~composit ion de la fone t ion  entibre G (z) dans un p rodu i t  

infini. 

On pour ra i t  iei choisir  G(z) tclle que sa croissunce soit  aussi pet i te  que 

possible en p renan t  les diff6renees m , + a -  m~ dgales s I e t  en fa isant  les D~ 

croitre de manigre eonvenable.  D ' au t re  eSt5 on pourra i t ,  en espagant les m, 

suffisummet et en ehoisissant  Dm, routes p. ex. dgales h I8,7, obteni r  une fonc- 

t ion enti~re G(z) de croissanee aussi rapide que l 'on veut.  

Le r6sul ta t  est analogue duns le cas off les m~ vont  ~ l ' infini duns le sens 

n6gat i f  et aussi si les indices m~ vont  ~ l ' infini dans t o u s l e s  deux sens. Dans 

ce dernier  eas on a ~videmment  R - ,  + o, R~ ~ ~ ,  t~ (~) ~ o, R ( e ) - - ~ .  Supposons 

d 'abord  que m o ~ o. Alors on a d'aprgs le th~or&me X X V I I  

(64, 4) G (z) = a .F_ (z) ~'+ (z) 

off 
a ~=O, /~+(O)-~- / ? - - ( ~ )  = I.  

Dans F +  (z) et F - ( z )  les d4viations d ' indiees mr sont en tou t  eas ~ 13, 5. D 'au t re  

es t , ,  les raeines de Y+ et  / ! ' -  sont s4par6es par  la eireonf~renee ] z [ =  l / R o B  1. 

Done on a par la dernibre par t ie  du tla~orbme X X V I  

et 
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off cet~e derni~re ddcomposition de G(z) correspond aux indices m oe t  m~. Done, 

par le m~me raisonnement qu'en haut ,  f(+O(z) converge avec 1 ~ or vers x, uni- 

form~ment  da,ns route rdgion finie du plan. En appl iquant  le m~me raisonne- 

ment  s F ( ~ - ) o n  obtient la ddcomposifion 

(:) 
Taylor  eommengant  par la constant;e I et~ eonvergeant  

avee k f ~ uniform6ment  vers z dans ehaque rggion finie du plan. Quant  au 

polynSme Q~* (z), e'esg un polynSme ~. terme constant  ~, de degr6 m , + ~ -  m~, tel 

que le polyngme 
/ \ 

\ z ]  

a pour ses racines le groupe des m~+l- -m~ racines de G(z)sdparges par les 

circonfSrences 

(64, 5) = V~m+l~m++ 1 , = V / ~ ' ~ n ~ + l f ~ m , r  

Mais Q,(z) est pour les indices v ndgatives norm~ de faqon que dans Q, le 

coefficient de la plus haute puissance de z e s t  ~gal s I. I1 en rdsulte f inalement 

dans le cas g5n~ral le thdor~me suivant:  

X X V I I I .  On a sous les hypotheses des thdor~mes XXV[,  X X V I I  si les indices 

m, aux ddviatio~s Din, ~= 18,7 sont en ~ombre infini dans les deux sens." 

la reprdsen ration 

(64, 6) 

�9 . , ")'lt,~-- 3 ~ -  ')'t't~ " ~  ~ , , v ~ - I  . . "~ - -  O 0  ~ ~2 < 

05, pour ehaque v, Q~ est le polyndme du degrd m~+l--m~ dont les racines sont 

identiques aux m , + l -  ~ racines de G(z) s@ardes par les circonf6rences (64, 5). 

Les polyn6mes Q~ sont normds de fa9on que dans les polyn6mes aux indices uon 

nSgatifs les termes constants, et darts les P~ aux indices n@atifs les coefficients des 

plus hautes puissances de z soient @aux ~ I. a est un hombre fixe diffdrent de z~ro, 

mais d@endant du choix de too, c'est-&-dire du num~rotage des m~. 
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Si la suite des my est remplacde par {m,}, ~ : I, 2, . . . on a au lieu de (64, 6) 

la d6eomposition (64, 3). Si la suite des m~ est rem~lacde par {my}, v = - - I ,  - - 2 , . . .  

on a la formule analogue it (64, 3) 

G (z) --1 
(64, 7) f+  (z) = a l I  Q" (z), 

,l~=--ao 

o~ les Q, (z) sour normds comme les facteurs aux indices ~ga t i f s  en (64, 6). 

,Enfin, si l' on ne consid~re que les m, en nombre f ini  on a la d~eomposilion (63, 2). 

65. L 'asser t ion du thgor~me X X V I I  que les expressions f - ( z ) ,  Q(z), f +  (z) 

varient cont inuement  uvec G(z) peut  @tre considgrablement prgcis6e duns le cas 

off les coefficients de G(z) sont des fonctions holomorphes de certuins puram3tres 

u, v, . . . ,  w var iant  resp. duns certains domaines ouverts K,,, /C~ . . . .  , K~. Sup- 

posons alors que, au tan t  que les conditions 

(65, I) u < K ~ , ,  . . . ,  w < K ~  

res~ent satisfaites,  la relat ion (6I, 2) resp. la relat ion (6I, 2 ~ reste rulable. Alors 

je dis que les coefficients de Q(z), f - ( z ) ,  f+  (z) sont des fonctions holomorphes 

de u . . . .  , w duns (65, I). 

I1 suffit de d6montrer  notre assertion dans un voisinage convenable d 'un 

point arbitraire mais fixe Uo, . . . ,  w 0 de (65, I): 

(65, l u - , o l < , ,  . . . ,  I w - w o l < ,  

pour un e convenablement  choisi. 

Nous considgrons d 'ubord le cas off les hypotheses  du thdorgme XXV sont 

satisfaites, c'est-h-dire off G(z) est une expression >>finie>). Or, sous les hypo- 

th5ses de XXV les rucines de f +  (z) sont s6purdes de celles de f _ ( z )  par chaque 

circonf5rence 

[ z ] = R ,  3 R , ~ < R <  Rm+~ 
3 

On peut 6videmment supposer sans restreindre 1s g6n6rulit6 que l 'on u 11 ~-o,  

1.2 -- 1 > m > o. Soient Zl, �9 �9 zm les m racines de f - ( z )  (dont certaines peuvent  

6tre nulles) et soit 
m 

jr*- (z) = l I  (z - z,) = z-, + a*, Z m - 1  "~  " ' "  ~ -  a~,,* 

y = l  
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51ous allons mont rer  que les coefficients a, ,  . . . ,  a= res tent  holomorphes en 

u . . . .  , w en (65, 2) pour un ~ suff isumment petit. I1 suffit 4videmment de le 

dgmontrer  pour les sommes des puissances z~ + z~ + .-- + z~, k ~- o, I, . . . ,  m- -  i. 

Soient R , ( u ,  . . . ,  w), R ,+a(u ,  . . . ,  w) les inclinaisons num6riqnes uux indices m, 

m + I et soit 
/~ = V / ~ , ~  (u0, �9 � 9  w0)  R , + ~  (no . . . .  , Wo).  

On a @videmment, d'upr~s ee que nous uvons dit  uu No. I6, pour ~ > o suffisum- 

ment  peti t  duns (65, 2) 

3 B,, (u, . . . ,  w) < 1~ < I- t r  (u ,  . . . ,  w ) .  
3 

or ,  on u ulors, le chemin d ' int~grution dtant  lu circonf4rence Iz] = R: 

2~ 

- ; e (k+l)i~p 
Z~ + . . .  + Z ,,, 2 ~ i Z~ K ( ~  a z - -  3 ~ 3 

0 

G' (R e i'p) 
G (1~ e"p) 

d ~ ,  

off l 'expression sous le signe d' int4grule est holomorphe duns (65, 2) et cont inue 

en q~, o _ - - < q ~ z m  Donc z ~ +  ... + z ~  est uussi holomorphc duns (65,2). 

Eu divisant  G (z) par f * ( z )  on obt ient  un polynSme f ~  (z) dont  les coeffi- 

cients sont aussi holomorphes duns (65, 2). Soit en part ieulier  a* le terme con- 

s tunt  de f*~ (z). a* reste di f f&ent  de o duns (65, 2), puisque les rucines d e f ~ ( z )  

res tent  en module > R. Donc les coefficients des expressions 

f--(z)  = a ' f * -  (z), f +  (z) - -  • f  + (z) 

son~ uussi holomorphes duns (65, I). 

En uppliquunt ce r4sultut deux lois, on voit que duns lu d@composition de 

l 'expression (54, I) en trois facteurs  (54, 3), (55, I) sons les condi t ions (54, 2) 

notre assertion reste encore rulable. 

66. 

(66, I) 

Consid5rons muin tenant  le eus g4n4ral off G(z) est Une expression 

o v  

G(~, u , . . . ,  w ) = ~ b ~  
, 2 - -  a o  

convergente pour chuque point de (65, 2) duns lu couronne circuluire fixe 

B(;) < ]z ] < R (e), R (i), R (e) 6taut  ind6pendunts de u, . . . ,  w. D6signons par  T~(~) 

le muximum du coefficient de 1~ mujorunte  Newtonienne T,.(u, . . . ,  w) pour 
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(66,  ~) l u - u o l  < ~ . . . .  , I - , - , v o l  < ~ 

et soient /~,~}, t1!~) deux nombres positifs s~isfuisunts  g la condition 

B(;) </~(g:) </?~)  < R(~). (66, 3) 

Alors la s&ie 

(66,  4) 
o~ 

converge duns la couronne circulaire 

(66, 5) B{~ " /<]  z ] < B~). 

En effet, soit fl~ (s) le maximum de ] b~ I pour (66, 2). 

(66, 6) ~ fl, (s) z ~ 

II suffit de d6montrer que 

converge duns (66, 5). Cer u[ors d'apr6s V lu mujor~nte Newtonienne ~ (z) de 

(66, 6) converge duns (66, 5). Or, ~(z), &unt une mujorunte normMe de routes 

le8 series (66, I) duns (66, 2), rest aussi pour toutes les sgries ~ T, (u, . . . ,  w) z', 

done (66, 4), elle uussi, est mujor6e par 9~(z) et notre assertion est d6montr6e. 
Or, soient 

O 

et 23/+ resp. M _  des bornes de [ G + ( z , u , . . . , w ) l  , I G _ ( z , u , . . . , w ) ]  dens lu 

c o u r o n n e  1~> < [z [ <= R~) 8~ (66, 2). O n  u ulors  ~ v i d s m m e n t  pou r  3 /== M +  + M -  

31 M 

et la convergence de (66, 6) duns (66, 5) en r6sulte imm6diutement.  

67. En utilisunt les r6sultats 6tablis uu No. pr&6dent  on pourru mMnte- 

uppliquer le rMsonnement  du No. 57. En posunt G(z)----=~b,z ~ on d6- n u n t  

composeru G,,(z) en trois faeteurs (57, i )s~tisfMsant  resp. uux mujorutions (57, 2), 

(57, 3), (57, 4). I I e n  r&ulte  d'upr6s 18 th6or6me V I I I  les majorations 
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/V(z) < (~ + ~o) ~J~+- < ('  + ~o)V~, 

7t 

Donc, d apres ce qne nous avons 6t~blit au num6ro prdcddent on a dans la 

r6gion (65, 2) pour un e suffisamment petit 

(67, ~) 

f , :  (~) < (, + ~o) ~ T. (~) ~, 

CtOo~) Qn(Z)~  (I + (~I) Z~/~(8)Z *, 

or 
a~ '> C(n>f+~ (Z) ~ (I + (~0) Z T+(8) Z *-k. 

On pourra donc, en appliquant trois fois le thdor8me du choix, extraire de 

chaque suite partielle de n: {n,} une suite infinie {n~,t} telle que les suites 

+;, +), .!',,)% (.), .!':,> (.) 
J nit 

converg.ent uniformdment dans chaque point Jntgrieur du domaine 

(67, 2) B 0/ < l z ]  < R (~), 

Or, les functions limites 

(67, 3) 3"- (z), 

6rant univoquement d~termin6es 

totales 
f ~  (~), g,,/Q,, (~), 

lu--u0l<~,..., Iw-,%l<~. 

a0 q (~), .0 V~f+ (~) 

d'apr6s le No. 59, il en r6sulte que les suites 

convergent uniformdment d~ns chaque point int6rieur de (67, 2) resp. vers les 

fonctions (67, 3). Doric, les coefficients des diffdrentes puissances de z dans les 

fonctions de ces suites 6runt holomorphes dans 1~ r6gion (65, 2), il en est de 

mSme des coefficients de f-,z), Q(z), f+ (z). On obtient 6videmment le rdsult~t 

complhtement analogue pour la d6composition en deux facteurs sons l~ condi 
tion (6I, 2~ 
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X X I X .  Supposone que soue lee hypoth&es des th&rOmes XXVI ,  X X V I I ,  les 

coefficients b, de G (z) sont dee fonctions holomorphes de certaines variables u , . . . ,  w 

autant que ces variables varient dane certains domaines ouverts K , , . . . ,  Kw et sup- 

posons que, autant que les conditions (65, I) reetent satisfaites, la relation (61, 2) 

resp. la relation (6I, 2 ~ reste valable. Alors les coefficients C, de (6I, 3), a, et A ,  

de (62, 3) sont des fonetions holomorphes de u, . . . ,  w dans (65, I). 

68. On ob~ient en sp6cialisan~ les th6orgmes XXVI ,  X X V I I ,  X X I X  ))le 

th6or6me de pr6paration)) de ~ re i e r s t r a s s?  En  effet: Soit  

ao 

(68, ,) G(~; u , . . . ,  w ) =  y, A ~ ( , , . . . ,  ~ ) ~  
V ~ 0  

une s6rie de puissances proe6daut  suivant  les puissances enti~res non n6gat ives  

des z; u , . . . ,  w e t  convergen te  un i fo rm6ment  duns le domMne 

e~ supposons que l 'on Mt 

(68, 3) A0(o, . . . ,  o) = AI(O, . . . ,  o) . . . . .  An-l(O, . . . ,  o ) = o ;  An(o, . . . ,  o) 4= o. 

Alors le th6or~me 

possible 

(68, 4) 

de Weiers t rass  dit  que la d6composi t ion suivante de G est 

G (z; u , . . . ,  w ) =  ( z '~+Bl (u , . . . ,  w ) z " - l +  ' ' '  

ao 

+ B , , ( , , . . . ,  wl) ~ or ( .  . . . .  , w) ~-, 
~ 0  

O0(o, . . . ,  o) + o, 

off les s6ries Bt,  . B , ,  C, convergen t  pour  ] u l <  . . . .  �9 ., =(~ , , , . - . , ]wl - - - -<e~,  et  la sene  

~ ,  C,z" converge  pour  
~ 0  

(68, 5) I~l_-<&; I~ l_-<d~, . . . , Iw[=<d~.  

Po ur  d~duire ce fa i r  de nos rdsultats il suffit de t rouver  les nombres  posit ifs  
? p 

Q ~ _--<_ Q , , . . . ,  o ~--< ew, tels que duns le domMne 

1 On trouve des renseignements bibliogruphiques sur ce th6or6me duns OSGOOD (I) p. 86 et 
O S T R O W S K I  ( I )  I ).  I 0 8 � 9  
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(68, 6) lul ~ e'~, . . . ,  Iwl ~ e'~,, 

la d6viat ion D,~ de l ' indiee n de la sdrie G eonsidgrde eomine une sdrie ent i8re 

en z, reste ~ I3, 5. II suffit pour  cela d'apr~s ee que nous avons dit  au 290. 15 

que l 'on air dans (68, 6) 

I 
- -  M a x  (68, 7) D,, ~>o 

1 t 

A~(u, .  : I Max ' ~ . . . . .  
. ,~/ I ~>o 7 ~ . . , w )  I ~3,5 

o~, en d~sig~ant par  M la borne sup6rieure de I G (z; u, . . . ,  w) l darts (68, 2) on 

a d'apr~s les in6gMieds de Cauehy 

M 
I-4 ,+ , (~ , . . . ,  ,~)1 ~ ~v; ;  

il suffi~ donc de faire  

1 1 

~u < ----, 

1 

I M a x  I ,  @" �9 x_ 0 
e~ , lAb(u,:  . , W )  l I A n ( U , . . , w )  I ~-  I 3 ,  5 

eL ceei est dvidemment  possible en ver tu  de (68, 3). 

C H A P I T R E  IV. C o n t i n u i t 6  d e s  r a c i n e s  d e s  6 q u a t i o n s  a l g 6 b r i q u e s .  

M 6 t h o d e  d e  G r a e f f e .  

w 16. Cont inu i t6  des r ac ines  des 6quat ions  a lg6br iques .  

(Quatribme th~orbme fondamen~al.) 

6 9 . Soient  pour  n >  I, a o =  I, b 0 =  I: 

(69, I) f ( z ) =  aO zn + al  z a - 1  + . . .  + an ---~ O; g ( z )  = bo zn + b l z  n -1  + "..  + bn = o 

deux 6quations alg6briques dont  les raeines seron~ ddsig'n6es resp. par  

Posons  

(69 , 2) 

27 --39615. 

Xj ,  . . . ,  Xn; Yl,  � 9  yn .  

I I I I 

T =  M~x(,,  1,11, Ibll, I,~1 ~, Ib~l ~, . . . ,  lanl ~, Ibn(). 
Aeta mathematica. 72. Imprim~i lo 30 avril 1940. 
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En d6signant  par y une des racines Y l , . . . ,  yn, arbi t raire  mais fixe, on a 

n n - - 1  

(69, 3) l I  (Y --  x,) = f ( y )  = f ( y )  - -  g (y) = ~ ,  (a, - -  b,) y*. 

Soit  7 - - M a x ( [ x ~ [ ,  ly,  D et 
?~ 

( 6 9 ,  4 )  ~ = ] . ~  - b .  I z ~ . 
q v ~ 0  

I1 r4sulte alors de (69, 3) 

(69, 5) ~ I  I v - * ~ l  <~'~. 

De l 'autre  eft6,  en posant  

(69, 6) d = g l < - - b , I  ~ +  "" + la ,~ - -b ,~ l  ~, 

il r~sulte en ver tu  de l 'inggalit~ de Schwarz 

(69, 7) " e ~ <  d V~ + ly l  ~ + ... + [v D - " .  

Or, on a d 'aprgs Cauehy:  [y[ ~ z T. Done,  en posant  

(69, 8) I q- (2 T) 2 q- "" + (2 T) 2 n - 2 =  2"]//~n < (2 T) 2n, 

(69, 9) e ~ ~ M "  6. 

70. Une eonsdquenee immediate  de la formule (69, 5) est que pour ebaque  

y = y, il existe un x ~  tel  que l 'on a 

(70, I ) l y~ - -  x ~  [ ~ s. 

En in te rehangeant  f ( z )  et g(z)  on voit  que pour  ehaque x = x ~  on peut  

~rouver un y ~ y~s tel  que 

(70, 2) ] ~  - v~. I --< ~. 

On pent  se demander  s'il soit  possible de changer  le num6rotage  de x/~ de 

maniSre qu 'on aurMt pour  ehaque v dans (7o, 2): y~, ~ - y s .  Pour  n - - 2  il est 

presque immSdiat  que ceei soit possible. Au eontrM~e, pour  n =  3 on peut  

mont re r  par  l 'exemple suivant  que la r@onse  g notre  quest ion doit  ~tre n~ga- 

t ire.  Soit 
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3 3 

2 2 

Les trois  racines de f (z)  sont 

et celles de g(z): 

a I 
X l  - -  - V 2 ,  x~  = -  - V ~ ,  x~  - 

V4 
- - 0 , 6 2 9 9 6 ,  

Yi~O, y~O,  Y a - -  3 ] f 2  - -  - -  1,89.  
2 

Or, iei on a ~ = I et dans la distance I des deux raeines yj, Y2 n'est  situ6e 

qu 'une seule racine x3 de f(z).  

7 I. P o u r  g6n6raliser (7 o, I) dans le seas indiqu6 on peut  ut i l iser  la m6thode 

suivante : 

Supposons darts les hypothbses  du No. 6 9 qu'~ chaque x~ cor respond un  

cerele K~([x - - x~[  ~e~), ~ =  I , . . . ,  n, de f~?on que ehaque y~ est situ6 dans un 

des cercles K~. 

Si deux cercles Kv, K,,  poss~dent des points  int6rieurs  en commun,  nous 

dirons que x~ est enchain6 avec xv. Plus  g6n6ralement ,  nous appelons x,  et  x,,  

encha~nds s'il existe une suite: 

X m X~,~, . . . ~  X~,u~ X~ ' ,  

telle que chaque racine dans cet~e suite est enchaln~e avec la racine p%c6dente  

et ls  racine suivante.  Alors on peut  r epa r t i r  tous les x~ en 1 groupes G~., 

Z =  I, . . . ,  l, de sorte que tous les x~ dans un groupe  Gz soient  enchain6s 

entre  eux, tandis  que deux x~ appa r t enan t  s deux groupes diff6rents ne le soient  

pas. Soit  g~ le nombre  de x~ dans la groupe  Gz. On a gvidemment  2 ] g ~  n. 

Consid6rons ma in t enan t  les cercles K~ cor respondan t  aux x~ d 'un  groupe G~. 

L 'ensemble de tous les points de ces cercles sera d6sign6 par  U~. 

Si l 'on remplace ma in t enan t  chaque b~ par  a~ + t(b~--a~),  o ~ t ~  I, g(z) 

varie uvec t. Nous  supposerons qu's chaque t, o ~ t ~ I cor respondent  encore  

des cercles K(t)([x--x~]  ~ e~)) poss6dant  les proprigt6s analogues ~ celles sup- 

pos~es pour  t = I et que s i t  va en d iminuan t  de un ~ z&o, chaque e~) diminue 

de e,, ~ z6ro. 

P o u r  chaque e~) on obt ient  de l 'ensemble Uz un  ensemble U~ ) en remplaqant  

les cercles K~ dont  Uz est form6 par  les cercles cor respondants  K~ ). Alors pour  
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t <  I U !  t) n 'u  plus de points en commun uvee --z/?/t)si ~ + H .  Done, si t <  I 

diminue "s o, le nombre  des y ,  contenus  duns U~ t) reste  le mSme; mais pour  t = o 

les y ,  coincident  avee les x,. Done  chaque U~ ~, t < i, con t ien t  exuctement  g~ 

des rueines y, .  En fuisan~ t ~' I on voit que los n racines y~ peuvent  8tre 

r6part ies  en 1 groupes G~, ~ = I . . . .  , l, de sorte que G~ cont ien t  exuc tement  

g~ des rucines y~ situ6es dans U~. 

En uppl iquunt  ce r6sul ta t  s e , - - ~ ,  off e est defini par  (69, 4), il r6sulte 

muin tenunt  de (7 o, 2), qu 'en  num6ro tun t  les y ,  convenublement  on u 

1 1 

( 7 I ,  I) ly,--x,l<=(2n--~)e<=(2n--~)Md~<4nT6'~, ~ ' =  I ,  . . . , n .  

XXX.  Soient  (69, 1) deux  dquatious alggbriques a u x  racines  x , ,  v = i , . . . ,  n 

et y~, v = I, . . ., n. A lors  on a, en numdrotant  les x~ et y~ convenablement,  la rela- 

tion (7 I, I) oh ~ est defini  p a r  (69, 4), d p a r  (69, 6) et M p a r  (69, 2), (69, 8). 

On peut  done dire que les rucines d 'une  dquution ulgdbrique du degrd n 

I 
sutisfont,  comme fonct ions  des coefficients, s une  condition de L @ s c h i t z  d'ordre - .  

72. Les rgsultuts du No. prdc6dent deviennenr purticuli~remen~ ddsuvun~ageux 

si l '6quution consid6r6e poss~de des rucines d 'ordres  de g randeur  tr~s diff6rents, 

puisque le module de continuit6 donn6 par  ce thdorSme est le mSme pour  routes  

les rueines. De l 'uutre  c5t6 on a duns le calcul num4rique l 'habi tude  de culculer 

uu  hombre f i x e  de ch~{fres s ign i f ica t i f s .  Or, le th6or~me X X X  ne peut  6videm- 

ment  p~s 8tre utilis6 pour les 6valuations de cet te  espSce. 

Nous  allons ma in t enan t  d~montrer  le fa i l  de lu continuit6 re la t ive  des racines 

des 6quutions ulggbriques, comme fonct ions  des coefficients, qui s 'adupte  trSs bien 

s ce point  de vue. - -  

Si l 'on remplace  le polyn6me f ( z )  en (69, I) par  le polyn6me g(z)  en (69, I) 

c 'est  ?~-dire les a, par  les b,, off ao ~- I, muis le coefficient bo de z n duns g (z) peut  

~tre muin tenunt  =4 = I, 1~ var ia t ion  relat ive des a~ peut  ~tre mesur6e par  

] a~ - -  by 

Or, si un des coefficients a~ est except ionnel lement  pet i t  ou m~me disparult ,  il 

ne serai t  plus possible de vurier  ce coefficient;  c 'est  pourquoi  il est plus avan- 

tugeux d 'ut i l iser  comme 6chelle au l ieu des nombres  ]a~] les coefficients T~ de 



Recherches sur la m4thode de Graeffe. 213 

la majorante  newtonienne ~J?s(z) de f ( z ) .  Nous introduisons done eomme mesure 

des variations relatives le nombre 

(7 2, I) "15 = M a x  ] a , -  b,[ Y ~ O ~  I ~ . .  ~,, ao ~---I~ an=~=O. 
T~ "~ 

On a alors & i d e m m e n t  pour ~ < I :  bn dr= 0 et 

(7 2, 2) f ( z )  --  g(z) ~ ~)~f(z), �9 < I. 

Soit y , =  y, l Y l = r ,  une des racines de g(z) qui sont toutes  q= o. Soit 

I x ~ l = r , ,  r ~ > r ~ > . . . > r n > O .  

n 

Alors de f ( y ) = f ( y ) - - g ( y ) ,  il r4sulte I f ( y ) l  = Hly-x l ~ ~ ( r ) ,  
a ' = l  

uti l isant  (5, I): 

(72, 3) If(y)l--< * (r + Ix~l) = , H ( , "  § ~.). 

donc, en 

Pour  un q fixe avec o < q < i les x~ se repart issent  en trois groupes: 

L ' > l x ,  l > q r ,  v = l +  I , . . . , k ;  q 

= - -  v =  I ,  . . . ,  l ,  
q 

I x ~ l < q r ,  V =  k - l -  I ,  . . . ,  n .  
Alors on a 

If(y)l= l y - x .  l l I l y - x . l =  ,. i - ~  ,,,-k 

done 

(7 2, 4) I f ( ~ ) l  >-- r n - k  H I - -  ~ - -  r , .  
q0=l ~=k+l  ~=1 

I - -  I - y ,  

Or, eeei devient  e n  u t i l i s a n t  la borne sup4rieure (7 2, 3) de I f (y) l :  

X~ 
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---- g Fn--k H ~',v I -{- 1 -~- ~ 
~=1 ~=kq-1 ~=1 

i q _ r ~  

l I ( q)lC (I q- q~n--k (72 ,5)  I - y -  < ~  I +  r r < ,  I +  
x~ = r~ - -  \ I ~ - - q  I " 

v=l  ~=1 ~'--k+l I - -  
r 

De eet te  f o r m u l e  on c onc l n t  en u t i l i s an t  la bo rne  in f4 r i eu re  des 1 p remie r s  

f a c t e u r s  de g a u c h e :  

r r,v 
k l I q- k n I 2 c  - -  

n '"n( ':)n (72 ,6)  I - -  ~ T  - - -  l q -  = 
�9 = 1 v=l  I - - -  *'=1+1 v=k+l  I - - -  

r~ r 

D a n s  les in4gal i t4s  

pa r  I s ' i ls son t  vides. 

et  nous  au r ions  l ' in4gal i t4  

~ T (  I \ ~ q ] 4 -  ~/t"--(k--l) ( I  -{- ; )  k- l"  

(72, 5), (72, 6) les p rodu i t s  s g a u c h e  sont  g r e m p l a c e r  

Or, clans ee cas il sera i t  ou b ien  k = o  on b ien  k - - l  

Mais  si ~ < I i l  suffi t  de chois i r  q de mani~re  que  

1 
- 1 

(72 , 8) q <  I - -  ~'~ - I - -  q 
! I + q  

pou rque  ( 7 2 ,  7) soi t  impossible .  Alors  on  u k > l ~ o et, en d 4 s i g n a n t  pa r  x 0 une  

des r~cines de f(z) pour laquelle I I - - Y  [ est minimum, on ob~ient de (72, 6) 

1 

(72 , 9) I I - -  XO = \ I  - -  q ]  ] 

( 1 73. Or, il r4sul te  de (72, 9), en ve r tu  de , I + q < I :  
\i - -  q/  
1 

(73,  I)  I I--~/OI ~ I -  q (  T(I- '~ q l n l ~ -  , I  -- q/ / ~- 
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q ~ - - - - .  

q > o do i t  ici sa t i s fa i re  s (72, 8). Or, (73, I) res te  w l ~ b l e  si l ' on  fu i t  
1 

I - -  ~:~ 1 2 2 
1 Le f a e t e u r  de z ~ d e v i e n t  a lors  --  ~ et  res te  ~ 4, si 2 ~ est  ~ 2. 

2 ~-  T n I - -  �9 n 

Alors  (73, 2) dev ien t  

1 

- X 0 
I - -  T n  

D e  

f avo rab l e  en p r e n a n t  

Alors  (72, 9) dev ien t  

l '~u t re  c6t4 on pou r r~  d~ns ce r t a in s  cas ob t en i r  une  4va lua t i on  plus  

q s u f f i s a m m e n t  prbs d'un de mani~re  s fa i re  k - - l =  I. 

= q(2 - -  q)n-1 ~, ]~ - -  1--- I. 

Muis z do i t  6tre ici plus  pe t i t  que q ( 2 - - q l  n-1 I + q \ I  + q! p o u r  que l ' exp re s s ion  de 

d ro i t e  soi t  < I. 

I1 r4sul te  de (73, 2) qu ' i l  exis te  une  f o n c t i o n  ~(z), pos i t ive  p o u r  z pos i t i f  

et su f f i s~mment  pet i t ,  d i m i n u ~ n t  ~u sens 4 t ro i t  ~vec z et  c o n v e r g e ~ n t  vers  o ~vec 

r o, tel le que p o u r  c h a q u e  ~, ~ -~  2 , . . . ,  n i l  exis te  un  x , ,  p o u r  lequel  on 

E t  l ' on  p e u t  p r e n d r e  en pur t i cu l i e r  

1 

2 T n 

( z 3 ,  5) - 
I - -  T n  

I1 en r6sul te ,  en s u p p o s ~ n t  ~ < 2 et  en p o s a n t  

que si l ' on  d4cr i t  a u t o u r  de c h a q u e  x~ le cercle  K~ de r a y o n  e~,, c h a q u e  y ,  es t  

si tu4 darts un  des cercles K~. Alors  les hypo thbse s  que n o u s  avons  fa i tes  au  

No.  71 son t  4v iden imen t  sa t i s fMtes  et  t ou t e s  les rac ines  y ,  se r4pa r t i s s en t  en  l 

g r o u p e s  G* * i telles que les gl  r ac ines  y~ du  g r o u p e  Gi son t  s i tu4es dans  l 'en-  

semble  U~. R e p r e n o n s  les n o t a t i o n s  du No.  7~. 
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L'ensemble Uz est un continu form~ de gz cereles K~. Donc on a, en 

d~signant par Dz le diam~tre de Uz et en num~rotant y~ de mani~re que les 

racines des groupes G~, G~ poss~dent chaque fois les mSmes indices, pour chaque 

couple de racines x~, y~ contenu dans U~ 

(73, 6) i ~ = i ~ ; | -  

D~ 
I1 rcste "s fivaluer les quotients ~ .  ]~crivons pour le moment d pour d(z). 

Le quotient de ~ [  est evldemment = s d sig~ = I. Supposons donc que g~>I.  

Alors, si deux racines x~, x~ du groupe Gz aux modules r~, r~ sont directement 

I--(~ I-]-d 
enchaln~es, on a ~ r ~ < r ~ <  ~ r~. Doric, si K~ est un cercle de U~ enchaln6 

avec K~ au moyen des K~:K~, K~,, . . . ,  K~k, K~ la somme des diam~tres de ces 

cercles est au plus ~gal ~ 2r~c](i + i+c]  lI-~- dlk+l ~ g2--11I q- (~/z 
/z--0 

Donc on a 

D2 tlI-}-(~/g2 ) I - -{ J  t~I-[-(~n ) I - - ~  
(73, 7) [x~]~[ < 2 \ \ 1 _ d !  - - I  ~ 2  - - I  

2 \ \ ~ l  2 

Or, pour o ~ x ~ d ,  on a 

((I "~-X) n -  (I --x)n) t = n((I Jr- X) ~-1 "~ ( I -  X) n-l) ~ . ( ( I  "~ {J)n--1 ~_ ( I -  {J)n--1). 

Donc, en appliquant le th~or~me des accroissements finis, 

( i  + d),, - ( i  - ~)~ __< n 0 (( i  + 0 ) , , - ,  + ( ,  - 0 , , -1 ) ) ;  

- '  

Or, supposons que l'on air ( 2 ~ - -  I)tJ ~ t; alors: 

( ,;_1 
I -~'0] __ I -I- n - -  I ~ e ~  3. 

+ 

Donc 

D z  
(73, 7~ /l'x, ' ~  < nd(e + i) < 4rid,  

,) 
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I I / \ 
, .  

I \ I X ,  I 
1 

Donc, eu 6g~rd & (73, 5), on s pour ~: ( 4 n - - ; ) ~ n  ~ I e t  ensui~e: 

1 

(73,9) I - - - -  < e +  I ) n - - I  - -  < ( 7 , 4 3 6 6 n +  0,i456)z '~, ( 4 n - -  I)z ~ <  I. 
I - -  T n 

74. En simplifiant un peu les constantes  dans (73, 9), on obt ient  l '6nonc6 

suiv~nt, extr~mement  remarqu~ble p~r s~ g6n6r~lit6: 

X X X I .  Quat r ieme th~or~me fondamenta l .  Soit n > I e t  

(74, I) 

un polyuOme aux raeines 

(74, 2) xl . . . .  , x , .  

Soit 

(74, 3) g(z) = b oz" + b~z '~-~ + . . .  + b, 

f ( z )  = ao z" + a~ z ~-~ + ... + a,, ao a,~ 4: o 

un autre polyn6me, dont les coefficients peuvent  Otre 6erits dans la forme  

(74,4) b ~ = a ~ ( l  +,9,) ,  ]~9,]<~z, o < , <  I, 

ou plus g~n~ralement sati , font  ~ la eondition 

(74, 5) f ( z ) -  g(Z)  <~ $ ~ f ( Z ) ,  0 < T < I ,  

en ddsignant par  Tkf(z) la majorante newtonienne de f ( z ) .  

Alors il  existe u~e fonction ~ (z) ne d@e),dant que de n, positive et d iminuant  

v e r s o  avee v, telle que si ~ est suff isamment petit, on a en numOrotant eonvenable- 

rnent les n raeines y~ de g (z): 

(74,6) I I - - Y ~ ] ~ ( * ) ,  v =  I , . . . ,  n. 
I X~ I 

E n  partieulier, si l'on a 

1 

(74, 7) 4 n z " ~  I 

on peu t  poser 
1 

(74, 8) ~ (,) = 8 n z n. 

2 8 - - 3 9 6 1 5 .  Acts mathematlea. 72. I m p r i m 6  le  30 a v r i l  1940. 
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On peut donc dire que les logarithmes des racines d'une 6quation alg6brique 

du degr6 n sont des fonctions continues des logarithmes des coefficients, umformd- 

ment pour l'ensemble de toutes les ~quations du degr~ exact n sans racines de 

l' origine. 

75. L'~vMuation de l 'erreur relative donn~e par (74, 8) parait pratique- 

ment trSs d6savantageuse. I1 importe donc de montrer par exemples num6riques 

que l'ordre de grandeur de notre 6valuation peut trSs bien 8tre atteint, bien 

que seulement duns quelques cas exceptionnels, il est vrM. 

Nous nous bornons s l'exemple num~rique suivant qui est facile s g6n6- 

raliser: 

Consid6rons le polyn6me 

(75, ') f ( z ) = z 4 - - 4  zs + (6--4 ,9"  IO--5) J - - 4  z + I. 

En eonduisant le calcul avee 4 chiffres d~eimales, on remplaeera f ( z ) p a r  le 

polyn6me g(z) = ( z - -  I) 4 dont les quatres racines sont 6gaux g un. Mais l'erreur 

relative sera alors plus de 8 %. En effet, les quatre racines de f (z)  sont 

et l'on a 

g I = I , o 8 7 2 3 9 1 8  . . . ,  g ~ = 0 , 9 1 9 7 6 o 8 2  . . . ;  

Zs ,  Z 4 = 0 , 9 9 6 5  + 0 , 0 8 3 5 9 2 7 6  . . .  i 

I - -  Z~[ : ~  0 , 0 8 ,  ~ ~ I ,  . . . ,  4 .  

Le calcul de z, . . . . .  z 4 s'effectue presque imm6diatement en d6composant 

l'6quation f ( z ) ~  o en deux 6quations: 

Z s -  2 , o o 7 Z  + I ~ O,  Z s - -  1 , 9 9 3 Z  + I = = 0  

qui deviennent, en posa,nt u =  Ioo(z- -  I ) :  

u 2 - -  0 , 7  u - -  7 0  = o ,  u s + 0 , 7  u + 7 ~ = o .  

Les raeines de la premi6re 6quation sont 

U 1 ---~ 8 , 7 2 3 9 1 8  . . . ;  u s  = - -  8 , 0 2 3 9 1 8  . . . .  

Pour les raeines us, u~ de la seeonde on a 6videmment 

]Us[  = [ U 4 [ - -  ] / - ~ -  8 , 3 6 6 6 0 o 3  . . .  ' 

eL par un caleul 616mentMre 

U s ,  U ~  ~ 0 , 3 5  +~ 8 , 3 5 9 2 7 6  . . .  i .  
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7 6. On peut  obtenir  des considerat ions du No. 7 2 des re la t ions  plus prd- 

cises si l 'on ne s ' int&esse qu 'aux  modules  des rac iues  eomme c 'est  souvent  le cas 

dans la pra t ique  de la m&hode  de Graeffe.  En effet, il suffit que q > o saris- 

fasse g la re la t ion (7 2, 8) pour  ~ < I pour  que le produi t  de gauche en (7 ~, 6) 

ne soit pas vide. I1 existe donc alors pour  no t re  ] y ] - ~ r  du moins un r,, tel  

r r ~  
que > r , > q r ,  ou bien, ce qui rev ien t  au m6me, - - > r > q r , .  I1 en r6sulte 

q q 

imm6diatement ,  en faisant  tendre  q vers - -  

intervalles 

(76, I) ~'~ ( * ) :  . . . . . . .  

1 

I - -  ,~n 

~, que not re  r e s t  situ6 dans un  des 
I ~ _ ~ n  

1 1 

I -{- g n  I - -  ~ n  
1 ~ ~ r ~ r ~ ,  ~ ~ I ,  ~L 

I - -  T n I -~  T n 

Or, certains des intervalles I~(~) peuvent  empi~ter Fun sur l 'autre .  Chaque 

groupe d ' interval les  I~(~) qui s 'empi~tent  forme un interval le  eomposd &(~), 

~ I , . . . ,  l de mani~re que nous obtenons un cer ta in  nombre  d ' in terval les  com- 

pos~s qui ne poss~dent pas de points  intdrieurs  en eommun,  tandis  que chaque 

poin t  int~r ieur  d 'un  interval le  composg est aussi un point  in tdr ieur  d 'un  des 

interval les  I~ (~). 

Or, si l 'on remplace g(z) par  le polynSme 

(76, 2) f ( z )  - -  t ( f ( z )  - -  g (z)), o <= t < I, 

les interval les  Iv(*) dev iennent  Iv(t*) et se r~tr~eissent. Alors ~t ehaque &(~) 

correspond un  ensemble S[ t) qu 'on obt ient  en remplaqant  les interval les  I,(~) 

don t  Sa(z) est eompos4, par  des intervalles eorrespondants .  N ais alors les en- 

sembles S(at) ne possgdent plus de points  en eommun e~ les modules  des raeines 

de (76, 2) se d is t r ibuent  sur ees ensembles S(~ t). I1 en r&ul te ,  en fa isant  t tendre  

vers o, que ehacun de ces ensembles eont ien t  au t an t  de modules  des raeines de 

(76, 2) qu'i l  eon t ien t  de nombres  r,. Done,  on voit, en fa isant  t t endre  vers un, 

qne les n modules des racines de g(z)  se d is t r ibuent  en l groupes  dont  chaeun 

correspond g u n  des intervalles composd &(, ) ,  y est con tenu  e t  cont ien t  au tan t  

de modules  de racines de g(z) ,  que Sx(~) cont ien t  de modules  de racines de 

f ( z ) .  I1 rdsulte de ee r6sul ta t  en part ieulier ,  en d & i g n a n t  les modules  des ra- 

cines de g(z) par  Q1 => Q.a =>"" ~ Q,~: 
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(76, 3) ~ q~ ~ , ' b ' =  I , . . . ,  n .  

\ I  - -  ~nl \ I  + ~ n l  

Mais en appliquant  no~re rdsultat  on obtient  na ture l lement  des relat ions plus 

serr6es en consid6rant  des ensembles &( , )  - -  d~s que les modules r~ sont eonnus. 

On obtient:  

X X X I I .  & u s  les conditions du th&r~me X X X I  soient 

(76, 4) rl---->r~=> .. ~ r ~  

les n modules des racinee de f ( z )  et 

(76, 5) q ~ q . , = >  " >=q. 

les n modules des raeines de g (z). Consid6rons les intervalles (76, ~) et r~unissons 

ceux de ces intervalles qui empi~tent les uns sur les autres en intervalles compos& 

&( , ) ,  Z = I, ..  ., n, sans points int&ieurs  en commun. Alors, si l 'intervalle & ( , )  

contient nx des hombres (76, 4) il contient aussi n~ des nombres (76, 5) affect& des 

m~mes indices. En  particulier, on a la relation (76, 3). 

77, En 6erivant la re la t ion (76, 3) dans la forme 

\ I  ~ ,~n/  \ I  -'b T n /  

on obtient  des bornes pour 0 ~  I qui, pour ~ r o, sont resp. 6quivalentes s 
r~ 

1 1 

2 n ,  '~, - 2  nv'L Donc ces bornes sont un peu plus avantageuses que celles de la 

formule (73, 9). On pourra cependant  duns beaucoups de cas am61iorer con- 

sid6rablement l '6valuation (73, 9) en appl iquant  d'abord le th6orSme X X X I I  pour 

&aluer ~ - - 1  et en se servant apt&, des relations correspondantes g (72, 9) et 

des consid6rations g6n6rales du No. 7 I. 

Toutefois l 'application de cette m6thode suppose qu 'on air d6j~ calcul6 les 

modules des x,. Donc, si l 'on eherche des 6valuations g6n6rales pour le ealcul 

approch6 des racines des 6quations alg6briques on ne pourra utiliser, sans faire 

des hypoth6ses sp6ciales, que les 6v~luations des th6or8mes XXXI ,  X X X I I ,  

dont  les bornes sont trop faibles pour 4tre ut i l is& duns les ealcules avec les 

logari thmes ou la machine g calculer. 



Recherches sur la m~thode de Graeffe. t~1 

D'ailleurs, c'est le cas pour beaucoup d'~valuations de l'analyse sup6rieure 

et l'on est habitud dans le calcul num6rique de ne pas utiliser des 4valuations 

g4n4rales mais de commencer le calcul pour chercher apr~s une borne de l'erreur. 

On parvient donc ~ consid6rer deux esp6ces d'6valuations des erreurs 

dans le calcul approchd: 

I) Les dvaluations it priori dans lesquelles on part d'un certain domaine 

d'inddtermination des param6tres entrant  dans le calcul eg cherche des bornes 

d'ind6termination pour le rdsultat du calcul, a v a t  de commencer le calcul. Ces 

dvahations repr6sentent l'id6al de l 'analyse mais sont g~n~ralement par lear 

g~n6ralitg m6me trop faibles pour le calcul pratique puisqu'elles embrassent tous 

les cas exceptionnels. 

2) Les draluations ~ posteriori dans lesquelles on cherche les homes de 

l'erreur apr~s avoir effectu~ le calcul approch4 et en utilisant son r~sultat. - -  

Des 6valuations de ce genre sont utilisdes beaucoup p. ex. dans le calcul approchd 

des systSmes d'5quations lin~aires et d'dquations int~grales. 

L'applicatiou combinde des formules (76, 3) et (73, 9), esquiss6e plus haut, 

e s t  un exemple d'6valuations s posteriori puisqu'elle suppose connus les modules 

des x~, des valeurs approchdes des z~ros de g(z). 

Si l 'on s'int6resse non seulement aux modules des x~ mais s leurs argu- 

ments aussi, on pourra se servir dans la plupart des cas des 6valuations du 

No. 7 ~ en utilisant la relation suivante, tirde des formules (72, 3), (72, 4): 

r r~, 

r ~  r t" Y < 

, =  1 ' =  I - - E  v =  1 I - -  y , =  1 

Du reste, on peut aussi am61iorer le r~sultat g~nSral du th6or6me XXX[I  en 

utilisant les valeurs num6riques des r .  En effet, pour que le produit de gauche 

en (72, 6) ne soit pus vide, il suffit que l'expression de droite dans cette relation 

soit < 1, c'est4-dire 

(77, 2) 

r r~  

+ - -  ~ ' = "  1 1 + - -  
r , ,  r 
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off l'ou pourra naturellement supposer k =  l, puisque autrement il n'y avait 

rien s d6montrer. Or, duns ce cas on a 

r k + l  
q r k > r >  - - ,  

q 

et les faeteurs 

sont resp. 

r r ,  
I - - - -  I - - - -  

r ~'~ 
i + - -  i + - -  

1",~ "r 

i q I - - q - - -  
rv rk+l 
r k  r v  

i + q - -  i + q - -  
r~ rk+l 

La condition (77, 2) se  r6duit done 

(77, 3) 

r k  r~  

~ [  I - - g ~ .  f i  I - - q r k + l : > T  " r v  

v=l I + qrk - -  ~ ' = k + I  I + q - -  
"v r k  + 1 

I1 suffira done de ehoisir q, o < q < I, de sorte que (77, 3) soit v6rifi6 pour 

ehaque k, k =  I, . . . ,  n, pour ~tre assur6 que ehaque Q, est eontenu dans au 

m o i n s u n d e s i n t e r v a l l e s  (qr~, q-'). On pourra alors t i r e r d e e e  f a i t d e s e o n -  

clusions eompl~tement analogues s eelles eontenues dans le th6or6me XXXII .  

Nous ullons, duns ee qui suit, diseuter en d6tail le eas des 6quations quadra- 

tiques qui est le plus important duns la pratique de la m6thode de Graeffe. 

Supposons que nous avons une 6quu~ion quadratique 

f ( 2 , )  ~ (2' - -  X l ) ( 2 ,  - -  X2) = 0 

dour les raeines xl, x.2 sont suppos6es eonnues. Un polyn6me quadratique 

g - (2, - yl)(  - y 2 ) ,  

dont les raeines y~, Y-2 sont ~ d6terminer, satisfait ~ la relation 

g ( z ) - - f ( z ) ~ . z ~ ? f ( z ) ,  o < ~ <  I. 
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Posons  

l x ,  l - -  r l ,  lx+l = r~ 

et. supposons  que l 'on air pour  un d > o 

- -  i =>d; 
9g~ 

Ixo I 
Ix~ 

Alors  je  dis que, si ~ sar s l ' in4gal i t4  

- - > ~  3 + 3 d +  (77, 4) 4 ' 

g(z) poss~de exac t emen t  une racine darts chacun des cercles 

(77, 5) X 1 2 '  X, 2 2 

qui song 4v idemment  

et  consid4rons  la  c i rconf4rence /~: 

I z - x ~ l = ~ r , .  

On a sur  K 

Donc  

sans poin~ commun.  En  effet, posons ~l,x+--X,,>=r~ll 
r I 

I~-x,J =~-~ Iz-~1>~1, -~-- -  2 t l ,  - -  2 ~ j .  

De l ' au t r e  c6~4 on a d 'apr~s  le th4orgme I I  

~ ) b ( ~ ) - ~  < (,'1 + r,~)z + ,+,v2 < ,~(~ + 5,)~ + (, + ~,)r, ~. 

Donc,  sur  K e t  ~t l'intgrieur de K 

, ~ / + > - ~ ,  ~ ~/( ,  + ~)/2 + +1> + i + +~I + ,+~(+ + 2+++++ ~ )  

Ii r6sulte  m a i n t e n a n t  par  le th6or~me de Rouch4 que g (z) poss~de exactemenG 

une  rac ine  ~ l ' in t4r ieur  de K si l 'on  a 
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r~(3 q- 261+ 6-F~ !) 
- -  o 

( 4 +  6) 6~+  26 4 . 6  

Or, l 'expression de droite est une fonct ion lin6aire de 61 au d6terminant  posit if  

6 ~- 
6(26  + 6) + 2 ( 4  + 8). 

Done elle crolt pour d~ ~ d avec 6~ et possbde sa valeur min immn pour 6 t ~ 6. 

Done la condit ion (77, 4) est suffisante pour que g(z) poss~de exaetement  une 

racine s l ' intSrieur de K et, le m6me rMsonnement  6rant applicable au second 

des cercles (77, 5), notre assertion est d6montr6e. 

D6signons Ies r~cines de g(z) dans les eercles (77, 5)respec t ivement  par  
I I 

Yl, y o, E n  p o s a n t  ] ' - ~ -  I I ~ ~1, on ~ 6videmment  ] I Xl 

2 
Done, puisque (77, 6) est wl~ble au point Yl, nous avons pour z = y~ 

Done 

(77, 6a)  ~--6,~1+ ~(3+2 61+ 6 4. 6:1) > o. 

Ici  le coefficient de 6~ est 

Or, fMsons ?~ c6t6 de (77, 4) l 'hypothhse que 

(77, 7 a) 

Alors (77, 7) est n6gat if  

6 ~ 61. On obtient  alors 

~ 2 d  3 +  3d + �9 

et (77, 6a)  reste valable 

(77, 8) 

si l 'on y remplace d I par 

+ 
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Les deux racines du polyn6me de gauche, 

d+_ - - ~  3 + 3 d +  
2 

sont ~ cause de (77, 4) r~elles et positives. Done, gt ~tant < d_, il r6sulte de (77, 8) 
2- 

( ~1"~ 2 --  --~- 3 + 3d 4 = d  

- - +  V - - - - ~ ( 3 + 3 d + ~ ) 2  6~4 

< 2 ~  3 + 3d + , 

ee qui est incompatible avee l 'hypoth~se (77, 7 a). Done on a 

I I ( (77, 9) Y ~ -  I < 2 ~ 3 § 3 d + , 
X~ 

~ ' - -  1, 2 

la ddmonstrat ion de cette indgalit6 pour v = 2 &ant  complStement analogue. 

En rassemblant  ces r6sul~ats nous obtenons:  

X X X I I L  Sttpposons que sous les conditions du thdor~me X X X I  on a n = 2, 

a o - - b  o - - I .  Alors, s i p o u r  un d > o  (77 ,3a)  et (77, 4) sont satisfaits, on a pour 

les racines de g (z) les relations (77, 9). 

w 17. La m&hode de Graeffe. Calcul des modules des raeines. 

78. Nous abordons maintenan~ la th~orie de la m~thode de Graeffe. On 

part  dans cette m&hode d 'un  polynSme du degr~ n 

(78 ,  i )  f ( ~ ) -  a ,~z  ~ + a , - l z  '~-1 + �9 + ~0, - ~  = ~, 

dont  les racines sont d6sign6es par ~1, . . . ,  ~,~ et rang6es dana l 'ordre des modules 

croissants. Nous posons ] ~, ] = r ,  de sor~e qu'on air rl ~ r,  ~ ... ~ rn. Formons 

le polyn6me du degr6 n dont  lea racines soient lea carr6s de ~ :  

(7 8 , 2) / l (Z)~- -~- -dnZn + d n - - l Z n - - 1  -[ - "'" -{- a'o, a ' n =  I. 

On obtient alors les a ' ,  au moyen des formules 
29--39615. Acta mathematica. 72. Imprim$ ]o 3 mM 1940. 
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(78, 3) a ' ,  = ( - -  I)~--~ (a~ - -  2a, . - la ,+l  + 2a,_~a~+~ . . . .  ). 

Ici, comme duns ls  suite, les coefficients a, aux indices > n et < o sont s con- 

sid6rer comme 6guux ~ o. 

Le polyn6me f~ (z) sera appel6 la premiere transform~e de Graeffe du polyn6me 

f (z) .  Plus g6n6ra lement  nous appellerons la k-iSme t ransformde de Graeffe du 

polyn6me f ( z )  le polyn6me 

(78 , 4) fk(Z) ~- f i  ( 2 : -  ~k) =a(k)n ~n @ an_l(k) Zn--1 q_ . . .  _1_ a(ok) a(ln ~) = I. 

On calcule successivemen~ les ~ransform6es de Graeffe de f (z)  en ut i l isant  les 

formules  (7 8, 3). 

P o u r  dvaluer le nombre  des opgrat ions 616mentaires n6cessaires pour  le 

passage d 'une  t ransform6e fk (z) '~ lu t ransformde suivante  fi+~ (z), nous n6gligerons 

les opdrat ions d 'addi t ion,  subtract ion et mul t ip l ica t ion  par  2 et ne compterons  

que les mul t ip l icat ions  ent re  les a,. Alors on volt  fac i lement  que le passage de 

fk '~ fk+l exige le hombre  des cMculs dl6mentaires 6gal au plus g rand  en t ie r  

con tenu  duns (n 4- i) ~ 1 
4 

79. Supposons m a i n t e n a n t  que l 'on air pour  un indice ~: 'r~.+l ~> r~. 

on peut  6erire a Ik) duns la forme 

a ! k ) : ( - - I ) n - - ~ ( ~  . . . . .  ~+l)2k( I @ "'" "1- l (  ?~ ~2kt "q - ' ' ) ,  
t \ r ~ + l /  J 

Alors 

un, tandis  que chaeun des suivants  est  la 2~'-igme puissance d 'un  hombre  don t  

rv 
le module est < -  I1 en r6sulte 

r , .+ l  

] I ( 79 ,  I)  . - - - - + 1 , ~  k I < \ re+l]  r ~ + l  > ?'v, 

Ce h o m b r e  p e u t  4tre aba i ssd  si l 'on  fa i t  a o = I pa r  u n e  t r a n s f o r m a t i o n  de la fo rme  x :  ~'tY, 
n 

= ] / a o .  Cet  artifice a 6td i nd iqud  pa r  ENCKE (I), p. I74 et  CARVALLO (~), p. 9. 
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(79, 2) ( ~  . . . ~,.+1) '~k ~ ( - -  I)n-'v a!/~), r,r+l > r,v, 

si k c ro l t  g l ' inf ini ,  doric en p a r t i c u l i e r :  

[a!k)] - - I  + ~ ( ~ ) /  r~, / 2/~, 
(79, 3) ( r , ~ . . .  l",v+l) 2k \r~,+l/  

off 0 d4s igne ,  c o m m e  d a n s  la  sui te ,  un  n o m b r e  de m o d u l e  ~ I, pas toujours le 

m~me, et ensu i t e :  

(79, 4) r , , . . ,  r,v+l ~/'~q-1 

Or,  on vdrifie a i s6ment ,  en  p a s s a n t  aux  l o g a r i t h m e s ,  

va l ab le s  p o u r  2 < e < 2 - - - - -  = - ;  n > 2 :  
3 3 

les indga l i t4s  s u i w n t e s  

n 
(79, 5) 1-21sl--<Vi + < 2  

n n 3 

3 ( ~ )  < (r~+l/2k: 
E n  u p p l i q u u n t  ce t t e  in4gal i t6  g (79, 4) il v ien t ,  si 2 = 1 r~ / 

(79 ,6 )  --(~)2--k+1(--~- '~--t~/:~< 'a(k)] 2-/c i < ( : ) 2 _ k (  , ,  ) ~k. 
\r~,+t] - -  rn . . .  r~,+l \r~,+l] 

Ce t t e  r e l a t i o n  p e r m e t  de ca leu le r  r n . . .  I"~+1 avec  une  t r~s g r a n d e  pr4c is ion ,  en 

c a l c u l a n t  1~ sui te  des t r a n s f o r m 4 e s  de Graeffe .  Mais elle n'est applicable que 

si l'inigalitd r~ < rv+l est assur&. 

Plus  gdng rMemen t ,  s u p p o s o n s  que les ind ices  v p o u r  lesquels  on a r~ < r,.+x, 

son t  v ~ < v ~ <  . . .  < y r .  A lo r s  on  ~r en p o s a n t  o ~ v 0 ,  n ~ v t + a :  

(79, 7) 

e t  l ' on  o b t i e n t  p o u r  un  v avec  r~ < v =< v~+l, A = o, . . . ,  1 

(79, 8) --> r ~l+l-v~ v~ "~ v < ~).+ I. (k) 
I a'rl+ 1 

C ' e s t  l~ f o r m u l e  f o n d a m e n t a l e  de 1~ m & h o d e  de Graef fe .  1 

1 POLYA (2), p. 277. 
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Toutefois, si r~--+2 ne diff~re pas de un que d 'une quanti t~ re la t ivement  petite, 
rv  

il faudra  pousser assez loin le calcul des transform~es de Graeffe pour obtenir  

une approximation satisfaisante.  Si l 'on a p. ex. r ~ + l  I,oS, /~ dolt  8tre choisi 
rv  

eonform6ment  ~ l ' in~gal i~  I'~ >-3 ( ; )  ' 2  done, en p renan t  le max imum de ( n ) ,  

(ii ) I ,o8 ~tc ~> 3 
2 

Pour  n = 4 P. ex. cette inSgalit8 ce rSduit ?~ I,os 2k > 9 et est satisfaite s par t i r  

de /~ = 5. Darts ce cas on a ?~ effectuer 3 ~ mult ipl icat ions et il est facile s voir 

que tous les calculs se rSduisent ?~ 5o consultat ions des tables logari thmiques,  

si le calcul est condui t  avec logarithmes.  Les erreurs donnSes par la formule 

(79, 6) sont darts ce cas < o,o33. Mais d6js pour k - ~  6 les bornes (79, 6) de- 

viennent  < 0,003. 

80. Le ra i sonnement  du No. pr6cgdent n 'est  rigoureusemen~ applicable que 

si l 'on connai t  d~j~ les indices rz en (79, 7). C'est pour rem6dier s cette diffi- 

cult8 fondamentale ,  que les recherches th~oriques de ce mSmoire out  8t~ entre- 

prises. 

On obtient  tou t  d 'abord des 8valuations ?~ priori en gtudiant  les d iagrammes 

de Newton des transformSes de Graeffe et en ut i l isant  le premier th~or6me 

fondamenta l  ou p h t 6 t  le th~orSme I X  qui en est un corollaire imm~diat.  Soit 

la majorante  newtonienne de f (z)  

?Ob=~1',z', / ' ,~  = i ,  

V~0 

et d~signons resp. par R~, D~ les inclinaisons numSriques et les d6viations de 
k 

f(z).  Plus g~n~ralement posons ~fk(z) ~- E T(~)z ~, T~') = I, et dSsignons resp. 
qv ~ 0  

les inclinaisons num~riques et les dSviations de la /c-i~me transform~e de Graeffe 

par R~), D~ ). Alors o n  obt ient  du thgor~me I X  pour chaque /~ 

( s o ,  < <" ( .  - + x "' 
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oh l 'on peut 6crire d'aprgs (23, I) 
1 

2V 

Mais muin tenan t  il r6sulte de (80, I), (80, 2) 

151 (80,3) < 7 - - < V 2 ( n - , , +  

2k 

(80, 4) I 2 k < 7 < -2k - - -  < I 2 7 '  

V - ~  | /R ~ )  

et les denx bornes dans cette derni6re in6galit6 convergent  vers un avec k l' ~ .  

Les relations (80, 3) et (80, 4) possSdent le caract~re d'6valuations g priori mais 

sont na ture l lement  beaucoup trop faibles pour le calcul pratique. 

8I. On obtient  g6n&alement  des 6valuations beaueoup plus favorables en 

calculant  les d6viations D(J ") et en ut i l isant  le deuxi~me et le troisigme th6or~me 

fondamentaux .  Tout  d'abord, supposons que pour un certain k les deux d4viations 

D~ k), D~k) l deviennent  plus grandes que 3 + ] / ~  = 6,6 . . . .  Alors il r~sulte du 

th6or~me XVI,  en posant Min (D(k), D ( ~ I ) - - M :  

donc en ut i l isant  (79, 5) 

(8I ,  I) 

a qc) /a(~) 
v - - l l  

4 - - - - - - + I  < ~ ,  

~k 

Si M est seulement plus grand que la constante  M 0 = 6,357 ..  �9 du th6or~me X V I  

on conclut  de ce th6orbme qu'en tou t  cas la racine ~ de fk (z) est une racine 

simple et la seule racine de f ( z )  situ6e dans la couronne circulaire 

1 Des que M est suffisamment grand on obtiendra des 6v~luations phls avant~geuses en appli- 
quant le troisi~me th6or~me fondamental. 



230 Alexandre Ostrowski. 

(81, 2) I I~.1 + - -  < V ~  (~). 
2k <~ 2k 

Si pour un certain k routes les d6viations D(f) de f k ( z ) d e v i e n n e n t  plus 

grandes que la constante  v " =  4,8x . . .  de M. Valirou ou du moins la constante  

v:~ du w 9, les thdorbmes de ce w deviennent  applicables et l 'ou peut eonelure 

que ~ est pour chaque v la seule racine de f ( z )  situde duns la couronne cireulaire 

2 k 
i < I~1 -<V~v.. (8 I ,  3) ~ - =  ~k - 

En particulier, il rdsulte alors, si les coefficients de f ( z )  sont rdels, que f ( z )  ne 

possbde que des raeines r6elles de modules diffdrents. 

Le deuxibme th6orbme fondamenta l  est applicable ~ purtir  d 'une  certuine 

valeur de k si l 'on a 
r~ , - i  < r,r < r ~ + l .  

En effet, on a en vertu du th~or~me IX en 6erivant Q(v) pour r 

(Sx, 4) 

De m~me, on a 

(ST, 5) 

- I k )  < 1 1) , .~_ i ,  R~ k) > e (~ - ~ + 1) , -~ ,  ~ - 1  e (~ __ 

R?)  ( , . )+  

\ r~,l 

Done la relat ion M > 3 + l f~3  est sat isfai te d~s qu'on a 

(r l+ ( I > 3 + 1~3 r~,+ 3 2~ , > 3 +  

V'~-i! e/~,-- 1)e(,~--~, + 1) \ ,'~ / eC,,)e(+~--~,)' 

et, en vertu de (80, 2), il suffit de choisir k de fagon que les in6galitds 

\r~-i!  \ r~ ! 



Recherches sur la m~thode de Graeffe. 231 

sont  v6rifi~es. Notons  enfin que la valeur  de k, d6duite de (8I, 6), est g~n6rale- 

ment  plus pet i te  que celle n6cessaire pour  (79, 6). 

82. Duns le cas off le module r~ d 'une racine ~ est t rop approch~ de 

r~-i  ou r~+l, il f audra  p rendre  k t rop grand  pour  s@arer  ~ des racines ~,-1, 

~ + 1  et cet te  s6parat ion devient  m~me impossible si r ,  = r~.+l ou r~ = r , , -1 .  Darts 

ce cas on pour ra  g6n6ralement  s@arer  un groupe des raci~es, con tenan t  ~,  au 

moyen  du th6orbme X X I  en che rchan t  un k pour  lequel il existe deux d4via- 

t ions D(q k), D~) avec q < v ~ q', qui sont  routes les deux > 9. On aura  alors 

2 k 2k une couronne  circulaire, con t enan t  les hombres  ~ q + l , "  ", ~q', et  l 'on obt iendra  

alors des bornes g6n6ralement  assez serr6es pour  rq+1 , . . . ,  rq,, donc en par t icu l ie r  

p o u r  r~. 

Si l 'on veut  pousser  le calcul de r~ plus loin, on ut i l isera le troisi~me 

th6orSme fondamenta l  en choisissant  k de la sorte que la plus pet i te  des deux 

d~viations 
D~), /)~,) q < ~ _< q' 

devienne ~ I8,7 resp., si q = o ou q' = n, ~ I3,S. On obt iendra  alors un polynSme 

(z) du degr6 q ' - - q  aux racines 

avec une e r reur  relat ive donn~e resp. par (5~, 6), (6~, 7) ou (6e, 4), (6e, S). I1 
suffira alors de poursuivre  le calcul avec le polynSme ~(z) du degr6 q ' - - q  < n. 

83. Toutefois ,  en appl iquant  la m6thode de Graeffe au polyn6me ~(z) du 

No. pr6c6dent,  il f audra  teni r  compte du fair  que les coefficients de qg(z) ne sont  

pus connus r igoureusement  mais seulement  avec une  e r reur  re la t ive  relative- 

ment  petite.  

Or, ce fair se present  d6j~ en v6rit6 dans le calcul des t ransform6es  de 

Graeffe du polynSme f (z ) ,  puisqu 'on ne peut  que r a r emen t  ex~cuter  ces calculs 

suns >>arrondissements> des chiffres. On se borne dans ce calcul g~n~ralement 

4 - - 9  chiffres significatifs de chaque coefficient, en adme t t an t  toutefois  sans le 

dire expl ici tement ,  que l ' influence de cet a r rondissement  des chiffres ne s'accu- 

mule pus trop.  

Mais duns le cas le plus g6n6ral, l 'op6rat ion de l ' a r rondissement  des chiffres 

pour ra i t  devenir  beaucoup plus dangereuse,  qu 'on  ne para i t  le soupgonner  , et peut  

rendre  illusoire tou t  le calcul. 
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Cons id6rons ,  p o u r  en d o n n e r  u n  exemple,  le p o l y n 6 m e  du  No.  75 que n o u s  

d6s ignons  m a i n t e n a n t  pa r  g (z): 

g ( z ) - ~ z ~ - - 4  z'~ + ( 6 - - 4 , 9 "  IO--5)z ~ - 4 z +  I. 

E n  n 6 g l i g e a n t  la  einqi&me d6eimale ,  on  r e m p l a e e r a  g(z) pa r  

f (z )  - -  z 4 --  4 z  3 + 6 z  ~ - -  4 z  + I = (Z - -  I )  4, 

off l ' on  a 

g( z ) - - f ( z )~e~J~ f ( z ) ,  e = 4 , 9 .  I o  -5. 

N o u s  a l lons  ea leuler  les t r a n s f o r m 6 e s  de Graef fe  gk(z), fi~(z) de g(z), f (z )  afin 

d '6vMuer  pour  les k c o r r e s p o n d a n t s  le plus  pe t i t  *k pos i t i f  avee lequel  on  a 

gk (z) - -  f~ (z) < ek ~2~y k. 

Or, e h a q u e  t r a n s f o r m 6 e  fk(z) es~ 6 v i d e m m e n t  i d e n t i q u e  ~ f(z). Q u a n t  aux  gk(z), 
voiei  ees t r a n s f o r m 6 e s  p o u r  k - -  I , . . . ,  5 avee les bo rnes  des ~ e o r r e s p o n d a n t s .  

Les  coeff ic ients  de ces t r a n s f o r m 6 e s  son t  exac t s  e h a c u n  ~ la  moi t i6  de la dern i8re  

d6eimale  prgs : 

f l  (z) = z 4 - -  4,o00098 z ~ + 5,999412 z ~ - -  4,00o098 z + 1, 

f o (z) = z ~ - -  4,oo196z 3 + 5,991376 z~ - -  4,~176 z + 1, 

~ (Z) ~ Z 4 - -  4,0329 Z ~ + 5,8652 z~ - -  4,0329 Z + 1, 

f~(z) = z 't --  4,534Z a + 3,872Z ~ - -  4,534Z + I, 

f s ( z ) = Z  ~ -  I2,8Z ~ + 24,1 z 2 -  I2,8Z + I, 

41 > 9,4" IO--5, 

8. 2 > 1 ,4"  IO--3,  

8 3 ~" 2 ,2  �9 IO -2, 

8~ ~ 0 ,354  , 

~5 > 5. 

C o m m e  on voit ,  l ' e r r e u r  re la t ive  p o u r  le t ro is i~me t r a n s f o r m ~ e  de Graef fe  dev ien t  

> 2 %, p o u r  la qua t r iSme  > 35 %, p o u r  lu c inq i~me > 500 %. 

Toute fo i s ,  n o t r e  exemple,  qui  p e u t  d ' a i l l eurs  8tre  f ae i l emen t  g6n6ralis6, es t  

t o u t  ~ fMt  exeept ionnel .  G 6 n 6 r a l e m e n t  l ' in f luenee  des e r reurs  >>d'arrondissement>> 

est  b e a u e o u p  m o i n s  p rononc6e .  

D a n s  les n u m 6 r o s  su ivan t s  nous  a l lons  6 tud ie r  la >>propagation>> de ces 

e r reurs  dans  le pas sage  d ' u n e  t r a n s f o r m g e  de Graef fe  ~ la  t r a n s f o r m 6 e  s u i v a n t e  

84. E n  p a s s a n t  de (78 , I) "h (78 , 2) il r6sul te  de lu f o r m u l e  (78 , 3): 

(84, i) ]a;[ ~ T: + 2 T,-1T~+I + = T~_~ T,+~+ .. . ,  
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off le hombre de termes de droi te  es~ 6gal ~ ~ + ~ ou n - -  v + ~ suivan~ que ~ < n = - -  Oil 
2 

>_ n• De l 'aut re  cbtg, on a, d 'aprbs (~5, 7), 
2 

T~--k T~+~ <= TL 

I1 en r6sulte l '6valuat ion 

(84, 2) la:[ ~ a~ T:,  
2 

2 ( . - , )  + I, ~,>_n - - - ,  

2 

Or, la suite des hombres a, T:, ~ ~-o, . . . ,  n est la suite des eoeffieients d'un poly- 

home normal. En effet, on a 

(C~--I ~---1)(Cr ~1'7:+1) g~,--I Cr ~-T*--I I " + 1 f  

Le deuxi6me fac teur  est iei ~ I, la ma jo ran te  newton ienne  de f ( z )  grant  nor- 

male. Quant  au premier  facteur ,  il a une des quatre  formes 

(2 ,  + ,)~ (2 v + I) ~ 
( 2 ~ - -  I ) ( 2 ~  "t- 3) ( 2 r  4- I ) ~ - - 4  

( 2 ( ' U - -  ~) 4- I) 9 2--2 + I 

(2 ( . -  ~) + ,)~-- 4' i n )} ' 2---- I 2 

~$--  I 
2 - - d -  I 

2 

n - - 3  
2 - -  -}- I 

2 

donc reste toujours  > I .  

Donc  il r~sulte de (84, 2) la mSme dvaluation pour  les coefficients T:  de la 

majoran te  newtonienne  de f l (z ) :  

/ 2 v +  i,  v ~ n  
2 

(84, 3) T:  G a, T~, a,  = 

/ e ( . -~ , )+  1, ~,>" - - ~  

2 

11 est facile ~ mon t r e r  que les valeurs des coefficients ~ clans cet te  6valuat ion 

ne peuvent  pas 8tre am61ior~es. I1 suffit en effet de faire  tous les a,. @aux  s 

+_ I e t  s choisir  les signes de mani~re ~ fuire chaque te rme entre  les parenth~- 

30--39615. Acta mathematica. 72. Imprim~i le 3 mai 1940. 
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ses darts (78, 3) positif. MMs pratiquement les a, peuvent se r6duire consid6- 

rablement. 

85. La dd~ermination d'une borne i~f&ieure de T~ est un peu plus diffieile. 

On peut utiliser '~ cet effet les indgalit6s du thdorbme IX. On a en appliquant 

ee flidor~me aux polyn6mes f ( z )  e~ f l  (z) 

e(~') < 1 5 1 <  
= /L : e ( . - - v +  i) 

En 61ev~nt la seeonde in6gMit6 au earr6 et en la multipliant terme ~ terme par 

la premiere, il vient 

R', i 

De l 'autre c6t6 il r6sulte de (io, 5), puisque Tn = I: 

T o  , T ~  - -  R ~ , + l  �9 . - ~ n .  (8~, 2) T ~ -  R 1 . .  " R~ ' 

En appliquant ces formules s f ( z )  et f~ (z) et en observant que To est toujours 

6gal ~ To 2, il vient 

1 "  _ B ~  __ R ~ .  

done par (85, I): 

(85, 3) 

:r~ _> T~I ~ (e(~)~e ( ~ - ,  + ~)), 

T" -->_ T~ I [  (e (t') e (" -- ~ + ~)~), 

off l'on utilisera naturellement pour chaque v le plus grand des produits de 

droite. Les 6valuations (85, 3) deviennenL en tenant compte de l'in6gMit6 

e (~) ->- 5 L .  
2 V  
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(85, 4) 

T; > r~ 

r :  =_> r :  
I 

On obtient  des bornes un peu plus avantageuses en ut i l isant  les thdorbmes 

du w 7. II %sulte de (29, 2), en t enan t  compte de (85, 2), 

T o  I 

T ~ I ~ . . .  ~1 ~ ~ )  ' ~ =  ~ , , - " , ~ "  

De l 'autre cbt6, l ' inegalit6 (3 o, 2) peut s'gerire duns la forme 

1/i  �9 = ~,_[_ I )  ~+1 

La seeonde in6galit6 sera 6erite pour fl(z),  en rempla9ant  T, par T~, T o par  

T g =  2rg et ~ 1 , . . . ,  ~ par ~ I , . . . ,  ~ ;  la premigre in6galit6 sera 61ev6e au carr6. 

En mult ipl iant  les in6galit6s ainsi obtenues, il vient 

T" > 
(85, 5) 

I I 

I 
Le premier faeteur  de droite est iei, eomme on suit, > 

= V e  (~ -4- I )  

Or, introduisons mMntenant ,  ~ e6~d de f(z), le polyn6me 

f *  (~) = ao 

off l 'on suppose ao ~ o. D'apr~s ce que nous avons dit  au No. I3, on a 

~ , ,  (~) = ~ ~x, 

D~signons la premiere transform5e de Graeffe de f * ( z ) p a r  f~(z). Les racines 

de fl* (z) sont les car%s des inverses des racines de f(z). On ~ donc 
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et 

(i) 
fl* (,) = 57A 

I1 en rdsulte qu'en posan~ 

iv~ z ,  ~Jt = ~, T$'z~, 
~ ' ~ 0  

T~* et T*' s'expriment comme suit: 
p 

i v : -  , i v : ' -  
~ o  i V  0 r 1 2  

Appliquons maintenant s f *  et ix* l'in~galit~ (85, 5), en y rempla~ant v par n--v .  

I1 vient 

T.*L~ > I I 

done en rempla~ant iv* et I v*' par leur valeurs: 

iv ;  I I - - >  

; ) , , - .  

Nous obtenons donc en fin de compte la relation suivante 

(8s, 6) b, l  iv~ --> Ma~ ("+ 1);~' (. - ;  ~ ~"-~+V'  

une in6galit~ qui est plus precise que (85, 4), bien que probablement pas encore ( i  
la plus pr6cise. La borne de droite en (85, 6) est en tout cas > Max Ve[v + I~)' 

I X 

~ ) .  D'ailleurs, on volt sur l 'exemple du polyn6me f ( z ) = ( z - -  I) n que 
V e ( . -  ~+ 

/ g  

(:) le produit ~ peut atteindre la valeur un. 

86. Supposons maintenant que l'on ait deux polynbmes f(z), g(z) du degr6 

exact n 
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et que l 'on a, it  

(~) - f (~ )  < ~ ~+(~) .  

n 
Alors, si, comme toujours,  ~J~](z)= ~ T,z ~, on peut  ~crire 

v~0 

b~-~a~+O~eT~, ]0~,]=<I, r = o , . . . , n - - 1 .  

Done, en fo rmant  les coefficients b'~ de la premi&re transform~e g~(z)de g(z), on 

obtient  

+ 0~+2 r ,+2  c/v-2 . . . .  ) $ -~-(0~ T~ -- 2 0~--1 0~+1 r,--1 r~+l  + 2 0+,--20,+2 T,--2 T,+2 . . . .  ) e ~, 

done, puisque [a,] < T , :  

[b;--a'l<2~(l '~ + 2 T,_~ T,+x +zT,-2T~+2 + ...)+ ~(T; -b 2 T~--I T~+I + "").  

Or, ehaque terme T~_~T,+~ de l 'expression entre parentheses est =< T~. Quant  

au nombre de ees termes il est 6gal 's v + I s i r  < n e t  s n ~ + I s i v  > n 
2 2 

done 

(86, i) Ib;- a;I  =< Min (2~ + I, 2 ( n -  r)-}- I ) Z : ( 2 ,  + ,2). 

I1 s 'agit  mMntenan t  d'6valuer le rappor t  de la borne (86, i) s T;, ee qu'on 

peut  faire en ut i l isant  la relat ion (85, 6) d'apr~s laquelle 

T: ~ T :  M i ~  ~ , ( - -  )~_~ �9 

(~ + I)~+1 eroit avee ~: I1 vient alors, en remarquan t  que v" 

(86, e) 

( v+ 3 

I b ; - a ' l _ - < ( 4 e  + z ~  ') r ;  Min , 

~-~+3\ 
( n - -  ~ -}- I) 2 ] , 

i2L;= I 
(~ "~- I) ~+1 

et ensuite, en ut i l isant  l ' in6galit6 - - - -  < e(v + I): 
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(86, 3) I b " -  a;I < 2 ( 2 ~ +  ~")/~[ \)" 

I1 en r~sulte done en fin de compte 

(86, 4) 

en posant [ 2 ]  O1~ 

(86, 5) 

y, (~) - 71 (~) ~ ~, -~s, (~), 

~ m :  

~1+3 

~ < 2 ~ (2 + ~) (m + 

] / e ( n - -  72 .-~ I)8). 

S i p .  ex. n - - 3 ,  4, 5 on obtient resp. 

e, < 72 (2 + ~) e; ~ < 3 2 4 1 f 3 ( 2  +e)~;  e l < 9 o o V 3 ( 2 + ~ ) ~ .  

Comme on voit, les erreurs caleul6es relativement ~ la majorante newtonienne 

deviennent tr6s rapidement grandes en passant d'une transform~e de Graeffe 

la suivante. Toutefois, nos ~valuations ne sont pus probablement suffisamment 

pr6cises. Duns l'exemple du No. 83, duns lequel pour n = 4 les conditions les 

plus d6savantageuses sont probablemen~ r~alis6es, les quotients ~ ,  ~ , . . .  ~ 

ont resp. les valeurs I9 ,2;  I4 ,9 ;  ~5,7; I6, I; I4, I. 

D'ailleurs, duns le calcul pratique on ca.lculera les valeurs approximatives 

des T~'. On pourra done utiliser directement les in6galit6s (86, I) sans se servir 

de la relation (85, 6). 

Mais m4me en utilisant ces valeurs de T~ k/ on n'obtiendra que des bornes 

des ek trop 61ev6es pour 4tre utilis6 directement, eu appliquant le quatribme 

th6or6me fondamental. I1 faudra donc utiliser pour l 'estimation des erreurs rela- 

tires des racines les artifices sp6ciaux indiqu6es au 1~o. 77 pour obtenir des 

6valuations ~ posteriori. 

D'ailleurs, duns le ealeul pratique on se trouve g6n6ralement duns des cir- 

constances beaucoup plus favorables. D6s qu'on a calcu[6 les 2 ou 3 premi6res 

transform6es, il se trouvera que duns l'expression 

les premie;w termes dominent de sorte que les erreurs dont sont affeet6s les autres 

termes n'exereent plus aucune influence sur les erreurs de la somme quand on 

se borne ~ un nombre convenable de chiffres signific~tifs. C'es~ pourquoi il 
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suffit gdn~ralement de commencer  le calcul avec I o u  2 chiffres significatifs de 

plus, si l 'on veut  avoir les racines avec un nombre  d~fini de chiffres significatifs. 

Si le nombre  des t ransform5es  ~ fo rmer  est dlevd, on perd plus de 2 chiffres 

significatifs en route,  mais ceci est compensd par  le fair  qu 'en ex t r ayan t  une 

racine d 'exposant  2 ~, on aura  gdn~ralement  s diviser l ' e r renr  relat ive par  2 k. 

Comme on voit, il s 'agi t  ici d 'un  cas off l 'on est forc~ s se borner  s l'dva- 

luat ion 5 posterior.i des erreurs.  

w 18. La m~thode  de Graeffe .  D~termination complete des racines et exemples. 

8 7 . Le mgrite de Graeffe vis s vis de ses prgdecesseurs Dandel in  et  Lo- 

batschewski  consiste sur tou t  en ceci, qu'i l  d~veloppe des m~thodes prat iques  

pour  la d~terminat ion des a r g u m e n t s  des racines. 

Dans cette discussion Graeffe se borne, il est vrai, au cas >~g~ndrab, mais 

pas le plus g~ngral, dans lequel les modules des couples des racines complexes 

sont diff~rents entre  eux. 

Dans cet te  hypoth~se Graeffe indique les 5 a r t i f ces  suivants  dont  le p remier  

et  le quatr i~me supposent  que les codfficients de f ( z )  soient  rdels: 

a) Si le nombre  des racines complexes est 2 ou 4, on obt ient  leurs argu- 

ments  +--9, + ~p en observant  que les coefficients al, an-1 sont l in6aires en 

cos 9,  cos ~p (les modules de routes  les racines grant d6termin6s). 1 

Si le nombre  des racines complexes est 6, on obtient ,  d'apr~s une remarque  

d 'Encke,  de la consid6rat ion des coefficients a~, a.-~, a~ une dquat ion quadra t ique  

en cos 9. ~ 

b) Supposons que la plus pet i te  des diff6rences positives ent re  les modules  

des racines soit >_---2k, k > o. On calculera alors les modules  des racines de 
l '6quat ion 

f ( z  - -  k) -~ o 

et en ddsignant  ces modules  en ordre  croissant  par  Q1 . . . . .  Qn, et les modules 

des racines de f ( z ) ~  o ordonnds de la mSme fa~on par  rl, . . . ,  r~, on obt iendra  

par  les formules  

1 Cf. CxRAEFFE (I) pp. 2I, 22, 24. 

ENCKE (I) pp. I40, I4I. 
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(87, I) x ,  - -  e'~ -- r~ --  k ~ '2 
2 k  , y ~ =  + V r ~ - -  a.  

les part ies r6elles et imaginaires  des racines correspondantes .  1 

c) Si l 'on choisi t  pour  k un hombre  posi t i f  qui n 'es t  pas suff isamment  

peti t ,  on pourra  encore obteni r  par  les formules  (87, I) les raeines de f (z )  g 

condi t ion de changer  eonvenablement  l 'ordre  des modules  #,. 

Dans  ce cas il est  diffieile de donner  g priori  une r~gle pour  ce change- 

ment  d 'ordre,  mais en pra t ique  9a ne pr6sente pas de grandes  difficult6s. I1 

suffit de v6rifier si pour  l ' a rgumen t  9 ,  de la v i~me racine de f(z),  tir6e des 

formules  (87, I), les mult iples  2m9~ coincident  avec les valeurs tirdes directe- 

ment  de la consid6rat ion de l a m  ~me t ransform6e de Graeffe  pour  m suffisam- 

merit 61ev6. ~ 

d) En d6veloppant  les 6quat ions 

suivant  les puissances de cos 9 ,  et en les eombinan t  convenablement ,  on obt ient  

d 'ordres  ]n-2+--!I / ,  on, oo cherchera  la racine 2 6quations commune  

par  la m6thode du plus g rand  commun diviseur. 3 

e) I1 n 'es t  point  n6cessaire de pousser  le calcul de 9 par ces m6,thodes 

t rop loin. Supposons en effet qu 'on air t rouv6 pour  l ' a rgumen t  9 d 'une racine  

7g 
d e f ( z )  la vMeur approch6e 90 de sorte  qu 'on air 9- - - - -9o+ 6, 1 ~ ] < 2 ~ ,  e t q u e  

de l 'aut re  c5t6 l ' a rgumen t  2m9 de la racine cor respondante  de la t r ans form6e  

f~(z) a pu 4tre calcul6 g *o pros, e 0 > o. Si cet te  valeur  de 2 ~ 9  est = 9" ,  on 

a 6videmment  

.o>O, iol< , 

2~8 = 9 "  + 2 ~ z - - 2 ~ 9 0  + 0,o, 

0~1 l 'ent ier  n est un ivoquement  ddtermin6 par  la condi t ion  que l 'expression 

de droi te  soit en module ~ g la borne de 2m~, donc en par t ieul ier  < �9 
2 

De l 'aut re  c6t6, la possibilit6 de d6terminer  l ' en t ier  n par  cet te  condi t ion  pr6- 

1 CxRAEFFE ( I )  pp. 24, 25. 
GRAEFFE (I) 1 ). 27. 

a GRAEFFE (I) pp. 29--31. 
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sente un contrSle de calcul. D~s que l ' en t ie r  n a ~td ddtermin~, on obt ient  d 

par  la fo rmule  

~ $  - -  2 m d =  9o0+ ~z~n 
2 m 

~0 et par  1~ 9~ ~ ~ pres. 

88. Faisons quelques remarques  sur les artifices dnumdr~s: 

ad b). Les formules  (87, I) res ten t  encore valable m~me si les modules  r ,  ne 

sont  pus tous diff6rents entre  eux. En effet, ordonnons  les racines z ,  = x ,  + i y ,  

de f ( z )  dans l 'ordre des modules croissants et, quan t  aux racines ayan t  le mSme 

module, dans l 'ordre des part ies r~elles x ,  croissantes,  on a 

2 - -  ~2 ((x,+~ + k) ~ + y~+~)) ( (~  + k) ~ + y~) ~ ,~ 

or, si r v §  ~ ~'v: 

) (r,_]_ 1 - -  ,..v) 
2 ' ( r , + l  AV ~'~,) k ~ r . + l  - -  ) ' ,  " 0 

2 

Donc les nombres  

(z~ + k) ~ + y~ 

vont  en croissant,  et l 'on a 

e ~ = ( x ~  + k)~ + Y ~ = r ~  k s + 2 k x~, 

d'ofi les formules  (87, I). 

Cependant  dans ce cas la mSthode ne sera plus prat icable  si k es~ t rop 

petit ,  car  alors, si z~ et Z~+l sont  2 racines diff~rentes du mSme module, mais 

qui ne sont  pas conjugu~es, on a 

~ I - -  
e~ Q~ 

et il f audra i t  calculer les t ransform~es de Graeffe d 'ordre  t rop glev5 pour  s@arer  

Q~ et  Q~+I. 

ad c). Cet artifice est aussi applicable m~me s'il y a des couples de racines 

complexes du m6me module. Mais la d~terminat ion  de l 'ordre  ~>convenable>> des 
3 1 - - 3 9 6 1 5 .  Acta mathematlca. 72. I m p r i m 6  le 3 m a i  1940. 
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Q, d'aprSs les indications de Graeffe exige des calculs trop eompliqu4s. On par- 

vient g4n4ralement plus simplement au but, en utilisant la somme des r4ciproques 

des racines, si les coefficients de f(z) sont rdels. En effet on aura d'apr~s (87, I) 

a n - - 1  _ _  X ~  _ _  ~ n ~ 

~2 ~2 

donc on aura g ordonner les 0~ de fagon qne Yon air 

?~, 

(88, I) Z ~ ~ 2 ~ a n - - 1  q- ~/(I -~ /r 
r v a~ 

De l 'autre c6td, on a &idemment pour chaque couple r~, Q~ correspondant s la 

m~me racine 

(88, 2) I~'~--r~[ < k .  

Quant g la m6thode indiquge par C. Runge 1 pour trouver ,>l'ordre con- 
n 

venable des Or>> en utilisant la valeur commune de la somme ~ z ~ ,  elle est 6videm- 
q v ~ l  

ment impraticable. En effet, il est 6vident que la somme des n valeurs de (87, I) 

es$ ind~pendante de l'ordre des r Si cette m6thode parait marcher dans un 

exemple calcul~ par l~unge e, ceci n'est dfi qu'g une faute de calcul. 

add ) .  La m6thode la plus simple pour obtenir les 6quations en question 

pour cos 9% est de d6velopper les parties rdelles et imaginaires de 

_ [ . + 1 1  
z L J r ( z )  p o u r  z = r d'< 

Dans le cas off il y a plusieurs couples de racines complexes correspondant 

au m&ne module, la mdthode sera encore praticable; mais en calculant le plus 

grand commun diviseur des deux polynbmes ainsi obtenus, on obtiendra un 

polynbme du degr6 > I, mais < n. 

89. En d6veloppant ses m&hodes pour le calcul complet des racines, Graeffe 

se place g6n6ralement au point de vue que les transform6es de Graeffe ne serpent 

directement qu'au calcul des modules des racines. 

1 RUNGE (l), pp. 156--I58; RU~E U. K/)NIG, p. I73. 
Cf. RUNGE (I), p. I58. 
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C'est en se plagant  g u n  point  de vue tou t  s fa i l  diff6rent  que Carvallo a 

pu parveni r  g une solution en principe complete  et tou t  s fa i l  g5nSrale du 

p rob l~me)  Carvallo suppose qu 'une  des t ransform~es de Graeffe a dt6 complete- 

merit r6solue, et d6veloppe un procddd pour  obtenir  des racines de ce t te  trans- 

form6e les racines de l 'dquation f ( z ) ~  o. Le proc5d~ repose sur la remarque  

suivante:  L '4quat ion  donn~e f(z)= o peu t  5tre 5crite, en sdparant  les termes du 

degr4 pair  de ceux du degrd impai r  dans la fo rme suivante:  

(89, I) - § = o 

[:] off ~(t), ~p(t) sont des polyn6mes des degr~s , �9 I t  en r&ul t e  que, 

si z~ est une racine de la premi&re t ransform6e de Graeffe de f(z) ,  on obt ient  

z~ par  lu formule  

( 8 9 ,  = - 
( z : )  

(Si ~(z~)~-~p (z~)= o, z~ et - -z~ sont dvidemment  routes les deux racines de f(z).)  

Doric on peut,  en ut i l isant  les formules  correspondantes ,  d~duire de la racine 

z2j ~ de fro(z) successivement  les hombres  

r Z 2m-2  Z 2 Z 

La m~thode de Carvallo ndcessite parfois  des calculs assez &endus.  Si l 'on 

connai t  u~ ~ z~, on en obt ient  z, par  une  ex t rac t ion  de la racine  carrde du module,  

en divisant  l ' a rgumen t  de u~ par  2; il ne reste qu'g ddterminer  >>le signe>> de z~, 

puisque l ' a rgument  de z n 'es t  d~termin6 par  le calcul indiqud qu 'g  un  mult iple  

de zr pr~s. Or, pour  ceci il suffit na tu re l l emen t  de ealculer  les valeurs  de 99(z~), 

~qa(z~), avee une tr~s pet i te  pr&ision.  Mais, comme dans ee ealcul les premiers  

chiffres peuvent  se d&ruire  (ef. l 'exemple du No. 92), il f aud ra  g5n&alement  

ut i l iser  plusieurs chiffres de z~. De l ' au t re  es t , ,  si l 'on ealcule les valeurs de 

~(z~) et ~p(z~) avee une grande  pr4cision, on vdrifie par  cela rn~me d i rec tement  

que z~ est une racine de f(z). Le proc6dd de Carvallo pe rmet  doric en par t ie  

de contr61er les caleuls n~cessaires pour  la fo rmat ion  des t ransform~es de Graeffe.  

9o. L 'appl ica t ion  de la m6~hode de Carvallo suppose la ddterminut ion 

complbte des racines d 'une des t ransform6es  de Graeffe. Cette dd termina t ion  

1 CARVALLO (I), p. 6. 
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est immedia te ,  si une des t r ans fo rm4es  de Graeffe  se d4eompose au sens des 

th~or~mes f o n d a m e n t a u x  I I  et  I I I  en ~quat ions des degr~s I e t  2. I1 res te  donc 

de t ru i te r  le cas off les t r ans fo rm4es  calcul4es r e s t en t  p ru t iquemen t  ind4compo-  

sables,  ou bien une des 5quat ions  en lesquelles une de ces t r ans fo rmges  se d& 

compose,  air le degr~ > 2. 

11 suffit 4v idemment  de cons id&er  le p remie r  cas. I1 se prdsente,  si, apr~s 

avoir  calcul4 un  cer ta in  nom bre  de t r ans fo rm4es  de Graeffe,  on cons ta te  que 

routes  les d4viat ions de leurs d i a g r a m m e s  re s t en t  ~ 9 - -  duns le cas con t ra i re  

on peu t  ~tre assur4 qu 'en f o r m a n t  un nombre  d4fini de t r ans fo rmges  ul t4rieures,  

on arr ive  g une  d4composi t ion.  - -  

On a alors en t ou t  cas une va leur  approeh4e  r pour  t o u s l e s  modules  des 

raeines  de f ( z ) .  En in t rodu i san t  la nouvelle  var iable  z - - r  on ob t ien t  l '4qua t ion  

90, I ) f ( u  + ,-) = g (u) = o 

dont  les rae ines  seront  a p p r o x i m a t i v e m e n t  

2 r  sin q~" i e ' ~  
2 

si r ei'P, sont  les va leurs  approchdes  des rac ines  de f ( z ) .  

Gdn&alemen t ,  si les modules  de t o u s l e s  ~ ,  ne sont  pus sens ib lement  les 

m~mes,  l '~quat ion g(u)--~ o aura  des racines  de modules  sens ib lement  diff6rents,  

et  l 'on  ob t i endra  une  ddcomposi t ion  en f o r m a n t  un  cer ta in  h o m b r e  de t rans-  

formdes de g (u). 1 

Si les t r ans fo rmges  de g(u), elles aussi, r e s t en t  ind~composubles ,  il f a u t  con- 

clure que les modules  de t o u s l e s  ~---~ sont  pros d 'une  m~me valeur  ~0, c 'es t  g 
2 2 

dire que routes  les racines  de f ( z )  sont  situds duns le vois inage des deux 

valeurs  r e+r 

P o u r  pousser  plus loin le calcul des rac ines  situ6es au vois inage de re+i~ 

on pourru  me t t r e  

(90, 2) z : r ei'P + z '  

et appl iquer  la  m6thode  de Graeffe  g l '6quut ion ob t enue2  En  culeulant  la suite 

des t r ans fo rm~es  de cet te  nouvelle 6quation,  on p o u r r a  sdparer  les rucines de 

' KRYLOFF (I), pp .  47, 48. 
2 Cf. ENCKE (I),  pp .  I 6 3 - - I 6 8 .  
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f ( z )  situ~es au voisinage de r e  i~ de celles situdes au voisinage de re-i'P. Seule- 

ment  duns le cas o~ routes les racines de f ( z )  sont  situ~es au voisinage d 'une  

seule des valeurs re +i~", les t ransformdes  de Graeffe de not re  dquation pour- 

ra ient  res ter  p ra t iquement  ind~composables. ]YIais duns ce cas on a r r ivera  du 

moins s ddgager ))la par t ie  pr incipale  de z')), c'est  ~ dire s pousser  plus loin le 

calcul de z, et ainsi de suite. 

9 I. La  m~thode exposde au No. prdc~dent repose sur l ' appl icat ion de la 

t r ans fo rma t ion  complexe (90, 2) ce qui pr6sente  de grands inconvdnients  si les 

coefficients de f(z),  donc aussi ceux de g (z), sont  rgels. On peut  alors uti l iser 

l 'artifice suivant,  qui permet  de res te r  duns le domaine rdel. 

Soit  a + i b  la valeur  approch~e d 'une  racine  de f(z).  Alors, en p0sant  

/ (u + ~)= ~ (u) 

on obt ien t  un polynSme g(u) poss4dant  des racines au voisinage de lb. En 

fo rman t  pour  v = u 2 la premigre t ransform~e de Graeffe de g (u), gl(v), on obt ient  

un polynSme en v poss4dant  des raeines dans le voisinage de - - b  ~. Enfin, en 

posant  v = w -  b ~, on obt ien t  un polyn6me 

g~ ( ~  - b ~) = h (~)  

poss6dant  au moins une racine au vois inage de o .  

Si w o est une  telle racine,  on obt ien t  une  racine cor respondante  z 0 de f(z), 

en appl iquant  en par t icul ier  pour  le passage de gl(v) ~ g(u)l'artifice de Carvallo. 

Not re  t r ans fo rmat ion  peut  6videmment  6tre 6crite duns la forme 

(9~ ,  ~) w = (~ - a) ~ + b~; ~ = a _+ V ~ -  b ~. 

En appl iquant  cet te  t r ans fo rmat ion  au eas discut4 au No. pr4c4dent,  off les 

diff4renees ent re  les x,, ainsi que celles en t re  les y~, sont  tr~s petites,  on peut  

fa i re  usage d 'une r~gle plus simple. En  effet, si - - a l  est la somme de routes 

les racines  de f(z),  une vuleur upproeh6e de leurs  part ies  r6elles est 6v idemment  

- - a l  P o u r  passer  de f ( z )  "s g(u) il suffira done d 'effeetuer  la t r ans fo rma t ion  
n 

connue,  pour  fuire o le coefficient de u ~-1 en g(u). De m6me on passe de 

gt (v) s h(w) en t r ans fo rman t  gl(v) de rnani~re s rendre  n u l l e  coefficient  de w n-1 
en h(w). 
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9 2. ~ o u s  a l lons  t r a i t e r  ~ f i t re  d ' exemple  pa r  la m 6 t h o d e  ind iqu6e  au  No.  

pr6c6dent  l ' 6 q u a t i o n  su ivante ,  consid6r6e  pa r  E n c k e  et Carva l lo :  ~ 

(92 , 1) f ( z )  ~ z  ~ + 4,oo2z ~ + I4,o~So~z 2 + 2o,o38o2z + 25,07005 . 

Les  rae ines  exactes  de ce t te  6 q u a t i o n  on t  les va leurs  

- - i + 2 i  ; - - i - - 2 i  ; 

- -  I , o o i  + 2 , o o 3 i ;  - -  I , o o ~  - - 2 , o o 3 i .  

D o n e  les deux  couples  de rae ines  e0mplexes  son t  tr~s approeh6s .  On  s 'en  aper-  

~oit d i r e c t e m e n t  en f o r m a n t  les t r a n s f o r m 6 e s  de Graef fe  de ee t te  6qua t ion .  E n  

effet, voici  la 8 ~m~ t r a n s f o r m 6 e  fs(z)  de f (e ) ,  caleul6e pa r  Carva l lo  avee 2 ehiffres  

s ignif ieat i fs  : 

d~(z) ~ z 4 + I , I .  Iog~ 3 + 3,0. IO179z e + 1,3" IO~69z + 1,5" IO358 = o. 

I c i : t o u t e s  les d6v ia t ions  du d i a g r a m m e  de f s (z )  son~ 6 v i d e m m e n t  < 3. On  

app l ique ra  d o n e  s f (z)  la t r a n s f o r m a t i o n  

(9 2 , 2) z +  1 , o o o 5 = u  

et f ( z )  dev ien t  

(9 2, 3) g ( u ) ~ u  ~ + 8,oI2oo8 5~ ~ -  12,oo9" IO--6U + 16,o48o38oo3oo2312 5. 

I1 en  r6sul te  6 v i d e m m e n t  p o u r  la  I ia'~ t r a n s f o r m 6 e  de Graef fe  g~(v) de g(u) 

l ' express ion  

g, (V) ~ (V ~ + 8,o12 008 5 V + I6~o48 038 003 002 312 5) ~ - -  1 2,009 ~" I O  - 1 2  V. 

A v a n t  de d6ve lopper  ee t te  express ion ,  f a i sons  iei la t r a n s f o r m a t i o n  

W 
(92, 4) v + 4,006 004 25 - -  

1 0 0 0  ' 

de man i6 re  ~ r end re  o Ie coeff ic ient  de la 3 i~m~ pu i s sance  d e / ' i n c o n n u e .  

apr6s l a  m u l t i p l i c a t i o n  p a r  IO ~2 

h(w)~-  (w 2 --  32,o48 ox5 75) ~ - -  o,i2o o9 ~. i o w  -J- 4,006004 z 5 �9 1 2 , o o 9  2. 

I1 vien~ 

1 el. ENCKE (I), pp. 185--187, CARVAI.LO (I), pp. 22, 23 . 
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On p e u t  enfin r end re  la c o n v e r g e n c e  du proc~d~ de Graef fe  p o u r  h ( w ) p l u s  rap ide  

pa r  la t r a n s f o r m a t i o n  

t C ~  ~t' 1 + c~, c ~ - - V 3 2 , o 4 8 o i 5  75 - -  5 ,66r  o 9 6 6 9 i  4 5 4 8 .  

Alors  h(w) dev ien t  

]c (It:l) ~ It'~ -]- 4 c~ tt'~ -~- I 28 ,192  063 IC~ - -  O,144 216 o81 W t "4- 576,9~3 8~2 225, 

I 
le de rn i e r  coeff ic ient  g~ant exac t  ,s �9 i o  - 9  pr~s. 

2 

Eta ca l cu lan t  les t r a n s f o r m d e s  de Graef fc  de k(wj) on o b t i c n t  

]q(Wt) ~- ~t'~ q- 256,384 126W~ q- 17 593 .564oIooW~--  

- -  I47 911,522 727 Wl q- 332 829,546 736. 

Le coeff ic ient  de w~ est  ici exact .  Les  3 dern ie rs  coeff ic ients  son t  exac ts  

a. In moit i~  de la derniSre  uni t6  d6cimale  pros, et  le m 6 m c  est  w'ai  p o u r  les 

coeff ic ients  de ,,'~, u,~, u'L w ~ d~ns les express ions  su ivan tes  de k,.,(w~) et /.'3(w~): 

k,, (w~) ~ w~ + 3 ~ 545,622 o45 ~*'~ + 386 o43 486,8 u,~ + 

+ 1 o 1 6 6 5 o 2 6 9 ,  io~.u.,~ + I i o 7 7 5 5 o 7 2 ,  io  ~-, 

k3 (wl) ~ tt'~ d- I6 ,1 .  IO7H'~ -t- I4,84o87i �9 I016w~ d- I7,8" 101sw 1 + I2,271 213 �9 I021. 

P o u r  eerie derni~re  6qua t ion  on a 6 v i d e m m e n t  

R1 R2 ] ~  I22'7 ~ . . . . . i 0  ~ 2 8 7 ,  . . .  
14,84 �9 . 

~ 3  = /~zt = ] f f i 4 , 8 4  [ i - "  IO 8 =  3,85 . . . "  IO8;  

.D 1 = D...I = I ;  _D 2 = 3'85 " ' .  I0  ~ =  1 , 3 4 . . . .  106. 
2,87 . . 

Le 3 i~m~ thdor6me  f o n d a m e n t a l  est  done  appl icable  et k3(w~) se ddeoinpose  en 2 

po lyn6mes  quad ra t iques  Ql(w~), Q.,(w~) a p p r o x h n a t i v e m e n t  6gaux  "~ 

w~-l- I6,~.  IOTWl -1- I4,84o87~" IO~6; 

w~ d- 17'8 �9 I O ~ W l  "4- I 2 ' 2 7 I  213 " IO 5, 
I4,84o 87~ I4,84o 87~ 
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off la borne de l 'erreur,  re la t ivement  s la majorante  de Newton,  est d'aprbs (6I, 7) 

I 
On obtient  done: 

1,3 4 . ." 10 6 

Q1 (Wl)~--Wl~ q- I 0 7 � 9  16,I  W 1 -~- I016" I4 ,840 87 (+___ 1,3), 1 

Q~(Wl)---- +r "[- IO s .  1 , 2 W  1 -I- I 0 4 " 8 , 2 6 8 5 2 6 ( ' t -  6,5 ) . 

Les raeines de ees deux polyn6mes ~tant  complexes on a done pour les racines 

w], w'~ de k (w l )  avec ~w'l > o ;  ~ w : > o :  

I w i  I ' ~  IO16" 14,84~ 1,3), 
(9 2 , 5) 

I ' + ;  I + = I 4 0 , ~  +5 (--+ 2,a), 

En posant  

I W~ '116 = I 0 ' ' 8 , 2 6 8 5 2 6 ( +  6,5), 

[ w~ 4,II7 925 "1 = (+_ 2). 

w'l = x l  + i yl,  w'[ = x~ + i y~ 

on obtient du polyn6me k (wl )  les relations suivantes pour x I e t  x~: 

X 1 + X 2 = - -  2 ~  ~-- - -  I 1,322 193 243, 

2 I <  I" x,+ + 2 I <  l+x+ - -  0 , i 4 4  216 o81, 

et de ces r'elations les valeurs 

Xl = --- I 1,665 5 9 6 4 (  +-- 4), 
(9 2 , 6) 

X~ ~ 0,343 403 2 ( +  3)' 

On obtient de ces valeurs celles de Yl, Y,~: 

Yl --~ 2,000 000 ( + I),  

yu = 2,003 ooo ( !  4,3)�9 

Done, d'apr~s w = wl + a, les racines eorrespondantes de h(w) sont 

w' ~ --  6,oo4 500 o (+__ 4,5) + i .  2,003 oo 0 ( !  4,3), 

w"---- 6,0045000(+_4,5) + i . 2 , o o o o o o ( !  I), 

t Pour  indiquer  les l imites  d ' ind6termina t ion  d ' un  nombre,  nous plagons l '6cart correspondant,  
exprimd en unitds de la derni6re ddeimale indiqu6 expl ici tement ,  entre parentheses  apr6s le nom- 
bre;  p. ex.: 2,ox?o (+  o,3)ddsigne 2,ot?o +o,3-IO--4.  
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et  l 'on a pour  les racines cor respondantes  v', v" de gl(v), en raison de (9 2, 4): 

(9 2 , 7) 
v' = - -  4,oI2 008 75000(+__ 4,5) + i .  o,oo2 oooooo (+_ I), 

V " =  - -  3 ,99999975oo ( +  4,5) + i ' 0 , ~ 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6 1 7 6  4,3). 

Pour  d6duire enfin de ees vMeurs les valeurs eorrespondantes  u', u"  de u, on 

pourrai~ appl iquer  l'ar~ifice de Carvallo, en utilisan~ la formule  suivante  qui 

r6sult,e de (92, 3): 

IO 6 
U - -  (V e + 8 :o12oo85V + 1(5,o48 038 003oo23125) ;  

12  ~oo9 

or les modules de u', u"  6rant, approx imat ivement  6gaux s 2, on volt, que le 

module  de l 'expression entre  paran theses  est < I " = - .  lO -4.  Done  en conduisant, le 
4 

ealeul avee 4 chiffres significat,ifs - -  plus exae tement  avee io  -~  eomme er reur  

relat ive - -  on n'obt. iendra que la va leur  o pour  u et l'art,ifice de Carvallo n 'es t  

pas applicable. De l ' au t re  c6t6, si le calcul est conduit, avee les valeurs com- 

plates (92, 7), on voit, fae i lement  qu 'on n'obtient, qu 'au  plus 7 ehiffres significatifs 

exact,s pour  u. 

Duns ces cireonstanees il est. prdf6rable de eonduire  tout. le eMeul diff6rem- 

ment.  Au moyen  de la re la t ion 

V = - -  4,006004 5 5 + I0--3cc + IO- -3wl  

on ealcule direetement, Iv' 12, Iv" I ~ en n 'u t i l i san t  que les valeurs de Iw; IL 1'~71 ~, 

Xl, x 2. De 1~ on obt,ient l u'l ~, l u"l  ~ en extr~yant, une r~eine earr6e, et les par- 

t,ies r6elles et, imaginMres de u', u"  sour, alors Ms6ment, obt,enues en partant,  

de 
En effet, posons 

f l = - - 4 , o o 6 o o 4 2 5  + IO - a a =  --4,ooo343x533o9. 
On a 

Iv'l = io-61 d 12 + i o - a x l  + 

Done, en t e na n t  eompte des valeurs  (92, 6): 

I v' 12 = I6,o96:218:220 0 (-I- 2I), 

Iv"l" = i6,ooooo  oooo(+_ 22) 
et 

32--39615. Acta  mathematica.  72. Imprim6 le 3 mai 1940. 
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Or,  posons  

I1 r6sul te  de (92, 3) 

lu ' -P = Iv' I -  4,oI2oo9 25oo( +-- 4,5), 

I ." l~  = I v" I = 4,oooooo ~5o o ( +  3). 

u ' = ~ l + i ~ l ,  u " = ~ + i ~ , , .  

: I . " 1 ~  g~ + 2 I . ' 1 ~  = 2 ( l u ' P - I  u "  I~)g~ = i2 ,oo9 ,  IO - 6 ,  

(2 " 0 , 0 1 2 0 0 9  +_ 1 5 " IO--10) g2 = I O  - 6 "  I 2 , o o 9 ,  

I 
~2 = - -  gl  = - -  " I 0 - - 3  ~" 3, 2 .  I0--11" 

2 

I1 en rdsul te  main~enan~ 

e~ 

~ = 4,oI2 009 +__ 4,6" IO -10, 

~] = 4 +-- 3, I " IO-1~ 

~]1 ~ 2 ,003  +--- 2 �9 I O  - 1 0  

~2 ~ 2 +_ I 0  - 1 0 .  

On o b t i e n t  m u i n t e n u n t  en r a i son  de (92, 2) p o u r  z~ e t  z2: 

Z 1 ~ - -  I~ooI  q- 2 , o o 3 i ~  Z 2 ~ - -  I -]- 2 ~  

les valeurs  ob t enues  ~tunt  exac tes  s 2 un i t@ de la IO i~me d6cimale  pr~s. 

93- C o m m e  deuxi~me exemple  nous  a l lons  ana lyse r  u n  cas  duns  lequel,  

p robub lemen t ,  le eulcul  des t r a n s fo rm de s  de Graef fe  a 6t6 poussd le plus  loin, 

jusqu'h,  la t re iz i~me t rnns fo rm6e ,  i1 s ' ag i t  de l ' 6 q u a t i o n  

f ( ~ )  - ~'~ - ~ - ~ - ~  = o, 

r e n c o n t r 6 e  p a r  M. E. J.  G u m b e l  1 duns  ses r eche rches  sur  la s t a t i s t ique  des po- 

pu la t ions .  

P o u r  d @ m n t r e r  que la  seule rac ine  pos i t ive  de eer ie  6qua t ion  

Z 1 ~ I , o 9 6  I 

est  plus  g r u n d e  que les m odu l e s  de rou tes  les au t r e s  rac ines  ~ M. G u m b e l  ca lcule  

1 GUMBEL (I), pp .  259- -262 .  

I1 n ' e s t  pus  i n u t i l e  de r e m a r q u e r  q u e  ee fa i r  se d d m o n t r e  a i s 6 m e n t  s a n s  a u e u n  ealeul .  E n  

effet 1%quat ion  de  M. GU~BEL poss~de  d ' ap rd s  la  reg le  de  DESCARTnS u n e  seu le  r a c in e  p o s i t i v e  R .  

Or,  si z e s t  u n e  a u t r e  r ac ine  de ee t te  d q u a t i o n  on  a 6 v i d e m m e n t  Iz '~ l  =< iz~! + I z l  + r, l z l  ~ -  

- I zl ~ - I z l - -  i =< o. Done on a en tout eas I zl -<- R. Mais le s igne  d'6galit6 n'est possible que 
z ~ [zp  

si l ' on  a - - = - - ,  e ' e s t  ~ dire  p o u r  z pos i t i f .  
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les 13 t ransform6es de Graeffe de cette 6quation, en caleulant  les coefficients des 

4 premieres  t ransform6es exuctement  et  en se bornan t  ensuite pour  chaque coeffi- 

c ient  g 3 chiffres significatifs. 

Pour  pouvoir  contr61er d i rec tement  les r6sultats  du calcul de 1Vi. Gumbel,  

nous avons calcul6 par  une m&hode  part iculi~re les 13 racines de f(z) et en 

d6duit  les valeurs des coefficients de la 9-i~me et de la I3-i~me t ransform6es.  

f(z) poss5de, sauf la racine r6elle zl, 12 racines complexes que nous avons 

ordonn6es duns l 'ordre des modules d6croissants. 

Duns ce qui sui t  nous d@signons par  f.,(z) et f~a(z) la 9-i~me et  la I3-i~me 

transform6es,  calcul6es par  M. Gumbel ;  par  f *  (z) et f** (z) la 9-i~me et  lu I3-i~me 

transform6es,  calcul6es en par tun t  des valeurs des racines.  

Dans f* (z )  nous avous conserv6 dans chaque coefficient 3 ehiffres significa- 

tifs, dans f*~ (z) nous n 'en  avons re tenu  que 2. 

Nous  avons rassembl6 les r6sultats  duns les 2 tables suivantes.  

Table L 

qo 0 0 (fg) @ ( f ,  8) 

Z t 0 ~ O0 r OO't oo 

z2, s 3 ~  08 '  49",98 

z4, s 60~  ' " I 4  22 ,I6 
o l t l  

Z6,7 9 ~ OO O 0  ,oo 

zs, 9 I65  ~ ' " O 0  55 ,94 

z~o, ,~ 135 ~ 59 '  o2",24 

Z12, 18 115 ~ I8' 34",s7 

I,o96z29o 

I~o8752r4 

I~o593267 

I,ooooooo 

O,99418x3 

0~9357966 

0,89xx842 

I,o962 

I,o874 

I,o5939 

I~0o0o 

0,9942 

0j9358 

O~8912 

I,o96Iz 

I~o8747 

1,o5939 

I,ooo3 

0,99383 

0,93578 

O,89x19 

Duns la table I on t rouve duns la premiere  colonne les a rguments  des ra- 

cines situges dans le demiplun sup~rieur, duns la 2 i~me colonne les modules  des 

racines avec 7 d6cima]es, duns la 3 i~~ les valeurs  des modules  des racines 

d~duits de f9 (z), et duns la 4 ~me ceux d6duits de fa3 (z) avec 4 ou 5 d6cimales. 

Dans lu table I I  on t rouve  les valeurs des coefficients a~ de z 13-~ pourf~(z), 
f9 (z), f*s (z), fla (Z) '1 

En analysant  la table I I  on volt  que les erreurs  relatives des coefficients 

de fg(z) eompor ten t  au plus I3 %. Quan t  aux indices impairs  - -  qui sour les 

seuls utilisds pour  le caleul des modules  des racines - -  les erreurs  eorrespon- 

1 ~OUS ~ v o n s  s e u l e m e n t  c h a n g 6  l a  v a l e u r  de  a~ q u i  c o n t i e n t  c h e z  M. GUMBEL u n e  f a u t e  

6 v i d e n t e  d ' i m p r e s s i o n .  
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Table II. 

a l  

a3 
a3 

(t 4 

a5 

~6 
a~ 

as 
a 6  

a l o  

a11 

a12 

f~* (z) f9 (z) f~*~ (z) A~ (z) 

2~63 10 20 

I~64 I 0  39 

5~3 1057 

--3~i5 IO 70 

2~23 I 0  83 

4,4 IOS3 

2~r I 0  ~3 

- - 8 , 4  1081 

5,54 10 80 

- -  I~57 1066 

I~7z I 0  51 

8,27 1085 

2,6I 

1,63 

4,96 

- -  2~78 

2,25 

2,14 

- -7 ,3  

5~63 

--I~59 

I~Tx 

7,8 

lO2~ 3,5 

IO 39 I~26 

I057 3,5 

lO 70 I~6 

IO88 4,3 

1083 8,6 

1086 4,3 

10 81 I ~  5 

IoSO 7,9 

I O 66 - -  I ~o 

1051 5,4 

10 25 I~3 

IO 386 

10625 

I 0  923 

i01128 

iO 1333 

i0~883 

I0~533 

i01818 

iO 1291 

i 0  ~056 

i 0  819 

10410 

3,~3 IO 826 

I~28 IO 625 

I~34 10928 

4~o2 I01123 

4,29 IO I333 

9,6 I01385 

I~i 7 IO 1336 

I~8 I01311 

9~96 I01291 

- -  I~24 IO 1056 

513 I0819 

7,9 I0409 

dantes sont  un peu plus petites,  l'erreur relative maximum comportant  - -  pour 
o/ a3 - -  6,4 /o, ce qui l imite le hombre de d6cimales exactes des racines ~ 4. 

Darts le cas de f13(z) les valeurs a6, av, a s sont  affect6es d'erreurs relative- 

ment  gTandes qui proviennent~ peut-~tre d'erreurs de calcul. 

C'est pourquoi  les modules  de z6, : et 38, 9 d6duits de f13(z) sont  moins  pr6cis 

que ceux d6duits de f9 (z). 

Quant  aux coefficients de f~a(z), ils sont  encore affect6s d'erreurs al lant 

jusqu's  I5O %, mais celles des coefficients d'ordre impair comportent  au plus 

25 %, ce qui l imite la pr6cision des valeurs des modules  des racines correspon- 

dantes s la 5 i6me d6cimale. 

Le diagramme de N e w t o n  de f�(z) est reproduit  dans la fig. 2 off les valeurs 

des d6viations sont  inscrites s c6t6 des points  correspondants  du diagramme. 

Les d6viations aux indices pairs 6rant routes ~ 42 > I8,5, on parvient  donc 

d6js avec f�(z) s une s6paration de la racine r6elle et des couples de racines 

complexes,  et le 2 i6m~ et le 3 i~m~ th6or~mes fondalnentaux  deviennent  applicables. 

La borne de l'erreur pour la racine r6elle, d6duite de (33, 9), est ici 5,5 %, 

donc pour la 512i~m~ racine 0,Ol %, ee qui est d'accord avec la table I. 

En appliquant le troisi~me th6or~me fondamenta l  B, on aura pour ~o chaque 

I 
lois  ~0 ~ - -  < 0,03. Doric, en d~composant  f�(z) en produit  d'un facteur lin6are 

34,5 
et de 6 fae~eurs quadratiques,  on aura les coefficients de ces facteurs exactes 
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2/'1" ' 

' , 5 '  lo T 

F i g .  2. 

3 % pr~s. D~s lors on  v~rifie imm~diatement  que fg(Z) poss~de une racine r~elle 

et 5 couples de racines complexes, seulement pour la raeine z6, 7 la question ne 

peut  pas 8tre r~solue - -  il s 'agit  des racines eorrespondant  ~ la double racine 

Z = I de f~* (z), puissance des raeines +_ i de f(z). 
En tout  cas, les bornes des erreurs donn6es par le 3 i~m~ th6or6me fondamenta l  

B sont pour les modules des raeines z 2 , . . . ,  zls d'aecord avee la table I .  

Toutefois, puisque plusieurs coefficients de fg(Z) sont affeet6s d 'une erreur 

de 3 %, on am61iore le r6sultat  en d6composant fg(z) en 3 faeteurs  quadrat iques,  

un faeteur  eubique et un faeteur  biquadratique,  situ6s respeetivement >>au dessus>> 

des segments 

(o ,  2}, (:~-,4}, (8 ,  Io}, (IO, , 3 )  , ( 4 , 8 )  

de l 'axe de x duns le d iagramme de Newton. 

En effet, les erreurs relatives des coefficients de ces facteurs,  ddduites de 

(62, 5), sont plus petites que I0 -~, c'est ~ dire n@ligeables vis s vis des erreurs 

dont  les eoeffeients  de fg(Z) sont dSjs affeet6s. 

C'est pourquoi les modules des racincs z~,,~, Zlo, 11, z12, 13, d6duits de fl~(z), ne 

pr6sentent  aucune amSlioration vis-s des vMeurs d~duites de f9 (z). 
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94. C o m m e  d e r n i e r  exemple  nous  a l lons  t r a i t e r  l ' d q u a t i o n  

f0(x)  ~ x '~ - -  I 6 X  a + 86,I9  X 3 - -  2o2,28 x ~ + 2o7,65 x - -  76,56 = o. 

E n  ea l cu lan t  les 4 premibres  t r a n s f o r m d e s  de fo(X) on a:  

f t ( x ) ~ x  5 - 8 3 , 6 2 x  4 +  I 3 7 I , o 5 6 i x  a - 7 5 7 2 , 4  I x 4 x  ~ + I 2 1 4 5 , 4 o 9 x - - 5 8 6 1 , 4 3 3 6  

f o (x) - -  x 5 - -  4 250,I92 2 X 4 + 637 675,56 x s - -  25 o I  7 606 x ~ + 58 740 587 x - -  

- -  34 356 4o4, 

f3 (x)----x ~ -  16 788 783 x 4 + 1,94o 883 3 ( +  2,5)" I011X3 - -  5,5 I2 577 8 (+ 2,6)" I o l a x  2 + 

+ 1,7314266(+__ 2)" IOlSX - I , I 8 O 3 6 2 5 ( !  1,5 ) �9 IO 15, 

f4(x)  ~---X 5 -  2,814 75o6 �9 I014X 4 + 1,916o39(+ I , I)"  I O ~ X a - -  

- -  3,032 1 3 o 8 ( +  3,5)" IOegX~ + 1 ,69647oo(+ 8,4)" I O S ~  

1,3932556(-t- 4)" 1030" 

o :t ~. 3 4- 5' ' sX  t t t t ~ / 

/ "  
/ ~,, ~ .  ~.o ~ 

~ l~.,~.~ 

C- 0 ~ ' - ~  4,~ 
6,9 

Fig. 3. 

On  t rouve  le d i a g r a m m e  de ~Tewton de f ,  (x) d a n s  la fig. 3. 

num6r iques  e o r r e s p o n d a n t e s  son t :  

R 1 = O , 8 2 ,  R,  2 =  5,6, R 3 =  1,6- 107 , 

~ 4 = 6 , 8 " f O  7, ~ 5 = 2 , 8 "  IO t~. 

T o u s l e s  

d6v ia t ions  e o r r e s p o n d a n t e s  son t :  

Les inc l ina i sons  

s o m m e t s  du  d i a g r a m m e  c o r r e s p o n d e n t  aux  indices  p r i n e i p a u x  et les 
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D~ ~--- 6,8, D e = 2,9 �9 IO 6, / )s  = 4 , 2 5 ,  - D 4  = 4 ,  I " IO~. 

Donc ,  d ' ap r~s  le t ro i s i~me  t h 6 o r ~ m e  f o n d a m e n t a l ,  f~(x)  se d 6 c o m p o s e  en p r o d u i t  

d ' u n  f a c t e u r  l indai re  e~ de 2 f a e t e u r s  q u a d r a t i q u e s :  

L (x) ~--- x - -  2,814 75 o 6 ( +  2,5 ) " IO 1', 

Q1 (X) = X ~~ - -  6,807 I36 (+__ 9)" I07Z  + 1,o77 228 9 (+-- 9)" I015, 

Q~(x) ~ x ~ - -  5,594976(+__ 7)X + 4,594971 (__+ 4), 

off les e r r eu r s  re la t ives  de  L(x), Qt(x), Q~(x) son~ d ' a p r ~ s  (611 7) et  (62, 5) 

r e s p e c t i v e m e n ~  
2 ,4"  10- -7 ;  6 ,9"  10--7 ;  3,45" IO--7. 

I1 en r6su l te  p o u r  la  r ac ine  de m o d u l e  m a x i m u m  

X] 6 = 2,814 75 ~ 6 (+_ 2,5 ) �9 I 0  l t .  i 

Les  r a c i n e s  de Ql(x), Q~(x) son t  r e s p e c t i v e m e n t  

X 16 = 4,30467 (_+ 4,7)" I07, 

16 
x4 = 4,594 9 8 ( +  2,4), 

D o n e  on  o b t i e n t  e o m m e  r a e i n e s  de  fo (x ) :  

X 16 
8 -~ 2,502 47 (.+- 4,7)" 107, 

, ~  (+_ W5 - -  I 214 ) �9 IO - 5 .  

x I = 8 + lO -8 ,  xe = =  3 ~ 3 " 1 0 - - 6 ,  X 6 = 2,9 + 4" 10--6, 

X 4~-  1,I +___O,5"10 - 6  , X 5 - -  I + 1 ,5"10  - 8  �9 

Le  q u o t i e n t  des 2 r a e ine s  de Ql(x) 6 t a n t  1,7, il a u r a i t  f a l lu  a l le r  j u s q u ' s  la  

hu i t i~me  t r a n s f o r m 6 e  de fo(X) p o u r  ))sdparer,) rou te s  les r a c ine s  s lO - 3  prbs.  

95. Disons ,  p o u r  finir,  que lques  m o t s  sur  un p roe6d6  p o u r  a m d l i o r e r  les 

r6 su l t a t s  de la  m 6 t h o d e  de Graef fe ,  qui  a 6t6 app l iqu6  d a n s  que lques  e x e m p l e s  

n u m 6 r i q u e s  p a r  (3. R u n g e .  1 

Si x ~ , . . . ,  x~ son t  r e s p e c t i v e m e n ~  des  va l eu r s  a p p r o e h d e s  des n r ae ines  

x l , . . . ,  Xn du po lynSme  

95, I) f (z)  "= z n + . . . .  h ( z -  x,,), 

t RUNGE (1), pp.  I4I , I48; RUNGE U. KONIG (l), pp.  I 7 3 - - I 7 6 .  
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il en rgsulte 
p 

X 1 - -  

f(x'~) 
X 1 ~ ~, 

1] 
~2 ~ 2  

Donc, en remplagant les racines inconnues x2, �9 �9 x~ par leurs valeurs approch6es 
f p x'~, . . . ,  Xn, on obtient comme une w leu r  approch5e de x , -  x~ l'expression 

(9s , : )  / ( x ; )  , 
n 

II ( <  - *:) 
v ~ 2  

qui est assez facile g culculer. 

Dans quelles circonstanees ce proc~d4 sera-t-il uvantageux? 

Le procdd6 de Runge consiste dvidemment g remplacer la premiere approxima- 

tion x, par 
,, , / ( x ; )  

(95, 3) ~ ,  = ~ 

I1  ( . ;  - . : )  

comme seconde 

de la formule de Newton Xl 

approch6e f l  (x', --  x:). 

On a donc 

approximation de x 1. Or cette formule se ddduit dvidemment 

= x ' ,  ff(~x!) en rempla~ant f ' (x ' ,)  par s ava l eu r  

(95, 4) 

off e est d6fini par 

(95, 5) 

,, , ( )( ') 

(I -{- 8) ~ [  (X; - -  X') = f '  (X'~). 

Pour ddterminer la valeur de e, on peut ntiliser les identitds suivantes: 

(9s, 6) 
p , I 

l g f ( x , ) - l g  ( . ' , - x . ) = l g  ~ + ( . ' 1 - x l )  x ; -  ' 

(95, 7) lg  (x', - x~) - lg  I ]  (x', - x~) = lg  ~ + < _ x~j 
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I1 en r6sulte 6videmment  pour  e la re la t ion 

t I (95,  8) l g  (I -}- ~) = l~" I -}- (X'~ - -  Xl) Xl X~,J -~ ~ l g  I -}- 
= - -  ~=' ) .  X I - -  X ~ , J  

Or, posons 
! 

~ ~ X v  - -  OCt,, ~ ~ I ,  2, . . . ,  ~, 

et supposons que les earr~s des & sont  ngglig~bles vis-s des c~,.. 

ob t ien t  dvidemment  

~ d l  + & 
(95, 9) ~ ~ " 

~=2 x l  - -  Zv 

Ators on 

MMs on sMt que la diffgrenee x l -  x~ a l 'ordre  de d~. Donc  l ' e r reur  eommise 

en rempla~ant  21 par  x'[ sera n6gligeable s i e  est sensiblement  de l 'ordre  de d,. 

Or, l 'expression de e cont ien t  s c6td de d~ t o u s l e s  autres  & et en plus les dif- 

fdrenees x ~ -  x~ aux d4nominateurs ,  qui pour ra ien t  8tre bien petites. 

Done on voit  que l 'emploi  du procdd6 de Runge  ne prdsente  des avantages  

que si 

I. t o u s l e s  & sont sensiblement  du mSme ordre  de g randeur ;  

2. si les diff6rences x ~ - - x ,  des racines ne sour pas t rop petites.  

En tous Gas ce proedd5 ne para i t  pas avan tageux  si l 'on veut  amdliorer 

considdrablement  l ' approximat ion.  

33--39615. A c t a  m a t h e m a t i c a .  72. Imprim6 le 4 mai 1940. 


