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RECHERCHES SUR LA METHODE DE GRAEFFE ET LES ZEROS
DES POLYNOMES ET DES SERIES DE LAURENT.

PAR
ALEXANDRE OSTROWSKI

4 BALE.

CHAPITRE III. Approximations et évaluations des racines dépendant
des déviations.

§ 8. Séparation des racines pour les cotés simples du diagramme.
(Deuxiéme théoréme fondamental.)

32. Dans ce qui suit nous allons faire ﬁéage du théoreme classique de
Rouché:

Sozent f(z), g () deux fonctions holomorphes & Utntérieur et sur la frontiére d'un
domaine G et supposons que sur la frontiére de G on a partout: |f(2)| >|g(2)].
Alors les deux fonctions f(2), f(2) + g(2) possédent d Uinteriewr de G le méme nombre
de racines.

Bien que ce théoréme appartienne a la théorie des fonctions il est pour le
cas de polyndmes une conséquence directe du théordme sur la continuité des
racines d'une équation algébrique en fonction des coefficients. Il suffit en effet
de faire croitre ¢ de 0o 4 1 dans l'expression

S(e) + tgle)

en tenant compte du fait que cette expression reste différente de zéro sur la
frontiére de G pour chaque ¢, 0 = ¢ = 1. — On ne sort donc pas du domaine de
I'algébre élémentaire en utilisant le théoréme de Rouché pour le cas des équations
polynomiales,
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33. XVI. Deuxiéme théoréme fondamental. Supposons que la série de Laurent
(33,1) fle)= 2 a, 2"

posséde une couronne circulaire de convergence. Soet

My, = 6,357 355627 . . .

la racine positive de Uéquation

M3—sM*—8M—4=0

et
M+ M, 2 _ oM, M,
go—i4M——-0 = 1,918 .. ., mo—MO_QO—FMOQO_I—5,841....
Le polynome
(33.2) plo)=2Me*—(M*+ M+ 2)o+ M*+ M

posséde pour M > M, deux racines positives différentes v, (M), (M) avec

(33,2°) I <z1(M)<90<12(M)<%{.

Supposons marntenant que Uon ait pour un eniier q:
(33, 3) Qg—1 aq F O, M = Min (Dy, Dy—1) > M,,.

A. f(2) posséde une seule racine simple §, dans la couronne circulaire

I 2
< < 7, (M
(3314) ’52(M) |aq-—1/dq| TZ( )a
et U'on a
(33.5) b Ilﬁfrl(M)—-I |“0~1/“0+1|sz (o) — 1.
’ ag—1/ag B ’ [ & -

En particulier 5, est pour M > M, la seule racine contenue dans la courenne ciy-
culaire

-

(33,4°) 9 =
Jo

=0

aq—l/aq

et Uon a



Recherches sur la méthode de Graeffe. 159

° |£ﬂ, a(]—l/aq S—@
(33)5 ) q—l/aq |—- M CO + = M
B. Pour
(33, 6) . M>3+Vi3=0600555...

L, est la seule racine de f(z) située dans la couronne circulaire

I z
J— <7 T
(33,7) 0 gy =2
2
et pour
—
(3378) M > iz—]£26,77200... = M,

on a méme

(33,9)

b | 3( MY _ 4
aq—l/ar]+I<MI+M <M

C. 8 flz) est une série de Taylor sans racine & Uorigine, f(2) posséde sous
Uhypothése M > M, du moins q racines et §, est la q-iéme de ces racines rangées
dans Uordre des modules crovssants.

34. Avant d'aborder la démonstration de XVI, nous allons déduire quelques
propriétés de ¢ (o) comme polyndéme en .
Le discriminant de ¢ (o) est

DM)y=M*—6M*—3M* + 4 M+ 4=(M—1)(M*— s M*—8M — 4)
et posséde une seule racine positive > 1:
M, == 6,357 355 627 . . ..

Done ¢ (o) posséde pour M = M, une racine double

M5+ My+2
0y = 4M I,9180.. .,
pour laquelle on a évidemment
M, +1
0 ="

Pour M > M,, ¢ (o) posséde deux racines positives différentes 7, (M) < =, (M) pour
lesquelles (33, 2°) est facilement verifide.
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En effet on a en substituant dans ¢ (e) les expressions de g, et g§ par M,
et en ordonnant suivant les puissances de M

““4M0?(90):(M0—‘ 0)(My,—2)M®* — (3 M§ -+ 7 My — 2) M + 2(M§ + M, + 2).

Or, pour M == M,, ¢ (0,) devient 0. Donc le polynbéme de droite contient le facteur
M- M, et I'on a

_4Myple) 4 v Mi+ DM+ 2
e, = Mo 1)(Mo—2) M —2 7
2
Mais 2 %‘[0'*'2 est égal a4 8¢9y < 16, tandis que pour M > M,
0

(My— 1)(My—2)M est > 120. Done, on a ¢(g,) <o pour M > M, et g, est
situé entre 7, (M) et ,(M). Et 1<z (M) résulte de ¢ (1)=2M— 2 > o.
Pour obtenir quelques limites pour 7z, (M) et 7,(M) calculons les expressions

() o) ol i) ()

¢(1+2§)=4+;‘}>o.

Donc on a en tout cas, puisque 1 + %< 0 < g:
2 M
(34,1) I+M<71(M)<TZ(M)<7‘

D’autre part on a

—2@(%{——1)=M2—6M——4
et l'expression de droite est positive pour M > 3 + V13, done:
Go2)  w< v <nn <M =54 Vi3 = 660555

et enfin, puisque

(34, 2°) — Mo+ =2(M?— 3 M — 12)
? M
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Vo
est o pour M =M, = L+7-—7‘3 et reste positif pour M > M,:

A e
(34, 3) 1+ J—fi <w (M)<1+ i (]V[> 5\%73 = 6,772 oo) :

35. Au polyndéme ¢{z) se rattache l'expression

(351) S =355+ 2 ap

1
convergente pour M > 1, — < ¢ < M. En sommant, on a

- I .
(35:2) S(Q)—M——Qfﬂfg‘—‘l

On verifie tout de suite la relation

(35.3) S(é) :éS(Q)'

D'autre part, en calculant S(p) — (¢ — 1), on a

2Me®— M2+ M+ 2)o+ M2+ M
S e — = —
(9) (Q I) Q (Mg I)(ﬂ[ Q)

donc d'aprés (33,2):

) &
(35,4) Sfe)—(e—1) (MQ_I)(IV[_Q)W(Q)-
En écrivant (33,1) sous la forme

- o1 vt I
Sl =Ve 3 555 (e ? "'Y)
y=1 27

on voit que S(o) croit pour ¢ >1 avec g, les dérivées des sommes entre paren-
théses étant alors positives. D’autre part il résulte de (33,3) pour ¢ > 1:

5(5)= Lt < st0.

’

[

A

Done, on a pour 1 =9 < M, =g

r
QV
(35,5) Se) = S(¢) b§@<my

21—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 24 avril 1940,
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4.
M,

D’autre part il résulte évidemment de (35,4) et (34,2°) pour M =M, o=1 +
L4 4

(35,6) S(I T MI) Ml

On a enfin en posant ¢ =7, (M) en (33, 4), d'aprés (35, 5):

M (e, (M) —1) = M S (s, (M) = S o) M =

oo M M 9(2] M, M,
= - B e B R —— = My,
M—9, Mo,—1 My—oy Myg,—1 0
m
(35,7) w(M) <1+

36. Passons maintenant a la démonstration des parties A, B de XVI. En

.. - by a ..
divisant f(z) par 29! on fait ¢ =1. En remplacant z par — "2 et en divisant
a4y
f(2) par — a, on raméne le cas général i celui ol

(3671) ay=-—a, =1,

et Yon peut supposer dés le début que les relations (36, 1) soient satisfaites. On
a alors pour f{2)
[f(z): 1—z+ R_(2) + Ry (2),

(36,2) 2 >
113__(2) = Z ay2®, Ry(z)= Z 2.
Y= —®© y=2
Or, en vertu de
R, L,
. =
Dy R, ™ L D, R~ A,

puisque les R, vont en croissant, il vient

R =, Rvéuzzin v=o); Rh=M (v = 2).
Appliquons la seconde des formules (15, 5) & I'indice principal #, 1 = 0 et & chaque
v<<0. On obtient

|a,] < (v < o), ”:,J:?.
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D’autre part, en appliquant la premidre des formules (15, 5) & l'indice principal
n,=1ebtv=2 on a

lan| =< w? (v = 2).

I

g <e< M, en tenant compte de (33, 1) et (35,2):

On a donc pour |z]|=1¢9, u=

(36,3) |R_(5) + B+ Q)] = 800,  g;=w<e<IL

Pour pouvoir appliquer le théoréme de Rouché a f(2) cherchons les cercles [z| =9

sur lesquels on a:
(36,4) [t —z|>|R-(e) + B+ ()], lel=e
Pour 1 < ¢ << M il suffit évidemment de soumettre ¢ a la condition suivante
(36,5) ¢— 1> 8(o), I<o<M.
Pour p < ¢ < 1 il suffit d’assurer la rélation

1— ¢ > S(p).

I i - .
Or, posons ¢ = 7’ oi 1< g < M. Alors la derniére condition devient

I~a>s()
0 0

ou bien en multipliant par ¢’ et en utilisant (35, 3)
o —1> 8.

Donc on obtient les ¢ situés entre u et 1 en prenant les réciproques des solutions
de l'inégalité (36, 5).
Or, l'inégalité (36,5) est équivalente & ¢ (o) < o, donc a

(36,6) o (M) <o <(M).

f(2) ne posséde donc pas de zéros dans les couronnes circulaires

L)< o (M) < 2| < (M)

T2 (1) 7, (M) 7
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En particulier pour M > M, (36,6) est satisfaite pour ¢ = 7, (M) — ¢ pour chaque
&> 0 suffisamment petit. Il en résulte (36,4) pour

o=10(M)—¢ et S S

D’aprés le théoréme de Rouché f(z) posséde done dans la couronne circulaire

I

— <|z| <7 (M) — ¢
T, (M)‘-‘G l I 2( )
autant de racines que #—1, c'est-d-dire une. Il en résulte que f{z) possdéde
pour M>M, dans la couronne circulaire (33, 4) exactement une racine {,, et £,
- est méme située dans

(36a7) TI(M)2|Z|2%(I]W)7

— en particulier, il résulte de (33,2°) que , est située dans (33, 4°).
Pour {, on obtient de (36,2), (36,3) en posant |{,|=¢:

(36,7°) IS — 11 =[B-(0) + B+ (o] = Sle),
I
done, eu égard & ,5), ,4) et a la relation — . <o = (M):
rd & (35,5), (35,4) et & o () = ()
(36,8) [So—1]|= S(e, (M) =7, (M) —1,

ce qui est équivalent & la premiére des relations (33,5). La seconde de ces
relations s'obtient en appliquant la premiére & I'équation

)

(33,5°) résulte de (33,3) en tenant compte de (33, 7).

37. Si l'on fait maintenant I'hypothése (33,6) il suit de (34,2) que (33,7)
est située dans (33,4) et £, est alors la seule racine dans (33,7).
Sous I'hypothése (33,8) il résulte de (36,7°) pour =1 + 4

. (1 +ap)? 1 _ Bl
(37>1) Mlgo II<I—;L(I +4[u)+(1 Tau)—u 2(1 + wB(w)

ol

o 3+ 25p + 360
B(‘u)_—l +ou—yut—i1zp4?
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+ V3
M1=~5—‘2 73:

I
Or, on a pour ‘u<‘ul:JT[’
My

dB(u) 19+ 1140 + 355 u® + 600 u® + 432 ut
du (1 +2p—7u?—12u®?

>0

)

done B(u) << B(u,). Mais d’aprés (35,6) on a
M, S(r + 4u)=2(1+ M, Bu)) =4,

donc B(u,) = i = M, et (33,9) résulte de (37, 1).

1
Pour démontrer enfin la partie C. du théoréme XVI, supposons que f{z) soit

une série de Taylor. Alors la discussion précédente s'applique & z2—97!f(2) et

I'on peut supposer f(z) d’avoir la forme suivante:
Sle)=2e"1— 29 + 271 R_(2) + 24 Ry (2),
ot l'inégalité (36,4) est valable pour ¢==g,. Donec, on a pour |z|= g,:
f20 — 2071| > |2 R_(2) + 2271 By (&)].

Done, d'aprés le théoréme de Rouché, f(z) posséde dans |z| < ¢, autant de racines

que 2?7 — 271 c'est-a-dire ¢, et la démonstration de XVI est achevée.

38. L'équation f(z)=o0 ce réduit pour a»=pu" (v <0), av=p""" (v = 2),
ay=-—a,; =1 a l'équation ¢ (¢)=o0 et ne posséde pour M = M, qu'une racine
double sur la circonférence |z| =g, Donc la borne M, dans le théoréme XVI
ne peut pas 68tre remplacée par une borne plus petite, si l'on veut isoler une
racine simple. D’autre part, en faisant tendre M vers M, on voit aisément que
n, et g, sont les »meilleures» constantes dans le théoréme XVI. De méme, M,
est la borne »exacter des M pour lesquelles (33,9) est toujours valable.

Du reste, si M est suffisamment grand et un des nombres Dy—1, D, est égal
a o, on obtient des évaluations plus précises du théoréme XXVI du No. 61.

. Séparation simultanée de I’ensemble des racines.
9 p

39. La borne M, du théoréme XVI peut étre abaissée si 'on suppose que
toutes les déviations du diagramme de f(2) deviennent suffisamment grandes —
ou du moins plusieurs déviations consécutives, Nous ne traiterons ici gue la
premiére hypothese.
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Un résultat appartenant & cet ordre d'idée a été déja signalé par M. Valiron'.
Voici 1'énoncé de M. Valiron dans lequel nous avons seulement changé les
notations et la valeur de la constante, qui contient chez M. Valiron une décimale
inexacte. D’ailleurs M. Valiron ne considére que les séries de Taylor:

Si nous supposons que, & parter d'un certain rang, les coefficients a, sont dif-
férents de zéro, et que Uon ait, & partir de ce rang,

a2
—— =k, k>

(39,1) e I

Ay—1
on a, pour |z|=kR, =k 1

| a
(39,2) S =ae 1+ HR)eal), HE)=20" |al)]| <y

v=1

done st H (k) <1, cCest-d-dire k > 2,193 303 . . ., les zéros de f(2) sont séparés par les

cercles de rayon kR, ...

Nous allons démontrer un théoréme un peu plus précis:

XVIL. Supposons que la série de Lauwrent

]
fo=3 ae
P=—0

posséde une couronne circulaive de convergence. FEn déstgnant par v = 2,193303 . ..
la racine positive de I'équation

(39,3) D =2,

supposons que toutes les déviations de f(2), autant qu'elles sont définies, sotent plus
grandes que v: = 4,81058.... Alors pour chaque inclinaison numérique B, du dia-
gramme de Newton de f(2) la couronne circulaire

R,
(39,4) —<|el <Ry

contient exactement une racine simple de f(2), et f(2) ne posséde pas des racines
différentes de zéro en dehors de ces couronnes & Uintérieur de la cowronne de con-
vergence.

40." Démonstration. Montrons d’abord que si z est une racine de f(z) et

|z] =0, o est différent de tous les nombres R, v, % Comme les hypothéses de

' Cf. VALIrON (1) pp. 17.
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rd b 3 . . ¥ I A . Ve
notre théoréme restent satisfaites si 1'on remplace 2 par z il suffit de considérer

les produits R,v. En plus il suffit de considérer »=o0, le cas général ce ramenant
4 celui-ci-en divisant f(z) par z”. En outre on peut supposer Ry=1 et enfin
a, =1, puisque, toutes les déviations étant > 1, 0 est un indice principal, donc
a, = O.

Alors il résulte des relations

R, > v** (v > 0); R, <v*" (v <o).

» on a pour ¥ > O

Done, puisque dans nos hypothéses R,= ,avvl

a

1
— —v (v+1)
lol =5 p m <"

et pour » < 0:
IavIZRv-Irllaqul,:"',

|a4,| = Ryiq1... By <y~ vt
Donc on obtient de 1'équation f(z) =0, en y isolant a,==1,

—1 @
1< X ol Bt gr,
v=1

y=—2%

done, si ¢ avait la valeur v satisfaisant & (39, 3):

+ > +
2 < Z YTy = Z v = 2,
»=—00 y=—u

Done, aucune des racines de f(2) n'est située sur les circonférences
lz]=R,v, |ef=""

Montrons maintenant que chacune des couronnes (39,4) contient exactement
une racine (simple) de f(z). Il suffit de considérer le cas v =0 et l'on peut
encore supposer que Ry=1, a,=1, a1=—1. 8i l'on considére maintenant au

lieu de f(z) Vexpression plus générale

Y= —0

—2 ®
ﬁ(z)zl—i%—t D aw+ it dar, |t =1,
y=1
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les hypothéses de notre théoreme sont satisfaites et aucune racine de f;(z) n'est

e . . . R
située sur les eirconférences |z| = —vi—a |z} =v. Done, puisque pour {=0 notre

. . . . 1,
couronne circulaire contient exactement une racine de 1 — -, il en est de méme
2

pour {=1.
Supposons maintenant que z == 0 est une racine de f(2) située en dehors de

toutes les couronmnes (39,4). Alors, si Yon a

Il)/v+l
Bov <lz} << =%,
on trouve, en introduisant l'expression
—2 @
L=t > auett G2t a + a2+t D e, |t =0,
H=—» u=v+32

et en faisant tendre ¢ continuellement de 1 & o, que 'équation
A1 2" P+ a2 + a1 2"t =0

a trois racines différentes dans la couronne circulaire ~— < |z| < R,4;v, tandis
v

que cette équation se réduit & une équation quadratique.

s 1 s N e I
Si d’antre part z est situé on bien & l'extérieur de tous les cercles |z] ==",
v

|z| = R.,v ou bien A& lintérieur de tous ces cercles, il suffit de considérer

. . I
le second cas, le premier cas s’y ramenant par la transformation z = -

<

Mais alors f(¢2) ne posséde qu'un nombre fini de termes différents de zéro aux

exposants négatifs. Et l'on peut supposer dés le début que f(z) est une série

de Taylor
o
D, a, == o.
»=0
Dans ce cas f(2) posséderait & lintérieur du cercle |z| = R,v deux racines

différentes, ce qui est impossible, comme on voit aisément en remplacant f(z) par
L'expression plus générale
o0
ay+ aye +t D a2, [t =1

y=2

et en faisant {— o,
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41. Avant d’énoncer les précisions qu'on peut apporter au théoréme XVII
dans le cas ol f(z) est un polynome, faisons quelques remarques sur quelques
constantes correspondant & la constante v.

Pour deux entiers m,n avec m = 0 =n, n — m > 0 considérons l'expression
n
(41,1 ) = 30
v:mv

Cette expression étant une fonction monotone de u, si u va de o & », I'équation

(41,2) Hin, o (u) = 2

posséde exactement une racine positive que nous désignons par v(m,n). Si pour
un wu positif Hy, »(u)=2, on a évidemment u < v(m,%). Il en résulte que

(41,3)  vim,n) <vimn + 1), vim,n) <v(m—1,n), vim,n) <w.

Soit NV un entier positif. Désignons par vy le plus grand des nombres
(41, 4) v(— N, o), v(—=N+1,1), ..., v(o, N).
Pour déterminer vy observons que l'on a pour — m = |m|>n + 1

W B ATR gt Hm, n (M) = Hm+l, n+1 (u),

done
Hm,'n (M) < Hm+1, n+1 (u),
done
vim,n) <vim+ 1,17+ 1) (m+ n<—1).
Une considération analogue conduit pour » > |m|+ 1 =—m + 1 & l'inégalité

vimn) <vim—1,n—1) (m + n>1).

Il en résulte que pour N=2%, le plus grand des nombres (41,4) est v(— £k, %).
Pour N=12% + 1 les plus grands parmi les nombres (41,4) sont v(— &k, k+ 1) =
= (-—k—1,k. Donc on a dans tous les cas pour un entier positif N

Gr,s) o= (=[] [F5]):

On calcule par cette formule aisément les valeurs de v,, vy, v, v5:

22—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 24 avril 1940,
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vy =2 13=4

Vg = 2,106 92 . . . @%‘:—4,4391...
(41,6) v, == 2,1906 . .. Vi = 4,7976 ...

Uy = 2,191 82 ... = 4,804 . ..

Vg == 2,19329 ... 1'3':4,8105...

en résolvant les équations

1 1 12 2 2 T2 2
-+ 1+-=2 —+-+1=2 G+ -+1=2 —H+—5+-+1=2
o u ut w utw w o out w
2 2 2
—9+7+*+I:2.
w ut o ow
Il résulte de {(41,5) que vy, <<vy<v,<<.... Done puisque vy, <wv, on a pour

N—-w: vyt v*=v. D'autre part on a évidemment

@® o
. e p? a2
H(y) —2=12 D v =2 DX 27"
y=k+1 v=k+1

ce qui converge vers 0 pour k—®, done H(v*)=2, v*=v et l'on a

A
Uy T V.

La convergence est trés rapide. On a p. ex.

=

|v — v, <2.107%.

Supposons maintenant que f(z) est un polyndéme du degré »
n
fle)=Daz.
=0

En y appliquant le raisonnement qui nous a conduit au théoréme XVII on peut

remplacer 'équation (39, 3) par une des équations
Hy m (u) = 2
pour m =0 =m', m —m=mn. Donc on obtient le résultat:

XVIIL. 8¢ la fonction f(2) dans le théoréme XVIL est un polynome du degré

n, les assertions du théoréme XVII restent vraies st Uon y remplace v par va.
s
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Dans le cas des équations algébriques de la forme P(x)=o0, ou P(z) est
un polyndéme aux coefficients réels, le résultat de M. Valiron et le théoreme XVIII
permettent dans beaucoup de cas de reconnaitre si toutes les racines de P(e)
sont réelles. Il suffit évidemment pour cela que ce critére soit applicable ou
bien aun polynéme P(z) ou bien 4 une des transformées de Graeffe de ce polyndme.
Et si P(2) ne posséde que des racines réelles aux modules différents, ces critéres
sont toujours applicables aux transformées de Graeffe de P(z) a partir d'un

certain rang.

§ 10. Séparation des groupes de racines en fonction des déviations.

42. Démontrons d’abord le lemme suivant:
XIX. Sozt
(42, 1 fe)=Saz,

o ay=1, la,| =1 (¥ <o), |a| = w (v > 0),

Y

(42, 2) ! =l=o
) 9 - ALL M N
Sovent ©,, ©,, v, <7, les deux racines de Uéquation
+ M
(42, 3) W)=+ =3 =c+ M=o

Alors f(2) w’a pas de racines dans la couronne circulaire v, < |z| <, et Uon a

2 M M 3
(42, 4) 2<%<I_3M<@+9m<3<§<*;~})<

N E NS N W it
S\ T 2T RS

Démonstration. v, 7, sont réels, puisque pour M > g

(i+yy—4M:@P;MM_Q>Q
2 4

Calculons (2 4+ gpu) et Y(2): @ (2)= 1> 0,
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+ M (op— 1) (181 +
vl tow) = +out— (P4 g 4 ar=BETNIELED
M
Done 2 <7, <2+ 9u<17,. En vertu de 7 4.‘12:*—:*3 il en résulte
—1
T < o< gy < — =
Les relations
oMM 5 M1
9 =3 3 2 2 5 2 u

. . I L M —
résultent immédiatement de p < o’ M > g. Done 7, 7, sont séparés par — 3

b

. T, Ty M 2
donc aussi par — -2 = —= . Enfin

2
M—3 M—3 1-3u I—3u
2 2

< 2 ++ gu résulte de

2<(z24+9u) (1 —3n) =2+ 3u—27u’ et les relations (42, 4) sont verifides.
Soit maintenant 2 une racine de f(¢) avec 1 <|z|=9¢ < M. Il suit alors

de (42, 1) en isolant a, = 1:

-1 »
< \ \ s o e
I_Zz_fﬁ-gl,ug g—1+]l[—~g
Donc en multipliant par (E%ﬂ
+ M
0% — 3——ng +M = o, et ¢ ne sépare pas 7, 7,, C.Q. F.D.

Pour M > on a 7, >2, 7, —>%. Done, si a,=0 pour tout »>o0, f(z)

n'a pas de racines dans la region |z| > 2.

43. De XIX résulte immédiatement:

XX. Soit
F(Z) = 2 b'v z¥

P=—0

et supposons que pour un entier p on ail

(43, 1) Dp:R§+1:M> 9.
P
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Alors F(z) ne posséde pas de racines dans la couronne circulaire

R
(43, 2) Ryz <|e| <=2,
1
ote T, a la méme signification que dans le théoréme XIX, et est = 2 pour Dp= .
En effet p est un indice principal du diagramme de I'(2), done b, 5 0. Mais
alors, si R, >0, XX s'obtient immédiatement en appliquant XIX 4 la fonction
F(R,?)

() :prf,ﬁp’

en posant M = D, et en observant que

M Rpir

Ryz,= R,

(31 7y

Pour R,=0 on applique la remarque & la fin du No. 42 & la fonetion

izwp@.
44. A T'aide de XX on démontre aisément le théoréme suivant:
XXI. Sout )
(44, 1) fle)= Z ay &
et supposons que powr deux entiers q, q' (¢ <) les déviations Dg, Dy soient définies
et que
{44, 2) Min (Dg, Dy)=M > 9.

Alors f(2) ne posséde pas de racines dans les couronnes circularres

R,
., > ’EIR(I’<|Z!<7Z;%

Ry

(44, 3) 7By <|z| <
et posséde exactement n = q — q racines dans la couronne circulaire

(44) 4) —‘éleléTIR(IS

o t, a la méme signification que dans le théoréme XX.'

! Cf. le théoréeme de M. Valiron cité dans 1l'introduction,
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Démonstration. Puisque D, et Dy existent et sont > 1, les indices ¢, ¢
sont des indices principaux et l'on peut supposer des le début que ¢ =o0, ¢ = n
— il suffit dans le cas contraire de diviser f(z) par z9. Posons alors

[ ay + - + ane = Pz,

—1 o
Dae” =DR_(z), Daye’=Ry(e)

Y= r=n+1

(44, 5) l

et considérons la série de Laurent
Sfile)=Pl)+ tRy(2) + tR_(2)

qui devient f(z) pour ¢ = 1.

Si 'on suppose
ltl=1,

I'hypothése (43, 1) du théoréme XX reste satisfaite pour p=1 et p=n + 1
donc fi(2) ne posséde pas de racines dans les couronnes circulaires

R
(44, 6) 71R0<|ZI<T—;’ T1Rn<|5|<*—1——-~

et le méme est vrai en particulier pour f(z).

Si l'on varie maintenant continuellement ¢ de maniére que || reste =1,
le nombre des racines de f;(z) situdes dans la couronne circulaire
R

—1=<|z|=7 R,
(51

(44, 7)

ne change pas puisqu'aucune des racines de f;(z) ne peut passer les couronnes
(44, 6). Donc le nombre des racines de fi(z) dans (44, 7) est égal & ce nombre
pour t=o0, c'est a dire au nombre des racines du polynéme P(z) dans (44, 7).

Or, dans le cas du polyndéme P(2) on a évidemment D, = D, = o, donc les
couronnes (44, 6) remplissent tout l'extérienr de (44, 7), sauf le point i lorigine.
Mais le point a lorigine n’est pas lui non plus une racine de P(z), puisque
ag=a,7 0. Donc toutes les » racines de P(z) sont contenues dans (44, 7) et
le nombre des racines de f(z) dans (44, 7) est exactement #, C.Q.F.D.

45. Reprenons les notations (44, 5) et les hypothéses que nous avons intro-
duites au cours de la démonstration du théoréme XXI. Désignons les racines
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du polynéme P(z) par ¥, ..., yn et soit { une des » racines x,, @y, . .., xn de
f(2) dans la couronne circulaire (44, 7). On a d’aprés (15, 5) et (44, 2) pour les
coefficients a, de R_(z) les relations

ay
—| = (uR,)™"
aq (;“ 1)

et pour ceux de Ry (2) les relations

Ao w\7=m
o= ()

Done pour |[{|=9¢, — =0=71, Ry,

IA

P()=—R_(0)— R (),

i A [ro)
|<|a0IZ( ) '{‘Iﬂnl@ rll(Rn) é

@

§|a0|2(u11) +|anlg"2 w, ) = N NT (lan ] @™ + |a)-
=1 r=1
Or, en posant
,,,,,, nT _ A
(45, 1) P bhon=— 1L

on déduit de l'équation (42, 3) pour 7, immédiatement que A est la plus petite
racine de l'équation

M2 (3 + M)2

(C+ 2 201+

+ 1

R
I—u

L’expression de gauche devient pour 4= gu:

1
- —(1— 10 —
r u( 9u)( ou)

ce qui est négatif pour u < ;, done

(43, 2) L < %u-
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Il en résulte
|P@1= ] ullanle” + la))

D'autre part on a, puisque o et » sont des indices principaux,

a ,
(457 3) ;0 = ]{1 e Rn § Rz,
et en divisant par |an|:
° 9 n 9 on n
(45, 4) HlC"?/%léaﬂ(@ + R, ... R?t)§5R1,M(T1+I)-

%=1

Enfin, on a pour les modules des racines y, de P(z) aussi des inégalités
SN A%
31
puisque P(z) est évidemment un cas particulier de f(z). Done par le méme calcul

/@ = 1B + 124 )] = 2 allal|92] + | aol),

et I'on a en revenant aux hypothéses générales de XXI:

Corollazre au théoréme XXI. Sous les hypothéses du théoréme XXI désignons
par xy, v=1, ..., n les racines de f(2) dans la couronne circulaire (44, 4), par

P(2) le polynome

(45, 5) Ple) :éq +agpe + oo+ oagd”

et par yy, ..., yn les n racines de P(z). Alors on a

(45, 6) |P@)| = allagle+ layl),

(45, 7) |7l = wllay e+ Jal),

(23, 8) ﬁwa—yﬂég‘uR’q‘,;(f}%- 1), v=1,... %

%=1
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& 11. Une évaluation du produit des racines pour M > ¢.

46. Sous les hypothéses du théoréme XXI, c’est-d-dire pour M > 9, nous
allons déduire de la formule de Jensen des bornes assez précises pour le module
du produit des racines de (44, 1) contenues dans (44, 4). Toutefois, dés qu'on
pourra supposer M > 18,5, les évaluations résultant du troisiéme théoréme
fondamental seront plus précises.

En introduisant la notation

2n

(46, 1) wmv%:J;ngMWwwndﬁl

2
0

on peut écrire la formule de Jensen de la fagon suivante
(46, 2) Dy () =1g @)+ nlgr—1lglz ...zl

ol @(2) est supposée d'étre régulidre dans || =y, f(0)# 0 et z, ..., 2, sont
toutes les racines de ¢(z) dans |z| =7

Si l'on suppose que v (¢) est réguliére dans le domaine |z| =7, y posséde
seulement les racines 2z, ..., 2, finies et W(®)# 0, on déduit de (46, 2) en

I
remplagant 2 par ’E

4

(46, 3) My () =1g |p(e) —nlgr +1g]e . .. el
Enfin, pour ¥(z) =2 on a
(46, 4) Mu(r)=Fklg r.

Soit maintenant f(z) une série de Laurent, réguliére et sans zéro dans la

couronne circulaire ¢, = |z| = g,. On peut alors représenter f(z) par
SO =g v |
oll ¢ (2) est régulidre pour |z] = o, et @ (o) # o, tandis que v (2) est réguliére pour
lz]| =0, et w(w)# 0, et k est un nombre entier. Alors, si %, et %, désignent
resp. les nombres de racines de ¢ (2) dans |z]| =< o, et Y¥(2) dans |z] = ¢,, on a
d’aprés (46, 2)—(46, 4)
Wy (o) — Wy lo) = Hy Iz 2

! Cette notation qu'o npourrait confondre avec celle de majorante newtonienne ne sera empolyée
que dans ce §.

23—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 30 avril 1940.
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My (0,) — My (o) = — by 1g &,

(31

Ve iles) — Male) =k lg (%7

done

(46, 5) %@—%w=&@3

1

ou K, =k — ky, + k est un nombre entier.
On en déduit aisément le théoréme suivant:

XXII. Soit f(z) une fonction réguliére et uniforme dans la couronne circulaire

o, =\|e| =0, et soit (2, ..., 2zn) Uensemble de ses racines dans cette couronne.
Alors on a
(46, 6) Wylo) — Myle) =K lg *—lg ey .zl

ot K est un nombre entier.

Démonstration. En effet, posons

0= (-2) 2 =re

ry=1
Alors il résulte pour Q(z) de (46, 2)
Mo eg) — Mole) =kl * =g |21 2l
tandis que pour f*(z) une relation du type (46, 5) est valable. En ajoutant ces
deux relations on obtient (46, 6).

47. Pour appliquer ces résultats & la configuration du théoreme XXI repre-
nons les notations (44, 5) et les hypothéses que nous avons introduites au cours
de la démonstration de ce théoréme. Désignons les » racines de fi(z) = P(2) +

+ t R4 (¢) + t R—(2) contenues dans la couronne (44, 4) par 2, ..., &». Ce sont
des fonctions continues de ¢ qui se réduisent pour ¢ =1 aux % racines x, ..., Zn
de f(z) et pour { =0 aux % racines ¥, ..., yn» de P(z). Posons
VIR = |/ o r B m VD,
{47, 1) eo=VR R, = TlRo,T:Ro Dy,
1
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(471 2) 0 =— } R, Rn—ﬂ = Ty R, }%_ﬂ = R, Vﬁn .

1

"En appliquant & fi(z) la formule (46, 6) on voit que K dans cette formule est
aussi une fonction continue de ¢, done un entrzer constant. Remplacons mainte-
nant dans cette formule f;(z) par f(2) et P(z) et retranchons. On obtient

Yoo Yn|
Ty. .. Zn

(47, 3) W s(0,) — Myloy) = 1g
P P

Il s'agit maintenant de trouver des évaluations de My(¢,) et My(e,). Pour
P P

évaluer la premiére expression supposons a, = 1, ce qui est évidemment permis.

Il en résulte les inégalités

awéRvH. ..R—lRoéRo_v, vy << O,

1

Uy < < Ry y>o0
"SR Ry .. R, ’

enfin pour »>> » on a, » étant un indice principal,

[ aul I R :
= — = = ) .
l””l—'zzm...RﬁRf;R;;';— D, v
. . R, 1 o, 1
En appliquant ces relations et en observant que o VITO, R ]7—170 on a
pour |z] =ey:
—1 @
Dave + Daye
z_ = v=n+1
(47, 4 P ' T A ae ot ane
© (R \v @ =k
S5 2 R o
|%WI|§W=1 : n n'y:”'}'l ' élDO_I nV€0_1§
' I—Z(%) I_I-——DO—E
= U ==
v=1 VD, —1
1 _E 1 n
I+ ﬂDO 2 1+ Wi Dy, ?
= < n
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Or, cette borne est évidemment <1 pour M >9g. KEn plus, la dérivée de

1+ %
————————— par rapport a z étant négative, cette borne obtient sa valeur maxi-
VM —2+z

mum pour %= . On obtient alors l'expression

VM~—-2
Donc on obtient finalement
VAL _
(47, 5) PR = lz| = ey,
. 1
ou xy < = —-

VM — 2
Evidemment on a la méme inégalité pour |z| =9, En effet, cette seconde

\

inégalité est ramené & la premiére en divisant f(z) par z* et en ramplacant 2
I

par ;
Il en résulte

lg (1 — %) =Mslo) =lg (1 + %), =1, 2.
I)
1 — %,

lg ——"= Mlo,) — Myloy) = lg ——2
%o T p I
donc, en vertu de (47, 3)

I — %
-0
I+ %

Yo .- - Yn
.’)3'1 PR 7Y

T -+ %,
T —

(47, 6) =

En revenant maintenant par une transformation de la forme z= a2z aux hypo-
théses du théoréme XXI, on a:

XXIIL  Déstgnons, sous les hypothéses du théoréme XX, par y le module du
produst des racines de [(2) situées dans (44, 4) et par y, le module du produit des

racines du polynome

(47, 7) g + agr12 + - + ag "
alors on a pour n = 2

I Yo VM -1

(47, 8 S= 2y = e

) o7 VM —3
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§ 12. Le diagramme des produits de polynémes et de séries de Laurent.

48. Soient
@

2” AOZGOZ‘I,

(48, 1) Iz) =1+ Z 4,27 flo)=1+ i

deux expressions ayant une couronne circulaire de convergence en commun.

Soient
R <R, =R=< -
les inclinaisons numériques de F'(2) et

Ry=ry=zR 1=ri=ZR_s=r,= -

celles de f(z) et supposons que

By By
(487 2) 7o *—‘RO = P> 2.
Considérons le produit
(48, 3) G&)=[)F(2) = Dby

Y=

et désignons resp. par G4 (2) et G_(z) les sommes des termes de G (2) aux expo-

sants non négatifs et aux exposants non positifs:

(48, 4) Gile) = D be", G—(e)= Dbz

»=0 y=—

Alors je dis qu'on a pour les majorantes newtoniennes de G4 (2) et G_{2)

P—2_ P
(48, 5) = P < Mo, <5 Mo,
., , I I
(48, 6) Gy (Z) —r (Z) < P Pr < P, 936G+
et
P—2 P
(48, 7) P My = Mo < 5 Wy,

I I
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49. 11 suffit évidemment de démontrer la premiére partie de (48, 6), puisque
(48, 8) en résulte en vertu du théoréme VI et (48, 7), (48, 8) se raménent a (48, 5),

(48, 6) en remplacant z par é Posons pour les majorantes newtoniennes de

F(2) et f(2)

9)21':2 T,z 93?/2 ;
»=0 »=0
et en plus
(49, 1) Mo, = D) b 2"
=0
“On a pour les 7, d’aprés (10, 5)
Toiv 1 1
) 2 = - =5,
(49 ) 7 Rn+1 . e Rn+v 1{
et pour t,
Unto .
(49, 3) T+ = tubt e Tk =0T S0
n

(Rappelons que l'indice de 7, et de ¢, envisagés comme les inclinaisons numériques
et les coefficients de la majorante newtonienne, doit étre remplacé par —» si
l'on veut appliquer la formule (10, 5)).

Or, on a pour n =0

bn= A4, + Z Aniy ay,

y=1

done

Ibn—Anl §2 T71+vtv

r=1
et d’aprés (49, 2), (49, 3) et (48, 2)
. << ] °°‘ Yo ' — J”' ;
(49, 4) [bn— Au] = fnm (Rl) b
done, en posant ——} =d,
{49, 5) G. —F < My, C. Q. F. D.

50. Il est maintenant facile de démontrer les relations correspondantes dans

un cas un peu plus général.
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XXIV. Sotent deux séries

(50, 1) fel)= D Ao, fole)= Dare’, Auko0, an*o0,

VY=n p=——CD

ayant une cowronne circulaire de comvergence en commun. Posons

[ G2)=f-() ]+ (2 Zba
(50, 2) ] -
(e)=em D bye’, G_(e)=2""Db2"
y=n+m Y=

Sotent resp.

07
(50, 3) Bo=h- =R,

m—1 =

+ =T ...
{ n+1 = Pn+2 == n+3 = ?

les inclinaisons numériques de [ (2) et f—(2) et {R,} les inclinaisons numériques de
G (2). Alors, st

R
(50, 4) —I%‘_P> 2,
on a
P— P —
?j)’lgﬁﬁ‘_*_ < E)J?amf+ < ZT:‘21‘9320+,
(50, 5)
amf+ — G < P gJzamf+ < ?— GD(G-F
P—1 P—1
*])4 m(;_ < Sﬁ,';nf_ < P——j 9)?(,‘_,
(50, 6)
g _r DL
Anfo— G- < 1 Ma, ;< b, Ma_
— R
PP 2§R: =5, v >0+ m,

=< = ) y = n + m.

(50, 7)
l P—2 R, P
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51. En effet, posons

el = “zn(wz ) A, (),

JS—(2) = anem (I + Zam-a - ) = am 2™ f* (2).

Alors
G(2) = Ananz"*™ G* (2)

ou les formules (48, 5)—(48, 8) s'appliquent au produit G*(z) de F'*(z), f*(z) et
aux expressions correspondantes G, GZ; or, si l'on a égard aux relations

Gy =andne" GYL, G_=ayA,z™ G

les formules (50, 5)—(30, 6) résultent immédiatement de (48, 5)—(48, 8). Enfin,
es relations (50, 7) résultent de (50, 5), (50, 6), eu égard & la formule (16, 4) du
théoréme VI

Remarque. Dans les hypothéses du théoréme XXIV on a

2 2

51, 1) (I_Iz’)_ﬁljv g(I '}3) o v>ntom
2 —2

(51, 2) (I*) /*ﬁ];v*z(l——j)) sov<m+m
2 2 m-+n 2\ 2
(5173) (I——?) éﬁ[’—*é(l*?) ,

ou {D,}, {D}}, {D;} sont resp. les déviations de G (2), [+ (e), f~(2).

Dans chaque inégalité numérique dont sont composées les relations (50, 5), (50, 6),
(50,7) et (51, 1)—(51,3) Cest le signe d’inégalité que a liew, si ou bien un nombre
infine des A, ow bien un nombre infini des a, disparait, donc en particulier st au
moins une des expressions fr(2) ou f—(2) ne consiste qu'en un nombre fini de termes.

En effet, les relations (51, 1)—(51,3) suivent immédiatement des relations
(50, 7) et (50, 4) par division. Quant & la seconde partie de notre assertion, elle

résulte immédiatement en observant que dans l'inégalité (49, 4) le signe d'égalité
o .

n'est jamais valable si dans lexpression b, — A, = > An+»a, manque au moins
r=l

un terme.
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§ 13. La factorisation des polyndomes dans le cas de grandes déviations.

52. Nous allons maintenant démontrer les théorémes inverses du théoréme
XXIV, en nous bornant d’abord, dans ce §, au cas des polynémes.
XXV. Soit

(52,1) ) = b2,

=l
et pour un m, 1, < m <ly, en désignant par Dy la m-iéme déviation de G(2):
(5272) D= Dm = 13,5 (ll <m << Zg)

Désignons par P, la plus grande des racines positives de I'équation

2 2
(5213) Po—(I—E) D.

Alors G (2) se décompose en un produtt de deux factewrs, G (z)=f+(2)f-(2):

la—m m
(52)4) f+: ZAWzW; -AO:'I; f_=Zd/y2"v, am=¥=0,
v=10 =l

pour lesquels on a, en désignant par G4 (z) Uensemble de termes de e=™ G (2) aux

exposants non négatifs et par G—(z) Uensemble de termes de G (z) aux exposants =m:

I

(52: 5) f—_G—<PO__ZS)?G._a
I

et fi+(2), f—(2) sont univoquement déterminés par (52,5), (52,6) et par la relation
G (2) = f+ (&) f-(2).

Démonstration. Il suffit de considérer le cas o &, o0, b,=+0 et I, > m.
. - P} . . .
L'équation (52, 3) peut s'écrire (TJ—OZ)EZD' Or, ici l'expression de gauche
) —

atteint son minimum pour P,>2 avec P,=6, pour la valeur de D= 13,5,
et croit a4 partir de Py=6. Donc P, est une fonction continue et croissante
de D a partir de D=13,5 et 'on a Py>6 si D> 13,.

Pour trouver fi(z) observons que d’aprés le théoréme XXI G (z) posséde

Rm+1

exactement Iy —m racines des modules > Nous désignons par fy (2) le

24 —39615. Acta mathematica. 72, Imprimé le 30 avril 1940,
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polynéme du degré I, —m & terme constant 1 possédant ces [, —m nombres

G (2)

comme racines et posons f_(2) =f—(;)a alors f_(¢) aura évidemment la forme
+

indiquée dans (52, 4). Désignons les inclinaisons numériques de f (z), /- (2) resp.
par {RF}, {R} et posons
Ry
(52,7) oL
53. Nous conduisons la démonstration en trois étapes.
a) Supposons d’abord que
(s3,1) Pz,

Alors les conditions du théoréme XXIV sont remplies (pour n = 0) et les relations
(32,35), (32,6) découlent des relations (30, 5), (50,6) si nous pourrons montrer que
P> P, Or, daprds (51,3) avec le signe d'inégalité on a
P? P;

S D=t

(P=2f = 77 (B—2p
Done puisque, pour P = 6, 'expression de gauche est une fonction croissante de
P, on a en effet P> P, 1l en résulte en particulier que pour D = 13,5 on a

strement
(53,2) P=6.

b) Montrons maintenant que (53, 1) est stirement satisfait st D= g4 (m—1,) (l,—m).
En effet d’'aprés la relation (24,1) on a

Rm+1

R >
3{l,—m)

b

puisque le module minimum des racines de f. (¢) est

- Bmar
3

D’autre part on a

Ry < 3(m—1,) Ry,
puisque, d’aprés (43, 2), le module maximum des racines de f-(z) est < 3 Rn. Done

:ﬁi> D = 6.

Ry = g(m—1,)(l; —m)
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¢) Supposons maintenant que Uon ait pour notre expression G (2) et les expres-
sions f+ et f— que mous avons formées: P < 6. Introduisons alors I'expression

suivante
m—1 ly
Gt(z)ztz bvz”—{—Zb,.z”, o<t=1.
v=10 v=m

Les déviations D,(f) de ce polynéme sont évidemment des fonctions continues de ¢,
il en est de méme en particulier de Dn(f) et 'on a toujours Dn(f) = 13,5. En
formant pour G:(z) les expressions fi et f_ désignons les par f9(z), /¥ (z). Les
racines de (:(z) étant des fonctions continues de ¢, il en est de méme des coeffi-

cients et des inclinaisons numériques RF(f), R, (f). Donc en particulier

_ R (Y
T R-(Y)

m

P(?)

est une fonction continue de £ Or, si f==1{, est suffisamment petit, on a
évidemment D, (f,) > 54 (m— 1)(l;— m), done, d’aprés ce que nous avons démontré

sous b), P(f) > 6. Mais alors, puisqu'on a pour la fonction continue P (¢):
P(t)>6, P(1)<6,

il existe une valeur f, entre ¢, et 1 pour laquelle P(f,)=26. Or, puisque pour
cette valeur D, (#) = 13,5, ceci est en contradiction avec (53,2).
Enfin, puisque les modules des l, — m racines d'un facteur f{(z) de G (2)

satisfaisant & (52,6), sont d’aprés (16,4) et {24, 1) plus grands que

Po ~— 3 By - By RBoia
Py—1 2 - 4 >1_)72

7y

=17, R,

les racines de ff(z) coincident avec celles de fy{¢) et notre théoréme est cow-
plétement démontré. _
Sous les hypothéses du théoréme XXV on a évidemment

2 \® 2\? 4 2 P\i
— JE— = — —_— T . 0 ,
(53,3) P, (1 Po) Dz(l 6) D—QD, I_‘PO-(*D)

(53,4) P0=D~4( ZT;_D—M.
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e (53,3) résulte:

2D13,5> 4 4D 13,5
27 D 27D’ Py 2=9 27 D

1%

P—1z=%p— 31
9 27

On en déduit facilement que les facteurs, par lesquels en vertu de (50,7) les

inclinaisons numériques de [+, f- different des wnclinaisons numériques correspon-
dantes de G, sont contenus dans les intervalles

___L> <‘D_915‘ D— 75\
9”7 “D—y75 D—9s5’

[ — 2

2D

(33,5) %>0

54. Considérons maintenant la factorisation de l'expression
Iy
(54, 1) Ge)= Db
y=l

en trois facteurs. KEn désignant les inclinaisons numériques et les déviations de
G (2) par {R.}, {D,}, supposons que l'on ait

(54, 2) D,=187;, Di=18,, L <o<k<l,

Posons Min (D,, D) = D. G(z) se décompose, en vertu du théoréme XXV pour
m =0, en deux facteurs univoquement déterminés:

0 [
(54,3) f-e)=Dae’, ayFo0;  Fle)= D B,z", By=1,
y=ly =0

pour lesquels les relations correspondant a (52,5) et (52,6) sont valables avec
P, déduit de l'équation (52, 3):

(54,4) &) — G-(e) <0, Ma_,  dp =

P,—2 4

(54,5) a, Fe)— G* (2) <

SJ?(;J—
2 )

(S

ol G—, G* sont des ensembles de termes de G (z) resp. aux exposants non positifs
et aux exposants non négatifs. Désignons les déviations de F(z) par D,. Alors
Dy différe de D par un facteur numérique contenu entre

2\? 2\ 2
(=2) (-2)"
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d’'aprés (51,1). Donec

Or, pour D = 18,7 on a

(54, 6) Py > 13,5
P3
en effet l'expression (7;072)1 obtient pour P,= 13,5 la valeur
—
2 3 .
2327_ P 18,60397 ... < 18,7.

55. On peut done appliquer au polyndéme F'(z) le théoréme XXV pour
m=£k. On obtient la décomposition

F(2)=Q(e) f+(2)

ol
k
Q=0 ko,
=0
(55,1) e
f+(Z):ZAyZ, AO———‘I,
=0
avec
_ B _
OO = A?) =1
et
1
Q— P s s M
F_ est ici 'ensemble de termes de F'(z) aux exposants o, ..., k et Py désignela

plus grande racine de

P3® = D (P, — 2)%;
done, puisque Di=P,>13,5: Pi=P,, o P, est la plus grande racine de I'équation
(55,2) P} =P, (P, — 2)*.

Done, en multipliant par a,

Wao F

I
ay @ —a, ' <
.OQ 0 Pl
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Or, désignons par G, l'ensemble de termes de G (z) aux exposants o,..., k.
Alors il résulte de (54,5)
1

(s5,3) ay - — Go = -~ Ma.
Done, en ajoutant

, 1 I )
(55)4) aoQ_(Io<Pl_2m’eaoF_+ PO_ZSJL,O.

D'autre part il résulte de (53, 3)

P,—1
9 <
D?aop_< Po - 93?(;0,

done, en introduisant ceci dans (55,4):

. _ s _ P+ P—3
(55,5) %@~ Go =< 6 Me, 61_(1’0—2)(1?1'—2)

Quant au facteur f (2), on obtient la relation correspondant a (52,3) par

. . I . . ope
une simple transformation. Posons z= —- Alors on obtient la décomposition

<z

(univoquement déterminée)

) ==a (4) - (T o(%) - (‘—)) ( G fs (‘—)) — H. () H- ()

ot Hy(2') est un polyndme i terme constant =1, tandis que H_(2') est un déve.
loppement fini suivant les puissances négatives de 2" et commencant par ¢, Cy = o.
Done, en désignant par G2 (¢') 'ensemble de termes de G*(2’) aux exposants
non positifs, on a

ay Ce fr (;) —er(d) =3 — Mas .

o — 2
Remplagons dans cette relation 2 par zl’ alors on obtient

I
3
Ly —2

(55,6) Gy Ocfi (2) — Gile) < 8, Ma,, 8=

ol 2% G4 (2) est I'ensemble de termes de G (¢2) aux exposants k, k +1,.. ., I,.

56. Pour évaluer P, et P, sous la condition D = 18,7 formons 1'expression
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wDie)=D—ef~DD—ec—2P=4—a)D*+ 2(e*—2¢—2)D —d’.

Pour a = 4, ¥(D, 4) devient 12 D—64, donc positive pour D=13,5. Il en résulte

que méme pour D =13,5:
(56, 1) Py, < D —y4, D= 13
D’autre part posons e¢ = 5,5. On obtient

—2y(D; 5,5)=3D"— 69D + 332,75

Or iei 11,5 est situé entre les deux racines du polyndéme quadratique. D’autre

part, on a, en remplacant dans le polynéme quadratique D par 18:
332,75 — (69 — 54) 18 = 332,75 — 270 >0,

donc pour D = 18,7 Vexpression I — 5,5 est plus petite que P:

— >
(56:2) P0> D 5a57 60 <D—‘7,5 (D = 18:7)'
. (x+2)%.
Pour 6, on a d'aprés (55,5), en posant P, —2=ax =4, P,= i
O _ 4 FPo—mr 5,12, 8 5,12, 8 0
o, "t p—,"2" 2t +x=2+4 1664 3

D'un autre cdté on a pour cette expression, en remplacant d’aprés (53,4) P,
par P, — 7,5 et en utilisant (56, 2)

Qs

8 _ 10 _ 10
6= D5s—75—2 2T D—1;

Done, d’'aprés (54,6), (56,2) et &, =

(5673) ‘ dl 4z 6<I)___75’ 61<8'I

10
<7 — - P
(56,4) (51= (2+D Is)do<2 D 7.,5
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§ 14. Factorisation des séries de Laurent dans le cas des grandes déviations.
(Troisiéme théoréme fondamental.)

57 1l est maintenant facile d’obtenir la décomposition de 1'expression

G(e) = i by &”

Yy——0

supposée convergente dans la couronne R¥ < |z| < R, en supposant que pour
un k>0

Min (D,, Dy)= D = 18,7.
Pour un » > % posons

n
Gule) = D\ bve", n>k

y=—n

et décomposons Gn(2) en trois facteurs correspondant a f_(2), @(z2), f+(¢) du
No. 55, en les désignant resp. par

f;r.— (Z) — Z ag}'n) 2,
k
(57, 1) Qule) = e, O =,
r=0
n—k
fiE) = Ame, AP =1
»=0

Désignons resp. par G, (2), G (z) les ensembles de termes des G,(z) aux ex-

posants —m,...,0; O...., %k et par GF(e) celui des termes de z7* (G, (2) aux
exposants 0, 1,..., »— k. De méme désignons par G_(z), G,(2) resp. les en-
sembles de termes de G (z) aux exposants = o et aux exposants o, ..., k, et par

G+ (¢} I'ensemble de termes de 2% G (z) aux exposants non négatifs. Alorsona

d’aprés (54, 4), (55, 5), (55, 6):
(57, 2) S (&) — G (e) =, SJEG;‘,

(57, 3) a Qu(e) — G (2) = 8, Mato),

(57, 4) af) O £ (2) — G (¢) = 8, M.
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Or, il résulte de (57, 2)
S (&) = (1 + 6o) Mo— = (1 + ) M,

done la famille des séries de Taylor f~ (;) est uniformément bornée dans chaque

cercle |z §L. — ¢, &>0. Done on a pour une série partielle des indices
RO P
N = {ni}:
fr &) => /- (2)"

ou

/(@)= Saer

converge dans la région |z] > RY et en vertu de (57, 2)
(57, 5) Fe(2) — G—(2) = 8, Me_.
I1 résulte de cette relation en particulier, o étant un indice principal de @ (z):
laol = (1 — 65) || > o.
58. On obtient maintenant de la relation (57, 3):
al® Qn(z) < (1 + 61)918(;53) < (1 + d0,) Mg,

donc la suite de polyndmes al" @, (z) est uniformément majorée et l'on peut

extraire de la suite N des indices une suite partielle N' = {n;} telle que
afld Qn; (2)=>a, Q(2)

dans un cercle aussi grand que lon veut, ou l'on a pour le polyndme
k
Q(2) = >, Coz* en vertu de (57, 3):

»=0

(58, 1) Co=1, a,Q(z) — Gyl2) < 6, Mg,
Or, de cette relation il résulte, £ étant un indice principal de G (2):

la, Ck| = (1 — 6,) 8| > o.

! Le symbole =) a été introduit par E. LANDAU pour exprimer la convergence uniforme.
25—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 30 avril 1940.
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Mais maintenant, en vertu de (57, 4), on a
a O fr(2) < (1 + ) ED?G;: < (1 + &) Mg+,
donc la famille des séries de Taylor a{® C\") fF (¢) est uniformément majorée et
l'on peut extraire de la suite N’ la suite partielle N = {x;} des indices telle que

g G £ (&)= ay Ce S (2

uniformément dans chaque cercle |z| = R¥) —¢ ¢ >o0. Il résulte de (57, 4) pour
f+(Z) = ZAW er:
=0

(58, 2) Ao=1, a, Cpf+ (&) — G+ (2) < 6, Mg,

et finalement de G™ (2) = f.~(2) Qu(e) [} (¢) la décomposition de G (2):

(58, 3) G (2) = f—(2) Q (&) f+ (o).

Exactement les mémes considérations sont évidemment applicables pour
k=0 en supposant seulement Dj= 13,5, c'est-d-dire dans les hypothéses du
théoréme XXV. On obtient alors la décomposition de G (z) en deux facteurs
J~{e), fr(e) (avee Q(z)=1).

En appliquant aux relations (57, 5), (58, 1) et (58,2) le théoréme VI on obtient:

Désignons les inclinaisons numériques de G (2), f—(2), Q(2), f+(2) dans une
décomposition (58, 3) de G(2) possédant les propriétés (57, 5), (58, 1), (58, 2) resp. par

- +

{R,}, (R}, (RO}, {RF}. Alors tous les quotients ITV’ i *— sont compris entre les
v v+ k
1—46, 1+39 . R© 1—46, 1+4
bormes ~—— az, - _—6‘; et tous les quotients " ontre les bornes I_:I-Ti’ I—_—dl

En particulier on a en vertu de (54, 4), (56, 3): d, <i; 0, < 0,3587;

R-<3R,, Rf>3 Ruu,
3 5
RP > o047 R,, R <212 R,

11 en résulte en vertu du théoréme IX que les modules des racines de f.(z2)
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sont plus petits que 3 R,, ceux de f (¢) plus grands que ;Rkn et ceux de Q(2)

plus grands que 0,235 B, et plus petits que 4,24 RB. Or, pour k>0, D =18y
onalVD= 4,324 ... > 4,24,

R, Rt
. = e
l/RO = A l/ R, ~

R, .
pour g =0 et Dy= 13,5 on a VFI > 3,5 > 3. Donc en tous cas les racines de
0

Sf=(2), Q(2), f+(2) sont séparées par les circonférences
lel=V R, R,, |2|=V Rt Ris1.

£9. On montre maintenant facilement que la décomposition (58, 3) est unique
si Q(2) et fi(2) sont normées de sorte que leurs termes constants sont égaux a 1.
Il suffit de le démontrer pour la décomposition en deux facteurs, valable déja

pour Dy = 13,5. Or, supposons que l'on ait les décompositions

(59, 1) Gy (2) = [~ (&) f+ (&) = f2 () /% (),
Fr)=s30)=1; f-() =ay 0, +0; f2()=0ai +0, + 0,

ol les quatre séries de Taylor f.(2), /% (2), /- (;), jas (—I—) sont convergentes

2
resp. pour |z| << R, |§ < Rl(i) et que l'on ait en plus
(59, 2) S(2) — G—(2) < 8, Ma_, f2(2) — G—(2) <6, Ms_,
(59, 3) aof+ (&) — Gy (2) < 0o Ma,, ab [ (2) — G (2) < 6y Me,..

Mais alors il résulte de ce que nous avons dit 4 la fin du No. 38, que les ra-
cines de f_ et fi sont séparées par la circonférence |z| =V R, R,. Et puisque le
méme a lien pour fZ et f3, f_ et fZ possédent les mémes racines. Mais main-

tenant notre affirmation résulte du lemme suivant:

Lemme. Svit G(2) une série de Laurent avec une couronne de convergence
R® < |z| < B. Supposons que G (2) posséde deux décompositions de la forme sui-
vante

G (2) = f=(2) fr (&) = f2 () /1 (&),
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ot f—(2), f2(2) sont des séries de Laurent convergentes pour |z| > B9 fi(2), f3 (2)
des séries de Taylor convergentes pour |2] < R & termes constants 1. Alors, si
les racines de f_(z) et f=(z) sont les mémes powr |z| = RY, et celles de fy(2) et
S (2) sont les mémes pour |z| = RY, on a f—(2) = f2(2), [+ (2) = /% (2).

En effet on a

PO gy £
Fule) =T G T 16

ot F. (2) est une série de Taylor avec le terme constant 1, convergente dans la
couronne RY < |z| < R® et F_(z) une série de Laurent commencant par un
terme constant différent de zéro et convergente, elle aussi, dans la méme cou-

ronne. Or, on a dans cette couronne
F+(Z) “‘F—-—(Z):O,

done, puisque le développement dans une série de Laurent est unique dans notre
couronne circulaire, toutes les deux expressions se réduisent i une constante,

c'est-a-dire & 1, le terme constant de F(z). Donc on a
f-2)=/f2(), fr () =f1(e)

et notre lemme est démontré. — Dans le cas de la décomposition générale (58, 3)
il suffit d’appliquer deux fois notre résultat, pour voir que f—(z), @(2) et f+ (2)
sont univoquement déterminées.

60. Du fait que les trois facteurs dans la décomposition (58, 3) sont uni-
voquement définis il résulte aisément que ces facteurs varient contenument avec

G (). Car, supposons qu'on ait une suite infinie de séries de Laurent
pp q
o]
G'M (2’) —_ Z’ bE‘;u) 2
p=—00
convergente chacune dans la couronne

(60, 1) RO < 2] < R,

et qu'on ait pour u — o dans (60, 1) Gu(2)=> G(2). Supposons en plus que
les déviations des expressions G (z) de rang o et % soient = 18,7. Alors on

peut décomposer chacune des G,(z) en trois facteurs

Gule) :f; () Qu (Z)f; (2)
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satisfaisant resp. anx conditions analogues & (57,5), (58, 1), (58, 2). En parti-

culier:
f;’ < (1 + 50) 932@”_ ,
0
ol les expressions Gy— = b z" convergent uniformément dans le domaine
y=—z0
|| > RY. Pour chaque &> o, les majorantes Ma, sont bornées en leur en-

semble dans le domaine |2| = B” + &. Donc la suite des fonctions f,  (¢) est nor-
male & lintérieur de la couronne (6o, 1) et par un raisonnement analogue on
voit que les suites @Q.(z) et f}(2) sont normales dans cette couronne. Or, si
p. ex. f2(2) est une fonction limite des f, (), on peut extraire de la suite des

indices u une suite partielle u; telle que les suites { f;i}, {Qu;h, | f;fi} convergent
resp. uniformément dans (60, 1) vers f2(2), Q% (2), /% (2), ou Q" (2) et f% (¢) four-
nissent avec fZ* (2) trois facteurs d'une décomposition de G (z), satisfaisant aux
conditions (57, 5), (58, 1), (58, 2). Done, puisque cette décomposition est unique,
fE(2) est univoquement déterminde et la suite fofale des fonctions { S} eon-
verge uniformément dans (60, 1). Et un raisonnement complétement analogue
établit le fait correspondant pour les suites {Q.}, { Sl

Du fait que nous venons de démontrer on peut évidemment tirer la con-
clusion suivante:

Supposons que les coefficients b, (P} de l'expression

Gle; P)= Db, (P)z"
sont des fonctions continues de P, si P varie sur un ensemble I, et que G (z; P)
converge pour chaque P dans la couronne (60, 1) et qu'en plus pour ces P les
déviations de G (z; P) aux indices fixes 0, £ restent = 187. Alors on peut dé-

composer G (z; P) en trois facteurs
G(z; P)=f-(z; P)Qle; P)frle; D)

satisfaisant comme fonctions de ¢ aux conditions analogues & (57, 5), (58, 1)
et (58, 2), et les coefficients de f-(z; P), @(z; P), f+(2;P) sont des fonctions
continues de P sur M.
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61. Dans les considérations précédentes nous avons supposé que les dévia-
tions de rang o et ¢ sont suffisamment grandes. Il est évident que les résultats
complétement analogues sont valables dans le cas ol p. ex. les deux déviations
Dy, Dy, m <mn, sont = 18,7, ce cas se réduisant au cas considéré plus haut en
divisant G (¢) par 2™

En rassemblant nos résultats nous pouvons énoncer

XXVI. Troisieme théoréme fondamental. A. Soit

G(z) = 2.0 by 2

p=—0»
une série de Laurent convergente dans la couronne circulazre
(61, 1) R < |z] < R@,

el supposons que pour les déviations Dm, Dn, m < n, on ait

(61, 2) Min (D, Dy) =D = 18,7, n— m=kFk.
Soit

k
(6173) Q(Z)’:—ZOVZW, COZIa Gy =+ o,

» =0

le polynome possédant toutes les k racines de G (2) comprises d aprés le théoréme X X1
dans la couronne circulaire

(61, 4) *;‘Rm+1<|5|<33n,
et

(61, 5) | Gl = Z b, 2.
Alors on o -

(61, 6) a Q) — Gy(2) < 3, Mg,

ot a est une constante =+ o et

I
P+ P—3 48 S

OL7) W= =2 D—75 T2 D,

» 0y < 0,3587,
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P, > 13,5, P, > 6 étant resp. les plus grandes racines des équations
(61, 8) Pi— (Py—2PD=0, Pi—(P,— 2 P,=o0.

Les conclusions analogues subsistent sv Uune des déviations Dm, Dy devient .
Alors (61, 2) peut étre méme remplacé par

(61, 2°) D= 135

& condition de remplacer 0, dans (61, 6) par 8y, oi -

I I
<=, LI
P—2=4 % D_og; 8D

(61,7°) d, = v (D= 13,5).

62. XXVII. Troisiéme théoréme fondamental. B. Posons dans les hypo-
théses du théoréme XXVI

(62, 1) G-(2)= i bz, Gy(z)= z"”i b, 2",

p=—00 y=n

Alors on a la décomposttion

(62, 2) G (2) = f—(2) Q&) f+ (2)
ot
(627 3) Zaw f+ iAva, A():I, am £ 0
I
et pour 60==P =
0

J—(2) — G—(e) < 0o Ma_,
(62, 4) {

an Crf+ (2) — G4 (2) < 6o Ma,.

Les racines de f—(2), Q(2), f+(2) sont séparées par les circonférences |z| =
=V RnRus1 et |z|=VRn Ru:1. La constante a de (61, 6) est égale & am.

La décomposition (62, 2) satisfaisant aux conditions (61, 3), (61, 6), (62, 3) et
(62, 4) n'est possible que d'une seule fagon.

Les expressions f-(2), @(2), f+(2) varient continuement si Uon varie G (z)
continuement tant que la condition (61, 2) reste satisfaite.
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Pour &, on a

I I

I
f— b 2 .
(627 5) 60 Po"‘Z < .D"“7,2 60 < 11,5 (D = 1817)

Les mémes conclusions restent exactes aussi pour m=m si Uon pose Q(z)= 1.
Dans ce cas la condition (61, 2) peut élre remplacée par

(62, 6) D =135

Alors, s D < 18,7, les évaluations (62, 5) pour 0, dotvent étre remplacées par (61,7°).
En utilisant les bornes déduites dans le No. 58 pour R, R® R}* — si
m = o, il faut pour les obtenir diviser G (2) par 2™, — nous avons sous les hypo-

théses de XXVII:

(62, 7) —d By 144, 1—d,_ R _1+d. 1—61£R£°)S1+31_
’ 1+6, R, = 1—d 1+0, Reyn 1—0dy 1+06;, Riym 1—90,

§ 15. Compléments au troisieme théoréme fondamental.

63. On peut évidemment appliquer le théoréme IX aux facteurs f, @, f+
de G{¢) et obtenir, par la, des bornes supérieures et inférieures pour les modules
des racines de Q(z), des bornes supérieures des modules de celles de f_(2) et des
bornes inférieures des modules de celles de f (2).

Le théoréme XXVII donnant une décomposition de G {z) en trois facteurs,
il est naturel de se demander si un théoréme analogue reste exact pour un
nombre plus grand fini ou méme infini, de facteurs. Pour un nombre fini de
facteurs c'est évident. En effet, supposons que l'on ait une suite de déviations
= 18,7:

(63) I) -Dm“ sz, o ey Dm

.
Alors on appliquera le théoréme XXVII aux déviations Dy,, Dy,. On obtiendra
une décomposition (62, 2), ol Q(z) est le polyndme a terme constant 1 possédant
toutes les racines ae G (2) aux modules compris entre ;leﬁ, 3 B, Or,si
nous désignons généralement par @, le polyndéme au terme constant 1 possédant

. . 1
exactement toutes les racines de () aux modules compris entre ngﬁl et

3 Rm,,, on a évidemment Q{z) = @, ... Qu—, donc
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(63, 2) Ge) =/~ Q.(2) ... Quea(2) [+ (&), firlO)=1,

ol pour chacun des polyndmes ,(¢) une formule analogue & (61, 6) est valable,

comme on voit en appliguant XXVI aux déviations Dn,, Dy, ;.
En plus, si I'on a

my < myp << Mn
il résulte de (63, 2)

Gl)=F-()File), F—() =/ Q1. Qe1, T+ (5)=Qr ... Qua fr.

Or, je dis que dans cette décomposition F._(z) et F'y(2) satisfont aux relations

(62, 4) (pour @=1). En effet, puisque Dy, = 18,7, il existe une décomposition
G(z)=F2(2)F%(2), Filo)=1

satisfaisant aux conditions (62, 4) et dans laquelle les racines de F*(2), F% (2)
sont séparées par la circonférence |z] = VRmk B, +1. Mais la méme circonférence

sépare les racines de F_(z), F(¢), donc, d'aprés le lemme du No. 59 on a
Fo(e) = F*(2), Ty () = P (2)

64. Supposons maintenant qu'il existe un nombre enfine de déviations
Drn,= 18,7, Si les indices m, vont dans un seul sens a l'infini, p. ex. en crois-

sant:

(64, 1) m<my<<--<my< .., v=1,2,...,

“on a évidemment R, 7 ©, donc R® = . Si généralement au couple des dé-
viations consécutives Dm,, Dn, , correspond le polynéme @,(z), @,(0)= 1, dont
les racines sont celles de G'(z) situées entre les circonférences |z|=3me b1

|z} = 3 Rn, on peut écrire pour un » positif

(64, 2) Ge)=f- (&) Qi(2) ... Qua(2)SP (o),

o f®(0)=1 et les modules des racines de fU(c) sont supérieurs a -;Rmnﬂ.
La plus petite inclinaison numérique de f™ () est d’aprés (62, 7) plus grande
que i: gZRmn—I—l = ;; Rp,+1. Donc on a

26—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 30 avril 1940.
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5%
Fe)—1 = 3fmit
O
3 ‘Ranrl
done pour n T o
S (2) =»1
uniformément dans chaque région finie du plan des z. Il en résulte finalement
G _
64, , = (2

Si G(z) est ici une série de Taylor, - (¢) est une expression de la forme az™.
On obtient alors une décomposition de la fonction entiére G (z) dans un produit
infini.

On pourrait ici choisir G(z) telle que sa croissance soit aussi petite que
possible en prenant les différences m, 1 — m, égales a 1 et en faisant les D,
croitre de maniere convenable. D’autre ¢6té on pourrait, en espacant les m,
suffissammet et en choisissant D, toutes p. ex. égales a 18,5, obtenir une fonc-
tion entiére G (z) de croissance aussi rapide que l'on veut.

Le résultat est analogue dans le cas ou les m, vont a l'infini dans le sens
négatif et aussi si les indices m, vont & l'infini dans tous les deux sens. Dans
ce dernier cas on a évidemment R—, {0, R, 1 o, R =0, R® =o. Supposons
d’abord que my==0. Alors on a d'aprés le théoréme XXVII

(64, 4) G)=al_(e) F.(2)

N

ou

a0, Fi(0)=F_(x0)=1.

Dans F. (2) et F_(z) les déviations d'indices m, sont en tout cas = 13,5. D’autre

c6té, les racines de F. et F_ sont séparées par la circonférence |z|=V R, R,.
Donc on a par la derniére partie du théoréme XXVI

- (ﬁ @ @))f@ @

ot =lare) (IT 0.09) 1900

et
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ol cette derniére décomposition de G (z) correspond aux indices m, et m;. Done,

par le méme raisonnement qu'en haut, f(}r) (2) converge avec [t e« vers 1, uni-

formément dans toute région finie du plan. En appliquant le méme raisonne-

ment & F_ (;) on obtient la décomposition

14_(;) _ vﬁﬁ@f@) A (é)

N o | 1 L.
ou f® (Z) est une série de Taylor commencant par la constante 1 et convergeant

avec k£t o uniformément vers 1 dans chaque région finie du plan. Quant au
polyndme @ (2), c’est un polyndme a terme constant 1, de degré m,i1 — m,, tel

que le polyndéme

1
Qv(Z'):Zm"H'l_m’V Q: (;)a Y= —1,..., — k.
a pour ses racines le groupe des m,y1 — m, racines de G'(z) séparées par les
circonférences
(64, 5) IZIZVRmWRmW-i—l, IZ|:-VR7nW+1Rm,,+1+1-

Mais @.(z) est pour les indices » négatives normé de facon que dans @, le
coefficient de la plus haute puissance de z est égal & 1. Il en résulte finalement

dans le cas général le théoréme suivant:

XXVIIL. On a sous les hypothéses des théorémes XXVI, XXVII si les indices

my aux déviations Dy, = 18,7 sont en nombre infine dans les deux sens:

- My—1 < Wy << M1 ..., — O <y < 00
la représentation

(64, GE)=aem [ @0

——0

oit, pour chaque v, @, est le polynome du degré myr1 — m, dont les racines sont
identiques aux myy1— m, racines de G(z) séparées par les circonférences (64, ).
Les polynomes @, sont normés de facon que dans les polynomes aux indices non
négatifs les termes constants, et dans les P, aux indices négatifs les coefficients des
plus hautes puissances de & soient égaux & 1. a est un nombre fixe différent de zéro,

mairs dépendant duw choix de m,, cest-a-dire du numérotage des m,.
(13}
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Sz la suite des m., est remplacée par {m.}, v=1, 2, ... on a au leu de (64, 6)
la décomposition (64, 3). Si la suite des m, est remplacée par {m,}, v=—1, —2,...
on a la formule analogue & (64, 3)

(64, 7) G (Z

~eql et
o, les Q,(2) sont mormés comme les facteurs aux indices négatifs en (64, 6).

Enfin, st Uon ne considére que les m, en nombre fini on a la décomposition (63, 2).

65. L’assertion du théoréme XXVII que les expressions f_(z), @(2), f+(¢)
varient continuement avec G () peut étre considérablement précisée dans le cas
on les coefficients de G (z) sont des fonctions holomorphes de certains paramétres
#, v, ... w variant resp. dans certains domaines ouverts K,, K, ..., K, Sup-

posons alors que, autant que les conditions
(63, 1) <Ky ..., w<Ky,

restent satisfaites, la relation (61, 2) resp. la relation (61, 2°) reste valable. Alors
je dis que les coefficients de Q(2), f—(2), f+ (¢) sont des fonctions holomorphes
de u, ... w dans (65, 1).

Il suffit de démontrer notre assertion dans un voisinage convenable d'un

point arbitraire mais fixe u,, ..., w, de (65, 1):
(65, 2) lu—ug| <e ..., Jw—w,| <e

pour un & convenablement choisi.

Nous considérons d'abord le cas ol les hypothéses du théoréme XXV sont
satisfaites, c¢'est-d-dire oi G (¢) est une expression »finie». Or, sous les hypo-
théses de XXV les racines de f4 (2) sont séparées de celles de f_(z) par chaque

circonférence

|z| =R, 3Rn<R<="%

On peut évidemment supposer sans restreindre la généralité que l'on a {, = o,
l,=1>m>o0. Soient z,, ..., zn les m racines de f_(2) (dont certaines peuvent

étre nulles) et soit
m
=][ e—a)=e"+atem + - +an.

=1
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Nous allons montrer que les coefficients af, . .., am restent holomorphes en
#, ..., w en (65, 2) pour un & suffisamment petit. Il suffit évidémment de le
démontrer pour les sommes des puissances 2% + 25 + - + 25, k=o0,1, ..., m—1.
Soient Ru (%, ..., w), Rmt1(u, ..., w) les inclinaisons numériques aux indices m,

m + 1 et soit

R=VRulug, ..., wy)Bm+iltg, ..., w,).

On a évidemment, d'aprés ce que nous avons dit au No. 16, pour ¢ > o suffisam-
ment petit dans (65, 2)

3RBn(u, ..., wy<R <§Rm+1(u, ce W),

Or, on a alors, le chemin d'intégration étant la circonférence |z| = R:

2n

N e L ”“gi(ﬁ) = R (k+1)irpg;11.if ew_)
2y + +an, Zﬂlf'd G(Z) dz 2 e G(Rei(p) d¢’
0

ol l'expression sous le signe d'intégrale est holomorphe dans (65, 2) et continue
en g, o=@ =2m Donc zf+ - + 2} est aussi holomorphe dans (63, 2).

En divisant G (z) par f=(z) on obtient un polyndéme f% (z) dont les coeffi-
cients sont aussi holomorphes dans (65, 2). Soit en particulier a* le terme con-
stant de f% (2). a* reste différent de o dans (65, 2), puisque les racines de /% (2)

restent en module > R. Donc les coefficients des expressions

@) =at @), fa @)= 546

sont aussi holomorphes dans (63, 1).

En appliquant ce résultat deux fois, on voit que dans la décomposition de
Texpression ({54, 1) en trois facteurs (54, 3), (55, 1) sous les conditions (34, 2)
notre assertion reste encore valable.

66. Considérons maintenant le cas général olt G (2) est une expression

(66, 1) Gle, u, ..., w)y= Db 2"
convergente pour chaque point de (63, 2) dans la couronne circulaire fixe
R <|z| < RY, R®W, R® étant indépendants de w, ..., w. Désignons par T, (e)

le maximum du coefficient de la majorante Newtonienne 7' (u, ..., w) pour
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(66, 2) lu —wgl =6, .., Jlw—w)=e
et soient R{, R deux nombres positifs satisfaisants & la condition

(66, 3) R® < R < R < R,
Alors la série

(66, 4) pEACE

converge dans la couronne circulaire
(66, 5) R) <|z) < RY.
En effet, soit 8, (¢) le maximum de | b,| pour (66, 2). Il suffit de démontrer que

(66, 6 S6.le

Y=

converge dans (66, 5). Car alors d’aprés V la majorante Newtonienne N (2) de
(66, 6) converge dans (66, 5). Or, (z), étant une majorante normale de toutes

les séries (66, 1) dans (66, 2), l'est aussi pour toutes les séries 2T, .., w)e?,
donc (66, 4), elle aussi, est majorée par N (z) et notre assertion est démontrée.
Or, soient
o 0
Gilz,u, ..., w)= Z by2', G_(z,u, ... w)= D boer,

»=0Q YP=—

et My resp. M_ des bornes de |Gi(z,u, ..., w)|, |G=(2, u, ..., w)| dans la
couronne RY) =< |z| = RY et (66,2). On a alors évidemment pour M= M, + M_

T zo) fld =g =0

ﬂv (6) = = RE;)'V

et la convergence de (66, 6) dans (66, 5) en résulte immédiatement.
67. En utilisant les résultats établis au No. précédent on pourra mainte-

2
nant appliquer le raisonnement du No. 57. En posant G(z)szyz” on dé-

y=—n

composera (i,(2) en trois facteurs (57, 1) satisfaisant résp. aux majorations (57, 2),
(57, 3), (57, 4). Il en résulte d'aprds le théordme VIIT les majorations
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S (@) < (1 4 80) Mo— < (1 + &) Mo,

al” Qu(2) < (1 +4) Mew) < (1 + d,) M,
LW £ (e) < (1 + 60)SD?G+ <12 % Sﬁg

Done, d’aprés ce que nous avons établit au numéro précédent on a dans la
région (65, 2) pour un ¢ suffisamment petit

Sole)<(1 + 60)523(8)2‘

(67, 1) al® Qu(e) < (1 + dl)i T,(e)z

d O f5 () = (1 + 8) ST, (8) 27

y——00

On pourra done, en appliquant trois fois le théoréme du choix, extraire de
chaque suite partielle de n: {»;} une suite infinie {n:,} telle que les suites

£t e, @ " oy o

n7-t
convergent uniformément dans chaque point intérieur du domaine

(67, 2) RO <|e| < RY, |u—wup|l<e,..., |w—w]<e.

Or, les fonctions limites
67, 3) S—(&), a,Q), ayCrfy ()

étant univoquement déterminées d’'aprés le No. 5o, il en résulte que les suites
totales

fv_;._ (5)7 a(gl) Qn (Z)v a(on) Oin)f;- (Z)

convergent uniformément dans chaque point intérieur de (67, 2) resp. vers les
fonctions (67, 3). Done, les coefficients des différentes puissances de 2 dans les
fonctions de ces suites étant holomorphes dans la région (63, 2), il en est de
méme des coefficients de f.2), @(z), f1(2). On obtient évidemment le résnltat

complétement analogue pour la décomposition en deux facteurs sous la condi-
tion (61, 2°).
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XXIX. Supposons que sous les hypothéses des théorémes XXVI, XXVII, les
coefficients b, de G (2) sont des fonctions holomorphes de certaines variables u, . . ., w
outant que ces variables varient dans certains domaines ouverts K,, ..., K, et sup-
posons que, autant que les conditions (65, 1) restent satisfuites, la relation (61, 2)
resp. la relation (61, 2°) reste valable. Alors les coefficients C, de (61, 3), a» et A,
de (62, 3) sont des fonctions holomorphes de u, . .., w dans (63, 1).

68. On obtient en spécialisant les théorémes XXVI, XXVII, XXIX »le
théoréme de préparation» de Weierstrass.! En effet: Soit

=]

(68, 1) Gle;u, .., w)= D A {u, ..., w)z

une série de puissances procédant suivant les puissances entiéres non négatives
des 2; u, ..., w et convergente uniformément dans le domaine

(68, 2) [zl =05 |ul=ou, ... |w]=ow

et supposons que l'on ait

(68,3) 4dylo,...,0)=4,(0,...,0)="=Au(0,...,0)=0; Aulo,...,0)F0.

Alors le théoréme de Weierstrass dit que la décomposition suivante de G est

possible

68,4) Glz;u,...,w)=(E"+B ... ,wz""1+ -

Cy(u,...,we, GCyo,... 0)=+o0,

N s

+ -Bn (M, ey w))

v=0

ot les séries By, ..., By, C, convergent pour |u| =g, ..., |w|=¢"w et la série

@«
2 C, 2" converge pour

=0

(68, 5) lz]= ¢ lul =0, .. |w] = 0w

Pour déduire ce fait de mnos résultats il suffit de trouver les nombres positifs

0u=0u ... 0w= 0w tels que dans le domaine

! On trouve des renseignements bibliographiques sur ce théoréme dans OsaooD (1) p. 86 et
OSTROWSKI (1) p. 108.
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(68’ 6) |u|§9’u) "'7IZ0I§9,’W1

la déviation I, de l'indice » de la série G considérée comme une série entiére
en z, reste = 13,5. Il suffit pour cela d’aprés ce que nous avons dit au No. 15

que l'on ait dans (68, 6)

1 L
I Anu(u, ..., w)l« Ao, ... w)|~ I

8 L Max | St e W [ Ane U6 W T
(68, 7) D~ N An(u, . .., w) N Aplu, .., w) | = 133
Or, en désignant par M la borne supérieure de |G {z; u, ..., w)| dans (68, 2) on
a d’aprés les inégalités de Cauchy

' M
|An+y(u, cy w)l = g‘;;;;;

il suffit donc de faire

1
Apylu, ..., w)|a M v 1
~ Max [Tt e s U e o V= D
9z %>&0 An(%, BRI 1’0) | 1’>aOX (Q;IIA”(“y LIRIEY) u;)l) o 13,5
A It
I M n— (U, . .., W) [x T
" Max (1, S Max [Fr=o o Wl o T
0: ax( o' Anlu, ..., w)|) e A, ..., w) 13,5

et ceci est évidemment possible en vertu de (68, 3).

CHAPITRE IV. Continuité des racines des équations algébriques.
Méthode de Graeffe.

§ 16. Continuité des racines des équations algébriques.

(Quatridme théoréme fondamental.)
69. Soient pour n > 1, g, =1, by =1:
(69, 1) fle)=ape"+a, 2"+ - tan=0; gl)="bye"+bz" 1+ - +by=0
deux équations algébriques dont les racines seront désignées resp. par

Xyy » vy Ty Y15 - - Yn
Posons

1 1

1 1
(697 2) T=Max(1, |alla Ibll? Ia2|27 |b2lzl LR |an|n, |b"|n)

27—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 30 avril 1940,



210 Alexandre Ostrowski.

En désignant par y une des racines y,, ..., o, arbitraire mais fixe, on a
n n—1

(69, 3) =)=, =s ) — gy = D {an — b)y"
=1 »=0

Soit y = Max (||, |w]) et

n—1

(69, 4) e=|/ dla—blr.
=0
Il résulte alors de (69, 3)
60,8 i1y i< e
=1

De l'autre coté, en posant

(69,6) 6=V|a1—b1|g+'--+|an——'bn|2,

il vésulte en vertu de l'inégalité de Schwarz

(69, 7) - er=oVi+|yPP+ - + [yl

Or, on a d’aprés Cauchy: |y|=27. Done, en posant

(69, 8) 14+ (2T)?+ - + (2T)Pr2= M2 < (2 T)",
(69, 9) e = M» 4.

70. Une conséquence immédiate de la formule (69, 5) est que pour chaque

=y, il existe un x,, tel que l'on a

(7O> I) |yv_x‘u,v|§€.

En interchangeant f(z) et g¢(z) on voit que pour chaque z =z, on peut

trouver un y =y,, tel que
(70, 2) | 2w — 9, | = .

On peut se demander s'il soit possible de changer le numérotage de x, de
manidre qu'on aurait pour chaque » dans (7o, 2): Yr, = Yu. Pour n=21il est
presque immédiat que ceeci soit possible. Au contraire, pour » =3 on peut

montrer par l'exemple suivant que la réponse & notre question doit étre néga-

tive. Soit
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3y 3
Sle)=2%+ —2—sz2—— 1, gle) =28+ 2V 222

Les trois racines de f(z) sont

8 3
— — 1
2= —V2, xy=—V2, =5 = 0,62996,
Va
et celles de g{2):
3__
Y =0, Y= 0, 3/3:—21/2:“ I,89.

Or, ici on a e=1 et dans la distance 1 des deux racines y,, ¥, n'est située

qu'une seule racine x, de f(2).

71. Pour généraliser (70, 1) dans le sens indiqué on peut utiliser la méthode
suivante:

Supposons dans les hypothéses du No. 69 qu'a chaque x, correspond un
cercle K, (|x —z,| = &), v=1,..., n, de facon que chaque y, est situé dans un
des cercles K,.

Si deux cercles K,, K,» possédent des points intérieurs en commun, nous
dirons que z, est enchainé avec wx,. Plus généralement, nous appelons x, et xy

enchainés §'il existe une suite:

DBry Ty« oy Loy Xot,

telle que chaque racine dans cette suite est enchainée avec la racine précédente
et la racine suivante. Alors on peut repartir tous les =, en ! groupes G,
A=1,...,1, de sorte que tous les x, dans un groupe G, soient enchainés
entre eux, tandis que deux x, appartenant & deux groupes différents ne le soient
pas. Soit ¢i le nombre de z, dans la groupe G;. On a évidemment X g; = n.

Considérons maintenant les cercles K, correspondant aux z, d'un groupe G.
L’'ensemble de tous les points de ces cercles sera désigné par Uj.

Si l'on remplace maintenant chaque b, par a, + t(b, —a,), 0 =t =1, g(2)
varie avec f. Nous supposerons qu'a chaque ¢ o= { =1 correspondent encore
des cercles K'Y (|x—x,] =< &Y) possédant les propriétés analogues & celles sup-
posées pour { =1 et que si { va en diminuant de wn a zére, chaque s(j) diminue
de &, 8 zéro,

Pour chaque & on obtient de l'ensemble U; un ensemble U en remplagant

les cercles K, dont U; est formé par les cercles correspondants K. Alors pour
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t<1 UY n’a plus de points en commun aveec UY si 2+ 4. Done, si ¢t <1
diminue & o, le nombre des y, contenus dans U reste le méme; mais pour ¢t =o
les y. coincident avec les z,. Donc chaque U(z”’ t << 1, contient exactement ¢,
des racines #,. En faisant ¢t 1 on voit que les » racines y, peuvent étre
réparties en ! groupes Gi, A=1,... [, de sorte que G} contient exactement
gi des racines y, situées dans U,.

En appliquant ce résultat a &, =4¢, ob ¢ est defini par (69, 4), il résulte
maintenant de (70, 2), qu'en numérotant les y, convenablement on a

1 1
7L, lp—a|=e—1es=(2n—1)Md"<4nTé" v=1,...,n
XXX. Soient (69, 1) deux équations algébriques aux racines T,, v =1,..., n
et Yo, v=1, ..., n Alors on a, en numérotant les x, et y, convenablement, la rela-

tion (71, 1) on & est defini par (69, 4), 0 par (69, 6) et M par (69, 2), (69, 8).
On peut donc dire que les racines d'une équation algébrique du degré n»

satisfont, comme fonctions des coefficients, & une condition de Lipschitz d’ordre —-
, n

72. Les résultats du No. précédent deviennent particulidérement désavantageux
si I'équation considérée posséde des racines d’ordres de grandeur trés différents,
puisque le module de continuité donné par ce théoréme est le méme pour toutes
les racines. De l'autre c6té on a dans le calcul numérique I'habitude de calculer
un wombre fixe de chiffres significatifs. Or, le théoreme XXX ne peut évidem-
ment pas étre utilisé pour les évaluations de cette espéce.

Nous allons maintenant démontrer le fait de la continuité relative des racines
des équations algébriques, comme fonctions des coefficients, qui s'adapte trés bien
a ce point de vue. —

Si l'on remplace le polynéme f(z) en (69, 1) par le polyndéme g(2) en (69, 1)
c'est-a-dire les a, par les b,, ol q,= 1, mais le coefficient b, de 2" dans g (z) peut

&tre maintenant = 1, la variation relative des a, peut étre mesurée par

ay — b,
ay

Or, si un des coefficients a, est exceptionnellement petit ou méme disparait, il
ne serait plus possible de varier ce coefficient; c’est pourquoi il est plus avan-
tageux d'utiliser comme échelle au lien des nombres |a,| les coefficients 7', de
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la majorante newtonienne M;(z) de f(z). Nous introduisons donc comme mesure

des variations relatives le nombre

(72, 1) r = Max " vy =0,1,..., 1, @ =1, a, =+ 0.

On a alors évidemment pour v << 1: b, 0 et
(72, 2) fle) —g(e) <=M (2), v < 1.
Soit yu =1y, |y| =7, une des racines de g(z) qui sont toutes = o. Soit

|xv|:74v7 7‘127"22 27'n>0.

Alors de f(y)=f(y) —g(y), il rvésulte [fl)|=T]]ly —2|=2MM(), donc, en
- r=1

utilisant (5, 1):
(72, 3) [=+ Hr+|m —zH ”+ 7).

Pour un ¢ fixe avec 0 < ¢ <1 les x, se repartissent en trois groupes:

g>|xvl>g¢, v=14+1,...,k;
|xv|‘ér—, v=1,...,1;

q
|z, | = g, v=k+1,...,mn

Alors on a

I—‘—

A= T =l = I o= 2|1

v=k+1 v=k+1
done
n r k
72, 4 17t 1l (1—;)]1
r=k+1 »=1

Or, ceci devient en utilisant la borne supérieure (72, 3) de [/ (y)|:

<1H1+7

7"“‘Hm H (1——)H 1——

= v=k+1
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7\ 7
. —k l -z
o II“ 11( T)ﬂl(wm),

,
1+~

. k —k
’ é,,(l +L) (m) :
Ty q) \1—¢

¥

IA

rzf[(wrf;) H

v=k+1 | —

(72, 5) HI

De cette formule on conclut en utilisant la borne inférieure des [ premiers

facteurs de gauche:

” -
k ! I+* k N\ I+;

2,6 11 1—— T+ — =

(72,9 (+5) 1
y={+1 y=1 ] — — v=I+1 v=k+1 1 — —

Ty r

(I 4 q)77—(k~l)( 1 )k—l
T I+ — .
I1—9q q

Dans les inégalités (72, 5), (72, 6) les produits & gauche sont i remplacer

IA

par 1 s'ils sont vides. Or, dans ce cas il serait ou bien k=0 ou bien k=1

et nous aurions l'inégalité

I+ g\"
(72, 7) Iéz(l_q)-

Mais si z << 1 il suffit de choisir ¢ de maniére que

1
1—a" - 1= q
—_— ey n P
(72, 8) q << i T < 15y

pourque (72, 7) soit impossible. Alors on a k> 1= o et, en désignant par x, une

est minimum, on obtient de (72, 6)

I— —

0

)

73. Or, il résulte de (72, 9), en vertu de z(I i q) <1I:

2\ 1
S el T(I+q)7 S S
q I—q q

des racines de f(z) pour laquelle

(72, 9) |1*1

Loy

(73, 1) II z

Lo
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q>o0 doit ici satisfaire a (72,8). Or, (73, 1) reste valable si 1'on fait
1

I-—’L’; 1 1

— R 2 . -
q t ———+ Le facteur de 7" devient alors = ——— et reste = 4, si 27" est =< 1.
1+ 1 — 1"
Alors (73, 1) devient
1
P 2" 1 L
(73, 2) —Z =E——7 <1, 1— Ll =q4m, 2an=1
g = Lo

De l'autre c6té on pourra dans certains cas obtenir une évaluation plus
favorable en prenant ¢ suffisamment prés d'un de maniére a faire t —1=1.
Alors (72, 9) devient

LY

Ty

§a$j$%ﬂ,k—l=L

(73, 3)

_ n—1
Mais ¢ doit étre ici plus petit que ; _‘(f q(i n Z) pour que l'expression de

droite soit << 1.

Il résulte de (73, 2) quil existe une fonction d(z), positive pour = positif
et suffisamment petit, diminuant au sens étroit avec 7 et convergeant vers o avec
71 0, telle que pour chaque », v=1, ..., % il existe un z,, pour lequel on a

Y»
Ly

(73, 4) = (7).

v

Et l'on peut prendre en particulier

(73, 5) d(z) =

Il en résulte, en supposant d <1 et en posant
|| d(z) = &,

que si l'on décrit autour de chaque x, le cercle K, de rayon e&,, chaque y, est
situé dans un des cercles K,. Alors les hypothéses que nous avons faites au
No. 71 sont évidemment satisfaites et toutes les racines yu. se répartissent en !
groupes G7 telles que les g¢; racines g, du groupe G sont situdes dans l'en-
semble U;. Reprenons les notations du No. 71.
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L'ensemble U; est un continu formé de g¢; cercles K,. Donc on a, en
désignant par D; le diamétre de U; et en numérotant y, de maniére que les
racines des groupes (7;, G possédent chaque fois les mémes indices, pour chaque

couple de racines x,, ¥, contenu dans U;

(73, 6)

D .
Il reste & évaluer les quotients |oc—l| Kerivons pour le moment d pour d(z).

. D ‘s .
Le quotient de |~—l| est évidemment = 2d sig;= 1. Supposons donc gque g;>1.

i

Alors, si deux racines x,, z, du groupe G; aux modules 7,, 7, sont directement

1—d 1+0 .
enchainées, on a mm<m< PR 7. Done, si K, est un cercle de U; enchainé
avec K, au moyen des K,: K,, K, ..., K., K, la somme des diamétres de ces

1+ 6 1+ g\ o\
& 3 - <Z -
cercles est au plus egalazmd(I%—I 6+ +(I d) )_267v EJ (I d).

#=0

Done on a

D; 1+ 0\% 1—d 1+ d\" 1—0
— < — )
73.7) |xv|<2((1—a) ‘) 2 =2((1—a) ‘) 2

Or, pour o=x =4, on a

(t+ar—(1—2)=n{(1+a2rr+ 0 —a Y =n( + "+ (1 —d"7).
Done, en appliquant le théoréme des accroissements finis,

(1+dr—(1—0r=nd((x+ o1+ (1 —d1),

T P

Or, supposons que l'on ait (27 — 1) = 1; alors:

1+ d0\* ! 1\t
< 2o -
(1—6) =(Iin_1) <e<3.

o D
(73, 7°) l?:l<nd(e+1)<4n6,

Done
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IA

(73, 8) II——'Z_:‘<(7Z(8+I)—I)6(1)<4n6(’b‘); v=1,..,n; (2n—1)6(7)

1
Done, eu égard & (73, 5), on a pour z: (47— 1)7" = I et ensuite:

1
n 1 1

(73, 9) |1 ——%|< ((e—l— 1)n— I)vZT < (7,4366m 4 0,1456)7", (4m — 1)7" = 1.

1
— g

74. En simplifiant un peu les constantes dans (73, 9), on obtient 1'énoncé

suivant, extrémement remarquable par sa généralité:
XXXI. Quatriéme théoreme fondamental. Soit n > 1 ef

(74, 1) Sle)=age™ + a, 2" '+ + an, ayan =0

un polynome aux racines

(74, 2) Lyy ..oy T
Sozt
(747 3) g(Z)=b02"+blzn—1+.“+bn

un autre polynome, dont les coefficients pewvent étre écrits dans la jforme

(74, 4) by=a,(1 +3), |[|=r, o<r<i,
ou plus généralement satisfont & la condition

(74, 3) Sl@)—gle) =1 Mle), o<z <,

en désignant par Wy (2) la majorante newtonienne de f(z).

Alors 1l exuvste une fonction n(x) ne dépendant que de n, positive et diminuant
vers O auec v, telle que st v est suffisamment petit, on a en numérotant convenable-
ment les n racines y, de g(2):

(74, 6) II—Z—v =g, r=1,..., n
En particulier, si l'on a
1
(74, 7) 4ntt =1
on peut poser
‘ 1
(74, 8) ) n(t) = 8n"

28—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 30 avril 1940.
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On peut donc dire que les logarithmes des racines d'une équation algébrique
du degré » sont des fonctions continues des logarithmes des coefficients, uniformé-
ment pour Uensemble de toules les équations du degré exact wm sans racines Q

Uorigene.

75. L'évaluation de l'erreur relative donnée par (74, 8) parait pratique-
ment trés désavantageuse. Il importe done de montrer par exemples numériques
que l'ordre de grandeur de mnotre évaluation peut trés bien étre atteint, bien
que seulement dans gquelques cas exceptionnels, il est vrai. .

Nous nous bornons a l'exemple numérique suivant qui est facile & géné-
raliser:

Considérons le polyndéme
(75, 1) flo)=2*—42*+ (6 —49-107%) " — 42 + 1.
En conduisant le caleul avec 4 chiffres décimales, on remplacera f(z) par le

polynéme g¢(2) = (z — 1)* dont les quatres racines sont égaux & un. Mais I'erreur
relative sera alors plus de §& %. En effet, les quatre racines de f(z) sont

£y = 1,08723918 ..., 2, = 0,91976082 ...,
2y, 24 =0,9965 ¥ 0,08359276 ... ¢

et I'on a
1t —2|=008, v=1,..., 4

Le calcul de ¢, ...,2, s’effectue presque immédiatement en décomposant

I'équation f(z) = 0 en deux équations:

22— 20072+ 1=0, 22— 1,9032+1=0
qui deviennent, en posant « = 100(z — 1):

u*—oyu—y0=o0, u®+o07u+ 70=o0.
Les racines de la premiere équation sont

uy = 8,723918 .. .; Uy = — 8§,023918 .. ..
Pour les racines u,, u, de la seconde on a évidemment
lug| = |ty| =V 70 = 8,3666003 . . .,

et par un calcul élémentaire

uy, Uy = — 0,35 T 8350276 ... 7.
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76. On peut obtenir des considérations du No. 72 des relations plus pré-
cises si I'on ne s'intéresse qu'aux modules des racines comme c'est souvent le cas
dans la pratique de la méthode de Graeffe. En effet, il suffit que ¢ > o satis-
fasse & la relation (72, 8) pour 7 < 1 pour que le produit de gauche en (72, 6)

ne soit pas vide. Il existe donc alors pour notre |y] =» du moins un 7,, tel

r . . . A r .
que ; >y, > qr, ou bien, ce qui revient au méme, j’ >r>qr, 1l en résulte

1

N

immédiatement, en faisant tendre g vers —

2 que notre 7 est situé dans un des

I+ "
intervalles
1 1
I+ 7" — "
(76, 1) L) ——n=rz——r, v=1,...,n.
I —7" I+

Or, certains des intervalles I, (z) peuvent empiéter l'un sur l'autre. Chaque
groupe d'intervalles I,(r) qui s’empidtent forme un intervalle composé S;(z),
A=1,...,1 de maniére que nous obtenons un certain nombre d’intervalles com-
posés qui ne possedent pas de points intérieurs en commun, tandis que chaque
point intérieur d'un intervalle composé est aussi un point intérieur d'un des
intervalles I, (z).

Or, si I'on remplace g(z) par le polynéme

(76, 2) fle) = t(fle) —gle)), o=t<1,

les intervalles I,(r) deviennent I,(t7) et se rétrécissent. Alors & chaque S;(z)
correspond un ensemble SY qu'on obtient en remplacant les intervalles I, (z)
dont S;(z) est composé, par des intervalles correspondants. Mais alors les en-

sembles S ne possédent plus de points en commun et les modules des racines
de (76, 2) se distribuent sur ces ensembles S¥. Il en résulte, en faisant ¢ tendre

vers 0, que chacun de ces ensembles contient autant de modules des racines de
(76, 2) qu’il contient de nombres »,. Donc, on voit, en faisant ¢ tendre vers un,
que les » modules des racines de ¢(z) se distribuent en ! groupes dont chacun
correspond & un des intervalles composé Si(z), y est contenu et contient autant
de modules de racines de g(z), que S:(r) contient de modules de racines de
S(2). Il résulte de ce résultat en particulier, en désignant les modules des ra-

cines de g(z) par o, = 0, = = 9,:
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ln l 7
I+ 7" - O I —"
(76, 3) — é;—z —| ,v=1,..,n
1 » 2
I — " I+ 2"

Mais en appliquant notre résultat on obtient naturellement des relations plus
serrées en considérant des ensembles S;(r) — dés que les modules 7, sont connus.
On obtient:
XXXII. Sous les conditions du théoréme XXXI soient

(76, 4) =

les m modules des racines de f(z) et
(76, 5) == Zu

les n modules des racines de g(z). Considérons les intervalles (76, 1) et réunissons
ceux de ces intervalles que empiélent les uns sur les autres en intervalles composés
Si(z), A=1, ..., n, sans points intérieurs en commun. Alors, st Uintervalle S;(r)
contient n; des nombres (76, 4) il contient aussi n; des nombres (76, 5) affectés des

mémes indices. En particulier, on a la relation (76, 3).

77. En écrivant la relation (76, 3) dans la forme

_ln ln
I + 7% I — "
= —1z% = | — 1

1 —7. _ 1

1 ” 1
I — " I+ 7"

on obtient des bornes pour 9 qui, pour 7! o0, sont resp. équivalentes &
Ty
1 1

2n1", —2n7". Done ces bornes sont un peu plus avantageuses que celles de la
formule (73,9). On pourra cependant dans beaucoups de cas améliorer con-
sidérablement 1'évaluation (73, 9) en appliquant d’abord le théoréme XXXII pour
évaluer k—1 et en se servant aprés, des relations correspondantes & (72, 9) et
des considérations générales du No. 71.

Toutefois l'application de cette méthode suppose qu'on ait déja calculé les
modules des z,. Done, si Von cherche des évaluations générales pour le calcul
approché des racines des équations algébriques on ne pourra utiliser, sans faire
des hypothéses spéciales, que les évaluations des théordmes XXXI, XXXTI,
dont les bornes sont trop faibles pour &tre utilisés dans les calcules avec leg

logarithmes ou la machine a calculer.
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D’ailleurs, c'est le cas pour beaucoup d'évaluations de l'analyse supérieure
et l'on est habitué dans le calcul numérique de ne pas utiliser des évaluations
générales mais de commencer le calcul pour chercher aprés une borne de l'erreur.

On parvient done & considérer deux espéces d'évaluations des erreurs

dans le calcul approché:

1) Les évaluations & priore dans lesquelles on part d'un certain domaine
d'indétermination des parameétres entrant dans le calcul et cherche des bornes
d'indétermination pour le résultat du calcul, avant de commencer le calcul. Ces
évaluations représentent 1'idéal de l'analyse mais sont généralement par leur
généralité méme trop faibles pour le calcul pratique puisqu'elles embrassent tous

les cas exceptionnels.

2) Les évaluations & posteriori dans lesquelles on cherche les bornes de
Lerreur aprés avoir effectué le calcul approché et en utilisant son résultat. —
Des évaluations de ce genre sont utilisées beaucoup p. ex. dans le calcul approché
des systémes d’équations linéaires et d’équations intégrales.

L’application combinée des formules (76, 3) et (73, 9), esquissée plus haut,
est'un exemple d'évaluations & posteriori puisqu’elle suppose connus les modules
des x,, des valeurs approchées des zéros de ¢ (2).

Si l'on s'intéresse non seulement aux modules des x, mais & leurs argu-
ments aussi, on pourra se servir dans la plupart des cas des évaluations du

No. 72 en utilisant la relation suivante, tirée des formules (72, 3), (72, 4):

r y 1 I+TL n I+T7v k
o LT AL g L)
v=I+1 y=1 1 — =) o=k+1 | T — —|»=i+1
X, Y

Du reste, on peut aussi améliorer le résultat général du théoréme XXXII en
utilisant les valeurs numériques des r,. En effet, pour que le produit de gauche
en (72, 6) ne soit pas vide, il suffit que l'expression de droite dans cette relation

soit << 1, c¢'est-a-dire

7y

P I— - 11—

n
(77, 2) H 7: I[ : > 7,
v:lI—l—y—v:kﬁ-l I-}--l
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ot lon -pourra naturellement supposer £={, puisque autrement il n'y avait

rien a démontrer. Or, dans ce cas on a

- Tk+1
qri=7r = )
q
et les facteurs
r Ty
I—— 11—
Ty 7
)
/s 7
1+— 1+
1y r
sont resp. =
. 7 Ty
—gE =g
o Tk+1
Tw
1+q— I +q——
v Tr+1
La condition (77, 2) se réduit donc &
Tk sy

I—q¢= a 1—¢

k
Ty Yr+1
(77) 3) H T H r >,
vl L b g ekt 1+ g —
"y Yr+1

Il suffira donc de choisir ¢, 0 <q < 1, de sorte que (77, 3) soit vérifié pour

chaque k%, k=1,...,n, pour étre assuré que chaque g, est contenu dans au
. . ¥ . .
moins un des intervalles (g T, ql) On pourra alors tirer de ce fait des con-

clusions complétement analogues & celles contenues dans le théoréme XXXIT.
Nous allons, dans ce qui suit, discuter en détail le cas des équations quadra-
tiques qui est le plus important dans la pratique de la méthode de Graeffe.

Supposons que nous avons une éguation quadratique
fle)=(e—z)(z—m) =0
dont les racines x,, x, sont supposées connues. Un polynéme quadratique
9(e)=(z —y) (2 — vs),
dont les racines y,, ¥, sont a déterminer, satisfait 4 la relation

g2 —fle) <eM(z), o<e<1.
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Posons

[, | =7y, | =7
et supposons que l'on ait pour un d >0

Xy

= —1

Xy

(77, 3 a)

=5 |B_l=s
e, ™
Alors je dis que, si 7 satisfait & l'inégalité

’E 8
(77, 4) z>¢@+36+;y

g(z) posséde exactement une racine dans chacun des cercles

2 d |
<, S -1l <
(77, 5) . 2 | I ,
. s . Ty — @
qui sont évidemment sans point commun. En effet, posons J, :LQ—LI =0

,
1
et considérons la circonférence K:

d
'5_$1|:57'1-
On a sur K

d : é
IZ——xJIZEQ, |&—a | =6,r, — PR

e (a -%) )

De Vautre coté on a d’aprés le théoréme 1I

Done

M(z) —22<(r, +r)e +ryrg<ri(z+d)z+ (1 +6)r

Done, sur K et a4 Uintérieur de K

| M (2) —-g2|§rf{(1 +g) (2+d)+1 +61}~ (3 + 24, +5+6_‘5_),

. 86,
(77, 6) lo() — /@] = v (3 b 20,40+ 7).

Il résulte maintenant par le théoréme de Rouché que g(2) posséde exactement
une racine a l'intérieur de K si l'on a
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d ) é
2o =) (% ~3)

T << . . ‘
7'3(3+261+6+66') 44+0)d, +20+6

2
Or, l'expression de droite est une fonction linéaire de d, au déterminant positif

0(zd + 6) + 921(4 + d).

Donc elle croit pour d, = d avee d, et posséde sa valeur minimum pour d, = d.
Donc la condition (77, 4) est suffisante pour que g(z) posséde exactement une
racine a l'intérieur de K et, le méme raisonnement étant applicable au second
des cercles (77, 5), notre assertion est démontrée.

Désignons les racines de g¢g(z) daums les cercles (77, 5) respectivement par

ho

Y1, ¥s. En posant o = §,, on a évidemment

1
J.
§1<;’ |?/1—901|=§17‘1; |y1—x2|3(51—§1)7‘1-

Done, puisque (77, 6) est valable au point y;, nous avons pour z =y,

5&1(61_51)7"?§17f(3 + 28, + 6+ (_5_2@)

Done

(77, 6 a) §f—61§1+r(3+261+6+é%)go,

Tei le coefficient de 4, est

¢
(77, 7) r(z + ;) — &

A

Or, faisons a cdté de (77, 4) I'hypothése que

T g2
(77:73) §1sz(3+36+;)'

Alors (77, 7) est négatif et (77, 6a) reste valable si l'on y remplace d, par
d =9J,. On obtient alors

62
(77, 8) §?—6§1+z(3+36+;)zo.
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Les deux racines du polynéme de gauche,
4 i o0*
23 g i
e ] 2 T (3 + 30 + 2)

sont & cause de (77, 4) réelles et positives. Dong, £, étant < gﬁ il résulte de (77, 8)

g2
s S T 3+3d+-)
] 07 d* ( 2
£ —_— —— —— e
51§_2 ]/ T(3+36+ ) s

4 2 & o\
;+] Z_T(3+36+;)

T 02
ce qui est incompatible avec I'hypothése (77, 7a). Done on a

Yy

=1

Ly

T o2
(77, 9) <25(3+3a+;), y—1,2

la démonstration de cette inégalité pour » = 2 étant complétement analogue.

En rassemblant ces résultats nous obtenons:

XXXIII.  Supposons que sous les conditions du théoréme XXXI on a n = 2,
ay=by=1. Alors, si pour un 0>o0 (77, 3a) et (77, 4) sont satisfaits, on a pour
les racines de g(z) les relations (77, 9). '

§ 17. La méthode de Graeffe. Calcul des modules des racines.

78. Nous abordons maintenant la théorie de la méthode de Graeffe. On
part dans cette méthode d'un polynéme du degré =

(78, 1) S =an® + a2+ - toay, an=1,
dont les racines sont désignées par §, ..., §, et rangées dans I'ordre des modules
croissants. Nous posons |{,| =1, de sorte quon ait r, <, = --- =7, Formons

le polynéme du degré » dont les racines soient les carrés de {,:
(78, 2) _]fl (Z) = a’n Zn 4 a,n—l Z"—l + R a’o, arn =1,

On obtient alors les &', au moyen des formules
2939615, Acta mathematica. 72. Imprimé le 3 mai 1940,
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(78’ 3) a',"' = (— I)ﬂ_w (a'i — 2dy—10y+1 + 2a—2Quta— - ').

Ici, comme dans la suite, les coefficients ¢, aux indices > n et < o sont & con-
sidérer comme égaux i o.

Le polyndme f;(z) sera appelé la premiére transformée de Graeffe du polyndéme
fl2). Plus généralement nous appellerons la k-iéme transformée de Graeffe du

polynéme f(2) le polynéme

n
(78, 4) Sl =11 (z — Cﬁk) =alFlem +al) et + 0, all =1
=1

On calcule successivement les transformées de Graeffe de f(z) en utilisant les
formules (78, 3). '

Pour évaluer le nombre des opérations élémentaires nécessaires pour le
passage d'une transformée fi(2) & la transformée suivante fi41(2), nous négligerons
les opérations d’addition, subtraction et multiplication par 2 et ne compterons
que les multiplications entre les a,. Alors on voit facilement que le passage de
fi & fiy1 exige le nombre des calculs élémentaires égal au plus grand entier

4- 2
contenu dans (12—;) .

79. Supposons maintenant que Von ait pour un indice »: 7,41 >7,. Alors

on peut écrire a¥ dans la forme

al) =(— 1) (G . Cv+x)2k(1 + o+ {(7::1)2’} + ;"),

ol la somme entre parenthéses contient ( ) termes, dont le premier est égal a
v

un, tandis que chacun des suivants est la 2"iéme puissance d'un nombre dont

Ty

11 en résulte

le module est =
Ty+1

(— 1) al AYEARS
N YT S

(Cn . §v+1)2k 4 Tr+1

! Ce nombre peut étre abaissé si l'on fait a,=1 par une transformation de la forme x =7y,

n
7="V a, Cet artifice a été indiqué par ENCKE (1), p. 174 et CARVALLO (1), p. 0.
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(797 2) (Cn o C1’+1)2k ~ (_ [>n~v aik)a Ty41 > 1oy

si % croit a l'infini, donc en particulier:

(k) . k
(79, 3) ml,&_l“;: 1+ 0(”)( " )2 ,

(7‘n N 7'v+1) k v Yyt1

ou # désigne, comme dans la suite, un nombre de module =< 1, pas foujours le

méme, et ensuite:

I a(’h) IZ—k " ” 2k 9—k
BT
(79 4) Tpoooo Tyt (I v Ty+1

Or, on vérifie aisément, en passant aux logarithmes, les inégalités suivantes

valables pour —§§ eég; n=2:

n
Iil Vi+e I+Iel, IEISE-
n n 3

A
fiA

(79, 5) 1—2

2k
En appliquant cette inégalité & (79, 4) il vient, si g(”) < (’i) :

v s
ok k) ok ok
n 7 a n r
(79, 6) — )2—k+1 v = u, —1 = ok hd .
v Yo+t Tnoo oo To41 Y Ty4+1
Cette relation permet de calculer #, ... r 41 avec une trés grande précision, en

calculant la suite des transformées de Graeffe. Mais elle n'est applicable que
st Uinégaluté r, << r,41 est assurée.

Plus généralement, supposons que les indices » pour lesquels on a r, < ryy1,
sont ¥, <wy, < --- <. Alors on a en posant 0 =1, % = 11:

(79’7) Vo=0 <<y, <w, << <y<n=w41
et 'on obtient pour un » avec »i <v =41, L=0,...,(
(k) 2%
(79, 8) 7 PA+1TV sy <
79, i -7 . v <y = v
Bvytq

('est la formule fondamentale de la méthode de Graeffe.!

! PoLya (2), p. 277.
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Toutefois, si va—l ne difféere pas de un que d'une quantité relativement petite,

il faudra pousser assez loin le calcul des transformées de Graeffe pour obtenir

. . . . . Tv+1 . ..
une approximation satisfaisante. Si l'on a p. ex. —— = 1,08, k doit &tre choisi
,

Vv

. < yrs . k n . n
conformément a l'inégalité 1,08* > g( ), done, en prenant le maximum de ( )7
v »

I,082k > 3

2
Pour n =4 p. ex. cette inégalité ce réduit a 1,082k > g et est satisfaite a partir
de k=135. Dans ce cas on a a effectuer 30 multiplications et il est facile a voir
que tous les calculs se réduisent & 50 consultations des tables logarithmiques,
si le calcul est conduit avec logarithmes. Les erreurs données par la formule
(79, 6) sont dans ce cas < 0,033. Mais déja pour % ==6 les bornes (79, 6) de-
viennent << 0,003.

80. Le raisonnement du No. précédent n’est rigoureusement applicable que
si l'on connait déja les indices », en (79, 7). C’est pour remédier a cette diffi-
culté fondamentale, que les recherches théoriques de ce mémoire ont été entre-
prises.

On obtient tout d’'abord des évaluations & priori en étudiant les diagrammes
de Newton des transformées de Graeffe et en utilisant le premier théoréme
fondamental ou plutét le théoréme IX qui en est un corollaire immédiat. Soit

la majorante newtonienne de f(2)

gﬁf=2 T, 2z, =1,

y=0
et désignons resp. par R,, D, les inclinaisons numériques et les déviations de

k
f(e). Plus généralement posons My, (2) = Z T®eg, TW—1, et désignons resp.
v =0
les inclinaisons numériques et les déviations de la k-iéme transformée de Graeffe
par RM DWW, Alors on, obtient du théoréme IX pour chaque %
15 1 I

< <C 0 = ‘e
(80, 1) o) < < ey YR
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ot l'on peut écrire d'aprés (23, 1)

1
1\, _ 1
— =1 — () = L.
(80, 2) = =1~ (3) =5
Mais maintenant il résulte de (80, 1), (80, 2)
[
(80, 3) 2; < - <Vazl—v+1),
Vir VED
2n—1 I IZj | 2n—1
(80, 4) - <y < <V2n<1+ i

2
Van V R®

et les denx bornes dans cette derniére inégalité convergent vers un avee k1 .
Les relations (80, 3) et (80, 4) possédent le caractére d’évaluations & priori mais

sont naturellement beaucoup trop faibles pour le calcul pratique.

81. On obtient généralement des évaluations beaucoup plus favorables en
calculant les déviations D® et en utilisant le deuxiéme et le troisiéme théoreme
fondamentaux. Tout d’abord, supposons que pour un certain % les denx déviations
fo), DY, deviennent plus grandes que 3 + Vi3=66.... Alors il résulte du
théoréme XVI, en posant Min (D®, DW® )= M:

o
a)Jalf

4
< =4,
M

donc en utilisant (79, 5)

o
2k ]/ al¥)
=" ks f

(81, 1) llCl

Si M est seulement plus grand que la constante M, = 6,357 ... du théoréme XVI
on conclut de ce théordme qu'en tout cas la racine {, de fi(2) est une racine

simple et la seule racine de f(z) située dans la couronne circulaire

! Dés que M est suffisamment grand on obtiendra des évaluations plus avantageuses en appli-
quant le troisiéme théoréme fondamental.
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ok
(81, 2) v f—<—2k—|—2|—<1/5@.
Vo, (M) [7,]

s

Si pour un certain %k foutes les déviations D® de fi(¢) deviennent plus
grandes que la constante v?®==4,81... de M. Valiron ou du moins la constante
vn du § 9, les théorémes de ce § deviennent applicables et 1'on peut conclure

que £, est pour chaque » la seule racine de f(¢) située dans la couronne circulaire

k
1 2] y
(811 3) Tékk — = Un .
Vv, I/ al,
al¥)

En particulier, il résulte alors, si les coefficients de f(z) sont réels, que f(z) ne
posséde que des racines réelles de modules différents.
Le deuxiéme théoréme fondamental est applicable & partir d'une certaine
valeur de % si l'on a
Pyt < T < Ty

En effet, on a en vertu du théoréme IX en écrivant ¢(») pour o*:

: k . I k
_RLL) > [ (ﬂ — v + I) 7‘3 , ‘Ri’il << W_‘:) 7”3_1,

R&k) r, \2F
(81, 4 D, = - > el — el = + (L)
»—1 r
De méme, on a
. ok
1,5) D> gb)eln— (")

Done la relation M > 3 + V13 est satisfaite dés qu'on a

A S R
e —1eln—v+1) \'r o) e(n—9)

Ty—1

et, en vertu de (80, 2), il suffit de choisir ¥ de fagcon que les inégalités

(81, 6) (7“

v—1

)2k>4(3+m)(v—1)(n—w+ 1), (%)2k>4(3+1/§)v(n_v)

v
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sont vérifiées. Notons enfin que la valeur de %, déduite de (81, 6), est générale-
ment plus petite que celle nécessaire pour (79, 6).

82. Dans le cas ol le module 7, d'une racine {, est trop approché de
ry—1 OU 7,41, 11 faudra prendre % trop grand pour séparer {, des racines {,—i,
Cv+1 et cette séparation devient méme impossible si 7, = r, 41 ou 7, = 7,—;. Dans
ce cas on pourra généralement séparer un groupe des racines, contenant [,, au
moyen du théoréeme XXI en cherchant un %k pour lequel il existe deux dévia-

tions DI, DWW avee g <»=¢’, qui sont toutes les deux >9. On aura alors

. . K 2 .
une couronne circulaire, contenant les mnombres Cgﬂ, . Cg,, et I'on obtiendra
alors des bornes généralement assez serrées pour 7441, ..., 7y, done en particulier
pour 7,.

Si l'on veut pousser le calcul de 7, plus loin, on utilisera le troisiéme
théoréme fondamental en choisissant % de la sorte que la plus petite des deux
déviations

D, DB g<v=q

devienne = 18,7 resp., si ¢ =0 ou ¢ == n, = 13,5. On obtiendra alors un polyndéme
@ (2) du degré ¢’ — q aux racines

A

avec une erreur relative donnée resp. par (61, 6), (61, 7) ou {62, 4), (62, 5). Il
suffira alors de poursuivre le calcul avec le polynéme ¢ (z) du degré ¢ — q < n.

83. Toutefois, en appliquant la méthode de Graeffe au polynéme ¢(z) du
No. précédent, il faudra tenir compte du fait que les coefficients de ¢ (2) ne sont
pas connus rigoureusement mais seulement avec une erreur relative relative-
ment petite.

Or, ce fait se présent déja en vérité dans le calcul des transformées de
Graeffe du polynéme f(z), puisqu'on ne peut que rarement exécuter ces calculs
sans »arrondissement» des chiffres. On se borne dans ce calecul généralement 3
4 — 9 chiffres significatifs de chaque coefficient, en admettant toutefois sans le
dire explicitement, que l'influence de cet arrondissement des chiffres ne s'accu-
mule pas trop.

Mais dans le cas le plus général, 'opération de I'arrondissement des chiffres
pourrait devenir beaucoup plus dangereuse, qu'on ne parait le soupconner, et peut
rendre illusoire tout le calcul.
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Considérons, pour en donner un exemple, le polynéme du No. 75 que nous

désignons maintenant par ¢(2):

gley=2*— 42>+ (6 — 4,90 - 107% 2" — 42 + 1.
En négligeant la cinqiéme décimale, on remplacera g¢(z) par

fle)=2* =422+ 62— 42+ 1=(— 1),
ou l'on a

9(2) — fle) = eMyle), &= 4,9 107"

Nous allons calculer les transformées de Graeffe gi(2), fi(2) de g(e), f(z) afin
d’évaluer pour les % correspondants le plus petit & positif avec lequel on a

9k (Z) — fx (Z) < & Sllfk.

Or, chaque transformée fi(z) est évidemment identique & f(2). Quant aux g(e),
voici ces transformées pour £==1,..., 5 avec les bornes des & correspondants.
Les coefficients de ces transformées sont exacts chacun a la moitié de la derniére

décimale prés:

N (Z) =gt — 4.000098 2% + 5,999412 2% — 4,000098 2 + I, & > 0,4 1077,

ﬁ_,(z) = g* — 4,00196 2% + 5,091376 2% — 4,00106 2 + T, & > 1,4 10773
fg(z) =gt — 4,03202° + 5865227 — 403202 + 1, &3 >> 2,2 1072
file) =2 —4,5342° + 3,8722° — 4,534 2 + 1, & > 0,354,
fole)=z2*—1282° + 24,1 2* — 12,82 + I, & > 8.

Comme on voit, I'erreur relative pour le troisiéme transformée de Graeffe devient
> 2 %, pour la quatridéme > 35 %, pour la cingiéme > 500 %.

Toutefois, notre exemple, qui peut d’ailleurs étre facilement généralisé, est
tout A fait exceptionnel. Généralement l'influence des erreurs »d’arrondissement»
est beaucoup moins prononcée.

Dans les numéros suivants nous allons étudier la »propagation» de ces
erreurs dans le passage d'une transformée de Graeffe & la transformée suivante

84. En passant de (78, 1) 4 (78, 2) il résulte de la formule (78, 3):

(84, 1) || =T0 + 2T Tosr + 2 Tog Toiot+ -,
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. . n
ot le nombre de termes de droite est égal & v + 1 ou n—» + 1 suivant que v < — ou
2

v = De l'autre coté, on a, d'aprés (13, 7),

N R

To i Torr = T05.

Tl en résulte 1'évaluation

2y + 1, = 322
(84, 2) la;l_—<_av Tff; Uy =
2(n —) + 1, y=2.
2
Or, la suite des nombres a, Ty, v =0, ..., n est la suile des coefficients d'un poly-

nome normal. En effet, on a

(a0 T3)? e ( Ty )2.

(ev— 1) (41 Tos1) T s o \ L1 L1

Le deuxiéme facteur est ici = 1, la majorante newtonienne de f(z) étant nor-

male. Quant au premier facteur, il a une des quatre formes

(2v + 1)? 2y +1)?
r—1)(2v+3) (@Ev+1)P—24

2ﬁ+12 242-1—1—1
(z{n—v) + 1)° 2 2

—————— b)

(z—9) + 12— 4 ( n )2’ ," 3

donc reste toujours > 1.
Done il résulte de (84, 2) la méme évaluation pour les coefficients 7, de la
majorante newtonienne de f;(2):

2y + 1, vgﬁ
84, 3) Tv=eT) a= ’
4,3 )

2(n—9) + 1, w;%-

11 est facile & montrer que les valeurs des coefficients «, dans cette évaluation
ne peuvent pas étre améliorées. Il suffit en effet de faire tous les @, éganx a

+ 1 et & choisir les signes de maniére a faire chaque terme entre les parenthé-
30—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 3 mai 1940.
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ses dans (78, 3) positif. Mais pratiquement les @, peuvent se réduire considé-

rablement.

85. La détermination d'une borne inférieure de T, est un peu plus difficile.

On peut utiliser a cet effet les inégalités du théoréme IX. On a en appliquant
ce théoréme aux polyndmes f(2) et f(2)

R, 1
eln—w»+ I)Slcwlzg—(“)
15 I
e

En élevant la seconde inégalité au carré et en la multipliant terme 4 terme par

la premiére, il vient

(85, 1) eMPon—rv+ )= =

De l'autre c6té il résulte de (10, 5), puisque T = 1:

__ T, _
(83, 2) TW—RP“RW, T,=Ryi1... Rn.

En appliquant ces formules & f(z) et f,(2) et en observant que 7, est tounjours
égal a T, il vient
1,! n r

=11 RZ - R"
u=v+1
done par (83, 1):
T =1 H (n — w + 1)),

(85, 3)

Vv

T3] e(weln —u + 1)%),

=1

T

1%

€~

ou l'on utilisera naturellement pour chaque » le plus grand des produits de

droite. Les évaluations (85, 3) deviennent, en tenant compte de Uinégalité

I
= .
o) =
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(85, 4)

T.= T, 5
81— ({1 — ») 1) (")

On obtient des bornes un peu plus avantageuses en utilisant les théorémes
du § 7. Il résulte de (29, 2), en tenant compte de (83, 2),

T,,|g1...gv|>]/"—f .
T, =V i

La seconde inégalité sera écrite pour f;(2), en remplacant 7, par T, T, par
To=1T5 et &, ..., 5 par &, ..., %; la premidre inégalité sera élevée au carré.

»?

En multipliant les inégalités ainsi obtenues, il vient
’
T 1 I

(83, 5) Tz]/@ (f)z

i

. . .. . 1
Le premier facteur de droite est ici, comme on sait, =

Vel + 1)

Or, introduisons maintenant, a c6té de f(z), le polynéme
R :__I_ n £ L
e =re(t)
ot l'on suppose @, # o. D’aprés ce que nous avons dit au No. 13, on a
2" 1 ;
My (2) = T My (;) :

Désignons la premiére transformée de Graeffe de f*(z) par f7(¢). Les racines
de f1'(z) sont les carrés des inverses des racines de f(z). On a done
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r& =55 (1)

4

et
e I
Mg (2) = 78 My, (;) :
Il en résulte qu'en posant

n n
SJJ?f* = Z T:Z", g)?f;k = Z Tf,Z”,

=0 »=0

T; et T,” s’expriment comme suit:

Th— Tr_
#_ An 1 w __ An—v
S AR ¢
Appliquons maintenant & f* et fi' l'inégalité (85, 5), en y remplacant » par n—.
11 vient
@
T,;z_w = I I .
‘Tn—-v ] (n — v + I)n—v+1 (’}’l)
(n— )" 4

donc en remplacant 75 et T, par leur valeurs:

gz - I I .
T: 'I/(n —y + I)n—w}-l (n)
| (—ap
Nous obtenons donc en fin de compte la relation suivante
n BT/; v _ N
o (P Eell/ e Vo)
4 » (v+1)+1 (n—w»+ 1)t

une inégalité qui est plus précise que (85, 4), bien que probablement pas encore

b}

la plus précise. La borne de droite en (85, 6) est en tout cas = Max (—I
Vew+ 1)

I
_:"—“:r:) D'ailleurs, on voit sur 'exemple du polyndéme f(z)={(2— 1) que

le produit (Z)% peut atteindre la valeur wun.

86. Supposons maintenant que l'on ait deux polyndémes f(z), g(2) du degré

exaclt n
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fle)=Dlave’, gle)= D bve", an="by=1

=0 »=0
et que l'on ait
9(2) —fle) < e Myl2).

n
Alors, si, comme toujours, M;(s) = T,2", on peut écrire
5 s ] ) f 3

v=0
by=a,+6,¢T,, |6,]=1, v=0,...,2—1.

Donc, en formant les coefficients &', de la premiére transformée g, (2) de g(z), on
obtient

(H I)n-v (b; - a;) =2 (01’ Tiar— 0 Tvavsr — Ovi1 Togy g + Op—o Tyattyia +
-+ 01,4_2 Tv+2 Ay—o— ** ) &+ (0:, Tf,'*— 2 0y_] 0v+1 Tw—l Tv-|—1 +2 0@-—2 0v+2 Tv—z Tv+2 —_ ) 821
done, puisque |au| = T.:

b, —ay| = 2e(Ty + 2T s Tois +2TosTopo+- )+ E(Ts + 2Ty Togr + ).

Or, chaque terme 7,—, 7T,;, de expression entre parenthéses est = 7. Quant

. . . n N . n
au nombre de ces termes il est égal 4 » + 1 si vé; eta n—yv+1 s v§;1

donc
(86, 1) |6y —a. ] =Min (29 + 1, 2(n—9) + 1) T5 (26 + &%)

11 s’agit maintenant d’évaluer le rapport de la borne (86, 1) & 7, ce qu'on
peut faire en utilisant la relation (85, 6) d’aprés laquelle

(o) roan (/52 )/ )

T} =
. (v + 1)*t .
Il vient alors, en remarquant que T croit avec v:
v+3 n—wv+3

’ ’ 1\ 2 ’ . + 2 — 2

(86,2) |bs—ail = (46 +2¢9 (’:) 7, Min (¥ 11) , o s I)_ ,
»2 (n—w) 2
v+1

et ensuite, en utilisant I'inégalité v+ 1) <e(+ 1):

7}1’
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2
(86, 3) |6, —ar] <2(2& + &% (:) T, Min (Ve + 1)}, Ve(n—v + 1)%).
Il en résulte donc en fin de compte

(867 4} g1 (Z) —fl (Z) <& S.D?fl (Z)’

N n
ou, en posant . =m:
m—+3

(86, 5) e <2e(z + &) (%)EM

m
m?

Sip. ex. n=13, 4, 5 on obtient resp.
e <72(2+ée; & <324V3(2+ee; & <gooV3(z+ee

Comme on voit, les erreurs calculées relativement & la majorante newtonienne
deviennent trés rapidement grandes en passant d'une transformée de Graeffe &
la suivante. Toutefois, nos évaluations ne sont pas probablement suffisamment
précises. Dans l'exemple du No. 83, dans lequel pour » = 4 les conditions les
plus désavantageuses sont probablement réalisées, les quotients %'7 ?, 2—5
ont resp. les valeurs 19, 2; 14, 9; 15,7; 16, 1; I4, I. ' :

D'ailleurs, dans le caleul pratique on calculera les valeurs approximatives
des T,. On pourra donc utiliser directement les inégalités (86, 1) sans se servir
de la relation (83, 6).

Mais méme en utilisant ces valeurs de T'¥ on n’obtiendra que des bornes

des ¢ trop élevées pour étre utilisé directement, en appliquant le quatriéme
théoréme fondamental. Il faudra donc utiliser pour l'estimation des erreurs rela-
tives des racines les artifices spéciaux indiquées au No. 77 pour obtenir des
évaluations & posteriori.

D'ailleurs, dans le calcul pratique on se trouve généralement dans des cir-
constances beaucoup plus favorables. Dés qu'on a calculé les 2 ou 3 premidres
transformées, il se trouvera que dans l'expression

2
Ay =~ 2Ay—-10y+1 + 2Ayp—0qprg— -

les premzers termes dominent de sorte que les erreurs dont sont affectés les autres
termes n’exercent plus aucune influence sur les erreurs de la somme quand on

se borne a un nombre convenable de chiffres significatifs. C’est pourquoi il
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suffit généralement de commencer le calcul avee 1 ou 2 chiffres significatifs de
plus, si l'on veut avoir les racines avec un nombre défini de chiffres significatifs.
Si le nombre des transformées & former est élevé, on perd plus de 2 chiffres
significatifs en route, mais ceci est compensé par le fait qu'en extrayant une
racine d’exposant 2*, on aura généralement & diviser l'erreur relative par 2*.

Comme on voit, il s’agit ici d'un cas ol l'on est forcé a se borner i 1'éva-
luation & posteriori des erreurs.

§ 18. La méthode de Graeffe. Détermination compléte des racines et exemples.

87. TLe mérite de Graeffe vis & vis de ses prédecesseurs Dandelin et Lo-
batschewski consiste surtout en ceci, qu'il développe des méthodes pratiques
pour la détermination des arguments des racines.

Dans cette discussion Graeffe se borne, il est vrai, au cas »général>, mais
pas le plus général, dans lequel les modules des couples des racines complexes
sont différents entre eux.

Dans cette hypothése Graeffe indique les 5 artifices suivants dont le premier
et le quatriéme supposent que les coéfficients de f(z) soient réels:

a) Si le nombre des racines complexes est 2 ou 4, on obtient leurs argu-
ments + @, 1 1 en observant que les coefficients dl, an—1 sont linéaires en
cos @, cos ¥ (les modules de toutes les racines étant déterminés).!

Si le nombre des racines complexes est 6, on obtient, d'aprés une remarque
d’'Encke, de la considération des coefficients a,, an—1, a; une équation quadratique
en cos .’

b) Supposons que la plus petite des différences positives entre les modules

des racines soit = 2%, k> 0. On calculera alors les modules des racines de
1'équation

fle—k=o0
et en désignant ces modules en ordre croissant par ¢, ..., @, et les modules
des racines de f(z) = o ordonnés de la méme fagon par 7y, ..., 7, on obtiendra

par les formules

! Ct. GRAEFFE (1) pp. 21, 22, 24.
? ENCKE (1) pp. 140, 141.
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. s s 73
(57,1 e L

les parties réelles et imaginaires des racines correspondantes.’

c) Si l'on choisit pour % un nombre positif qui n'est pas suffisamment
petit, on pourra encore obtenir par les formules (87, 1) les racines de f(z) &
condition de changer convenablement l'ordre des modules g,.

Dans ce cas il est difficile de donner & priori une régle pour ce change-
ment d’ordre, mais en pratique ¢a ne présente pas de grandes difficultéds. Il
suffit de vérifier si pour largument ¢, de la »¥me racine de f(z), tirée des
formules (87, 1), les multiples 2™, coincident avec les valeurs tirées directe-
ment de la considération de la m®®¢ transformée de Graeffe pour m suffisam-

ment élevé.?
d) En développant les équations
' Rf(remy=o0, Jflr.em) =o0

suivant les puissances de cos ¢, et en les combinant convenablement, on obtient

, . , n+1 n—1 .
2 équations d’'ordres [ 2 ], [ 2 ]7 dont on cherchera la racine commune
par la méthode du plus grand commun diviseur.?

e) Il n'est point nécessaire de pousser le calcul de @ par ces méthodes

trop loin. Supposons en effet qu'on ait trouvé pour l'argument ¢ d'une racine
de f(z) la valeur approchée ¢, de sorte quon ait ¢ = g, + ¢, |d| <27”+~1» et que

de l'autre cOté l'argument 2™ ¢ de la racine correspondante de la transformée
JSn(2) a pu étre calculé & &, prés, & > 0. Si cette valeur de 2™ g est = ¢*, on
a évidemment

2mp=g@*+ 0, &>o0, |0]=r1,

2" = @* + 2nmw— 2" @, + ¢,
ot l'entier » est univoquement déterminé par la condition que lexpression
. . N .o T
de droite soit en module = a4 la borne de 2™d, donc en particulier <3

De l'autre cOté, la possibilité de déterminer l'entier % par cette condition pré-

! GRAEFFE (1) pp. 24, 25.
* GRAEFFE (1) p. 27.
? GRAEFFE (1) pp. 20—3I.



Recherches sur la méthode de Graeffe. 241

sente un contrdle de calcul. Dés que l'entier % a été déterminé, on obtient J
par la formule
Q¥ — 2", + 27 n

d= om

N N\ 8 )
et par 14 @ & 2 prés.
P& Cm

88. Faisons quelques remarques sur les artifices énumérés:

ad b). Les formules (87, 1) restent encore valable méme si les modules 7, ne
sont pas tous différents entre eux. En effet, ordonnons les racines z, =z, + ¢y,
de f(2) dans I'ordre des modules croissants et, quant aux racines ayant le méme

module, dans l'ordre des parties réelles x, croissantes, on a
(@orr + B + 9500)) — (@ + B + 93) = 1541 — 1) + 2 (@1 — 2) k= 0241 — 0%
or, Si ryp1 > 1!

o1 — 1y — 21+ 1) EZ rop — b — 2 (rps1 + 1) res = 12)

et 81 ryq1 =19y, Lpi1 > Tp:

041 — 05 =2 (xys1— )k > 0.

Donec les nombres
(€ + k) + o3

vont en croissant, et 1'on a

o=@ +E+y=0+E+ 2k,

d’ol les formules (87, 1).

Cependant dans ce cas la méthode ne sera plus praticable si % est trop
petit, car alors, si #, et 2,11 sont 2 racines différentes du méme module, mais
qui ne sont pas conjuguées, on a

Ovt1 =2 (@yi1 — ) &

2 - 2

Qv Qv

et il faudrait calculer les transformées de Graeffe d’ordre trop élevé pour séparer
@v et Qv+1‘

ad ¢). Cet artifice est aussi applicable méme s'il y a des couples de racines

complexes du méme module. Mais la détermination de l'ordre »convenable» des
31—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 3 mai 1940, '
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o, d’aprés les indications de Graeffe exige des calculs trop compliqués. On par-
vient généralement plus simplement au but, en utilisant la somme des réciproques
des racines, si les coefficients de f(z) sont réels. En effet on aura d’aprés (87, 1)

an—1

&2k + n (1 + &%)

88, 1 )
(88, 1) ; .
De Yautre coté, on a évidemment pour chaque couple 7,, ¢, correspondant & la

méme racine

(887 2) lgw - val é ]C
Quant a la méthode indiquée par C. Runge' pour trouver »l'ordre con-

n
venable des ¢,» en utilisant la valeur commune de la somme sz, elle est évidem-

v=1
ment impraticable. En effet, il est évident que la somme des » valeurs de (87, 1)
est indépendante de lordre des g,. Si cette méthode parait marcher dans un
exemple calculé par Runge®, ceci n'est dit qu'a une faute de calcul.

ad d). La méthode la plus simple pour obtenir les équations en question

pour cos p,, est de développer les parties réelles et imaginaires de

_ [’il]
z t 2170 pour z=r, P,

Dans le cas ou il y a plusieurs couples de racines complexes correspondant
au méme module, la méthode sera encore praticable; mais en calculant le plus
grand commun diviseur des deux polyndmes ainsi obtenus, on obtiendra un

polyndéme du degré > 1, mais < n.

89. En développant ses méthodes pour le calcul complet des racines, Graeffe
se place généralement au point de vue que les transformées de Graeffe ne servent

directement qu'au calcul des modules des racines.

! RuNGE (1), pp. 156—158; RuNGE u. KoNIG, p. 173.
? Ct. Ru~age (1), p. 158.
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C'est en se placant & un point de vue tout i fait différent que Carvallo a
pu parvenir & une solution en principe compléte et tout & fait générale du
probléme.! Carvallo suppose qu'une des transformées de Graeffe a été compléte-
ment résolue, et développe un procédé pour obtenir des racines de cette trans-
formée les racines de l'équation f(z) =o0. Le procédé repose sur la remarque
suivante: L’équation donnée f(z) = 0 peut étre écrite, en séparant les termes du

degré pair de ceux du degré impair dans la forme suivante:

(89, 1) Sl =g¢l®) + 2y (=0

n—1
2

ol @ (t), w(t) sont des polynémes des degrés [g]’ [ ] Il en résulte que,

si z, est une racine de la premiére transformée de Graeffe de f(z), on obtient

&, par la formule

(89> 2) &= — 2\
Y (2)
(St p(&) =w(z) =0, 2, et — 2z, sont évidemment toutes les deux racines de f(2).)
Donc on peut, en utilisant les formules correspondantes, déduire de la racine

" de fn(2) successivement les nombres

am—l1 gm—2

z 22z .

» y ©y P N

La méthode de Carvallo nécessite parfois des calculs assez étendus. Silon
connait u, = 2;, on en obtient 2, par une extraction de la racine carrée du module,
en divisant 'argument de , par 2; il ne reste qu'a déterminer »le signe» de z,,
puisque l'argument de 2z n’est déterminé par le calcul indiqué qu'a un multiple
de 7 pres. Or, pour ceci il suffit naturellement de calculer les valeurs de ¢ (2}),
W(ei), avec une trés petite précision. Mais, comme dans ce caleul les premiers
chiffres peuvent se détruire (cf. l'exemple du No. 92), il faudra généralement
utiliser plusieurs chiffres de z,. De l'autre c6té, si I'on calcule les valeurs de
@(23) et w(e;) avec une grande précision, on vérifie par cela méme directement
que 2z, est une racine de f(z). Le procédé de Carvallo permet donc en partie
de contréler les calculs nécessaires pour la formation des transformées de Graeffe.

90. L'application de la méthode de Carvallo supposé la détermination

compléte des racines d'une des transformées de Graeffe. Cette détermination

! CarvaLLo (1), p. 6.
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est immédiate, si une des transformées de Graeffe se décompose au sens des
théoremes fondamentaux Il et II1 en équations des degrés 1 et 2. Il reste donc
de traiter le cas ol les transformées calculées restent pratiquement indécompo-
sables, ou bien une des équations en lesquelles une de ces transformées se dé-
compose, ait le degré > 2. '

11 suffit évidemment de considérer le premier cas. Il se présente, si, aprés
avoir calculé un certain nombre de transformées de Graeffe, on constate que
toutes les déviations de leurs diagrammes restent = 9 — dans le cas contraire
on peut étre assuré qu'en formant un nombre défini de transformées ultérieures,
on arrive & une décomposition. —

On a alors en tout cas une valeur approchée r pour tous les modules des
racines de f(¢). En introduisant la nouvelle variable z — » on obtient I'équation

90, 1) Sflu+r)=glw)=o
dont les racines seront approximativement

i
2rsin &2
2
si r¢'? sont les valeurs approchées des racines de f(z).

Généralement, si les modules de tous les @, ne sont pas sensiblement les
mémes, l'équation ¢g(u)=o0 aura des racines de modules sensiblement différents,
et l'on obtiendra une décomposition en formant un certain nombre de trans-
formées de g(u).

Si les transformées de g (u), elles aussi, restent indécomposables, il faut con-

clure que les modules de tous les % sont prés d'une méme valeur % c'est a

dire que toutes les racines de f(z) sont situés dans le voisinage des deux
valeurs ret??.
Pour pousser plus loin le calecul des racines situées au voisinage de 7eti?

on pourra mettre

(90, 2) g=re? + 2

et appliquer la méthode de Graeffe a l'équation obtenue.? Hn calculant la suite
des transformées de cette nouvelle équation, on pourra séparer les racines de

! KRYLOFF (1), pp. 47, 48.
? Cf. ENCKE (1), pp. 163—168.
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f(2) situées au voisinage de re® de celles situées au voisinage de »¢—??. Seule-
ment dans le cas ol toutes les racines de f(z) sont situées au voisinage d'une
seule des valeurs 7eti?, les transformées de Graeffe de notre équation pour-
raient rester pratiquement indécomposables. Mais dans ce cas on arrivera du
moins 4 dégager »la partie principale de z'», c’est & dire & pousser plus loin le

calcul de 2, et ainsi de suite.

o1. La méthode exposée an No. précédent repose sur l'application de la
transformation complexe (9o, 2) ce qui présente de grands inconvénients si les
coefficients de f(z), donc aussi ceux de g(z), sont réels. On peut alors utiliser
l'artifice suivant, qui permet de rester dans le domaine réel.

Soit @ + ¢ b la valeur approchée d’une racine de f(z). Alors, en posant

flu + a)=g(u)

on obtient un polynéme g(u) possédant des racines au voisinage de 7b. En
formant pour v = u® la premiére transformée de Graeffe de g (u), g, (v), on obtient

un polynéme en v possédant des racines dans le voisinage de — b%. Enfin, en

posant v = w — b* on obtient un polynéme
91(w — b%) = h(w)

possédant au moins une racine au voisinage de o.
Si w, est une telle racine, on obtient une racine correspondante 2z, de f(2),
en appliquant en particulier pour le passage de g, (v) & g (u) l'artifice de Carvallo.
Notre transformation peut évidemment é&tre écrite dans la forme

{91, 1) w=(z—a’+ 1% z=atVw—"0.

En appliquant cette transformation au cas discuté au No. précédent, ou les
différences entre les z,, ainsi que celles entre les y;, sont trés petites, on peut
faire usage d'une régle plus simple. En effet, si — a, est la somme de toutes

les racines de f(2), une valeur approchée de leurs parties réelles est évidemment

._al

Pour passer de f(z) & g(u) il suffira donc d’effectuer la transformation

connue, pour faire o le coefficient de #"* en g¢g(u). De méme on passe de
g. () & h(w) en transformant g¢,(v) de maniére i rendre nul le coefficient de w"™!
en h(w).
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02. Nous allons traiter 4 titre d’exemple par la méthode indiquée au No.
précédent 1'équation suivante, considérée par Encke et Carvallo:!

.(9‘2, 1) Sf2)=2* + 4,0022° + 14,018012% + 20,038 022 + 25,070 05.
Les racines exactes de cette équation ont les valeurs

— 1+ 24 ;o —1—21¢ ;

— I,001 + 2,003?; — 1,001 — 2,003 ¢.

Donc les deux couples de racines complexes sont trés approchés. On s’en aper-
coit directement en formant les transformées de Graeffe de cette équation. En
effet, voici la 8%®™° transformée fs(z) de f(z), calculée par Carvallo avec 2 chiffres
significatifs:

Sfal@=2"+ 1,1:10"2% + 3,0- 102 + 1,3-10°°2 + 1,5 - 10°® = 0.

Ici toutes les déviations du diagramme de fs(z) sont évidemment < 3. On
appliquera donc & f(2) la transformation

{02, 2) 2+ T,0005=1u
et f(2) devient

(92,3) glu)==u*+ 8012008 1% — 12,000 10~ %% + 16,048 038 003 002 312 5.

11 en résulte évidemment pour la 1% transformée de Graeffe g, {v) de g(u}

I'expression

g, (W)= (v? + 8,012008 5¥ -+ 16,048 038 003 002 312 5)> — 12,0097 - 102,
Avant de développer cette expression, faisons ici la transformation

w
b
1000

(92, 4) v v + 4,006 004 25 =

by

de maniére 4 rendre o le coefficient de la 3!¥=¢ puissance de l'inconnue. Il vient

aprés la multiplication par 102

h(w) == (w? — 32,048 015 75)% — 0,120 092 10w + 4,006 004 25 * 12,009°.
3 4 , )

! Cf. ENCKE (1), pp. 185—187, CARVALLO (1), pp. 22, 23.
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On peut enfin rendre la convergence du procédé de Graefte pour h(w) plus rapide

par la transformation

w=w +c¢ «a= V32,o48 0415 75 == 5,661 096 691 454 8.
Alors h(it) devient

k() =ut + 4w} + 128,192 063 207 — 0,144 216081 20, + 376,913 812 225,

. . . I _ N
le dernier coefficient étant exact a 510 ? prés.

En calculant les transformées de Graeffe de k{w,) on obtient
k(o) = wl + 256,384 126 2] + 17 503,564 o100 24 —
— 147 911,522 727 0, + 332 820,546 736.

Le coefficient de w} est ici exact. Les 3 derniers coefficients sont exacts
a la moitié de la derniére unité décimale prés, et le méme est vrai pour les

coefficients de w1}, wi, wi, «} dans les expressions suivantes de k,(uw,) et K, (u,):
ko (1r)) = 16} + 30 543,622 045 10 + 386043 486,8 w0t +

+ 1016650269 10" 2, + 1 107 755 072 - 10%,
ky(e0) =} + 16,1 - 107w} + 14,840 871+ 10" 0] + 17,8- 10", + 12,271 213 1071,

Pour cette derniére équation on a dévidemment

122,7 ... .
R,=R, = —14-1022287,...
14,84 ..

R,=R,=V14384...-10°=3,385...-10%

H

85 .. .
D, = D, =1, D2=35 c10%=1,34... 10%
2,87..

Le 3i®me théoréme fondamental est donc applicable et k,(w,) se décompose en 2

polyndmes quadratiques @, (e«¢;), Q,(¢,) approximativement égaux &
wi + 16,1 107w, + 14,840871 - 10'%;

17,8 12,271 21
@U? 77 . 102 ] 7 3 . Io5
14,840 871 I14,840871
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ol la borne de l'erreur, relativement a la majorante de Newton, est d’aprés (61, 7)

I .
= —————- On obtient done:
I1,34..-10

Ql (wl) = wf + 107 : 16)1 wy + 1016 ' 147840 87 (i 1)3)71
Qs (w;) = wi + 10%- 1,2, + 10*- 8,268 526 (£ 6,3).
Les racines de ces deux polynémes étant complexes on a done pour les racines

w,, w, de k(w,) avee Jw, > o0; Jw, > o:

[, ' = 10" 14,84087(+ 1,3), |w]|'® = 10" 8,268 526 (+ 6,5),
(92, 5)
’ |w" |2 = 140,098 15 (+ 2,2), Iw”g = 4,117 925 ( + 2).

En posant
w,=x 1y, w =x+ 1y,

on obtient du polyndéme %(w,) les relations suivantes pour x; et x,:
Xy + Xy = —20a=— 11,322193 243,
2|w) Pax, + 2w, |2, = 0,144 216 081,

et de ces relations les valeurs

&, = — 11,665 596 4 (

(02, 6) 4),

x
Xy = 0,3434032(L 3)
On obtient de ces valeurs celles de y,, ¥,:
4y = 2,000 000 (1),
Yy = 2,003 000 (t 4,3).
Done, d’aprés w = w; + «, les racines correspondantes de h(w) sont
w = — 6,004 5000 (* 4,5) + 7 2,003000 (1 4,3),

rr

w' = 6,004 5000(%t 4,5) + ¢-2,000000(F 1),

! Pour indiquer les limites d'indétermination d'un nombre, nous plagons 1'écart correspondant,
exprimé en unités de la derniére décimale indiqué explicitement, entre parenthéses apres le nom-
bre; p. ex.; 2,0170 (+ 0,3) désigne 2,0170 £ 0,3- 104 X
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et l'on a pour les racines correspondantes ¢, v de g, (v), en raison de (92, 4):
p p 1 )

v\ = — 4,012008 750 00 {+ 4,5) + 70,002 oooooo(i 1),

v = — 3,000999 7500 (T 4,5) + ¢ 0,002 003 000 (T 4,3).

Pour déduire enfin de ces valeurs les valeurs correspondantes «’, «'' de u, on
pourrait appliquer lartifice de Carvallo, en utilisant la formule suivante qui
résulte de (92, 3):

6
10
u = ———(v? + 8,012008 5 + 16,048 038 003 002 312 5);
12,009

144

or les modules de #', u” étant approximativement égaux i 2, on voit que le

, . I .
module de l'expression entre paranthéses est = 2 1074 Donc en conduisant le

caleul avec 4 chiffres significatifs — plus exactement avec 10™* comme erreur
relative — on n'obtiendra que la valeur o pour u et 1'artifice de Carvallo n’est
pas applicable. De l'autre c6té, si le calcul est conduit avec les valeurs com-
plétes (92, 7), on voit facilement qu'on n’obtient qu'au plus 7 chiffres significatifs
exacts pour w.

Dans ces circonstances il est préférable de conduire tout le calcul différem-
ment. Au moyen de la relation

v = — 4,006 004 25 + 10 % + 1073w,

"|? en n’utilisant que les valeurs de |w) |?, |w] |3,
17 |2

on calcule directement |o'[%, |v
2y, . De la on obtient |u'|®, |«”|* en extrayant une racine carrée, et les par-
ties réelles et imaginaires de «’, «” sont alors aisément obtenues en partant
de g (u).

En effet, posons

B = — 4,006 004 25 + 107 @ == — 4,000 343 153 309.
On a
|V 2= 10"¢|w,|* + 28 - 10 %2, + S

Donc, en tenant compte des valeurs (92, 6):

|v" |2 = 16,096 218 2200 (£ 21),

[ | = 16,000 002 000 0 (+ 22)
et
32—39616. Acta mathematica. 72. Imprimé le 3 mai 1940.
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[u" |2=]v" | = 4,012009 2500t 4,5),

e

Iu lv"|=4,oooooo 2500(i 3).
Or, posons

=8 i, u =&+ in,.
11 résulte de (92, 3)

§1: - 527

2|uPE 4 2l P& =2 (I — 4" ) & = 12,009 - 107°,

(20012009 * 15-10719)&, = 107%- 12,009,

1
E=—§ = > c1073 3,2 10714

Il en résulte maintenant

i == 4,012009 + 4,6 1071,

7, = 2,003 * 210710
et

=41+ 3,1-1071 g,=2 % 1071,

On obtient maintenant en raison de (92, 2) pour z; et z,:

2y = — 1,001 + 2,003¢, Z3=—1+ 24
les valeurs obtenues étant exactes 3 2 unités de la 10%™° décimale prés.

93. Comme deuxiéme exemple nous allons analyser un cas dans lequel,

probablement, le calcul des transformées de Graeffe a été poussé le plus loin,

jusqu’'a la treiziéme transformée. Il s’agit de 1'équation

Sfle) =¥ —2f—2—1=0,

rencontrée par M. E. J. Gumbel’ dans ses recherches sur la statistique des po-
pulations.

Pour démontrer que la seule racine positive de cette équation
£y = 1,096 1

est plus grande que les modules de toutes les autres racines® M. Gumbel calcule

! GUMBEL (1), pp. 250—262.
? 11 n'est pas inutile de remarquer que ce fait se démontre aisément sans aucun calcul. En
effet V'équation de M. GUuMBEL posséde d'aprés la regle de DESCARTES une seule racine positive R.
Or, si z est une autre racine de cette équation on a évidemment [2*] = |22] + |2+ 1, [2]** —
—|z]*—|z] —1=0. Donc on a en tout cas |z| = B. Mais le signe d'égalité n'est possible que
2
si T'on a %= IZZI > ¢'est & dire pour z positif.

o
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les 13 transformées de Graeffe de cette équation, en calculant les coefficients des
4 premiéres transformées exactement et en se bornant ensuite pour chaque coeffi-
cient 4 3 ehiffres significatifs.

Pour pouvoir controler directement les résultats du calcul de M. Gumbel,
nous avons calculé par une méthode particuliére les 13 racines de f(z) et en
déduit les valeurs des coefficients de la g-idme et de la 13-iéme transformées.

f(z) posséde, sauf la racine réelle z,, 12 racines complexes que nous avons
ordonnées dans l'ordre des modules décroissants.

Dans ce qui suit nous désignons par fy{z) et fi3(2) la g-iéme et la 13-iéme
transformées, calculées par M. Gumbel; par f3(2) et f7, (¢) la 9-iéme et la 13-iéme
transformées, calculées en partant des valeurs des racines.

Dans f} () nous avons conservé dans chaque coefficient 3 chiffres significa-
tifs, dans f7, () nous n’en avons retenu que 2.
Nous avons rassemblé les résultats dans les 2 tables snivantes.

Table I.

P e o (fe) 0(f1s)
2y o° oo’ 00",00 I,09612g90 I,0962 I,09611
235 8 300 o8’ 49”,98 I,0875214 I,0874 1,08747
2455 60° 14’ 22”,16 I,0593267 I,05939 1,05939
Zgy 7 900 oo’ OO”,oo i I,0000000 I,0000 I,0003
Zgrp 165° 00" 55,04 0,9941513 1 0,9942 0,99383
2105 11 135° 59" 02”24 | 0,9357966 | 0,9358 0,93578
2195 18 1 150 18’ 34”757 0,8911842 0,8912 0,89119

Dans la table I on trouve dans la premiére colonne les arguments des ra-
cines situées dans le demiplan supérieur, dans la 2¥™° colonne les modules des
racines avec 7 décimales, dans la 3'*=° les valeurs des modules des racines
déduits de f,(2), et dans la 4™ ceux déduits de fi;(z) avec 4 ou 5 décimales.

Dans la table I on trouve les valeurs des coefficients a, de 2!~ pour f%(2),
Sol2), £15(2), fis(e)!

En analysant la table II on voit que les erreurs relatives des coefficients
de fy(z) comportent au plus 13 %. Quant aux indices impairs — qui sont les

seuls utilisés pour le calcul des modules des racines — les erreurs correspon-

! Nous avons seulement changé la valeur de a, qui contient chez M. GUMBEL une faute
évidente d’impression. )
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Table II.
NA16) fo® Ts (@) Sis (@)
@, 2,635 10%° 2,6 10%° 3,5 10928 3,13 10°%°
@y 1,64 10%° 1,63 10%° 1,26 10%%% 1,28 10°%%°
g 5,3 10°7 4,06 10°7 3,5 10%% 1,34 10°%8
a, —3,15 107 —2,78 107° 1,6 10'%8 4,02 10128
a 2,23 10%® 2,25 10%8 4,3 10838 4,29 101838
aq 4,4 10% 4,7 10% 8,6 10133 9,6 10198
a; 2, 10% 2,14 10% L 4,3 10133 1,17 101836
ag —8,4 10* —7,3 108 I,15 101318 1,8 10t
aq 5,54 100 5,62 10% 7.9 L0 9,06 10121
Qo —1I,57 10%® —1,59 10°% —1I,0 10'%% — 1,24 10958
@y, 1,7: 10%! 1,71 10°! 5,4 10%17 5,3 10°1°
o 8,27 10%° 7,8 10% 1,3 10%° ‘ 7,9 10%%°
dantes sont un peu plus petites, 'erreur relative maximum comportant — pour
a; — 6,4 %, ce qui limite le nombre de décimales exactes des racines i 4.

Dans le cas de fi,(2) les valeurs a, a,, a, sont affectées d’erreurs relative-
ment grandes qui proviennent peut-étre d'erreurs de calcul.

C’est pourquoi les modules de 24, et zg,, déduits de fi;(z) sont moins préeis
que ceux déduits de f,(2).

Quant aux coefficients de fi,(z), ils sont encore affectés d’erreurs allant
jusqu'a 150 %, mais celles des coefficients d'ordre impair comportent au plus
25 %, ce qui limite la précision des valeurs des modules des racines correspon-
dantes a la si®me décimale.

Le diagramme de Newton de f,(z) est reproduit dans la fig. 2 ot les valeurs
des déviations sont inscrites & c6té des points correspondants du diagramme.

Les déviations aux indices pairs étant toutes = 42 > 18,6, on parvient done
déja avec fy(z) & une séparation de la racine réelle et des couples de racines
complexes, et le 21me et le 3'¥m¢ théordmes fondamentaux deviennent applicables.

La borne de l'erreur pour la racine réelle, déduite de (33, 9), est ici 5,5 %,
done pour la 512¥m° racine 0,01 %, ce qui est d’accord avec la table I.

En appliquant le troisiéme théoréme fondamental B, on aura pour d, chaque

fois dy = gﬁ < 0,03. Done, en décomposant f,(z) en produit d'un facteur linéare

et de 6 facteurs quadratiques, on aura les coefficients de ces facteurs exactes 2
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3 % prés. Dés lors on vérifie immédiatement que f;(z) posséde une racine réelle
et 5 couples de racines complexes, seulement pour la racine z; ; la question ne
peut pas étre résolue — il s'agit des racines correspondant a la double racine
z=1 de f%(z), puissance des racines * 7 de f(2).

En tout cas, les bornes des erreurs données par le 31™¢ théoréme fondamental
B sont pour les modules des racines z,, ..., 2,3 d'accord avec la table 1.

Toutefois, puisque plusieurs coefficients de f,(z) sont affectés d'une erreur
de 3 %, on améliore le résultat en décomposant f,(z) en 3 facteurs quadratiques,
un facteur cubique et un facteur biquadratique, situés respectivement »au dessus»
des segments

Co,2) (2,4 (8 10) (10,13), (4,8)

de l'axe de x dans le diagramme de Newton.

En effet, les erreurs relatives des coefficients de ces facteurs, déduites de
(62, 5), sont plus petites que 1075 c'est & dire négligeables vis a vis des erreurs
dont les coefficients de f,(z) sont déja affectés.

(Cest pourquoi les modules des racines 2,5, 210,11, 219 13, déduits de fi;(2), ne
présentent aucune amélioration vis-d-vis des valeurs déduites de f,(2).
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94. Comme dernier exemple nous allons traiter 1'équation
Jolx) =2 — 16 x* + 86,19 ® — 202,28 2* + 207,652 — 76,56 = 0.
En calculant les 4 premiéres transformées de f,(z) on a:
filer) =a®—83,62x* + 1371,056 123 — 7572411 42% + 12 145,409 ¢ — 5 861,433 6
folx) =a® — 4 250,192 22* + 637 675,562 — 25017 60627 + 58 740 587 2 —

— 34 356 404,

Solx)= 2% — 16788 783 2* + 1,0408833(* 2,5) - 10" 2® — 5,512 5778 (% 2,6)- 10" 2® +

+ 1,731 4266 (t 2)- 102 — 1,1803625(F 1,5)- 107,

Sulw) = 2% — 2,814 7506 - 10" 2* + 1,016 039 (£ 1,1)- 10**2 2% —

— 3,0321308(F 3,5)- 10®° 2 + 1,606 4700( t 8,4)- 10%°x —

— 1,3932556 (1 4)- 10
1

2 3 4 2

2,9-40°

63

Fig. 3.
On trouve le diagramme de Newton de f,(x) dans la fig. 3. Les inclinaisons
numériques correspondantes sont:
R, =082, R,=56, Ry;=1,6-10,
R,=6,8 10", Ry=28- 10",

Tous les sommets du diagramme correspondent aux indices prinecipaux et les

déviations correspondantes sont:
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D, =68, Dy=2,9-10% Dy=4,25, D,=4,1-10"

Done, d’aprés le troisiéme théoréme fondamental, f, (z) se décompose en produit
d'un facteur linéaire et de 2 facteurs quadratiques:

L (z)=x — 28147506 (* 2,5) 10",

Q,(x) =2 — 6,807136(+ 9)- 10"z + 1,077 2289 (+ 9)- 10",

Qs ('E)

fl

x* — 5,504 976 (+ 7) 2 + 4,504 971 (1 4),

ot les erreurs relatives de L(z), @, (x), @Q,(x) sont d’aprés (61,7) et (62, 5)

respectivement
2,4-1077; 6,9-1077; 3,45-107".

Il en résulte pour la racine de module maximum
, x1® = 2,814 7506 (L 2,5) - 10",

Les racines de @, (z), @,(x) sont respectivement
3 = 4,30467 (1 4,7) 107, 23’ = 2,50247 (£ 4,7) 107,
xi® = 4,594 98 (L 2,4), ' =1(% 2,4)- 1075,
Donc on obtient comme racines de f,(z):
=81 1078 wxy=3 1t 3:-107% xy=2,9+ 4 1076

x,=1,110,5:107% axy;=1+ 1,5-1078,

Le quotient des 2 racines de @,(z) étant 1,7, il aurait fallu aller jusqu’a la

huitiéme transformée de f,(z) pour »séparer»> toutes les racines & 103 prés.

95. Disons, pour finir, quelques mots sur un procédé pour améliorer les
résultats de la méthode de Graeffe, qui a été appliqué dans quelques exemples
numériques par C. Runge.!

Si «,,..., x, sont respectivement des valeurs approchées des % racines
Zy, . .., Tn du polyndéme
n
95, 1) flel=+ =] e—m),
v=1

! RUNGE (1), pp. 141, 148; RUNGE u. Konia (1), pp. 173—176.
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il en résulte

: S (')
Ty — oy = T“““ﬁ

Il .~
Done, en remplacant les racines inconnues x,, .. ., #n par leurs valeurs approchées
Zyy ..., Tn, ON Obtient comme une valeur approchée de z, — x, I'expression

r
NACH

(957 2) n ?

’ 4

2
o

qui est assez facile i calculer.
Dans quelles circonstances ce procédé sera-t-il avantageux?
Le procédé de Runge consiste évidemment & remplacer la premiére approxima-

tion x| par

(95, 3) gl =, —

comme seconde approximation de x,. Or cette formule se déduit évidemment

de la formule de Newton #; = x, —‘ff,((xa;l)—) en remplacant f’(z,) par sa valeur
approchée f[ (), — 23).
v=2
On a done
(95, 4) @) —x, = (1 + &) (# — &)
ot ¢ est défini par
(95, 5) (1 + ][ (& — ) =7 (),

Pour déterminer la valeur de & on peut utiliser les identités suivantes:

I
>
— Xy

" ] " ’ 7 < x{V Xy
(93, 7) lg ] (& — ) —1g 1;[2(961—9@):2 1g{1+x,l__$;}.

0.6 lef(e —1gI[ s - ) =lg {14 (@ —2) 3 o
v=g !
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Il en résulte évidemment pour & la relation

n
' Ty
(95) 8) lg (I +8):1g {I " (xlﬂxl>§2x “3?1‘ 2_[)10‘{ ‘—xv}‘
Or, posons
0, = &y — Xy, r=1,2...,n,

et supposons que les carrés des J, sont négligables vis-a-vis des d,. Alors on
obtient évidemment

8, + 4,
(95, 9) “Z

xl—xy

Mais on sait que la différence &, — «, a LUordre de d;. Donc l'erreur commise
en remplacant #, par x, sera négligeable si ¢ est sensiblement de l'ordre de d,.
Or, l'expression de ¢ contient a c6té de J, tous les autres d, et en plus les dif-
férences x; — x, aux dénominateurs, qui pourraient étre bien petites.

Donc on voit que I'emploi du procédé de Runge ne présente des avantages
que si

1. tous les d, sont sensiblement du méme ordre de grandeur;

2. si les différences z, — 2, des racines ne sont pas trop petites.

En tous cas ce procédé mne parait pas avantageux si 'on veut améliorer
considérablement 'approximation.

33-39615. Adcta mathematica. 72. Imprimé le 4 mai 1940.



