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Introduction.  

Dans un m6moire sur les fonctions de Legendre 1, j 'ai reH6 les fonctions de 

Legendre de premiere esp~ce et leurs d6riv6es au d6veloppement cl'une puissance 

du rapport de deux trin6mes en t suivant les puissances enti~res du rappor~ 

anharmonique de t avec trois des quatre z6ros de ces trin6mes. D'une mani~re 

precise, ~tant donn6s deux trin6mes 

P( t ) - -a  t ~ + 2 b  t + c ,  

Q ( t ) = a '  t 2 + 2 b' t +  e', 

tels que trois invariants essentiels pour le groupe homographique normal soient 

2 P2 P P b --ac-----b - - a  c = I ,  

a e' + e a ' - - 2  b b~-~- -2  g, 

et dont les z6ros sont d6sign6s par 

- - b +  I - - b - - I  - - b ' + I  - - b ' - - I  
* l =  ' * 2 =  , a~--~-- a '  , a 2 =  a '  ' .a a 

on consid6rait, dans l'6tude cit6e, le d6veloppement en s6rie de Laurent 

t ~Sur les fonctions de Legendre de premiere esp~ce et certaines fonctions associ~es,, Journ. 

de Math., tome VI (1927) , p. I65--227. 
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(x) 

off m est un hombre quelconque. 

Ce d~veloppement est valable dans la couronne 1 l imi~e par les deux eercles 

conjugu~s par rapport ~. ~ et ~2, et qui passent respectivement par les points 

o~ et a~. I1 suppose ~(z)>o .  

Or l'id~e directrice de cette ~tude introduisait des ~l~ments arbitraires que 

l'on avait choisis de fa~on que le d~veloppement ( I ) fourn l t  les fonctions de 

Legendre de premiere esp~ce et leurs d~riv~es. II restait ~ examiner quelles sont 

les fonetions auxquelles ce proc~d~ donne naissance lorsque les ~l~men~s arbitraires 

dont se compose le d~veloppement (I) sont choisis diff6remment, c'est-~-dire lors- 

qu'on change l'ordre des quatre ~l~ments qui composent le rapport anharmonique, 

ou lorsqu'on change l'ensemble des trois z~ros qui y entrent, ou enfin lorsque 

z prend une position arbitraire dans son plan. 

Nous allons voir que, dans ces conditions g~n~rales, on ne recon~re que deux 

esp~ees vraiment distinctes de fonctions, les J~(z) d~j~. ~tudi~es dans le m~molre 

cit~, e t  une nouvelle esp~ce de fonctions, que je d~signe par J~(z), qui se ratta- 

chent d'une mani~re bien remarquable aux fonctions de Legendre des deux esp~ces. 

Le chapltre I de ce travail est consacr~ ~ la discussion des diff~rentes 

esp~ces de fonctions que l'on peut mettre en ~videnee par ce proc~d~ de d~ve- 

loppement, et ~ l'~tude des nouvelles fonctions J~(z) ainsi in~roduites. On ren- 

contre, en particulier, des propri~t~s de ces fonctions les rapprochant des fonc- 

tions J~ (z). 

J'~tablis, dans le chapitre II ,  les expressions des J~(z) en fonction lin~aire 

des J~(z) et des ~ ( z ) ,  ces derni~res fonctions ~tant associ~es aux fonc~ions de 

Legendre de deuxi~me esp~ce de la m~me mani~re que les J~(~)le sont auz 

fonetions de Legendre de premiere esp~ee. On retrouve, ~ titre d'application, 

l'expression elassique de P~(z) ~. l'aide des deux fonetions Q~(z) et ~_~_~(z). 

Le troisi~me chapitre s'occupe de quelques relations de r~currence entre les 

J~(z), ainsi que d'une formule d'addition de ces fonetions. 

EnRn j'introduis, dans le dernier chapitre, la fonction K~(z) qui v~rifie 

i Si les deux cercles qui composen t  sa fronti&re sont  ext~rieurs  l ' un  ~ l 'autre,  cette c o u -  

r o n n e  devient na ture l lement  le domaine  ext~rieur  ~ ces deux c e r c l e s .  
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~ n  la m6me dquation hypergdom&rique que J~,(z), et que l'on obtient en modifiant 
simplemeut le contour de l'intdgrale de fonction de variable complexe par la- 

quelle on peut ddfinir celle-ci. En utiHsant la relation lindaire dtablie au 

chapitre II ,  et qui s'dtend d'elle-m6me aux fonctions Kn(z), je termine ce chapitre 

par le ddveloppement en sdrie de Newton d'une certaine famille de fonctions, et 
�9 

en particulier de la fonction r ( x  + 2 a) 

C H A P I T R E  I. 

Les fonctions J~,(z). 

i. Dans la discussion des diffdrentes sortes de coefficients que fournit le 

ddveloppement 

= 

lorsqu'on prend pour ~ l'un quelconque des rapports anharmoniques que fournit 

t avec trois des quatre zdros des deux trinbmes, on pent tout  de suite supposer 

que t est le premier des quatre termes du rapport, g r ~ e  s la remarque que la 

permutation des deux premiers termes entre eux, ou des deux derniers termes 

entre eux, change simplement ~ en ~, tandis que la pemuta t ion  du premier 

couple de termes avec l 'autre ne change pas ~. 

Remarquons dgalement que la permutation de al et a.~ respectivement avec 

�9 1 et ~ dquivaut s permuter les rbles des devx trinbmes, donc ~ changer m 

en --m. 

La substitmtion du zdro dtranger ~. E ~ l 'autre z~ro du m6me trin6me, donc 

contenu dans ~, ne change pas non plus essentiellement les coefficients du d6ve- 

loppement (I). Par  exemple, si ~(z)>o ,  la substitution du rapport anharmonique 

(t, a~, 41, ~2) a -~ (t, a,~, ~,  ~2) remplace le coefficient J~(z) par J~-~(z). On a en effet 

(2 )  
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de sor~e que les coefficient~ rela~fs ~ R (t, a~, ~l, z2) sont 

). [ ~ -  i ~"j~(~); 

par suite, en vertu de l'identit~ I 

~ z + i /  ~ "  " '  

on a bien ici 

Ainsi nous n'avons plus qu'~ ~t~ud/er l'influence de la situation de z dans 

son plan, eg l'ef~et de la permutation des deux ~ermes moyens du ruppor~ an- 

harmonique ~. 

Toug d'abord, reprenons le rappor~ anh~mouique ~ R  (t, ~,  ~:, ~.,) du m~moire 

cit~, m~ds en supposang. ~(z)<o .  Dans le plan de la variable ~, les qua~re poin~ 

critiques ~lg~briques ( s i m  n'est pas entier) du premier membre de (I), qu/ son~ 

R (~" ~,, ~,, n ) =  ~ - ~  

son~ tels que l'on ai~ 

2"--I I O< I < [ ~-~--~ <oo. 

La couronne circulaire dans laxlueIIe le d~veloppemen~ (I)es~ ici possible es~ 

donc I~ couronne d~finie dans le plan de ~ par 

Les coefficien~s corresponda.nts L~(z) son~ alors tels que l'on air 

Q(~) 

ou encore 

Cf. loc. cit., p. I8 3. 
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et ce d~veloppemen~ es~ valable dans le domaine d'un seul tenant  du plan de t 

que bornent les deux cercles conjugu~s par rappor~ s z~ e~ % qui passen~ 

respectdvement par a~ e t a , .  Or le changement de siffne de Q(t) revient s per- 

muter les rSIes des detu: z~ros a~, %, et ~, changer z en ~ z ;  ~(- -z)  ~tant positif, 

on a donc dans le domaine en question 

- - ~ !  = ~, ~ , ( - )R( t , . , , ~ , ,~ . . ) " .  

L'identification des deux d~veloppements donne donc 

ou, ~ . c e  ~, (3), 

(4 )  

/Z ~-I\ ~ n" " i)- ) s :(- , ) ,  

L~(~) = (-- ~ )m j : ( _ , ) .  

Bien entendu, le facteur (--i)m a la signification e (2h+l~=im, h grant un nombre 

entier arbitraire, dont la valeur d~pend du chemin suivi pour aller de z s --z. 

En r6sum~, il importe uniquement de distinguer deux cas, suivant que les 

deux derniers termes de ~ sont les deux z6ros d'un m~me trinSme ou appartien- 

nent  s~par~raent aux deux trinSmes. Le premier cas conduit aux fonc~ions 

J~'(~5 qui on~ ~t6 ~tudiges dans le m~moire cit~, et qui se rattachent gtroitement 

aux fonctions de Legendre de.premiere esp~ce. Le present travail est eonsacr6 

�9 ~ l'~tude des fonctions J~(~) auxquelles conduit le deuxi~me cas, et qui sont 

d~fiuies par le d6veloppement 

(s) " \~(t)/ ~ "]~'(~) ~ (t, ~,, ~,, ~:;)". 

2. Pla~0ns nous dans le plan de la variable 

~ R  (t, n ,  ~,  ~). 

Les homologues des zdros de Q(t) et .P(t) sont les points 

2 (a,, ~,, ~., ~ ) =  ~ - R  (a,, ~, ~,, ~ ) = - - ,  
- z §  

(~,, ~, ~, n ) = o ,  

27--30534.  AcSa maehvmat~ca. 56. Imprim4 le 12 septembre 1930. 
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Le d6veloppement (5), qui prend dans ce plan la forme de Laurent, n'est donc 

possible quel que soit m que s'il existe une couronne circulah.e de centre ~ = o  

s~parant Fun de l 'autre les deux z6ros de chaque trin6me; ceci exige que l'on air 

x < , c'es~-~-dire 

Nous supposerons donc que z est intdrieur au cercle de centre z = - - !  et de 

rayon 2; le domaine de validit~ de (5) est alors la couronne circulaire d6finie par 

2 
(6) I 

et il lui correspond dans le plan de la variable t le domaine d'un seul tenant 

limit6 par les deux cercles conjugu6s par rapport  aux points % et ~ qui passent 

respeetivement par les deux autres z~ros a~ et ~1- 

3. kvant  d'aborder l'6tude des coefficients J~(z) ainsi ddfinis, apportons 

quelques prdcisions ~. la d6finition des fonctions J~(z); cela nous guidera clans le 

choix d'une d6finition pr6cise des J~(z), et nous sera d'aiUeurs n6cessaire pour 

pouvoir comparer avec rigueur les deux esp&ces de fonctions. 

On salt qu'on est conduit ~ la reprdsentation de J,~(z) par l ' i n t 6 ~ l e  de 

SchF.ifli en choisissant pour P(t) et Q(t) les formes 

de sorte que 

et 

P(t )~2  t--2 g, 
Q ( t ) ~ t  2 -  I ,  

t - - Z  
R (t, 

- - I  

l'int6grMe en question est alors 
( 1 + , ~ + )  . _ 

(--I--z)" ( (t*--I)~dt 
n Z  7 

+ ~  

,@ 
-1 

Fig. [ .  
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le contour d'int6g'ration 6gant cons~itu6 par deux lacets successifs dont l 'ori~ne 

commune est ~. l'infini du demi-axe r6el positif, qui song parcourus, respectivemeng 

autour de z et de I, clans le sens direct. On pr6cisera la valeur de l ' i n t 6 ~ l e  

en prenant, ~ l'origine du contour, 

(8) arg (t-- I ) = a r g  ( t+ I ) = a r g  (t--z)---~o, 

et l 'on sait qu'elle repr6sente alors une fonction uniforme darts le plan coup6 

par la demi-droite ( - - o o -  I). 

Nous aurons 6galement besoin de consid6rer ies fonc~ions K~(z)d6firdes par 

l'int6g~-ale voisine de (7) 

(9) "(z)-- 2)~+~ i sin ~----~ J ( ~ ~ '  
K" e('--~)~(--I--Z_)" f (t'--,)"* dt  

dont le contour d'int6gration comporte deux lacets ayan~ la m6me origine que 

ceux de (7), parcourus successivemeng, le premier autour de I dans le sens r6~ro- 

grade, le deuxi~me autour de - - I  dans le sens direct. L'uniformit6 est r6a, lis6e 

ici dans le plan de z coup6 par la portion ( - - I ,  + ~o) de l'axe r6el. Les condi- 

Lions initiales sont encore exprim6es p a r  (8). 

Fig. 2. 

Remarquons que rexpression au second membre de (9) n'a un sens que lorsque 

m n'est  pas entier. Eu fair, en ver~u du p~incipe de continuitd, elle conserve un 

sens pour m entier non ndgatif. On exclut donc seulement, dans eette ddfinifion, 

les valeurs enti~res n6gatives de m. 

I1 r~sulte imm~diatdmen~ de cetf~ d~finiWon que K~(z) es~ une inf~grale de 

r6quation diff6rentielle lin6aire 

0o) d'~ (~+ d~ (~-~)~-~,-~ .)~+m{m+,}y=o 

sa~isfaite par J,~(z); en outre, de la m~me fagon que (7) entra~ne l'identitd 1 

1 Cf. loc. cit., p. I8 3. 
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(ix) j~,(~)=, , ( -  i -z)-  d- ~.(~) 
kin-I- i ) (m+ 9-)...(m+n) dz  ~ 

n-~>O, 

oa jo(~)=~o (~) 

de (9) que 

ddsigne la fonction de Legendre de premiere esp~ce, on dgdui~ 

K~(z)=, . (-- x--z)" d" Q~(z) 
( m t I ) ( m + 2 ) . . . ( m + n )  dz" " n ~ o ,  

o6 K~ d~si,o-ne la fonction de Legendre de deuxi~me esp~ce. On voit 

de la m~me fagon , par analogie avec (3), que l 'on a 

- - n  ~ ' - - I  n 

Effec~uons, par exemple au sujet de (x3), le raisonnememen~ g~ngral auquel il 
est~ fai~ allusion. (3) exprime en effe~ que 

(14) 

{1 --1-, z-I-) 

f ( t ' - m  . .  (tSZ~i,;,,Z ~ ttz'-- :)"--(t--z) "~1 d t ~  o; 

or la condition n~cessaire et suffisante pour  qu'ait  lieu une identit~ de la forme 

( l+ , z + )  

f ( t ' --  I)mqo(t) dt---~o m quelconque 

o5 ~(t) es~ un polynbme en t de degr~ p-->2 es~ qu'il exis~e un polynbme ~p(t) de 

degr~ T--2  tel qu'on air identiquement 

( t ' -  ~)"~{t)= d (t'-- :)'~§ ~,(t) 
( t - - z )  ~+.+~ d t  ( t - - z )  "+~ 

L'intdgrale au premier membre de (:4) est donc nulle aussi bien le long du con- 

tour relatif ~. K~(z) que le long de celui de J~(z), ce qui ddmontre (I3). 

Les fonc~ions J~(z) e t  K~(z) sont tr~s voisines des fonctions /~(z) et Q,~(z) 

de Ferret, et s 'expriment d'ailleurs aussi simplement qu'elles ~ l'aide des ddrivdes 

des fonctions de Legendre Pro(z) et Q~(z). I1 nous suffira donc de leur rattacher 

les nouveUes fonc~ions J~(z) pour d~montrer qu'avec celles-ci nous n'avons pas 

affaire ~ des fonctions essentieUement nouveUes. 
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4. En ce qui concerne J~(z), le choix que nous avons fair au paragzaphe 

pr~cddent des polyn6mes P(t) et Q(t) donne 

R (t, ~ ,  a.~, ~.~)=t + I 
Z-~- I; 

nous pouvons donc representer les coefficients de (5) par 

(--1+,z+) 
-n (Zq- I )"  f ( t - -  I)m(t"b I) m . . . .  l 

(I5) J'(z)=z"+',viJ (t--z)" dr, 

l'in~ggrale ~tant uniforme dans le plan de la variable z coup~ par  la portion 

z - - I  de l 'axe r~el, et prenant  une valeur pr~cis~e par les conditions ini~iales 

arg (t-- I ) = a r g  ( t+  I ) = a r g  (t--z)-----re. 

i j ~ ~ .  
z r ,  

Fig. 3. 

On peut d'ailleurs remplacer ce contour  par un  contour tournan t  directement 

autour  des deux mgmes point~ - - I  et z, mais don~ l ' o r i~ne  et l 'extrgmitd son~ 

l 'infini positif de l 'axe r6el et au dessus; la valeur de cette int~grale coincide 

alors avec (15) si l 'on choisit les conditions initiales 

arg (t--  I)-~- arg ( t+  I ) = a r g  (t--z)----o. 

Un tel contour est trac~ en pointilld sur la figure 3. On voit imm6diatemen~ 

que z----I e~ z =  ~ sont les seuls points singuliers de J~(z). z--~----I est un  point 

r6gulier quel que soit le nombre entier n. Pour  n > o, z-~--- I est un  z4ro d'ordre n, 

au voisinage duquel 

(I6) 

Pour  n ~ o ,  on a 

(I7) 

~ 

n > o .  

n<o.  
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Les fonctions J~(z) ne vdrifient pas une relation de la forme (3), mais on peut 

4tablir ~. leur sujet une relation assez analo~ue. Si l'on permute les deux poly- 

nSmes P(t) eL Q(t), la valeur de z n'est pas modifide, et le ddveloppement (5) 

devient 
- 

Q(t)] ~ ~(z) ~ (t, a,, ~,, a~)"; 

le domaine de validitd n'est pas modifid. Or ceci s'dcrit encore 

.P(t)/ = y '  '~;~(~) .n (~,, , , .  ,~,, ,,,,),,.n (t, ~,  ~,  n)-", 

eL sa comparaison avec (5) montre, grace ~. 

;~ (n, ~ ,  ~ ,  ~ ) - - R ( o .  ~,, ~ ,  ~ , )= 2 
z + i  

que, s un puissance enti~re de e 2~ pros, on a 

I)'ailleurs (16) et (i7) montrent que, d'une manibre prdcise, 

En partlculier, nous poserons 

On voit alors que 

(xg) D, , , . (~ )=~  ~ "~ ~- , , , (~) .  

D'une mani~re g~ndrale, (I8) nous permettra de borner au besoin notre attention 

aux fonctions J~(z) d'inclice n~ ~ o .  

5. On peut reprdsenter J~(z) par une intdgrale trigonomd~rique assez remar- 

quable. Pour que la couronne o~ le ddveloppement (5) es~ valabLe contienne le 

cerele trigonom4trique, prenons a~ -o ,  z_~ oo, il vient alors 
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et, en particulier, 

On peut done cboisir 

~ (~,,~,, ~ ,  n ) = ~  = 2 
~t z +  I 

g - t - I  

215 

le radical ddsignant l 'une quelconque des deux ddterminations possibles , la m6me 

pour  les deux z6ros; dans ces conditions, on a a t , l~--I,  avec ]z 11<I .  Nous 

allons supposer en outre que z est rdel, compris entre - - I e t  + i, ce qui suffit 

pour ddfinlr la fonction analyt ique J~(z). Dans ces conditions, z~ et  at peuvent 

6~re deux points du demi-axe rdel positif, conjuguds par  rapport  au cercle tri- 

gonomdtTique, et l 'on a 

P ( t ) ~ 2 t - - 2 . .  

Q(t)--~-2 ~r, t ' - -  2 t. 

On ddduit  alors de (5) que 

-,, .? f [*,t--~]'t._._,dt ' 
{c) 

l ' intdgrale dtant  dtendue au cercle t r igonomdtrique (c) parcouru dans le sens 

direct. Or, le long de ce cercle, 

t ~ ' F  1 

done 

d 'autre  part,  l 'angle 
i . t t - -  I I . 

Z l ~ I. ~-- if! 
arg ~ ~ = a r g  

K--T 1 t - - ~ "  1 

ddcrolt de 2 ~ ~ o lorsque l ' a rgument  ~ de t crolt ,de ~ v  ~ ~. Pa r  cons6quent, 

t--Tl 
si l 'on ddsigne par 0 l ' a rgument  de ~ qui crolt  d.e - - ~  ~ + ~  dans les m~mes 

conditions, on a 
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0 

P e 

Fig. 4- 

dm(z).----~--~ ~ ~  In f #t(m---~}~--m~ d9. 
- - f f  

En remarquant  que 9 et 0 changent  simultmn6ment de signe, ceei s'6crit encore 

n Y$ 

-., e""' z + i  c o s [ ( . ~ _ n ) 9 _ , , ~ O ] d  9 - - i < ~ < i ,  (20) j.(z)= = f 
0 

o~l le radical d6signe la racine positive. En  particulier, la valeur z6ro de n donne 

7r 
__ em:gt /" 

(2I)  .Pm(,g) = T  J COS m ( ( jo-  O) d(jo. 

o 

Pour  n=m<--o, l ' int6grale (15) fourni~ ais6ment 

~(~) = ~ . -< o; 

par suite, pour n = m > o ,  on a, en ver~u de (18), 

en portan~ ces vaieurs dans (20), on obt ient  la formule 

7g 

~ f oos. o.,,-- (- ] /~)'"'  
0 
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D'ailleurs, en posant 8 ' = ~ - - 0 = a r g  t -ax ,  ceci s'6crit encore 

,- f oo. o, O B  Inl 

0 

et cette formule est 6quivalente s la formule de Schwarz 

0 

qui fournit la valeur d'une fonction holomorphe en un point B int6rieur cl'un 

cercle; en effet 8' est l'angle polaire du point P o5 C,M coupe le cercle; c'est 

6galement, au signe pros, l'angle polaire du point O o5 B M  coupe ce cercle. 

6. De m6me que J~(z), la fonction J~(z) est d6veloppable en une s&ie 

d'une fonction homographique de z d6pendant d'un param~tre arbitraire, les 

coefficients de cette s6rie 6rant des polyn6mes hyperg6om6triques en ce param~tre. 

La m6thode suivie t pour d~,(z) s'applique ici avec seulement quelques modifications 

des d6tails. 

Reprenons la repr6sentation g6n6rale de Jm(z), d6duite du d6veloppement (5) 

de d6finition, par l'int~grale 

R (t, 
(e) 

o5 (c) est un contour simple, situ6 dans le domaine de validit6 de (5), parcouru 

dans le sens direct par rapport ~ a~ et dans le sens r~trogTade par rapport ~ ~2. 

Bien entendu, ce contour peut ~tre d~form6 ensuite de mani~re continue pourvu 

qu'il ne rencontre aucun des quatre points critiques. En outre on pourra au 

besoin pr6ciser les puissances m e contenues dans le r6sultat afin d'identifier 

l'expression trouv6e avec la fonction (I5): 

En inerrant ces points critiques en 6vidence, (22) s'6crit 

(23) 

I d6signant l ' in~grale 

- / d \ m  l,~. __ O" \ n  0"~ - - $ ~  

Cf. loc .e i t . ,  p. x 8 5 - - x 8 9 .  

28--30534. ~ e ~  ~ t h e r ~ t ~ .  56. Imprim6 le 12 eeptembre 19~0. 
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Supposons que ~ 

ment de la forme 

Ren~ Lagrange. 

I=  f (t--o,)" (t--~) "~--'-~ (t--z~)~ (t-- ~)--'+"--' d t. 
i J  

(e} 

soit le sen1 point critique qui varie avec z; il es~ n~cessaire- 

az+~ 
a~- - - - -7~ ,  

a, ~, y, ~ ~tant quatre cons tan t s  tselles que a ~ - - ~ y = i .  

l'identification des deux membres de 

z--FI  

Dans ces conditions, 

fourni~, pour les trois autres z~ros des deux trinSmes, les expressions 

On en ddduit imm~diatement, compte tenu de a ~ - - ~ 7 = i ,  que 

2 2 

2 I 
~=~71- -0~ -~ -  ~ ,  

ou encore, en posant &~----7Zo, 

Q 2 
a=7"  (i--Zo), 

a'=2r (z--zol. 

On tire encore de 1~ 

s I g-~-I  

~ - - ~ = i 7 -  O) (T z + ,~) =7~ ( I + Zo) Z--Zo' 
z - - I  I z - - I  

o ~ - ~ , =  (y + ~) (r z + ~) = r ~ (I -Zo)  Z-Zo' 

ce qui perme~ d'6crire (23) 

�9 z .Zo" " " " "  " - -  \ I + Z o l  ~ Z - - Z o l  \ I - - Z o l  2 ~ i r  ~ ( I - z o )  
o 
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Supposons maintenant que l'on puisse choisir le contour (c) de faqon que t 

vdrifie sur ce contour rindgalitd 

I t -+ ,  I > I,,.,-~, I; 

pour cela, il faut et il suffit que cette indgalit6 soit satisfaite par les points a, 

et z.~, autrement dit, que 1'on air la double indgalit6 

c'est-~-dire 

(25) 

I - ; - + ,  I > I,,..-+, I, I o , -+ ,  I > I,,..-~, I, 

Iz+ L! < 2 
z - - z  o I I - -Z  ol et I .  

Dans ces conditions, on peut remplacer dans l'expression de l'intdg-rale I 

(t--~r~)'-"-' = ( t - -z ,  + . , -  a.)"--"-' 

par son ddveloppement suivaaat les puissances entibres croissantes de zl--a,, ce 
qui donne 

(26) I---- k=O r/'l--~: I V" (I 1.4_ ZO) 2' + I  \k / "  "m ; - : - : , )  / i t - , , , )  ( t -  ~,)-,,-',-, ( t_~)- , .+ , , - i  ,zt; .] 
(c) 

et maintenant on peut rdduire (c) s un contour infinitdsimal entourant le seul 

point singulier v 1. Enfin, en remplagant t par la nouvelle variable u ddfinie par 

il vient 

'U, 

t--*x=7~ ( I + zo) ' 

I + U  

t - - a ~ = )  '2 (' + Zo) ' 

2( 
t-~: 7~(,_z:) 

I --ZOu ~ 
I+ 2 /' 

et (26) s'dcrit 

(__~.O.)m---'n+l" (,,__ __i)(g.3Li 1, f(I 
k=O 

(,'3 

I --.2' ~--m+n--I 

~t.+k+ 1 du, 

oh (F) est nn contour infinitdsimal parcouru dans le sens direct autour de u=.o, 
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Oette derni~re in~6gTale ne diff~re done de z6ro que pour les valeurs de 

rendang n+  k ~ o ,  c'est-~.-dire pour les valeurs de k sup~rieures ou 6gales au plus 

grand des deux nombres --n, o. Pour  ces valeurs, le quotieng de cet~e int6grale 

par 2 rr i est 6gal h. 

"~+~l--m+ n - - I )  

Le coefficient ~eneral de cede derni~re somme peut s'6crire 

(-o+.-,)( o ) 
h n + k - - h  

_____ (m)(m--n-}-i)(m--n--l-2)...(~--gl-{-h)(--n--]g)(--n--]r i)..-(--n--]~+h--i) 
n + k  = h ! ( m - - n - - k + I ) ( m - - n - - k + 2 ) . . . ( m - - n - - k + h )  ' 

eg l'on voig ainsi que eerie somme esg la valeur du polyn6me 

D'ailleurs si l'on remarque que l'on peut consid6rer 

n +  ~ ---- r ( n  +/~+ ~) r ( m - - n - / ~ +  ~) 

comme ayant la valeur z6ro pour les valeurs n6ga~ives du n0mbre en~ier n + ~ ,  

on voit que l'on peug subsfituer (27') dans Fexpression de l'int6grale Z en dormant 

k routes les valeurs enti~res positives ou nulle, sans se pr6occuper du signe de 

n .  (24) devient ainsi 

(,-s) ?~(~)=~ +~o~-~  (~-~o~ '~ 
2 z - - z  o ~I +Zo] X 

+ z, - - n - - ~ , m - - n - - k +  z,----~-j \Z--Zo/  

e~ ce d6veloppement esg valable dans le domaine d6fini par (25). 

On peut donner ~ ce d6veloppement une forme 16g~remeng diff6rente; en 

trausformant les polynbmes hyperg6om6trriques au second membre ~ l'aide de 

l'identit6 classique 

(29): ~'(~, b, r ~)=(z - ~ ) ~  ~'(e-a,  C-b, c~ ~), 



8ur certaines fouctions associ~es aux fonctions de Legendre. 

(28) s'~crit en ei~et ~ 

221 

(30) 
\ 2 / Z - - Z o \ ~ + z o /  

( : ) (  )( X ~ J o  m - -  - - ~  ~ F m +  
�9 = ~ + k  

Le domaine de validit~ de ce d~veloppement se pr~sente sous une forme 

qui d~pend du choix du param~tre go- C'est ainsi que si ~o est int~rieur au 

cercle de centre I et de rayon 2, c'est-~-dire si Yon a ] I - - Z o ] <  2, la double 

in~galit~ (25) se r~duit 

et exprime que le domaine de convergence de (28) et (30) est le demi-plan, limit~ 

par la m~dia~rice de - - i  et zo, qui contient - - I .  Par  contre, lorsque g0 est 

ext~rieur au cercle en question, (25) se r~duit 

] z_+i ] <  2 
I ' 

qui exprime que le domaine de convergence est l'int~rieur du cercle qui passe 

par le point I e t  qui est conjugu~ par rappor~ aux points - - I  et go. - - I  est la 
seule valour qui soit inadmissible pour go- Tout ceci confirme avec ~vidence que 

les seuls points critiques de J~(z) sont e ~ I  et z ~ o o ,  ainsi clue la nature du 

point r~gulier z------ I. 

7- Le d~veloppement que nous venous d'obtenlr prend des formes parti- 

euli~rement simpies pour Zo~-~ I e t  Zo--~ ~o. 

Dans le premier cas les polynbmes hyperg~om~triques auxiliaires se r~duisent 

l'unit~, et (28) eL (3o) deviennent 

(30  
z - - I  = |  m ( z +  Itn+k 

Ceci s'exprime ~ l'aide d'une fonction hyperg~om~Tique, en remarquant que 

I1 est iu~ressant de remarquer que les polynSmes hyperg6om~triques qui s'introduJsent 
dans ces deux d~veloppements sont les m~mes que dans los d6veloppements analogues de la fonction 

J~(z). Cf. loc. cir., p. I87. 
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r (m- . ) r (m+ ~) r(m+ i) 
X 

~! r C ~ - . - ~ )  r ( .  + ~ + ~) r ( ~ - . - ~  + ~) - r ( .  + I) F ( m - - n  ~- I) 

x ( - ~ + " +  0 ( - , ,  + n+ 21 . . . ( -~+ , ,+  ~ ) ( - ~ + , ) ( - , n §  , +  f t . - - ( -m+~ + ~-~).  
I ~! ( -+  O(n+ 2)..-(,, + ~) 

oon,on r oro  .r '-o ~ se on  C) .  

de n, et (3 o) prend alors la forme remarquable 

(3 2) q,--~-) b-G) ~ q,-~+"'--re+n+ , , .+  , ; ._  , .  

Bien entendu, le second membre se pr~sente sous forme ind6~ermin~e pour n 

entier n ~ t i f ,  par su/te de la pr6sence de ~ermes infinis dans la fonction hyper- 

g~om6trique, mais cette ind6termination, qui n'est qu'apparen~e, disparait d~s 

qu'on d~veloppe le produit de ( : )  par cet~e fonc~ion hyperg~om~rique. 

Enfin, gff~ce ~ la transformation (29) , (32) s'6crit encore 

(33) ~{~)=(:)  v - '~ - - / - ' - '~ ' ' :~ ,T ,  ~---~-, ~, o + ,,~+,;'+'/.,_ ,, 

Le d6veloppement est valable dans le demi-plan ~ (z)<o, mais la repr6senta&ion 

~. l'aide de la fonction hyperg6om~rique au second membre vaut dans tout le 

plan de z coup6 par la demi-droite z :> I.. Si l'on veut que la fdnction J~(z)ainsi 

repr6sent6e coincide avec celle dont nous avons precis6 le choix au paragraphe 4, 

il faut que dans (32) l 'argument de z - - I  prenne la d6termina~on comprise entre 

o et 21r, et, clans (33), la d6termination comprise entre o e t  --2 re. 

Lorsque z o tend vers l'infini, la partie principale du polynSme hyperg6o- 

m~trique au second membre de (30) est 

(~ .-,--~--~-T} (-m--~-~-~+--~)... (~- , )~ , - -~- - I  ' 

de sorte qu'fl vient, ~ la limite, 



Sur certaines fonctions associ6es aux fonctions de Legendre. 223 

/ Z 2 j z l = e ( . ~ + . + ~ ) , . ,  z - 1 X 
2 

k m - - ' r ~ - -  

Ii suffi~ alors de 

derni~re somme s'6crit 

remarquer que - -  dans cease 

(:) (m+ l)(-m+2)..:(m+]~)(--m+n+ I) ( - - m +  n +  2)-.-(--m + n + k )  
�9 k !  ( n +  ~ ) ( ~ +  2 ) - . . ( n +  ~ )  ' 

pour conclure ~. l'expresslon 

T \ ~ - 2 - - - /  ~ + I , - - m + n + I , n + I ;  2 ] '  

le second membre repr6sente la fonc~ion ~=(z) du paragraphe 4 dans le plan 

coup6 de la variable z. La transformation (29) perme~ d'ailleurs de remplacer 

(34) par la repr6sentation plus simple 

(35) j : ( z ) =  eCm_.)~,(: ) l z+ I \"~,1 

I1 r6sul~e imm6diatement de cette formule que, lorsque m es~ un nombre 

entier positif, J~(z) es~ un polyn6me de degr6 m pour n < m ,  e~ se r6duit ~, z6ro 

pour n > m ;  lorsque m es~ entier e~ n6g~fif, d=(z)es t  un polynome de degr6 

n - -m si n > m ,  et disparait enfin pour n < m .  On peut d'ailleurs v6rifier ces 

derniers r6sultats g l'aide de la formule (18); on peu~ .au contraire d6duire 

imm6dia~emen~ de (35) cette identit6 (18) ainsi que (I6) et (17). 

Yoici une au~re cons6quence remarquable de (35). La s hyperg6o- 

m6LTique ne changeant pas lorsqu'on y remplace m par n--m,  n res~ant invariable, 

il vien~ 

(:) 
= e -~  '~ " '  rn - ~ j , ~ ( ~ ) .  
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Oeei prend encore la forme symdtrique 

(3 6) J~_ . .  (.) = _ _~ ,~ ~, d~, (~) 
T ~ m  m 

En parHculier, lorsque m est un  nombre entier, on a 

(3z) J ~ ( ~ )  - -  ~(~) 

Pour  n = o ,  (36) s'idenHfie avec la formule (I9). 

8. La simplieitg de la forme de l 'expression (35) sugg~re que J~(z) dolt 

vgrifier une ~quation dit~rentielle lin~aire du second ordre de Riemann ~galement 

simple. En posant z + I t, et en ~crivant que t~J~(z)  saHsfaig ~ l'~quation 
2 

hyperg~om~trique de xw'(m, n--re,  n +  I; t), on trouve imm~diatement que J~(z) est 

une int~grale de l'~quaHon 

, ~, d 2 y  

C'est l'int~gTale r~guli~re au point  z--~--I, ~ un facteur 

parHculier, on a 

--  2~ d~A~(~) F (~--z) d ~_(z) + , , , ~ A ~ ( z ) - - o . ~ "  (39) ~I z ,. d z  

constant pr~s. En 

OHAPIT~ II. 

Les fonctions ~ ( z )  e t  les fonctions de Legendre .  

9. Les premieres foncHons P.(z) d'indice entier non n~gatif (re=o, I , . . . ) ,  

que l'on calcule sans difficult~ ~ parHr de l 'expression (35), qui se r~dui~ ici 

(I) 

sont les polyn6mes 

,.~+__A~ 
D , , ( ~ ) - - ( - O " F ( ~ , - - , n ,  , ~ I' 

. ~ ( ~ ) J  - ~ ,  
2 
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p . ( z ) = 3  z -2z-x , 
4 

fi3(z)___5 zS-- 3 z~-- 3 z + I 
4 

eL l 'on  constate  immddiatemenL que, p o u r  ces valeurs  de m, on a 

(2) ff~(z)-----P~(z)~ 'P~-~(z) m :  I, 2, 3. 
2 

Cette  re la t ion remarquable  est vra ie  p o u r  routes  les vMeurs enti~res de m autres 

que zgro, et nous nous proposons de la  d~monLrer t ou t  d ' abord  s l 'a ide d'une 

s imple v~rification de caract&re alg~brique. Remarquons  auparavanL que l ' identit~ 

jo in te  5, l ' identi t6 (x9) Ch. I 

per,  net de se borner  5, v6rifier (1) pour  m ent ier  > o .  C'es~ ce que nous supposons. 

lgous utiliserons la  formule  

(3) + 

off l 'on  suppose m - - k  ent ier  e t  ~ o .  Le  p remie r  m e m b r e  de (3) a en effet un 

sens dans  ces conditions, pourvu que k ne soil  pas un  nombre  enLier n~gatif, 

et  se r~duit  effecfivement  aux m - - - k +  I p remiers  t e rmes  de son d~veloppement.  

D ' a u t r e  par~, l ' identit~ 

_, F(c) F(c--a--b) 
F(a,b,c; ')-'~-~(c----~) ~ ~R(c--a--b):>o 

donne 

(4) .~(m +]r162 ~-q- I; I ) =  ~ s i n / 7 ~  ~}~ (]c)< I 
m s i n  k z~ 

pourvu  que k ne soit pas  entier.  

Or  si l 'on  suppose seulement  que m - - k  esL un  nombre  ent ier  non  n~gatif, 

on peu t  a jouter  un mSme nombre  ~ 5, m et 5, k sans modifier  cet~e condition; 

et, en choisissant ~ de fagon que ! R ( Z + k ) < I ,  la  re la t ion  (4 )nous  permeL d'~crlre 
29--30534. Acta maSh~rta~ica. ~6. Imprim6 le 12 septembre 1930. 
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�9 k + ) . ,  F(m+k+2)~, - -m-bk + I, k + A +  x; I )=-~- -~( - -  I) "-~:. 

]~ais les deux membres sont des fonctions rationnelles de ~; l'identit~ subsiste 

donc quel que soit 4, et, en particulier, pour E=o,  ce qui d~montre (3)- 

Ceci ~abli, nous aUons d~velopper le polynbme .P,,,(z) suivant les puissances 

I - - Z  
d e -  afin de pouvoir le comparer avec le second membre de (2)dont  on 

2 

connait le d~veloppement suivant ces mgmes puissances. Or l'expression (I) donne 

~,,(z)_.~_(_i), ,~m(m+I).. .(m+h--I)(--m)(--m+I).. .(--m+h--I) I-- h 

h! h! I 
h=O 

h 

h=O k=O 

k=O r=O 

~ ~'/(,n "4- I) '"-(m-[-]g.-}-r-- i)(--m)(--m-{- I)- .-  ( - - m  .3t- ~--[-,'--L- I) 

le dernier membre se ddduisant du pr6cddent en posant h : k + r .  Or la derni~re 

somme a la valeur 

?n (m Jr I)'- I/"" " ( - - m - } - k - - I '  F(m-4-]~, ~ ~ --,,/, -}- k, ]~-~- I; I); § 

ki 

m--k  grant en nombre .entier > o ,  la formule (3) nous fournit  ainsi le d6veloppe- 

men~ cherch~ 

(s) 
k=~ k! (k--l)!  

D'autre par~ le d~veloppemen~ connu de P~(z) suivant les puissances de - -  

donne I 
2 

et Yon v~rifie tout de suite l'identit~ de ce second n~embre avec le d4veloppe- 

ment (5)- 

i Par exemple, cf. loc. cir., p. I88. 
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En r4sum6, nous pouvons 6noncer le 

Th~or~ne. Les fonctiors ff,~(z)=ff-~(z) (m=I ,  2, . . . )  sort les ~olyn~mes de 
degr6 m ~gaux aux demi-diff6rences de deux polyrfmes de Legerdre cons6cutifs. 

A titre d'applieation, remavquons que la s6rie 

m=l 

converge alors pour les valeurs suffisamment petites de J hJ puisqu'il en est 

ainsi .pour la s6rie analogue construi~e avec les polynSmes de Legendre, et sa 
somme est 6gale 

ao 

L ~, P.,(z) h '~--~ 2V i - 2  hz+  h" --~" 2 'n't= 1 m = 0 

On peut done d6finir encore les polynSmes ff,,(z) par le ddveloppement 

_ _ = ~  +2 2~ P,,,(~) h'. 
V I --2 h z +  h 2 

n t ~ l  

IO. Le r6sultat exprim6 par (2) nous apprend que l'6quation diff6rentiel]e 

(39) Ch. I est satisfaite, pour men t i e r ,  par l'int6grale 

(6) 

(1+, z+) 
x [ [ ! t , -  x)- . . . .  

P ' ( ~ ) -  P ' - ' (~)  = ~ J t ~ m 
+r 

( t - ' -  ~)'--' ( t - -~)- '~]  
- ~ - ~  - j  d t. 

Par  eons6quent eette qualit6 de l'int6grale (6) subsiste pour routes les valeurs de 

m gTs s l'uniformit6 de la fonction sous le signe d'int6gration le long du 

contour d'int6gration; en effet le r6sultat de la substitution de {5) dans le premier 

membre de (39) Ch. I fournit une int6grale de m~me nature et nulle pour m 

entier, donc nulle quel que soit m. 

D'autre part cette fonction sous le signe d'int~gration de (6) est 6galement 

uniforme le long du contour d'in~6gra~ion qui serf ~ d6finir K'~(z) par l'int6grale 

(9) Ch. I. Une deuxi~me int6grale de l'6quation (39) Ch. I es~ done 

(1--, --1+) 
e(1---m)n, r r ( t ' , _  i/ra (t--z~-m--1 (t'-- I)rn - 1  (t--Z)--'m 1 

(7) Qm(~')-- 0 , - - 1 ( E ) = 4 7  ~ J [" ! 2 "  - -  - -  2,__1 . j dr .  
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Ces deux iu~grales sonL distinctes lorsque m esL un nombre quelconque; dn en 

concluL que, dans le cas gdndral, P~(z) esL une combinaison lindaire eL homog~ne 

de'P.,(z)--P,,,_,(z) et Q.,(z)-Q,.-,(z). 
Effect.ivemenL, si l'on remarque que le contour de l'inLdgrale (I5)Ch. I 

laisse le point I ~ son extgrieur, on esL conduit ~ former la combinaison des 

deux int~grales (6) eL (7) pour laquelle les deux laects auLour de ce point se 

ddtruisent, savoir 

.Pm(z)---Pm-l(Z) 
2 

~" "' , in m ~ (q,=(~)_ q._,(~)) 

(--l+,z+) 
_ ! f(t'---I)"-' 

2 "+~ ~ i J  (t--z) "+~ [t '--  i - -2  ( t -  z)] dr. 
+.o 

Compte tenu de la valeur de ~ ( z )  que fourniL l'intdgrale (I5) Ch. I 

(--I+, z+) 

x f ( t ' -~)"- '  ( t -  0 ~"=(~) = ~,.---+, ~---7 ( t - ~ ) -  d t, 

on voiL que la diffdrence 

(8) ~,,,(z) --  ~ (.P,.(z)- P,,,_,(z)) + e" "' sin~ m ~ (Q,,,(z)- Q,,,-,(z)) 

esL reprdsentde par l'inL~grale 

(--I +, z+) 

, l ( e - , ) ' - '  (9) 2 = ~ j  ~ (tS--2zt+ ,)dL 
+m 

Nous avons d~montrd, comme consdquence du paragraphe prdc~dent, que la valeur 

de cede intdgrale esL zdro pour les valeurs enLi~res de m; il doit donc en gLre 

de mgme quel que soit m, e~ effecLivemenL la quanbi~ sous le signe d'intdgraLion 

( t ' -  ~)" 
de (9) es~ la diff~rentielle de ..... L'expression (8) est donc identiquement 

m (t--~) '=" 

nulle, ce qui fourniL r iden~td gdnd~le 

(,o) .~=(~) ___ ~ (2=(~)_2._~(~)) ~="~in,~  ~ . . . . . . . .  



Sur certaines fonctions associ~es attx fonctions de Legendre. 229 

I 1. Cette derni~re formule est elle-m~me un cas partieulier d 'une formule 

tou t  's fair g6n6rale exprimant J'~,(z) h. l 'aide des fonctions J~(z) et K~(z), e'est- 

~-dire des fonctions de Legendre des deux esp&ces et leurs d6riv6es. 

Nous supposons que n n 'est  pas n6gat if  et que m n'est  pas un nombre 

entier  < n +  1. Ces conditions ne const i tuent  pas une restrict ion relativement s 

notre  recherche  car les formules (18) Ch. I e t  (36) Ch. I permet tent  toujours de 

les r6aliser. Nous allons alors montrer  qu'il existe n+2 constantes l,(m,n) 
( s=o ,  I . . . .  n +  I), fonctions de m e t  n, telles que l'on air t 

.+1 ( e'~=isinmz K (z)) ( I I )  -n  Z n 2 J,.(z) ---- l, J~_,(z) ~ .  /t; 

La  repr6sentation de J~(z) et K~(z) par les i n , g a b l e s  (7)Ch.  I e t  (9)Ch.  I 

fourni t  du second membre de (i I) l 'expression 

(--l+,z+) 

n+l f (121 z, ( e - l ) ' - "  
s=o 2m--s 2 ~ i  (t--z)~-~+"+ldt 

+~, 

avec les conditions initiales (8) Ch. I. 

Pour  comparer cette expression g la repr6sentation (35) Ch. I de J,,(z), nous 

z + I  
allons d6velopper l'int6g~rale qui y entre suivant  les puissances enti6res de - -  

2 

Or, si z est suffisamment voisin de - - I ,  on peut  choisir un  contour d'int6ga'ation 

le long duquel on air 

I t + 1 1 > l z + x l ;  

en d6veloppant alors (t--z)-'~-"+'-~=(t+ I - - Z - - I )  - m - a + s - 1  en  s6rie entibre de 

z +  I, il vient 

(--l+,z+) 

f (t'-- 1) ( , 
+~ 

( - - l+ ,z+)  

+~ 

dt; 

compte ~ n u  de (8) Ch. I, on a 

t Quand aueune ambiguit6 ne sera possible, nous 6crirons simplement 18 pour ls (m, n), ~fin 
de simplifier r6eriture. 
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(--t+, :+)  (--1+, z+) 

2 I=if (t-I)'~-'(t+ O-"-~-~dt= 7~ (rn-~s)#'-'-~"=_'~-"-"_ f. dt 
�9 h=o- 2 =i J( t+ I) "+~-h+~ 

n + k  

on obtient ainsi pour (12), c'est&-dire le second membre de (I I), le ddveloppement 

~mTti(g-t-I/ Z Z(--I)SZ'(~/-{-~) (--~r/--~'4-8--I) (~--2~I)k" 
\ 2 / .=o k=o 

Pour ddmontrer no~re proposition, il nous suffit donc de montrer qu'il existe 

n+ 2 constants Is telles que l'on air identiquement 

Z(- ' ) '~" . +  ~ k = 
$~0 

=(_,). (,),~ (,, + ,).,.(m+ ~-,)(n-,,) (,--,n+ i)...(,,--,, + ~--,) 

E n  mult ipl iant  les  deux membres  par (--I)tk!(n+k)!, nous  voyons  que l'on est  

ramend ~ ddmontrer l'identitd 

n,-I- 1 ~'"" r ( - m - n + s ) r ( - m + . + ~ + s )  r ( - m + n + ~ )  
(~3) ~ (-0~+'z' r ( - ~ - ~ - k + ~ ) r ( - ~ + 8 ) = - ~ r ( - ~ - k + ~ 3 '  

'\ \ 
qui se ddduit de la prdcddente en utilisant~ dgalement~ l'ident~itd 

\ 

I'(a) F ( I - - a ) =  . g 
S l n  71~a 

En posant 
, , r ( - m - . +  ~) 

(~4) z.(~,.)=z.tm, ~J r ( - ~ 7 )  ' 
(I 3) s'dcrit 

c'est4-dire 

~+~ r ( - ~ + n + k + s )  v ( - m - ~ +  ~) 
.=oZ (-')'+'+'Z'(m'") v ( -m+nu  ~ - - - ~ u  ' 

n-}-I F, (-,)' z. (m, .)~(m--n--~) (m--n--k-- O-.-(m--.--~--8 + ')~----m. 
.=0 L x (~ ~k+n.sl(m+~+.--~-~l--,(m+kl; 



Sur certaines fonctions associ6es aux fonctions de Legendre. 23l  

Enfin, eu utilisant la notation 
(x, 1), = z ( x -  1) 

st 
des polyn6mes de Newton, nous voyons que tout revient ~ montrer qu'il existe 

n + 2  const~ntes )~,(m,n) (s----o, I , . . .  n + l )  teUes que l'on air 

(I5) 
n + l  * I _t .  

y ,  ( - - I  t 2, S:(_'n . I - -8)!  (m__n__k  , I)s(m_l_n+k_~r l ) , , + , - , = I .  
--~ 9// 
$ ~ 0  

Or il suffit de rupprocher ceci de l'identit6 ~ 

~ (X, I ) , (y- -g ,  I ) n - - s x + y +  1 - -2  8 
(x+y--s, I),, x+y+ I--S 

oh l'on ferait x=m--n--k,y=m+n+k, pour voir que l'identit6 ( I5 )es t  bien 
r6alis6e en prenant 

(16) ~, (m, n ) = ( _  i), ( n :  I) m(2m+l--2s) 
(2 m+ I-S)(2 m-s) - - (2  m-n-s )  

Notre proposition est ainsi d6montr6e; nous connaissons mSme les valeurs des 

coefficients l,(m,n), gr':me ~ (14) et (I6). S i c e  sont les l,(m,n) qui s'introduisent 

comme coefficients des J" (z~ et K" f*~ ce sont au contraire les Z~(m,n) qui 

apparaissent lorsqu'on exprime la somme (I I) ~ l'aide des fonetions de Legendre 
^ .~ elles-mem.s. On d6duit en effet de (II) Ch. I et (12) Ch. I que (11) s'6crit 

encore, en vertu de (I4) , 

dz,~_jZ,(m,n)d ~+1 (p,~ m ) n _ _  (I7) J ~ ( z ) = ( z  + I) - ,(z)  - 2 e ' ' ~ '  sin "~Qm-,(z). 
$ = 0  

12. Examinons maintenant ce que devient cette relation lorsque les condi- 

tions off nous nous sommes plac6s ne sont plus satisfaites. Tout d'abord, n+  I 

restant p0sitif, supposons re<n+ I e t  entier. Les fonctions Qm-8(z) au second 

membre de (177 dont l'indice s est sup6rieur s m perdent toute signification, mais 

ce qui importe ici est la valeur que prend l'expression 

(I--, --1+) 
i 1" ( t ' -  I ) ' - ,  (I8) e'n'sinm•= Q,~_,(z)= z,~_;42=ij. ( ~ ,  dt; 

+| 

Cf. Ren6 Lagrange: Sur les polyn6mes de Newton et certaines formules d'interpolation, 
Acta math. 52 (i929), la, i74" 
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m--s+ I devient, pour ces valeurs de s, un nombre entier ~o, l'intd~ale au 

second membre reprdsente alors une fonction de z rdguli~re aux points 2----I et 

z = - - I ,  et, comme elle vdrifie l 'dquation de Legendre de P~-s(z), elle ne diff~re 

de cette fonction que par un facteur constant. En se plagant au point z-~-I, o5 

~P~-,(I)=I et od le second membre de (I8) prend la v a l e u r - - I  comme le montre 

un calcul 61dmentaire, on voit que ce facteur constant est 6gal h. - - r .  On en 

conclut que l'identit6 (17) est valable quel q ue soit m, 19our les valeurs non n6gatives 

de n, ~ condition de remplacer les termes ~ e ' ~ s i n  m ~ Q,-,(z) d'indice m--s  entier 

n~gatifTar Pm~(z). Remarquons que cela revient s remplacer chaque parenthSse 

au second membre de (I7) dont la signification disparait par son premier t e m e  

changd de signe. 

Enfin, pour les valeurs ndgatives de n, l'identit6 (I8) Ch. I nous perntet 

d'utiliser (I8), et l'on obtient ainsi 

(x9) j~(~)= a-n, a ~  -~+~ ( ~ den ~ Z.(--m, --.) io_._.(z) + 
s=O 

Remarquons que ron  peut encore transformer les 

2 e - ' = " s i n  m ~  q--~_,(z)) 

n < O ,  

expressions (17) et (I9) en 

utilisant la formule (3 6) Ch. I. 

(~o) d ~ ( ~ ) = -  
m e 2 m n i  

9 / ' / ~ n  

On obtient alors, suivant le signe de n, 

d" ,,+1 2 e -'~ '~ ~sinm ~ Q,,---m-,(z)) 
(z+ ~1~ ~ y~ ~. (~-~,.1 (~,,-.-.(~) + - 

s=O 

~ - ~ 0 ,  

o n  

- n L ' ~ + I  / e=~sinm~z _ . . \  
(2~) J~,(z)= 2 . ( Z _ , O d T ~ -  2~ ,~.tm--~, - ~ ~2.--,,-.te)} 

t = O  

n < o .  

Bien entendu ces ddveloppements demeurent applicables ~. routes les valeurs de 

m ~ condition de remplacer route parenth~se au second membre dont la signi- 

fication disparai%, c'est-~.-dire dont l'indice prend une valeur ndgative enti~re, 

par son premier terme chang6 de signe. 

On peut r6sumer ces r6sultats par la proposition suivante: La fonetion 
-+ I'H 

J~(z) est, au faeteur (z+I)  2 pros, la d~riv~e d'o,'dre Inl a'u,e fo ,~e lin~ai,'e 

r  s in  k rc 
t Cela r ev i e n t  encore ~ d i re  que  Qk(z) = .Pk(z) p o u r  k en t i e r  < o .  

7~ 
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it coefficients constants de I n I + 2 fonctions de Legendre d'indices successifs, chacune 
de ces fonctions 6rant la m~me combinaison lin6aire des deux fonctions de Legendre 
de premi~'e et de deuxi~me es'pdce de m~me indice. 

13. 12 est tout indiqu6 d'examiner ce que donne l'identification des deux 

seconds membres de (I7) et (2o). Nous atlons voir ainsi que l'on re~rouve d'une 

mani~re bien remarquable l'expression classique de la fonction de Legendre de 

premiere esp~ce s l'aide des fonctions de deuxi~me esp~ce. Ce~te identification 

exprime en effe~ que 

d" ,~I [d.,~, . ;t,(n--m,n) (_P._.-Jz) + 2 e - -= ' ' s inm n: Q~_ , ' J z ) )  + 
d z n L n - -  m 7~ 

8 ~ 0  

+ ~,(m,n) pg_j~)  ~,.-,(~ = o  n>_o, 

c'es~-~-dire que la somme es~ un polyngme de degT6 au plus 6gal s n - - I  pour 

n>--I, et es~ nulle pour n = o .  En remarquant que 

( . -m,  .) 

eel;re somme s'6erlt encore 

(22) ~ ~ ( ~  n) [1~,,_~(z) + e2=" l"_,~_~+Jz)-- 
$ = 0  

z, On, 
nl 

2 e" '~' ~sin m ~ (Qm-,(z)-- Q . . . .  l+,(z))] �9 

Par  exemple, s i m  est un nombre entier sup6rieur s n + I ,  l'indice - - m - - I + s  

est n6gutif pour routes les valeurs prises par s, de sorte que chuque crochet au 

second membre de (22) se rdduit, en vertu de la remarque faite au parugraphe 

pr6c6dent, 

(23) 

cette quantit6 6rant nuUe, la somme (22) elle~m~me s'annule dans ce cas particuller. 

Dans le cas g6n6ral, nous allons voir que cette somme est toujours nulle, 
du fair m6me de la nulli~6 de chaque crochet. Simplifions la d'abord en utilisan~ 

m e . . - ~  
la nullit6 de (23), e~ en la mul~ipliant par - - ,  co qui ne modifie 6videmmen~ 

2 

en rien notre proposition. Nous consid6rons ainsi l'expression 

(24) ~ ;t, Cm, n) cosm~v.P,n-sCz) sin m~cQm_,(z)--Q---ra--l+,Cz)) �9 

I1~0 

30--30534. Aaa  mathematlca. 5@. Imprim6 le 13 septembre 1930. 
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Nous savons qu'elle est nulle pour n - -o ,  ce qui exprime, gr&ce "~ 

zo (,n, o)=-z~ (m, o)= Z, 
2 

que l'on a iden~iquement, quel que soil; m, 

cos m ~ p~(~) s i -  , n .  (Q.,(~) _ Q _ .  _~(~))= cos , .  ~ / ' , . -~(~)  s i .  , .  ~ (Q._~(~)_  Q_:(~)). 
7"g 

Or le second membre se d6duit  du  premier, au signe pros, en changeant  m e n  

m - - l ;  on d6duit donc imm6diatement  de 1~., par  r6currence, que, d'une mani~re 

gdn6rale, 

(25) cosmzcP,,,(z) sin m~(Q, . (z )_Q_~_l(z) )= 
7~ 

= cos m ~ P . - , ( z )  sin m ~ ( Q.-,(z)-- Q-,,,.-~. sCz)), 
~q7 

quels que soient m et le nombre entier  s. 

Ceci 6tabli. remarquons que le second membre de (25) vdrifie l '6quation de 

Legendre de ])~-~(z), savoir 

d"y 2 dy  - - s )y  ~-o;  (~-z~)~-  z ~  + ( , n - ~ ) ( ~ +  

le premier membre de (25) v6rifie donc routes les 6quations obtenues en donnant  

s routes les valeurs enti~res, ce qui exige dvidemment qu'i l  soit nul. I1 suffirait  

mgme de raisonner sur les valeurs s-----o et s. 
- - n  

Nous avons ainsi re~rouv6, par  l ' in~rm6diai re  des fonctions J~(z), l'ideni~it6 

classique 1 

(26) cos m ~ .Pro(z) ---- sin m z~ (qm(z)- q.-,n-x(z)). 

I1 est tout  ~. fair  curieux que l 'on pourrail; ddmontrer  la nullit6 de (24) 

sans utiliser (26). En effet, si l 'on ne t i en t  compte que de l'dgalit~ de tous les 

crochets entre eux, ce que nous avons obtenu avec (25), (24) peut  s'~crire 

I I n+ l  (~7) cosm~P~C~) s i n ~ m ( Q . C ~ ) - Q - . - l ( ~ ) )  ~ z . ( , . , ~ ) ,  
Y'~ 8 = 0  

t Par exemple, Cf. Whittaker and Watson, cA Course of Modern Analysis,,  192o  , p. 334. 
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et  nous allons voir que ce n 'es t  pas seulement  le crochet,  mais encore son facteur  

num6rique,  qui est nul, de sorte que notre  somme (24)ne  pouvai t  gu~re 6chapper 

s la nullitd. En effet, si nous remplavons les s (m, n) par  leur  valeur, et si nous 

changeons n e n  n - - I  et 2 m en x, nous sommes amen6s h. v6rifier que 

n $ 

~ 0  ~ I .  
I )  X +  I - - ,  

Le premier  membre est une  fonc t ion  ra t ionnel le  de x, nulle  s l 'infini; chacun 

de ses termes adme~ des p61es simples, qui sont  x = s - - I ,  s , . . .  s + n - - 1  pour le 

( s + I ) ~ e ;  la somme (28) ne peut  doric admet~re que les seuls p61es simples ~ 

x ~ o ,  I, 2, . . .  2 n - - I .  I1 suffi~ donc de d6montrer  que les rdsidus d e  ces p61es 

sont  mils. Or le point  d'affixe k es~ un  p61e pour  les te rmes  de (28) don~ Fin- 

dice s es~ tel  que 
s - - ~ < _ k < s + n - - i ,  

c 'est  s 
k +  i - - n  < _s  < k +  i .  

T o u t  d'abord, lorsque o--< k < n - - I ,  le r6sidu en un  tel  p61e serMt 

k+l (--I)~('?, I)s(]C+ 1- -28)  . - -  
Z (~+ I--8)(]C--S) ' ' ' I  ( - - I ) ( - - 2 ) ' ' ' ( ~ +  I - - n ~ - - 8 ) - -  $=0 

k+l n !  ( k +  I - - 2 s )  

~--- (--I)"--k--1 Z 8! (T$--6")[ (k-{- I--8)[  ( ' - - )~ - -  I "{-8)[ ' 

mais cette derni~re somme est 6videmment  nulle car  deux t e rmesgqu id i s t an t s  des 

extremes y sont opposds. On peut  t ra i t e r  de la m~me fagon le cas off 

n ~ k ~ 2 n - - I ,  ce qui d6montre  notre  proposit ion.  

"I4. L' identi td (26) permet  d ' expr imer  J~(z) ~. l 'aide des seules fonctions de 

Legendre  de deuxi~me esp~ce, tou t  au moins lorsque m n 'es t  pas entier.  C'est 

ainsi  que l 'on peut remplacer  (I7) par  

- -  

et  (I 9) par  

tg,~2:Fg(Z.St., dn r~-l-1 
a g  

1 Le po in t  x = - -  I que fourni t  l 'affixe s - -  I pour  s = o  n'est  pas  un  pSle  ~ cause du 

n u m 6 r a t e u r  x + I - - 2  $, qu i  s 'annule  alors  en m 6 m e  t e m p s  que x + ! - - S .  
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(30) 
n+l 

J2"(z) = tgm~___~__ 2" ~ d'= ~,tt,(--m,n)Ce'=~"O=+,--l(z) + Q_=_,(z)) n > o .  
$ = 0  

Ces deux formules res tent  d 'a i l leurs  valables pour  les valeurs enti~res de m 

s condition de remplacer  les te rmes  tgS~O,(z) d'indice s en~ier < o par P,(z). 

C H A P I T R E  I I I .  

J~(--). Quelques propri~t~s des fonctions - "  

15. Proposons-nous de LTouver une  l imite sup~rieure de ] ~ ( z ) l .  P o u r  

cela, plagons-nous de nouveau darts les condit ions du paragraphe  5, sans supposer 

cependant  que z soit r6el. Nous  savons alors que l 'on  a 

(') J:(,)= f , ,lr'=-'`-' , .  
(d 

o~ (c) dgsigne le cerele tr igonom6tvique,  parcouru  clans 

V Z + I  
*~ = - -  est l 'une quelconque des deux racines carr6es d e - - - -  2 
~galement [z + I ] < 2. 

En  posant t =  e i'p, (I) s '6crit  encore  

(2) 3:~) = I--2~ V ~ +2 

point.  

avec 

(3) 

le sens direct, et off 

z + I  
�9 On suppose 2 

2?r 

~/f--~I" ) et ("-") ~' d cP" 

0 

Consid6rons l 'ellipse de foyers  + I qui passe pa r  le point  repr6sentatif  de 

~ + I  
T ;  soit 2 a la mesure de son g rand  axe et  0 l 'anomalie  excenLTique de c e  

On a 

- -  acosO + iVa~'-I  sinO, 

= V aZ--sin ~ O, 

z<_a<V I +sin~o. 
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Si l 'on ddsigne par to l ' a rgument  du nombre  complexe z I ,  on peut  encore 

~crire 

V z  _~_ ]/a~ sin~Oei~,, 
+ I 

2 

V a "~- I sin 0 a cos 0 
sin ~ -~ , cos w - -  

V a a ~  sin ~ 0 V a '~-  sin "~ 0 

Ceci pos6, la valeur absolue de la quanti t6 sous le signe d ' in t~grat ion au second 

membre de (2) est donn~e par  

(4) _ - 2 ce~'+eos~O--2 ]/aa ~ -  sin~Ocos (q~ +~o) 

e , , , _  V ~ _ ~  a '-F cos '  0 - - 2  ] / a ' - -  sint 0 cos (~ - -  w) ' 

e t  nous sommes conduits  s d~terminer les valeurs ex~rgmes de ce dernier  rapport  

t t - -eos  (~ + co) 
lorsque ~p varie de o s 2 ~. Or ce rappor t  es~ de la fo rme t t - -eos  (q~xto)' of 1 la 

ce" + cos" 0 
quanti td ~t . . . . . . . . . . .  2 1/a'~'sin-~O est essent iel lement  sup6rieure k l 'unit6, et il passe par 

un maximum ou un min imum pour  

sin ~o (~t cos ~ - - c o s  co) = o. 

savons d~js que (4) est ind~pendant  de ~p lorsque 1 / [ / z  +___[ est. r6el, done Nous  
2 

ce rappor t  reste toujours  compris entre les valeurs qu' i l  p rend  pour  

C O S ~  - 2 ~ c o s 0  
cos~  ~--- /z aZ+cos~O ' 

ceci fourni t  dem: angles ~ et  2 ~--9~, pour  lesquels les valeurs  de (4) sont  inverses 

l 'une  de l 'autre.  La  plus grande est d 'ai l leurs 

V~t~-eos~ o~ + IsinwI_ {l /a-~- i + IsinOl~ 2, 
] / g  ~-eos~  ~ - I sin w I - -  ~V~a2-~I - -  I sin 0 I] 

de sor~e que, le long du cercle (c), on a 

" z + i  
V - - I  IsinOI + V a t - 1  

et~O 
] sin e I - -  V'~-~-}I < 2 ~ . 

IsinOI + ~ e,~._ 1 / 7 - ~  IsinOI- V-~--~ 
V - 7 -  
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On en conclut que, quel que soit  m, 

(5) X ~ l -  V~'-~--L-S-- d 
ClO 

x6. I1 r~sulte de l 'in~galit~ ainsi ~tablie que la s~rie ~ - ~ " + "  ' ~,, (z) es~ absolu- 
te0 

| _ _ |  

merit convergente pour I ~ - ~ - I < I .  I1 est ais~ de caleuler sa somme, e n ' s e  
m i 

- - n  

repor~ant au d~veloppement (5) Ch. I qui nous a servi s d~finir J~,(z); il suffit 

en effet de d~velopper les deux membres de l ' identitd 

l o,(t) 
t'(t)l \P(t)! ~(t)' 

2 
sous la double condition x < I R (t, ~,, ~.., ~)1 <1~ + ' I" 

ce rappor~ anharmonique,  il vient  done 

En d~signant toujours par  

et, par  suite, 

(6) 

an  

J~+,Cz) = 2~ J ; ( 4  J=-'(~) �9 

+ I  z 
D'autre  pan ,  on sait que J~(z) est nul  pour r >  I, et que Jll(z)== 

2 

formule (35)" Ch. I nous donne d'au~re par~ 

L a  

2 

de sorte que (6) s'~crit 

r , ,+x~z  ~ z + x z -  x 

2 

La  s~rie considgr~e a done une somme ~gale 

- - n  - -  n - - I  
2 J~+l(z)--(z+ I)3:~ (z) 

r~<~o; 
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~7- En retranchant (7) de l ' ident i~ qu'on en dgduit en rempla?ant n par 

ou obtient une relation de r6eurrence entre quatre fonetions Jg(z), savoir 

(8) 
= a , , ,  j " "  + , ' z '  + a ,  tJ - , ;z"  _ z + 

+1~2') 
2 

En partieulier, pour n = o ,  (8) se rgduig 

(9) 2 

La traduction de (8) ~ l'aide des fonetions de Legendre s'effectue ais~ment, mais 

elle est bien compliqu6e. Bornons nous ~ la traduction de (9), en supposant m 

entier positif; on obtient imm~diatement, grs h. (i7) Ch. I1 et (I9) Ch. II, 

O_P.,-,(z)=P=+,(z)---P,.-,(z). 
dz m(mq- I) zq- I 

Cette relation subsiste 6videmment quel que soit m, puisque les deux membres 

sont des s~ries enti~res en z +  I, dont les coefficients sont des fonetions ration- 

nelles de m. On peut d'ailleurs les v~rifier "s l 'aide des formules connues de 

r6currenee relatives aux fonctions de Legendre de premi&re esp&ee. I1 r~sulte 

de l& que (m) sabsiste lorsqu'on y remplaee les fonetions .PJz) par Qr(z). 
Remarquons encore que, lorsque m est entier, (IO) s'~erit encore 

et eette identit~ subsiste 4galement quel que soit m; mais elle n'est plus 6qui- 

valente ~. (Io) pour les valeurs non enti~res de m. 

On peut ~tablir, par des proe6d6s classiques appliques s l'expression (I5) 

Ch. I, des formules de r~currence entre trois fonctions t J~(z). Contentons-nous 

d'6noneer de telles relations, les calculs n'offrant aucun infarct special. Citons, 

par exemple, 

( I2)  (2 m - - n  - - I )  (~'n--T~ -1- I ) J n + l ( Z ) -  

2 9 n - - .  ([(2 7 /~--n) ' - -  I ] 2 ' - - ( n ' - -  I )} r (2 m--Z$ ~- I } (ZII-  ~/-- I ) jn--l(Z) ~- O, 
2rn 

Par e• cf. loc. cit., p. 192--I94. 



240 Ren6 Lagrange. 

(I4) 

2 m--~2-- I 
m 

( . . ,_  ~) d 2~(~) 
dz 

[(2 ~ ' t - -  ~'t-- I ) * - - ( n - - I ) 1  TM 

2 9n (m - -  n"]- I) d J ~ + l  (*) 
m +  I dz 

- - [ ( 2 m - - . + I , , - - : - - l .  ( ~1 
z) - ( m - , )  (2 ~ - n  + 1) X~'(,) = o ,  

(I5) ~ ) , + . - 1 ]  d - ~ ,  d J~:- ,( ,)  
[ ( 2 . , - - . - -  ) 2 ~  d ,  (2 ~ - , , -  i) J~:(,) = o; 

elles se r6duisent d'ailleurs g deux relat ions distinctes. En particulier, pour 

n = o, elles se r6duisent ~. 

023  

(I]') 
m 

C m -}- I ) (2 9n--  I) P m + l C z ) -  [(4 99~2 - -  I) g -{- I ] PmCg) + (991- I ) (2 ~/l -~- I ) ~m-l(*)  = o ,  

2 rn-- I (g'-- i) d~-z(z) [(2 m - -  I) g +  I] P . ( g )  + 2 ( m - -  I) P.--1Cg) = O, 

(14') 2 d P . + l ( Z )  I] d ~-~z(z) m dz [ ( 2 m + l ) Z +  

(15') [(= ,n--1) z-- 't aD-( ' )  d_~,C.,.)~- Ij d z  2 ~7~ 

, -  C2 ,,, + 1) P,,,(-4 = o, 

m (2 m -  1)/~.(~) = o.  

Signalons encore la relation 

(16) 2 (m + 1 ) ~ .  +1(~) = 2 ~ + ~ ( : _  ~)d ~ )  + [(2 ~ + 1) , -  ~1 ~.(~), 
m 

qui s 'obtient en 61iminant ~ . - l ( z )  entre (I2') et (I3'), et qui v a n o u s  servir 

monL-rer que les polyn~mes f t , (z)  ( m =  I, 2 ,  3 ,  �9 �9 ") ont m - - I  z6ros r&ls compris entre 

- - I  et + I, ainsi que le z&o simple z = ' I .  

Tout  d'abord, il r6sulte de (16) que z = I  es~ un z&o de P.+l(z) s'il annule 

~.(z) ;  ceci &ant  vrai pour P t ( z ) = z - - I ,  la propri&6 est bien g6n6rale. C'est 
2 

encore une cons6quence de 2 ~  (I) = I. D 'au t re  part,  (I4') montrre que, pour z =  I, 

�9 d ~, (~) = _i df f .+l(z)  d f f . ( z )  sachant  que 2' on conclut que routes d z  a le signe de dz ' d z  

d P . ( , )  
les d6riv6es dz  sont positives pour z = I .  C e e i  &abli, supposons done que 
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~,(z)  admette  m ~ I  z6ros r6els compris entre  - - I  e$ + ~; par  exemp]e, s i m  est 

pair, le tableau des variations de .P,,,(z) est de la forme 

Z 

P,,, (z) 

P.,+,(z) 

- I  Z i Z2 ~3 " �9 �9 ~ m - z  Z m-~ ? 

+ \ o \ / o /  / ' o /  \ o  \ / o /  

4-  - 4 -  - 4 -  7 o /  

/ 

mais la relation (x6) donne "L 15.+1(z), pour ces raeines et - - I ,  les signes marquds 

duns la derni6re ligne de ce tableau; P.+l(z)  poss6de done m - - I  z6ros eompris 

entre --  I et ~.,-1, eL le fai t  qu'il  soit croissant et nul  pour z~- I, et positif pour 

z,~-~, exige l'existence d 'un  z6ro suppl6mentaire entre z . , -1  e t  I. Un raisonne- 

men~ tout  .~ fair semblable s'applique aux valeurs impaires de m, ee qui permet 

d'6tablir la propridt6 6none6e ~ part i r  de sa v6racit6 pour Pt(z). 

I8. On ne peut songer s t rouver  pour les fonctions J'd,(z)une formule 

d 'addi t ion analogue .:r celle que v6rifient t les J",(z). Cela t ient  ?Lce que le rapport 

anharmonique B(t,~.~,~t,%~) qui sert 'h d6finir ces derni~res fonctions ne ddpend, 

"L un facteur  constant pr6s, que du polyn6me l~(t), alors que rien d'analogue ne 

subsiste pour le rapport anharmonique R ( t ,  vL,~,v~.) considdr6 ici. Cependan~, on 

pent 6tablir une formule d 'addit ion commune aux deux esp6ees de foncgions, 

mais qui comporte une sommation doublement  infinie. 

Pour  eela, consid6rons, en m6me temps que P(t)  et ~(t), un troisi6me poly- 

n6Ilxe 
Q~(t) ~ a'~ t" + z b'~ t + c'~, 

admet t an t  un z6ro commun avee (~(t). D'une  manibre pr6cise, nous supposons que 

et que 

e'est-s que 

N o u s  p o s e r o n s  

bP~ �9 �9 - - a l G 1  ~ I~ 

- -  b '  ~ I - -  b ' l  - -  I 

0"~ - -  a '  ~ a '  1 

a 'b ' l  b a l ~ a x  

ae ' t  + c a ' l - -  2 bb '  a--~ - -  2 z ' ,  

Loe. cit., p. 204. 

3[--30534. ~lcta matheu~ticu. 56. Imprirn6 le 12 sep~embre 1~30. 
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el nous remarquons que (I7) entralne l'dgalitd 

(I9) a ' c l + c '  ' - -  b' ' �9 a 1 2 b l  ~ - - - - -  2 .  

Ceci posd, formons le polyn6me 

Q"(t) - -  ~ Q(t) + (~ -~.)  Q~(t) - d '  t: + 2 V' t + J' ,  
de coefficients 

a" =~ ,a '  + (I--).)a'1, b " = ) . b "  + (I--~.)b'l, c"=-),c" + (I--).) c'1, 

~t ddsignant un nombre quelconque. 
On vdrifie imm6diatement que b "*'-- a" c" = I e t  que le zdro 

on voit aussi que 
a e pt + e a pp 

- -  b "  ~ I H 

a 

- -  2 b b " =  - -  2 [~tz + (I --)~) ~']. 

En ddsignant par u la quantit6 entre ces dernlers crochets, on peu~ donc 

derire le ddveloppement 

(2o) [-). Q(t) , . ,  Q, (01" " 

valable pourvu que soit satisfaite la double indgalitd 

( 2 i )  i < I R ( t . ~ l . o , . ~ , ) l  < ~ -  
] I + u  I 

D'autre part, si ])-I est assez petit, le premier membre de (20) admet le 

ddveloppement absolument convergent 

I Q ( t ) l r / Q ' ( t ) l ' - r  (Q"(~)\'= ) ~r(i--~)--r 
i -P(O 1 = r i -P(t) l  i ~( t )  1 ' 

chacun des rapports mis ainsi en 6vidence dans cette derni~re somme peut ~tre 

dgalemen~ d6velopp6 suivant les formules 

P(t ) /  ,=-|  
(Q, ( t ) i . - r  o _ , 
-~(t)] = ~ g~,_r(z)R(t ,~, ,a , ,~,) ' ,  
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et cela dans les domaines respectifs 

(22) x < I~ ( t ,~ , ,  ~..,~)1, 

(23) ~ <  IRCt,~.  ~ , ~ ) 1  < - - - -  
2 

I1 est tenu compte de ce que r d&igne ici un nombre entier - - o .  I1 r6sulte de 

tout  cela que la s6rie triple 

est absolument convergente pourvu que (22), (23) 

soit suffisamment petit. En permutant l 'ordre des 

q + s = n ,  il vient donc 

soient satisfaits, et que [~t[ 

sommations, et en posant 

.P(t) ! Y, Z Z Z" (x --  X)*--" J~'(~)J'7~(-") ~ (t, ~,, ~ ,  ~..)~, 

et l'identification terme s terme avec le d~veloppement (20) fournit la formule 

d'addition 

J,;, (Z z + (I --A) z') = ~ Xr (I - ~)m-r g(Z) - "--' ' 
r ~ O  8 ~  - a O  

Cette formule est valable pourvu que [I-~-~2'-~-(I--~)Z'[ et ]I-~-2"[ soient inf6- 

rieurs ~ 2 et que [~] soit suffisamment petit; d'ailleurs la premiere de ces trois 

conditions peut r&ulter des deux autres. 

Remarquons que le m~me raisonnemeut peut &re appHqu6 sans modification 

aux d6veloppements suivant les puissances enti~res du rappor~ anharmonique 

R (t, a.~, z~, v~). On obtient ainsi la m~me formule d'additSon (24), mais relative 

aux fonctions J~(z), 

(2~) J~ (~ ~ + ( ~ - ~ )  ~') = ~ z, (~ -~)~-~J: (~)  ~r~-.'_~(~ ). 

Rem..rquons encore que l'in~galitg (5) permet de v6rifier ais~ment que 1~. 

s6rie doable au second membre de (24) est absolument couvergente lorsque 

I~ '+~ I < I ~ +~ I, r l o . q u e  

a'~ _ s i n  ~ #'  < a~ _ s i n  ~ #,  
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- 

< . ' - - s i n "  O ] sill 0 I -{'- I/c~ "~-'-~- I [ Sin O' I + V ~  -~:  I '  

a' et d~" d~signent, bien entendu, le demi grand axe et l 'anomalie excentrique 

relatifs ~ | / i  + z" 
p /  2 

Lorsque m est entier et positif, la s~rie double au second membre de (24) 

se rdduit ~ un nombre fini de refines. Ce~te propri~t;~ peut ~tre obtenue quel 

que soit le signe de m, suppos~ entier, gT~ee ~. l'identitd (36) Ch. I si n > m ,  ou, 

darts tous les eas, ~ l 'mde de (I8) Ch. I. Par  exemple, pour n = o ,  m entier > o ,  

on  a 

~ .  (~ z + (~ - z) ~') = ~ z ,  (~ - -  z) ~ , ~  J:(~) J'g~') 
r ~ O  s ~ r - - m  

" m m - - r  - ,  - ,  , Z'(I--Z) . . . .  . 
r m - - r + s  J; (z )J~- '+' (g)  

~ 0  ~ - -  ra 

I9. Etant donn~e une fonction ~p(x) de la variable complexe x, holomorphe 

duns le cercle I x [ - -  < Q, ainsi que sur ce cercle, on peut se proposer de d~velopper 

( Q(t)~ 
9v x / - ~ ]  suivant les puissances enti~res de /~ (t, ~t, a.., ~.). Dans le m~moire cit~ 1, 

j 'ai ~tudid le ddveloppemen~ suivant les puissances en~i~res de R (t, ~,  ~, ~). Je  

ne reprendrai pus le raisonnement que j 'avais utillsd ~. eette occasion e~ que l'on 

peut reprendre ici, en utilisant simplement l'in~galitg (5) et la condition ]z+  I [<2  

au lieu des in,guil t ,s  eorrespondantes relatives aux J~(z). On trouve ainsi 

ais~ment que, sous la double condition 

(26) 

on peut ~crire 

(~z) 

avec  

(28) 

q(t) | 

a Loc. cir., p. I97--I98. 
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Remarquons d'ailleurs que m ne prenant ici que des valeurs enti~res non n~ga- 

tires, on peut encore ~teudre (27) aux valeurs de z ext~rieures au cercle Iz+ I [=2,  

pourvu que (26) subsiste lorsqu'on remplace le dernier terme par sa valeur 

absolue. 

On peut exprimer ais~ment ces coefficients ~ ( z ; x )  ~ l'aide des coefficients 

analogxles 

~ (~; ~) = ~ - ~  x'~(~) 
~ 1 ~ 0  

du d~veloppement 

I Q(t)l 
(~9) ~ ( t ~ l =  ~ ~,,(~;~)~(t,..,~,,~)',. 

L'examen des domaines de validit6 de (27) et (29) montre que pour I~i et I~1 

suffisamment petits, il y a des valeurs de t v4rifiant lea doubles in4galit6s cot- 

respondantes. * Compte tenu de l'identit6 

:e(t, ~,~,, ~J + R ( t , , , , ~ , n ) =  ,, 

l'identification des deux d~veloppements (27) et (29) est alors aisle. I1 faut 

remarquer cependant que pour z infiniment voisin de o, les conditions de validitg 

deviennent respectivement infiniment voisines de 

!xl < I R (t,,~,,~. ~.~) < ~ i '  
# 

de sorte que I R (t, ~i, as, ~) I devient n6cessairement sup~rieur ~ I. 

Darts la r~gion commune de convergence absolue, on a donc 

.P(t)l 

~ 1 7 6  ( /  
= y, Z ( - ~ )  ~-, " ~ . ( z ; x ) R ( t , ~ . ~ , ~ y - . ,  

\ s /  

i Pour (29) , cf. loc. cit., p. I99. Remarquer que ~ n'a pas la  m~me signification dans la 
formule  (49) de cette page, et la  formule (26) du m~moire present.  
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ou encore, en posant  r--s~---n, 

la comparaison avec (27) donne donc, pourvu  que x et z soient  dans un certain 

voisinage de l 'origine, 

(30) ~ . ( ~ ; ~ ) = ( - ~ ) " y ,  ~ " ~.+~(~;~). 
r-~---0 

De m~me, en supposan~ [/~ (t, ~ ,  ~ ,  ~s) ] > I, ce qui est  possible dans ces 

conditions, le m~me calcul condui t  aux relat ions inverses de (30), de forme iden~ique, 

(3i) ~.(~;~) = ( -x ) -  ~ + "  ~.+~(~; ~). 
_ r 

E n  

(3 o) e~ (3 I) les id6ntit6s 

(32) 
Z" - ~ -  - - I  n - r  

r n 

En rempla~ant les 616ments de ees identit6s par  leurs expressions 

par~iculier, q~ (x) ---~ x =, off m est  un nombre  entier  ~ o, fourni~ pour  

I I - -  ~'~ 

I ;  I -~t-z~ 

on d6duit de (32) des relat ions lin6aires expr imant  cer~aines fonctions hyper- 

g6om6triques d'argumen~ I - -~  ~. l 'aide d 'un nombre  fini de fonctions hyperg6o- 

m6triques d'argumen~ t. En posant  t ~--- I--_____~Z la premiere identit6 (32) s'6crit en 
2 

effet, 

(331 (~-t)"t'(~,,~-~,n+~.~-~)-- y , ( - ~ ) = + ,  m - .  F ( - ~ , ~ + i , r + ~ ; t ) ,  
' r - - n  

r " ~ n  
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sous les conditions m entier > o, n entier  compris entre o eL m; la deuxi~me 

l + z  
identit6 (32) s'~crit de mSme, en posant  t =  2 ' 

(3Y) - ( ) F ( - - m , m . - - I - I , n + I "  I - - t ) = ~ ( - - I )  " + r  ~ - - n  trF(m,r_m, rq_i;t)" 
r ~ n  

r ~ 7 1  

Remaxquons enfin que, dans le cas de m entier ~ o, la formule (I I) Ch. I I  

devient, pour n >-- o, 

(34) J;,(z)-'~ -~- ~ l, ( m, n) J:~_s(~)," " 
,11--~.0 

et son rapprochement avec (32) pr6sente un certain int6r~t du fair que la somma- 

t ion se fair ici relativement s l ' indice inf~rieur de la fonct ion J~(z), alors que 

c'est l ' indice sup&ieur qui vaxie dans (32). En combinant  (34) avee la deuxi~me 

identit~ (32), on obtiendmi~ une relat ion lin~aire entre des fonctions J~(z) d'in- 

dices supgrieur et inf~rieur variables; mais ~crire cette relat ion ne semble pas 

presenter un  int6r~t special. 

CHAPITRE V. 

Les fonct ions  K~(z). 

20. L'~quation diff~rentieUe de la fonction J~(z) 

2~ d~Y dy 

est v~rifi6e par la fonction repr6sent~e par  l ' int~grale 

(~--, --x+} 

_ ( z + i ) . e ( 1 - - ~ ) ~ ,  f ( t - - i ) , . ( t + i )  " - " §  (2) Kn(~.) _~ - ~ - + ~ ~  j -~_~)~ dr. 
+r 

En  ei~et, la substitution de ~:~(z) ~. y dans cet~e ~quation conduit  ~ la mgme 

int~grale que la substi tution de J~(z), au contour prbs. Cet~e int~grale s 'annula~t 

quand ce contour est une courbe simple ferm6e en touran t  les points z et - - i ,  

mais non le point + I, on en conelut, suivant un ruisonnement  classique, que la 

fonction sous le signe d ' in t~gmtion est de la forme 
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r / t 2  i \ ~  1 

o~ f(t,  z) est uniforme, et m~me rationneUe, en t. La  primitive situ6e entre ces 

K ~ t l  \ deux crochets est donc 6galement uniforme le long du contour relatif  s ~Lz), 

ce qui d6montre notre proposition. 

Nous pr~eiserons la valeur de la fonct ion K~,(z) en supposant que le plan 

de la variable z e s t  eoup~ par la port ion z > -  I de l 'axe r6el, et que les condi- 

t ions initiales sont toujours 

arg (t-- I) ~--- arg  (t + I) = arg ( t - - z ) = o  pour t =  + ~ .  

L'expression (2) n 'a  pas de sens pour  m entier n6gatif  ou inf6rieur "~ n + I. 

Lorsque la pat t ie  r~elle de m est supgrieure ~. - - I  et s n, on peug rein- 

placer l ' in td~Me au second membre de (2) par  l'int~gTale d~finie 

(3) K.~(~)= 
,..1-1 

(z+ i)" ['(~-t)-(~ + t)'-"-' 
-~4-~ j (z-  t)" dr, 

--1 

05 l'on suppose o < arg (z--t) < 2 z~. 

Le raisonnement qui nous a permis de voir que -f~',(z) est une int6grale de 

(i) montre 6galement que K,~(z) s 'exprime ~ ra ide  des fonctions K~(z) d6finies au 

chapitre I d'apr~s la formule 
~ + 1  

(4) K:,(~) = ~ t. (,~, ,,) z~_.C~) ,~_>o; :: 

l ' identit6 (II) Oh. I I  se tradui~ en effet pax la nullit6 de l ' int6grale 

( - - l + , z + )  ,s n + l - - s  

f( t -  ~ ) - ( t  + ~ ) . - ~ - i f  , , .  ~+'  , ~ ( t +  ~) ] dr. 
~ - t - ,  Z l . ( ~ , , , ( t - 1 3 ~ ~ _ .  I . 

+oo $ ~ 0  

la quantif~ entre accolades 6rant rat ionnel[e en t et z, i [  existe done une .fonetion 

(t, z) rationueUe en t et z telle que la quanti t~ sous le signs d'int~gratiou soit  

de la forms 
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ce qui en~alne  bien la nullit~ de la m~me int~gTale le long du contour rela~if 

K~(z). Or cette consequence se ~radui~ jus tement  par  (4). 

Remarquons en passan~ que ce~te formule p e m e t  d'~crire (~ ~) Ch. I I  

~+1 
(5) ~ z. (,., .,) j=_.(~) = 7=(~) + ~ e=" sin. ,  ~-~. , ,  

Enfin il est clair que les relations de rgcurrence ~tablies dans le chapitre 

precedent pour les fonctions J~(z) existent  ~galement pour les fonctions K~(z), 

e~ cela en vertu du raisonnement que nous venons d'uti l iser s deux reprises. 

2I. La  fonction K,~(z) est representable par une fonct ion hypergeometnque 

, 2 s un facteur  simple pr~s. Kr poss~de la m~me proprietY. d a rgument  z + I 

~" PEt  Pour  obtenir ce dernier d~veloppement, nous utiliserons 1 r a t e , t a l e  (3). En suppo- 

sknt I z + I I > 2, on peut d~velopper 

(~--t)-== (z+ i - ~ - t ) - =  

suivant  les puissances enti~res croissantes de i-~-t, ce qui donne 

ii ~,(z) = ~m~ - Z  .,n (_ 
r = 0  

+1 

- ~ ) - ' f ( I  t)'( 
--I 

! + t) '~-'+r-1 dr; 

en effectuant le changement  de variable I + t = 2  u, on voit que 

(6) 

~ 1  I 

/ ( i _ _ t ) a ( i + ~ ) b d ~ : 2 a + b + l f ( i _ _ f ~ ) a ~  bd~ = 2 a + o + l . B ( g +  I,b-~- I), 

--I o 

done on a 

~=(~)=-2=-,,-,r(~+ 1)(~+ , )~ -~"  (m+ ,)..(~+,--,) 
r[ 

r ~ O  

et, par suite, 

(z) 

r ( m - - n + r )  [ 2 ~" 

-- I 2 \ ~ - ~  I 2 \ 

Cette identit6 subsiste gvidemment dans le domaine d 'uniformit~ des deux 

membres, c'est-s dans le plan des z coup~ par  la demi-droite ( - - I , + ~ ) ,  
32--30534. Acta raa~hvmatica. 56. Imprim6 le 12 septembre 1930. 
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l 'a rgument  de z +  t &ant  compt~ entre o e t  2 z comme nous l 'avons d6jg suppos6 

pour ddfinir K~(z). 
L'expression analogue de K,~(z) s 'obtient  par  un  calcul semblable, s par t i r  

de l 'int~grale d6finie 
+ 1  

(~+~- f (,-t,),,, K~(~)= ~.,+, j(--tSayr+,dt, 
- - 1  

que l 'on d6duit ais6ment de (9) Oh. I,  et o5 l 'on suppose ~ ( m ) > -  t et 

o < arg(z-- t )  < 2 z.  On obtient ainsi l 'expression 

(8) I 2 \"+1 I z--~) 
, 

ou encore, gl~ce ~ l ' identit~ 

(9) 

(8') A ~ ( z )  = - -  
( ') 

~)~=~>~ P m+,,m+,,+~,~m+~; +~). 

A l'aide de (7) et (8) on peu~ v4rifier encore la relat ion (4), mais les calculs 

ne diffgrent pas de ceux du paragraphe I I, o~ nous avions affaire g des s6ries 

g §  
enti~res en - -  

2 

22. On peut  6g~alement obtenir des dgveloppements de ces deux fonctions 

suivant les puissances de ~; ceux-ci se d~duisent des m~mes i n t ~ l e s  d~finles 

que les pr.~c~dents, o5 l 'on suppose ]z] > I. C'est ainsi que (3) donne imm~diate- 

ment  
+ 1  

k=O 
- - 1  

L ' i n t ~ l e  au second membre s 'exprime lin~airement h. Faide de fonctions d 'Euler  

de premiere esp~ce, mais l 'expression d6pend de la parit~ de k . '  En prenant  

successivement k = 2 r, k = 2 r +  I, et en supposant  par  exemple n ~ o, on a 
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+ 1  + 1  

f / (i-- t) . , ( i+t) , .- .-I t~.dt= (i_to-),~-,,-l(i--t),,+~t"-~dt= 
- - 1  - - 1  

" (n+ 11 f (l_t,),,_._lt=,+,,dt, 
~- Z \ 2 8 1  

- - 1  

e'est>~-dire 

n + l  
+ 1  $=.7,- - - - -  

f ' (II) (I--t)m(l+t)ra-"-lt2rdt= ~ \ 2s l m--n ,r+8+ 
- - 1  tt = O  

el; de m6me 

(~2) 
+ 1  $ . < n  

f ( i - r  - ~ l / n +  I ] ./:~(~q,-~q,/---I- 8 --I - 3).  
,=o ~ 2 s + I  ] 

- - 1  

La substitution des valeurs (I I) et (I2) de ces int&,,rales dans le second membre 

de (IO) ne semble pus offrir beaucoup d'int6r6t. Mais nous nous proposons de 

I 
comparer les coefficients de la s6rie en - ainsi obtenue aux coefficients de la 

z 

s6rie de m6me nature que l'on peu~ obtenir pour repr6senter le second membre 

de (4). hTous devons done auparavant 6tablir le d6veloppement de K~(z) suivan~ 

une telle s6rie. 

Or, en supposant toujours I zl > I, i'int6gTule d6finie repr6sentant K"(z) 

admet le d6veloppement 

" n r + 1  

(z+I )  1=o-~ [--m--n--1)k f K , ~ ( z ) - - 2 , . ~ + I Z ~  (--z) -k ( I - -  t~)" t k dr; 
- - 1  

cette derni~re int6ga-ale, nulle pour les valeurs impaires de k, prend d'autre par~ 
les valeurs 

+ 1  

f ( l - t ' )  " 
- - 1  

( i) 
t2~dt=B m + l , r +  2 ; 

il vient done 
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(I3) K,,~,/= (z+i)" ~ ( m + n + ~ ) ( m + n + z ) - - - ( m +  
""" 2"+1z "+'+~ (2 r)! 

r------0 

n+ 2r) B (m+ I,r +2) ,-~], 

qui se rdduit aisdment ~. la forme 

(I3') K~(~)-- 2-+1 ~.+,,+1 2 ' ~ ' ~' " 

2 3. Ceci dtabli, le ddveloppement du second membre de (4)suivant les 

puissances de I - s'~crit, aprAs le changement de sen n+ I ~s, et en utilisant (13), 
Z 

(14) 
( Z q "  I )  n n + l  *0 

ir-~--O r ~ O  

•  + s +  :)-. "Ira+s+ 2 ~ - I ) B  ( ~ -  n+s ,  
r + 2' z ~+'2 r 

En introduisan~ les coefficients Z,(m.,n) lids aux /,(re, n) par  la formule (I4) 

Ch. I[ ,  eette derni~re somme double s'dcrit 

~=o ~=o ( 2 r ) ! F  m - - n + r + s  + 

I 

2 s ~ + 2 r  ' 

et le second membre  de (4), reprdsentA par  (I4), devien~ 

( - - z - -  I) ~ ~+I 

~ 0  ~ 0  
( " ~)  2~e.+2r, (2r)! F m--n+r  + s + 

F r +  F 
enfin, en remplagant  F(2  r + x) par  F ( r +  I) 2 '~' puis remplagant  r par  k, le second 

membre de (4) prend la forme 

(i5) 
(__i/'+" 
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La comparaison des deux d6veloppements (I o) et (I 5) va ainsi nous fournir deux 

I I 
esp~ces d'identit6s, suivant qu'on identifiera les termes en ~ ou Zm+~.r+---------- T 

Dans le premier cas, iI vien~, compte tenu de (IX), 

n + l  

~('m+I)'"(m+2r--I) 2 (~+i/B(r4_~,r_~_8 + 1) = 
(2r)[ \ 28 ] 

$ =  0 

n + l  
8 < r ,  - -  

2 Zn +,-2, (,n, ~) = ( - , ) - + l V ~ r ( m +  2r)2 "+1-2" ~ 
.:o (,--~.), r ( ~ - n + , -  + s + ~) 

c'esVs 

(16) 

n + l  

~=o\2S/ 
n + l  

' * " T  Z.+l-2 ,  (m, n) . 

Dans le second cas, il vient de m6me, compte tenu de (I2), 

(2 r+x) !  ~ \ 2 s + I  B m - - m r + s +  ---- 

n 

-- ( - O " F ~ r ( m  ~-2 r+ O~ ~-"  ~ 
,=o (,--s), r ( ~ - .  +,-+s + ~)' 

c'est-s 

(~7) 

$2 X'/,+,/ 
,=o \ 2 s +  I/  

Z~_2, (~, n) 

Ces deux identit6s (I6) et (I7) sont 'valables quel que soit m, n et r d6signant 

deux nombres entiers non n6gatifs. On peut remarquer que, dans ces conditions, 
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on peut faire abstraction des limites sup4rieures des sommes, puisque les terrnes 

dont l'indiee s surpasse une de ces limites s'annulent syst6matiquement. 

24. Lorsqu'on donne s r la valeur z~ro, les sommes aux seconds membres 

de (16) et (17) se r~duisent ~t leurs premiers termes, d'indice s ~ o ,  respect.ivement 
~gaux s 

( -  2)"+' VV, r(m)~,,+, (m, ,,) 
r ( ~ - .  + :) 

et 

(-2)', V~ r(m)z,, (m, ,,) 

Eu remplagant ~,(m,n) par sa valeur (i6) Oh. II,  cette premiere fraction s'4crit 

2 "+~ ~ r ( m )  m (2 m - - 2  n -  I )  

et la deuxi~me devient 

. . . . .  _2: V_~ r ( m ) ( n +  i ) ~ ( 2  . ~ - 2 .  + i) 

(2 ,n--n + i)(~ m--,~)-.. (2 m--2 ,,) r ( ,n-- , ,  

2"+' V :  r ( ~ +  i) r(2 ~ - 2  ~) 

--~ 22"--n.B(m--n,  m +  I), 

2 n V ~ l ' ( m §  I ) F ( 2 m - - z . + 2 )  ~ + I  

- -  n'l" I 2,~m_a B(m_n_{ ."  I , m +  I) 
~ r l - - n  

2 m - - 2  7~ 

n4-I 
mq-i  

2 ~ ~--'~ B (m--n,  m +  2). 

On ob~ient ainsi, comme cas par~iculiers de (I6) et (I7) , les identi~s suivantes 

relatives ~ la fone~ion d'Euler de premiere esp~ce 

n + l  

(is) Z ~ , . ,  j .  
#~---0 

(,9) (,,+I ~B m-,,,,§ = - - - ~ - ~ - - B ( m - , , ~ + 2 ) .  
,--o ~2s+ l /  m +  I 
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Ces deux identit6s sont d'ailleurs susceptibles d'acqu6rir une forme unique, s 

condition de les exprimer s l'aide de la fonction d'Euler de deuxibme esp&ce. 

C'est ainsi qu'aprbs la substitution de n - - I  et m- - I  s n e t  m, (I8) prend la 

forme 

,, ( ; )  ~<~. F s +  

Z 
s=o F ( 2 s +  I ) F ( n - - 2 s +  i ) F ( m - - n + s  

2 ~ " - " - '  r (m) 

+ 2)= I'(n+ I) F(2m--n); 

F s +  F m - - n + s +  
en remplagant I'(2 s + I) et F(2 m - - 2  n + 2 s) par les expressions que fournit la 

formule classique (9), (17) prend ainsi la forme remarquable 

(i9) n !/~ (2 m--n) 

Un calcul tout .:t fair semblable effectu6 's partir de (I8) oh l'ou change m en 

m- - I ,  sans modifier n, conduit 6galement s l'identit6 (I9). 

25. Cette identit6 peut 6~re enfin assimil6e ~ un d6veloppement int6ressant 

en s6rie de Newton. Remplagons y e n  effe~ les lettres m et n par x + u  e~ x, 

de sorte que x d6signe, tout au moins de mani~re provisoire, lm nombre 

entier non n6~t i f ,  a 6~ant quelconque. (I9) peut alors s'6crire 

(20) 2x F(x-~- if) m /~ (it + 8) x ( x - - I ) .  - - (x- -2  8 +  I) 
F ( x + 2 a )  = ~ F ( 2 a + 2 s )  sl ' 

et la somme au second membre est bien automatiquement limit6e au ~erme dont 

l'indice s est la par le  enti~re de x - - .  

2 
D'autre par~, lorsque x d6signe une variable complexe arbi~aire, la s&ie de 

Newton au second membre de (2o) est absolument convergente dans le demi-plan 

(x) > ~( - -a )  et repr6sente une fonction holomorphe dans Ce demi-plan. Or la 

fonetion au premier membre est effectivement holomorphe darts ce demi-plan, son 

p61e le plus ~. droite 6rant x = - - a  si a # o, et sa valeur asymptotique s l'infini 

de ce demi-plan es~ de l'ordre de r-m{~)e ~c~176 off l'on a pos6 x + a = r d  ~ On 

a donc, dans ce demi-plan, 
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12=F(x+a) I erCO. aL~. (i + r)--~ (,~) + .(~) I'(x+2a) < 
I 

off ~ (r) est une fonction de r t endan t  uniform6ment  vers o a v e c - ,  et off c o s ~ L 2  
r 

est inf6rieur ~ la fonction 

~(~)--~ cos 0 L (2 cos O) + OsinO [0[--<-~. 
2 

En vertu d'un th60r~me de Carlson, pr6cis6 par NSrlund l, cette fonction est 

bien d6veloppable en une s6rie de Newton  dont  l 'abscisse de convergence eat au 

plus 6gale ~ ~ R ( ~ - - a ) .  Les coefficients de ee d6veloppement sont d6termin6s 

par les valeurs de la fonct ion pour les valeurs enti~res de x non n6gatives et 

sup6rieures ~ ~ ( - - a ) .  

Si ~ (a) > o, cette d6terminat ion es~ unique, de sor~e que l ' identit6 des deux 

membres de (2o) pour x --  o, I, 2, . . . entralne leur identi t6 dans le demi-plan de 

convergence ~R (x) > ~ ( -  a). 

Si ~ ( a )<  o, on salt que la fonct ion au premier membre de (20) est repr6- 

sentable dans le demi-plan ~R(x)> ~ ( - - a )  par  une infinit6 de s6ries de Newton, 

d6pendant des valeurs arbitraires que l 'on at tr ibue ~. la somme de la s6rie pour 

les valeurs enti~res de x non  n6gatives et inf6rieures ~ ~R(--a); mais ces s6ries 

ne diff6rent que par  r add i t ion  de s6ries de Newton qui repr6sentent  z6ro ~ droite 

de ~R (--~), et le second membre de (20) eat r u n e  de celles-l~, puisque sa somme 

coincide avec le premier membre pour les valeurs enti~res de x sup6rieures 

~ ( - - a ) ;  c'est m~me une s6rie r6dui~e de cet~e fouction.  

2 
Nous avons done d6montr6 que la fonction l " ( x +  2 a) est ~oujours repr6- 

sent6e, dans son demi-plan d 'holomorphie ~ ( x ) >  ~ ( - - a ) ,  par  la s6rie de Newton 

au second membre de (20). 

On peut encore donner  ~ cette identit6 la forme in~ressan te  

( 2 0  x ( x -  i)  I .  3 X ( X - -  I)" " ---- - -  + + " 

2 U + I  2!  (2a+I)(2a+3) 4!  

dont  la loi de format ion  est tr~s simple. Pour  a = o ,  le premier membre 

prend la  valeur 2 ~-1, et l 'on a 

t Cf. N. E. N6rlund: Lemons sur les s6ries d'interpolation, p. I3I.  
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2 x - l =  I + 3 j X - -  I______~) + X ( X - - I ) ( X ~ 2 ) ( X - - 3 )  ..}_ " ' ' ,  

2! 41 

qui donne la somme connue des polyn6mes de degT6s pairs. La diff6rence finie 

des deux membres fournit la somme, 6gale s celle-ci, des polyn6mes de Newton 

de degr6s impairs 

2~_ ~ =_x  + x ( x - ~ ) ( ~ - 2 )  + x ( ~ - ~ ) . . . ( x - 4 )  + " ;  

I 3 ! 5! 

cette derni&re formule est d'ailleurs contenue dans (21); il suffi~ d'y faire c ,=I 

et d'y remplacer x par x--1 .  

D'une mani&re g6n6rale, on volt que la diff6rence finie des deux membres 

de (2I) reproduit cette iden~it6, au changement pros de x et de a en x - I  

et a + l .  

Remarquons enfin que l'on peut consid6rer le second membre de (21) comme 

une sgrie de facult6s d'argument a + I. En dgsignant cet argument par z, (2I) 
2 

s'6crit encore 

( 2 ~ ' )  2 x = i + -! ~(~----~) ~- + 

F ( ~ - - ~ )  F (2 .~ +.T,-- I) 2 2[ Z 

+ i �9 3 ;~ ( : r - - I ) . . . ( x - -3 )  2! I "3 " 5 x ( x - - 1 ) " ' ( x - - 5 )  
2 �9 4 4[ z ( z +  I) 2 . 4 " 6 6!  

3! 
z ( z .  I ) ( z + 2 )  

et nous savons que cette s6rie de facult6s en z converge absolument dans le 

demi-plan ~(z) > ,~R(l - -x) ,  s l'exception des points d'affixe entier nul ou n6ga- 

tif situ6s dans ce demi-plan, et qui sont d'ailleurs des p61es, et en nombre fini. Or la 

fonction au premier membre es~ effectivemeng holomorphe pour ~R (z) sup6rleur ~t o 

e t s  ~3t ( I - -x) .  Le demi-plan ~R(z)> ~ R ( : - - x )  esg donc bien le demi-plan de 

convergence de cette s6rie. 

25. On peut &endre ces r6sultats aux valeurs positives du n0mbre entier 

r dont d6pendent les identit6s (I5) et (17). En rempla~ant ) , , + l - a ~ ( m , n ) p a r  

sa valeur comme il a d6j~. &a~g fair, le second membre de (15) peut s'6crire, par 

exemple, 

33--30534. Acta mathenm$iea. 56. lmprim6 le 7 novembro 1930. 
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(22) 2"+'--'r V ~  F(m + 0 F ( 2  r +  I)X 

" (n+1~ (2m--2n+4s--l)F(2m--2n+2s--1) 

�9 =o (r--s)!I'(2m--.n+2s+ I)I" m--n+r+s+ 

puisque, s i r  > n + t, . . . .  les termes d'indiee s > ~ + I disparaissent automatiquement, 
2 2 

en supposant toujours n entier > o. Mais ceci a maintenant un sens quel que 
soit n. 

D'au~re part, le premier membre de (I6) peut s'6erire 

(23) 
= x 2 , / r ( ~ _ ~ + , + . , + i )  

=2, ._2 ._ , r (m_ , , )~ (n+1]  r(2r+2s+x}F(m--n+r+s} 
,=o\  2 ,  / r(,--~+-gSiy-r-(2-~-z-~2g~7u ~,) 

En posant n+  x=x ,  m - - n = a ,  (22) et (23) deviennent respeetivement, apr~s quel- 

ques modifications simples dans (22), 

r (x)(2ct+48--I)I'(2ct+2.~--I)l'(ct+r+s)22s 
(22') 2=+"-"-'l"(x+a)r(2r+x)~_~ 2s (r--s)!F(x§ ' 

szO 

(23") | ( x )  I ' (2r+2s+I)F(a+r+s) 
2"~ ' r (~)~  2s r(,-+,+Or(2~+2r+2s)'  

ee qui fournit enfin, pour les valeurs enti~res positives de x, l'identit6 

(24) 
2 = r ( x + ~ ) ~  x ( ~ -  x ) . . . ( ~ - 2 , +  i) 2"-, 
r ( x +  2~) ,=o (~+ 2 ~ ) (x+  2 ~ + 1) . . . (~+ 2 ~ + 2 , -  i) x 

X(2 a +  4 , - - I ) ( 2  r)! r ( 2  a +  2 s - - I ) F ( ~ + , ' + s )  _~- 
(2 8)! ( , ' -s)!  r(~)r(2~+2r+2s) 

| r(2r+2s+x)r(a+r+s) x(x-x) . . . (x-2s+x)  

Un ealcul analogue permet de ddduire de (I7), aprAs avoir remplacd n e t  m - - n +  I 

par x et a, l'identit6 



Sur certMnes fonctions assocides aux fonctions de Legendre. 259 

2"F(x+c,)~ x (x - -x )" (x - - zs+ I)2 2.+x (25) 

X ( 2 a T 4 s - - I ) ( 2 r - [ - l ) l F ( 2 a W 2 s - - 2 ) F ( a T r + s ) =  
(2s+I)!Cr--s)! r(~--I)rC2~+2r+2s) 

.~ ~ F(2r+2s+2)F(a+r+8) x(x--I). . .(x--2s+I) 

6galement 6tablie pour x entier > o. 

Ces deux sortes d'identit6 sont disWnctes pour r > o, ~.lors que nous savons 

qu'elles coincident pour r = o .  Leurs premiers membres sont des fonctions analyti- 

ques de x holomorphes dans le demi-plan !}t (x) > ~ (--c~), t.andis que leurs seconds 

membres deviennent, lorsque x est. un hombre complexe variable, des s6ries de 

Newton absolument, convergent.es dans ce demi-plan. D'autre par~, on voi~ 

imm6diatement que les fonctions aux premiers membres poss6dent., ~ l'infini de ce 

demi-plan, des valeurs asymptotiques satisfaisant. "~ la condit.ion de Carlson, et. 

admettent, donc des d6veloppement.s en s6rie de Newt.on. Ces d6veloppements 

sont justement les s6ries aux seconds membres, puisque ces ident.ig6s sont. satis- 

faites pour x----o, I, 2, . . .  En r6sum6 les identit6s (24) eg (25) sont. sat.isfait.es 

dans le demi-plan .~}~ (x )>  .~}l (--~); les s6ries aux seconds membres sont. m~me des 

d6veloppement.s r6duits des fonctions aux premiers membres. 


