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Introduction.

Dans un mémoire sur les fonctions de Legendre?, j'ai relié les fonctions de
Legendre de premiére espéce et leurs dérivées au développement d'une puissance
du rapport de deux trindmes en ¢ suivant les puissances entiéres du rapport
anharmonique de ¢ avec trois des quatre zéros de ces trindmes. D’une maniére
précise, étant donnés deux trindmes :

P(ty=a t*+20b t+c,
Qt)=d' 2 +20b"t+¢,

tels que trois invariants essentiels pour le groupe homographique normal soient

B¥—ac=b?—d =1,

acd +eca—2bb'=—2z2 .

et dont les zéros sont désignés par

—b+1 —b—1 o -
Y To=— ) = === )
a LA ! a 2 a’

"=

on considérait, dans l'étude citée, le développement en série de Laurent

! «Sur les fonctions de Legendre de premiére espéce et certaines fonctions associées», Journ.
de Math., tome VI (1927), p. 165—227.
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DA™ o
(1) (%) =ﬂ=2_mJ;‘n(z) R (t, 05, 7,, 7",

ol m est un nombre quelconque.

Ce développement est valable dans la couronne'! limitée par les deux cercles
conjugués par rapport & 7, et 7, et qui passent respectivement par les points
o, et g,. 1l suppose R(z)>o.

Or lidée directrice de cette étude introduisait des éléments arbitraires que
T'on avait choisis de fagon que le développement (1) fournit les fonctions de
Legendre de premiére espéce et leurs dérivées. Il restait a examiner quelles sont
les fonctions auxquelles ce procédé donne naissance lorsque les éléments arbitraires
dont se compose le développement (1) sont choisis différemment, c’est-d-dire lors-
qu'on change 'ordre des quatre éléments qui composent le rapport anharmonique,
ou lorsqu'on change l'ensemble des trois zéros qui y entrent, ou enfin lorsque
2 prend une position arbitraire dans son plan.

Nous allons voir que, dans ces conditions générales, on ne recontre que deux
espdces vraiment distinctes de fonctions, les J%(z) déja étudiées dans le mémoire -

cité, et une nouvelle espéce de fonctions, que je désigne par j:'n(z), qui se ratta-
chent d'une maniére bien remarquable aux fonctions de Legendre des deux espéces.

Le chapitre I de ce travail est consacré a la discussion des différentes
espéces de fonctions que I'on peut mettre en évidence par ce procédé de déve-
loppement, et 4 1'étude des nouvelles fonctions j;',.(z) ainsi introduites. On ren-
contre, en particulier, des propriétés de ces fonctions les rapprochant des fonc-
tions J7(2).

J'établis, dans le chapitre II, les expressions des Jn(z) en fonction linéaire
des JZ(z) et des K"(z), ces derniéres fonctions étant associées aux fonctions de
Legendre de deuxiéme espéce de la méme maniére que les J%(z) le sont aux
fonctions de Legendre de premiére espéce. On retrouve, & titre d'application,
I'expression classique de Pn(z) & l'aide des deux fonctions @Qm(z) et Q—n—i(2).

Le troisiéme chapitre s'occupe de quelques relations de récurrence entre les
Ju(2), ainsi que d'une formule d’addition de ces fonctions.

Enfin j'introduis, dans le dernier chapitre, la fonction I?;‘n(z) qui vérifie

! 8i les deux cercles qui composent sa frontiére sont extérienrs 1'un & l'autre, cette cou-
ronne devient naturellement le domaine extérieur & ces deux cercles.
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la méme équation hypergéométrique que Jm(z), et que I'on obtient en modifiant

simplement le contour de lintégrale de fonction de variable complexe par la-

quelle on peut définir celle-ci. En utilisant la relation linéaire établie au

chapitre II, et qui s'étend d’elle-méme aux fonctions Eﬁ(z), je termine ce chapitre

par le développement en série de Newton d'une certaine famille de fonctions, et
22I'(x+q)

e ticuli retion =l
n particulier de la fonction rz+29)

CHAPITRE 1.

Les fonctions Jn(z).

1. Dans la discussion des différentes sortes de coefficients que fournit le

développement
QN _ <

I PUALIY . n
(x (5a) = 3 mee.
lorsqu'on prend pour £ I'un quelconque des rapports anharmoniques que fournit
t avec trois des quatre zéros des deux trindmes, on peut tout de suite supposer
que t est le premier des quatre termes du rapport, grice i la remarque que la
permutation des deux premiers termes entre eux, ou des deux derniers termes

entre eux, change simplement £ en -g—, tandis que la permutation du premier

couple de termes avec l'autre ne change pas §.

Remarquons également que la permutation de o; et g, respectivement avec
7, et 7, équivaut 4 permuter les rdles des deux trinbémes, done 4 changer m
en —m.

La substitution du zéro étranger a.f & l'autre zéro du méme trindéme, done
contenu dans £, ne change pas non plus essentiellement les coefficients du déve-
loppement (1). Par exemple, si R(z)>0, la substitution du rapport anharmonique
R(t,0,,7,,7,) & R(t 0, 7,7, remplace le coefficient J=(z) par J,"(z). On-a en effet

(2 (89"~ 5 7Rt 0

n=—wx

= 2 J:,(Z) R (O'n 03, T1s ""z)n R (t: 0y, T1s Tz)n:

n=-—aw
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de sorte que les coefficients relatifs & R (¢, o,, 7,7, sont

Zz—1

Lafe)=T2e) R (01,0 =252 Tl

par suite, en vertu de l'identité?

0 R e B

z+1
on a bien ici

Lr(2)=dJ"z).

Ainsi nous n’avons plus qu’a étudier l'influence de la situation de z dans
son plan, et l'effet de la permutation des deux termes moyens du rapport an-
harmonique §&.

Tout d’abord, reprenons le rapport anharmonique £=R (¢, g,, 7,, 7,) du mémoire
cité, mais en supposant R(z)<o. Dans le plan de la variable £, les quatre pointé
critiques algébriques (si m n'est pas entier) du premier membre de (1), gui sont

R (z, 65, 7,, 7,)=0, R(z,, 05,7, 7)=00,

’ Zz2—1I
R0y, 03, 7y, )=

ZT, R (027 Oz T1s ""2)= I,

sont tels que l'on ait

o<I<

z—1
— ] <o,
Z+Il

La couronne circulaire dans laquelle le développement (1) est ici possible est
donc la couronne définie dans le plan de § par

z—1

I<l§|< z+1

Les coefficients correspondants L2(z) sont alors tels que l'on ait

(g_((g)m= i L:l(z) B (0‘1, 0'-2» Ty "z)" R (t, ay, Ty, 'tz)",

nl==——mw

ou encore

(Fay- 5 (1) Lz () reanm

n=—awx

! Cf. loc. cit., p. 183.



Sur certaines fonctions associdées aux fonctions de Legendre. 209

et ce développement est valable dans le domaine d'un seul tenant du plan de ¢
que bornent les deux cercles conjugués par rapport & 7, et 7, qui passent
respectivement par o, et g,. Or le changement de signe de Q(f) revient & per-
muter les roles des deux zéros o, 0,, et & changer z en —z; ER(—FZ) étant positif,
on a donc dans le domaine en question

(:i’é(??()t_))m= =53;‘;7,’5.(—2) R(t, 0,7, )"

L'identification des deux développements donne donc

L= (252 T2,

(4) Lt (o) =(—1)™ J;(—e).

Bien entendu, le facteur (—1)® a la signification e®*+1'7#im } &tant un nombre
entier arbitraire, dont la valeur dépend du chemin suivi pour aller de z & —z.

En résumé, il importe uniquement de distinguer deux cas, suivant que les
deux derniers termes de £ sont les deux zéros d'un méme trindme ou appartien-
nent séparément aux deux trindmes. Le premier cas conduit aux fonctions
J2(2), qui ont été étudiées dans le mémoire cité, et qui se rattachent étroitement

aux fonctions de Legendre de-premiére espéce. Le présent travail est consacré

& D'étude des fonctions Jm(z) auxquelles conduit le deuxidme cas, et qui sont
définies par le développement

(5) | (Q(‘) ZJ,,. Rt 7y, 03, 5"

2. Plagons nous dans le plan de la variable
§f"R (t, 1, 03, 73).

Les homologues des zéros de Q(t) et P(f) sont les points

2
z+1

H

R (0,, %, 0,, 1)=1—R (04, 03, 73, )=

R (a3, 74, 05, 75)=0,
Bz, 7,00 1)=1,
(1’.27 Ty, Oy 12 _OO
27—30534. Acta mathematica. 56. Imprimé le 12 septembre 1930.
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Le développement (5), qui prend dans ce plan la forme de Laurent, n’est done
possible quel que soit m que s'il existe une couronne circulaire de centre §=o
séparant l'un de 'autre les deux zéros de chaque trindme; ceci exige que 'on ait

2
1 <<|—
z+1

, ¢'est-d-dire

lz + 1] < 2.
Nous supposerons donc que 2z est intérieur au cercle de centre z=—1 et de
rayon 2; le domaine de validité de (5) est alors la couronne circulaire définie par

2
6 <|E|l<i———>»
(6) 1<|§| [z+1]
et il lui correspond dans le plan de la variable { le domaine d'un seul tenant
limité par les deux cercles conjugués par rapport aux points o, et 7, qui passent
respectivement par les deux autres zéros o; et 7.

3. Avant d’aborder l'étude des coefficients Jm(z) ainsi définis, apportons
quelques précisions 3 la définition des fonctions J%(2); cela nous guidera dans le

choix d'une définition précise des Jm(z), et nous sera d’ailleurs nécessaire pour
pouvoir comparer avee rigueur les deux espéces de fouctions.
On sait qu'on est conduit & la représentation de J(z) par l'intégrale de

Schlifli en choisissant pour P(f) et Q(f) les formes

P(t)=2t—2¢,
Q(t)Etz— I,
de sorte que
0,=1, 0y=—"1, 7,2, 7,=90,
et
I—e
. R(t: Ga, Ty, Tz)__l_zr
I'intégrale en question est alors
(—1—op [ P—rmat
—1—2z —1
+o
Z _
+ o0
1 +1

Fig. 1.
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le contour d'intégration étant constitué par deux lacets successifs dont I'origine
commune est i l'infini du demi-axe réel positif, qui sont parcourus, respectivement
autour de z et de 1, dans le sens direct. Omn précisera la valeur de l'intégrale

en prenant, & l'origine du contour,
(8) arg (t—1)=arg (t+ 1)=1arg (t—2z)=o0,

et l'on sait qu'elle représente alors une fonction uniforme dans le plan coupé
par la demi-droite (—oo, —1).
Nous aurons également besoin de considérer les fonctions K™(z) définies par

I'intégrale voisine de (7)

TR MY
. . _e—mnt_l_zn PF—Im
(©) Kole)= 2™+ ginm f(t—-z)"““"‘“’
“+ o

dont le contour d'intégration comporte deux lacets ayant la méme origine que
ceux de (7), parcourus successivement, le premier autour de 1 dans le sens rétro-
grade, le deuxiéme autour de —1 dans le sens direct. L’uniformité est réalisée
ici dans le plan de z coupé par la portion (—1, + ) de I'axe réel. Les condi-
tions initiales sont encore exprimées par (8).

- 4

—1 +1

Fig. 2.

Remarquons que l'expression au second membre de (9) n'a un sens que lorsque
m n'est pas entier. En fait, en vertu du principe de continuité, elle conserve un -
sens pour m entier non négatif. On exclut donc seulement, dans cette déﬁnition,
les valeurs entiéres négatives de m. : -

Il résulte immédiatément de cette définition que K”(2) est une intégrale de

I'équation différentielle linéaire

(10) ‘(I—-z”)—;‘”——z(z—!—n)g—z +m(m+1)y=o0

satisfaite par J"(z); en outre, de la méme fagon que (7) entraine l'identité’

! Cf. loc. cit., p. 183.
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(—1—2)p dr Pu(2)
m+1)(m+2)---(m+n) de*

(11) J,’,‘l(z)-——( n=0,
ot JO(z)=Pn(z) désigne la fonction de Legendre de premiére espéce, on déduit
de (9) que

(12) K:ln(z)_-_( (—1—2)" am Quml2)

m+1)(m+2)---(m+n) dz*

n=o0,

oi K)(z)=Qm(z) désigne la fonction de Legendre de deuxiéme espéce. On voit

de la méme fagon, par analogie avec (3), que l'on a

z+1

(13) K;"(z)=(z_l)nK;;(z).

Effectuons, par exemple au sujet de (13), le raisonnemement général auquel il
est fait allusion. (3) exprime en effet que

(1+,z+)
(14) '/‘(T(_t‘;;»i);;;i (2= 1) —(t—2)*" dt=o0;

<+ o
or la condition nécessaire et suffisante pour qu’ait lieu une identité de la forme

(14+,2+)
E=1olt) ,,
(t_z)m+n+1

<+ o

=0 m quelconque

ol @(t) est un polyndme en ¢ de degré p=2 est qu'il existe un polyndéme (f) de
degré p—2 tel qu'on ait identiquement

(E—1rpl)_ d (= 1+ iy(y).
(t-——Z)"H"H’l dat (t-—Z)m'H

L’intégrale au premier membre de (14) est donc nulle aussi bien le long du con-
tour relatif & K”(z) que le long de celui de J%(z), ce qui démontre (13).

Les fonctions J%(z) et K%(¢) sont trés voisines des fonctions Pr(z) et Qn(e)
de Ferrer, et s’expriment d’ailleurs aussi simplement qu'elle:s a I'aide des dérivées
des fonctions de Legendre Pn(2) et Qm(2). Il nous suffira donc de leur rattacher

les nouvelles fonctions Jm(z) pour démontrer qu'avec celles-ci nous n'avons pas
affaire & des fonctions essentiellement nouvelles.
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4. En ce qui concerne Jn(Z), le choix que nous avons fait au paragraphe
précédent des polynémes P(f) et @Q(f) donne

t+1
z+1’

R (t) Ty () Ts)z

nous pouvons donc représenter les coefficients de (5) par

(—1+,2z4)

(et f(t— ™ (¢+ 1ym—r—t it

(15) JIn(2)

T emtlgg {t—2)™

—0

l'intégrale étant uniforme dans le plan de la variable z coupé par la portion
z=1 de l'axe réel, et prenant une valeur précisée par les conditions initiales

arg (t—1)=arg (t+ 1)=arg ({—z)=m.

- — =

Fig. 3.

On peut d'ailleurs remplacer ce contour par un contour tournant directement
autour des deux mémes points —I et z, mais dont l'origine et I'extrémité sont &
I'infini positif de l'axe réel et au dessus; la valeur de cette intégrale coincide
alors avec (15) si 'on choisit les conditions initiales

arg (t—1)=arg (t+ 1)=arg ({—2z)=o.

Un tel contour est tracé en pointillé sur la figure 3. On voit immédiatement

que z=1 et z=o sont les seuls points singuliers de j,’,l.(z). z=—1 est un point
régulier quel que soit le nombre entier n. Pour n>0, z=—1 est un zéro d’ordre 7,
au voisinage duquel

— n
(16) Ta(e)~ evitm-n (:‘) (ij—‘) >o.

Pour n<<o, on a

(17) . j;}.(— 1)=¢*iim—n) (_m) n=o.

—n
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Les fonctions Jnm(z) ne vérifient pas une relation de la forme (3), mais on peut
établir & leur sujet une relation assez analogue. 8i l'on permute les deux poly-
ndmes P(f) et Q(f), la valeur de z n'est pas modifiée, et le développement (5)
devient

P(t) "_ S 7 Ty, 05"
(W) = 3 TaD R 0,m, 00"

n=—wm

le domaine dé validité n'est pas modifié. Or ceci s'écrit encore

(g_gg)_m =”§nj;(2) R (Tn 0y, T, o-z)n R (t! 715 Oz '[2)_’.’

et sa comparaison avec (5) montre, grice i

2
g+1

R (Tll 0'1, 27 0’)=-R(01) T 627 TZ)':

que, & un puissance entiére de ¢*™*! prés, on a

S L)

D'ailleurs (16) et (17) montrent que, d'une maniére précise,

n_

(19 T amm(E) T,

En particulier, nous poserons
j?n(z)=f’m(z) .

On voit alors que

(19) Pulz)=e2m71 P_(2).

D'une maniére générale, (18) nous permettra de borner au besoin notre attention
aux fonctions Jp(z) d'indice m>o. -

5. On peut représenter Jm(z) par nne intégrale trigonométrique assez remar-
quable. Pour que la couronne out le développement (5) est valable contienne le
cercle trigonométrique, prenons ¢,=0, 7,=, il vient alors

R(t,"no'z,"z):,zi’

: 1
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et, en particulier,

On peut done choisir

z2+1 _ 2
e z = "V v

le radical désignant I'une quelconque des deux déterminations possibles, la méme
pour les deux zéros; dans ces conditions, on a ¢,7,=1, avec |7,|<i. Nous
allons supposer en outre gue z est réel, compris entre —1 et +1, ce qui suffit
pour définir la fonction analytique Jm(z). Dans ces conditions, z, et o, peuvent
étre deux points du demi-axe réel positif, conjugués par rapport au cercle tri-
gonométrique, et l'on a

P(t)=2t—21,

R)=27,?—2¢t.
On déduit alors de (5) que

Fa = [ () s
" 2t t—r, ’
{c)

I'intégrale étant étendue au cercle trigonométrique (¢) parcouru dans le sens
direct. Or, le long de ce cercle,

t—a, =,
t—1,;
done
T, l—1 —1;
t+-z,
d’autre part, I'angle
nt=r_ . t—o,
AR L

décroit de 2« & o lorsque I'argument @ de ¢ croit de —m & =. Par conséquent,
si I'on désigne par 6 I'argument de 2:5—;» qui eroit de —m & + 7 dans les mémes
1

conditions, on a
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0
M

P A
N ERC
0 INJ1 ¢

Q

Fig. 4.

] n 7z
— e n:
=52 )/ 2L [etmnrmaay,
—n

En remarquant que ¢ et 6 changent simultanément de signe, ceci s'écrit encore

(20) j:',,(z)=em“ '/ zt+1 fcos[(m—-—n)q)—-mO]dq) —1<z<1,
7 2
0

ot le radical désigne la racine positive. En particulier, la valeur zéro de » donne

e‘mni 4 P I
—~ fcosm(qz-— Vdeg.

(]

(21) Polz)=

Pour n=m=o, lintégrale (15) fournit aisément
Ta—1 nso

par suite, pour z=m=0, on a, en vertu de (18),

jﬁ(z)=(z_:l)n n=0;

en portant ces valeurs dans (20), on obtient la formule

T
[l
I z+1
;fcosnﬂdw—(——l/ > ) .
0
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- i—o < g
Drailleurs, en posant & =sx—60=arg E——l, ceci s'écrit encore
—7,

T

I ra 0B "
“fcosnﬁdqa OoB",

0

et cette formule est équivalente & la formule de Schwarz

qui fournit la valeur d'une fonction holomoi-phe en un point B intérieur d'un
cercle; en effet 6 est I'angle polaire du point P ou CHM coupe _le cercle; c'est
également, au signe prés, 'angle polaire du point @ ot BM coupe ce cercle.

6. De méme que Jale), la fonction Jm(2) est développable en une série
d’une fonction homographique de z dépendant d'un paramétre arbitraire, les
coefficients de cette série étant des polyndmes hypergéométriques en ce paramétre.
La méthode suivie' pour J"(z) s'applique ici avec seulement quelques modifications
des détails,

Reprenons la représentation générale de Jn(z), déduite du développement (5)
de définition, par l'intégrale

N QIN™ d Rt 1y, 05 17,)
(22) JM(Z) —2 n”‘ f (P(—tj) R (t: 71: 021 1-2)"+1,

(c}

ot (¢) est un contour simple, situé dans le domaine de validité de (s), parcouru
dans le sens direct par rapport i ¢, et dans le sens rétrograde par rapport i v,
Bien entendu, ce contour peut étre déformé ensuite de maniére continue pourvu
quil ne rencontre aucun des quatre points critigues. En outre on pourra au
besoin préciser les puissances m¢ contenues dans le résultat afin d'identifier
I'expression trouvée avec la fonction (15):

En mettant ces points critiques en évidence, (22) s'éerit

(23) The) = (i)m (i“—"é)n %%

al] \z;—1/ 272

I désignant 1'intégrale

! Cf. loc. cit., p. 185—189.
28—30534. Acta mathematica. 56. Imprimé le 12 septembre 1930.
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I= (t_al)m (t_oe)m_”—l (t""x)—m (t_ (A Bk d_t-
/

Supposons que ¢, soit le seul point critique qui varie avec z; il est nécessaire-

ment de la forme
_az+8
MCRPTPI

a, 8,7, d étant quatre constantes telles que ad—pgy=1. Dans ces conditions,
I'identification des deux membres de

z2—1

R (0y, 05, 73, "s)zm

fournit, pour les trois autres zéros des deux trindmes, les expressions

a“": 2 7:_62’
3——0 —0,= :
a ' yly+9)
ou encore, en posant d=—yz,,
=y*(1—27),
a'=2y%(g—2z,).
On tire encore de 13
z+1 _ I z+1
TR =8 e +d) 1 +z)z—z
z2—1 1 z—1
03—72—’::

G+ (yz+0) rl1i—z)e—z

ce qui permet d'écrire (23)

(24) o T2 21 (Z —zo)"'(z+ I )"( 2 )m—n I

Tz—zy\1+2,] \z—2z,/ \1—2, 2wy (1—2,)
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Supposons maintenant que l'on puisse choisir le contour (¢) de fagon que ¢
vérifie sur ce contour l'inégalité
|t~ > |o—v|;

pour cela, il faut et il suffit que cette inégalité soit satisfaite par les points g,
et z,, autrement dit, que l'on ait la double inégalité

la—u|>lo,—xl, lo~%|> lo—7],
c¢’'est-a-dire

(25)

2
II_Zol

z+1
z2—2z,

et 1.

Dans ces conditions, on peut remplacer dans 'expression de l'intégrale I
(t_o.z)m—n—l =(t__,[l +,— o.g)m—n—l

par son développement suivant les puissances entidres croissantes de 7,—a,, ce

qui donne

(')6) I= < (m—n—1 I z+1\ [ m ~n—k—1 (¢ —m+n—1 ] f

< = k Fli+z)z—z, (t—a )™ (t—7)) (t—) dt;
k=0

(e)

et maintenant on peut réduire {¢) & un contour infinitésimal entourant le seul
point singulier 7,. Enfin, en remplagant ¢ par la nouvelle variable u» définie par

s
! 77 (1+2)
il vient
g 1Hu
1—72(I+Zo)’
_ 2 I_Zo
ey (145 )
et (26) s’écrit
1—2, —m-+n—1
2 1—z\" ™+ 2 [m—n—1\ [z +1 \F (I+u)"‘(1+ 2~u)
sz s ey [
k=0

(r}

ol (I') est un contour infinitésimal parcouru dans le sens direct autour de u=o.
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Cette derniére intégrale ne différe donc de zéro que pour les valeurs de %
rendant »n+ k=0, c'est-d-dire pour les valeurs de %k supérieures ou égales au plus
grand des deux nombres —», 0. Pour ces valeurs, le quotient de cette intégrale
par 2z est égal &

S (SRS

h=0

Le coefficient général de cette derniére somme peut s'écrire

(—mtz”_l) (n+;cn— h)=

_ ( m )(m—n+ 1)im—n+2)--(m—n+h) (—n—k) (—n—k+1)--(—n—k+h—1)
nt+k M(m—n—k+1)(m—n—k+2)---(m—n—k+h)

et I'on voit ainsi que cette somme est la valeur du polynéme

‘r m e o .I_ZO
(27) (n+k)F(m n+1,—n—km—n—k+1; . )

Drailleurs si I'on remarque que l'on peut considérer

m )__ I'(m+1)
(n—i-k S I'(r+k+1)TF(m—n—k+1)

comme ayant la valear zéro pour les valeurs négatives du nombre entier »+£%,

on voit que l'on peut substituer (27} dans l»'éxpression de l'intégrale I en donnant
& k toutes les valeurs entitres positives ou nulle, sans se préoccuper du signe de
n. (24) devient ainsi

= +z,2—1 [2—2,\™
28 o) =—"Ze 2
(28) 7. () 2 22—z (I +zo) X

X ] m_n—l m . . e .I——Zo) (z+l)ﬂ+k,
g‘_:)( b )(n-i—k)F(m n+1, —n—km—n—k+1; > P

et ce développement est valable dans le domaine défini par (25).

On peut donner & ce développement une forme légérement différente; en
transformant les polyndémes hypergéométriques au second membre & l'aide de
T'identité classique

(20): - F(a, b,c;z)=(1'—z)c—“”*F(c—a,c—b,l’iZ), :
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(28) s'écrit en effet!

(30) ,:,(Z)=( I +zo)"+ 71 (z _Zo)m y

2 z2—zy\1+z,
o [m—n—1\[ m e 1=z [z +T1 )\
Xé( & )(n+k)F(m+1, kym—n—k+1;— )(z—zo) .

Le domaine de validité de ce développement se présente sous une forme

qui dépend du choix du paramétre 2, C'est ainsi que si 2, est intérieur au
cercle de centre 1 et de rayon 2, c'est-d-dire si l'on a |1—2z,] < 2, la double
inégalité (25) se réduit &

et exprime que le domaine de convergence de (28) et (30) est le demi-plan, limité
par la médiatrice de —1 et 2z, qui contient —1. Par contre, lorsque z, est
extérieur au cercle en question, (25) se réduit &

z+1I
Z_ZO

2
|I—Zo|,

qui exprime que le domaine de convergence est l'intérieur du cercle qui passe
par le point 1 et qui est conjugué par rapport aux peints —1 et z,, —1estla
seule valeur qui soit inadmissible pour z,. Tout ceci confirme avec évidence que
les seuls points critiques de Jm(z) sont z=1 et z=o0, ainsi que la nature du
point régulier z=—1. 4 )

7. Le développement que mnous venons d’obtenir prend des formes parti-
culiérement simples pour z,=1 et z,=10.

Dans le premier cas les polyndmes hypergéométriques auxiliaires se réduisent
3 I'unité, et (28) et (30) deviennent

R [

k=0

Ceci s’exprime i l'aide d'une fonction hypergéométrique, en remarquant que

11 est intéressant de remarquer que les polyndmes hypergéométriques gui s'introduisent
dans ces deux développements sont les mémes que dans les développements analogues de la fonction

Jol@). Cf. loe. cit., p. 187.
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r'im—n)T'(m+1) I'(m+1)

K Tm—n—k)Tn+k+1)Tm—n—k+1) I'n+i1)T{m—n+t1)

(—m+n+1)(—m+n+2) - (—m+n+E(—m+n)(—m+n+1) (—m+n+k—1)
Elnt1)(n+2)--(n+k) '

X
on peut convenir de désigner le premier facteur au second membre par n) quel

: m oA 2 ) s 4e
que soit », de sorte que ( ) doit étre annulé pour les valeurs entiéres négatives
n

de n, et (30) prend alors la forme remarquable

(32) j,';,(z)=(m) (z—x)”‘(z * I)"]E"(—m+ n, —m+n+1,n+ I;z + I).
n 2 z—1 z—1

Bien entendu, le second membre se présente sous forme indéterminée pour n
entier négatif, par suite de la présence de termes infinis dans la fonction hyper-
géométrique, mais cette indétermination, qui n'est qu'apparente, disparait dés

qu'on développe le produit de (1:) par cette fonction hypergéométrique.

Enfin, grice a la transformation (29), (32) s'écrit encore

(33) j:;(z)=(m) (Z_I)_m(—z-l)"F<m, m+1,n+1; 2+ I).

n 2 2 Z—1

Le développement est valable dans le demi-plan R (z)<0, mais la représentation

Ay

4 l'aide de la fonction hypergéométrique au second membre vaut dans tout le

plan de z coupé par la demi-droite z=1. Si 'on veut que la fonction Ju(?) ainsi
représentée coincide avec celle dont nous avons précisé le choix au paragraphe 4,
il faut que dans (32) l'argument de z—1 prenne la détermination comprise entre
o et 2, et, dans (33), la détermination comprise entre 0 et —2zm.

Lorsque 2z, tend vers l'infini, la partie principale du polynéme hypergéo-
métrique au second membre de (30) est

(m+1)(m+2)---(m+E) (zo-—r)"
(m—n—k+1)(m—n—k+2)--(m—n)\ 2 !

de sorte qu’il vient, & la limite,
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g—1
2

R N (R e e e (S I

j:¢(2)=e("‘“‘"+1) ni

X

X

®
k=0

z+1

n+k
I1 suffit alors de remarquer que le coefficient de ( ) dans cette

derniére somme s'écrit

(m)(m+1)(m+2)--¢(m+k)(-—m+n+ 1)(—m+n+2)--(—m+ntk)
n ‘ Hun+i1)(nt+2) (ntk) '

pour conclure & I'expression

(34) j:;(z)=e"‘""(m) I—_—Z(—I_Z)nIf‘(m-i- 1, —m+n+1,n+ I;Z : I);

n 2 2

le second membre représente la fonction Jn(z) du paragraphe 4 dans le plan
coupé de la variable z. La transformation (29) permet d’ailleurs de remplacer
(34) par la représentation plus simple

(35) I )= etm—n) ”‘~(m) (g—ﬂ)"l" (m, n—m,n+1; -Z-E-I-).

n 2

Il résulte immédiatement de cette formule que, lorsque m est un nombre
entier positif, Jm(z) est un polynéme de degré m pour n<m, et se réduit & zéro
pour n>m; lorsque m est entier et négatif, Jn(z) est un polyndéme de degré
n—m si n=m, et disparait enfin pour n<m. On peut d'ailleurs vérifier ces
derniers résultats 4 l'aide de la formule (18); on peut .au contraire déduire
immédiatement de (35) cette identité (18) ainsi que (16) et (17).

Voici une autre conséquence rema,rqua.blé de (35). La fonction hypergéo-
métrique ne changeant pas lorsqu'on y remplace m par #-—m, n restant invariable,
il vient

_ ("2")-
I nm{e)= &AM 2= T n2)
S )

-—n

. m
=e-—2m7n

Jul2).
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Ceci prend encore la forme symétrique

n—m m

(36) Trm(®) __ amniImle)

En particulier, lorsque m est un nombre entier, on a

(2

t_]z—'m(z) —_ Ym\&)
n—m m

;y

(37)

Pour n=o0, (36) s'identifie avec la formule (19).
8. La simplicité de la forme de I'expression (35) suggére que Jn(e) doit
vérifier une équation différentielle linéaire du second ordre de Riemann également

simple. En posant ._z_?= t, et en écrivant que *Jm(z) satisfait & I'équation

hypergéométrique de F(m,n—m,n+1;), on trouve immédiatement que Jm(z) est

une intégrale de 1'équation

d’y dy
—%) — —p) =L — =
(38) (1 Z)dz’ +(1—n) (1 z)dz+m(m n) y=o.
C'est lintégrale régulidre au point z=-—1, 4 un facteur constant prés. En
particulier, on a _ .

—z%) == — ) =
(39) ’ (1—z ) Is +(1—2) gy Tm Prz)=0.

CHAPITRE II.

Les fonctions jﬁ.(z) et les fonctions de Legendre.

9. Les premidres fonctions Pn(z) d'indice entier non négatif (m=o,1, ...),

que l'on calcule sans difficulté & partir de l'expression (35), qui se réduit ici a

(1) Pe)=(—1F (m, -m, 1 522),
sont les polyndmes _

-PO (Z)= I,

= 2—1

Pye)= !
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— t_no—
B )=32"22"1,
4
= B—32'—3z+1
=253 :

et l'on constate immédiatement que, pour ces valeurs de m, on a

(2) Palz) =P*_m(z)_“fm—_1(3)

m=1, 2, 3.
Cette relation remarquable est vraie pour toutes les valeurs entiéres de m autres
que zéro, et nous nous proposons de la démontrer tout d'abord & l'aide d'une
simple vérification de caractére algébrique. Remarquons auparavant que l'identité

Pm(z)'_':.P—'m—l(z)r
jointe 3 Il'identité (19) Ch. I

Prle)=P—_nl(2),

permet de se borner a vérifier (1) pour m entier >o0. C’est ce que nous supposons.
Nous utiliserons la formule

k
(3) Flm+k —m+kk+10)=(—1)" "
ou l'on suppose m—% entier et.=0. Le premier membre de (3) a en effet un
sens dans ces conditions, pourvu que k ne soit pas un nombre entier négatif,
et se réduit effectivement aux m--%+ 1 premiers termes de son développement.
D’autre part, l'identité

() I'(¢c—a—b)

F(a, b,(}; I)——-'—"m %(C"“a—b)>0
donne
ksinmn
(4) Flmt+k —mtkk+1;1)="— Rk <1,

pourvu que % ne soit pas entier.
Or si l'on suppose seulement que m—% est un nombre entier non négatif,
on peut ajouter un méme nombre 1 & m et & k sans modifier cette condition;

et, en choisissant A de fagon que R(A+%)<1, la relation (4) nous permet d'écrire
29—30534. Acta mathematica. 56. Imprimé le 12 septembrs 1930.
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Fm+k+22 —m+k+1,k+A+1; 1)=£ﬂ(—x)w-k
’ ’ ’ m+ A ’

Mais les deux membres sont des fonctions rationnelles de 1; I'identité subsiste
donc quel que soit 4, et, en particulier, pour A=o0, ce qui démontre (3).

Ceci établi, nous allons développer le polyndme P.(z) suivant les puissances

deI

—_— .
> afin de pouvoir le comparer avec le second membre de (2) dont on

connait le développement suivant ces mémes puissances. Or l'expression (1) donne

Puimi i 30

~(m+h—1)(—m)(—m+ I)"'(—""H'h_ﬂ(l ___1_:5)"

hl k! 2

: m+1)---(m+h—1)(—m)(—m+1)---(—m+h—1)

=2 3 (mapn= Rl BT (h—R)] (I:z)

h=0 k=0
o= AR 4+ 1) - (m+ kAt r—1)(—m)—m+ 1) (—m+ k+r-1)
_"g_o k! ( 2 ) ~ r1 (k+n)! '

le dernier membre se déduisant du précédent en posant h=k+s. Or la derniére
somme a la valeur

mim+1) - (m+k—1)(—m)(—m+1) - (—m+k—1)
k!

F(m+k,—m+kk+1;1);

m—k étant en nombre entier =0, la formule (3) nous fournit ainsi le développe-
ment cherché

(5) Pule)— ﬁ (m+ 1)(m+2)---(m+7c—kll) E];-—ml))(!—m+ 1)~--(—m+k—1)(1:z)".

k=1

I—2

D'autre part le développement connu de Pn(z) suivant les puissances de

donne!?

Pm(z)_-Pm—l(z)=F(—m7m+ I, I;_I—_;—‘E)—F(_—m'*' 1,m,1; I;Z)y

et Von vérifie tout de suite l'identité de ce second membre avec le développe-
ment (5).

! Par exemple, cf. loc. cit., p. 188.
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En résumé, nous pouvons énoncer le

Théoréme. Les fonctions Pule)=P—_n(z) (m=1,2,...) sont les polynomes de
degré m égaux aux demi-différences de deux polynomes de Legendre comsécutifs. )

A titre d'application, remarquons que la série

®»

13,,,(2) hm
=1

converge alors pour les valeurs suffisamment petites de |h] puisqu'il en est
ainsi pour la série analogue construite avec les polyndmes de Legendre, et sa
somme est égale &
’ @0 @D
1 h 1—h 1
= D Pufg) i ——= D Pule) it = e—— ——-
2 2 AP = e

m=1

On peut donc définir encore les polyndmes I_’m(z) par le développement

10. Le résultat exprimé par (2) nous apprend que l'équation différentielle
(39) Ch. I est satisfaite, pour m entier, par l'intégrale

(1+, z+) o
1 [(ts . I)m (t_g)—m—l (t' —1 )m—l (t—- Z)—-m] i
: m T m—1 L
27 2 2
+

(6) Pln(z) — Pm—l(z) =

Par conséquent cette qualité de l'intégrale (6) subsiste pour toutes les valeurs de
m grice a l'uniformité de la fonction sous le signe d'intégration le long du
contour d'intégration; en effet le résultat de la substitution de (5) dans le premier
membre de (39) Ch. I fournit une intégrale de méme nature et nulle pour m
entier, donc nulle quel que soit m.

D’autre part cette fonction sous le signe d'intégration de (6) est également
uniforme le long du contour d'intégration qui sert & définir K"(z) par I'intégrale
{(9) Ch. I. Une deuxidéme intégrale de 1'équation (39) Ch. I est donc

(1—, —1+)
g f [(t=— 9 Vo) A Citd ) i (t—z)"'"] at.

42sinmm 2m 2m—1
4o

(7)  Qule)— Qm—(e)=
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Ces deux intégrales sont distinctes lorsque m est un nombre quelconque; on en
conclut que, dans le cas général, Pn(z) est une combinaison linéaire et homogéne
de’ Pu(z)—~Pn—i2) et Qnle)— Qn-il2)

Effectivement, si l'on remarque que le contour de l'intégrale (15) Ch. I
laisse le point 1 & son extérieur, on est conduit & former la combinaison des
deux intégrales (6) et (7) pour laquelle les deux lacets autour de ce point se
détruisent, savoir

Pufz)— Pu-ifz) em"‘sinmmn (

Qn(2)— Qm—i(2))

2
(—1+,(z+) ) .
1 t—1m
= 2”‘"""-;1:_;'_[ (t—zm+1 [—1—2(t—2)) dt.
+®

Compte tenu de la valeur de Pu(2) que fournit l'intégrale (15) Ch. I

(—1+,z+)

=y 1 (E—1)(t—1)
Pnle) Tomtlgg (t—2) dt,
+ o
on voit que la différence
— mai m
® Pule) L (ale)— Paie)+ T (Qule)— Qur)
est représentée par l'intégrale
(—1+, zt-;-) —1
(9) 1t U st r)at,
a2y | (t—2)
+o

Nous avons démontré, comme conséquence du paragraphe précédent, que la valeur
de cette intégrale est zéro pour les valeurs entiéres de sm; il doit donc en étre
de méme quel que soit m, et effectivement la quantité sous le signe d'intégration
(=1 l

m (t—z]™

nulle, ce qui fournit l'identité générale

de (9) est la différentielle de L'expression (8) est donc identiquement

(10) Pae) =L (Pale)— Pl T S ()~ Qi)

I
2
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11. Cette derniére formule est elle-méme un ecas particulier d'une formule
tout & fait générale exprimant Jn(z) & l'aide des fonctions Jm(z) et Kn(2), clest-
a-dire des fonctions de Legendre des deux espéces et leurs dérivées.

Nous supposons que 7 n'est pas négatif et que m n'est pas un nombre
entier <n+ 1. Ces conditions ne constituent pas une restriction relativement a
notre recherche car les formules (18) Ch. I et (36) Ch. I permettent toujours de
les réaliser. Nous allons alors montrer qu'il existe n-+2 constantes ly(m,n)
(s=o0, 1,...n+1), fonctions de m et n, telles que Uon ait'

1 ;i »
nt 2em*iginm o .

(11) T2 =30 () 2T )

La représentation de Jm(z) et Km(z) par les intégrales (7) Ch. I et (9) Ch. I
fournit du second membre de (11) l'expression

(—1+4,2+)

n+1 —_
n I, 1 (=1
(12) (—I_Z) Z sz—s 2 ﬂi (t_Z)m—s+n+1 dt
8=0 +»

avec les conditions initiales (8) Ch. L

Pour comparer cette expression & la représentation (35) Ch. I de Jm(z), nous

5 N, . . . . z+1
allons développer l'intégrale qui y entre suivant les puissances entiéres de —

Or, si z est suffisamment voisin de —1, on peut choisir un contour d'intégration

le long duquel on ait
[t+1]>]z+1];

en développant alors (f—z) ™"+ l=(f+1—z—1)"™ "+"1 en série entiére de

z+1, 1l vient

(—1ey24) . (—14,24)
R m—s —_ — —_
f(t(.t.z)ml_%'mdtz Z( " 711“ I)(_Z"I)kf(t_l)m_’(”I)—n—k_ldt;
+ k=0 ’ f

compte tenu de (8) Ch. I, on a

! Quand aucune ambiguité ne sera possible, nous écrirons simplement ls pour ls(m,n), afin
de simplifier ’écriture.
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(~1+,24) - ( - (71+,z+) P
I m—sg\ elm—s—h)xi ym—s—h ¢
- —_—T)m—s —n—k—1 —_
2 m,'f(t 1 (E+ ) di 2( h ) 27t f(t+ )rti—hl
4 . h=0 A

—[m—s glm—n—s—k) 7 i ym—n—s—% .
n+k ’

on obtient ainsi pour (12), c’est-d-dire le second membre de (11), le développement

()8 Bonlr) () ()

8=0 k=0

Pour démontrer notre proposition, il nous suffit donc de montrer qu'il existe
n+2 constants I, telles que l'on ait identiquement

S () ()

8=0

(m\mm+1)---(m+E—1)(n—m)(n—m+1)-- - (n—m+k—1)
(“)-( ) En+)(nt2) - (n+k)

En multipliant les deux membres par (—1)*k!(n+£)!, nous voyons que l'on est
ramené 4 démontrer 1'identité

n+1 T o
F(—m—n+8) T'(—m+n+k+s) I'(—m+n+k)
— e o mTRTE)
(13) E‘)( el r(—m—n—k+s)I'(—m+s) mF(—m——k+I)

qui se déduit de la précédente en utilisant également l’\igentité

\

I'(a) I(x _a)=sinnna.
En posant
() bt )=ty ) TR L)

(13) s'éerit

n+1 - -
I'(—m+n+k+s)I'(—m—k+1)
— +1+ =
2 (ot dym, n)F(—m+n+k)I'(——m-—k—n+s) "

=0

c’est-d-dire

o s (m—n—&) (m—n—k—1)---(m—n—k—s+1)
Z( 1 e m, n){ Xmt+tk+n—s)m+k+n—s— I)(m+lc)}

3=0
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Enfin, en utilisant la notation ( )
z(l@e—1) - {x—s+1
(xa I) = ( sl

des polyndmes de Newton, nous voyons que tout revient & montrer qu'il existe
n+ 2 constantes As(m,n) (s=o0, 1,...n+1) telles que l'on ait

(15) El(_‘)’laé“-(n+ 1—s)!

- (m—n—k, 1)s(m+n+k—s, 1)yt1—=1.

&=

Or il suffit de rapprocher ceci de l'identité’

& (@ e (y—s, Doyzty+1—25 _
2 (+y—s,1)a z+yti—s

=0
ot lon ferait z=m—n—Fk,y=m+n+k pour voir que lidentité (15) est bien
réalisée en prenant

(nt+1 m(zm+1—25) )
(x6) l,(m,n)=(—1)( s )(2m+1—3)(2m—s)--~(2m—-n——-s)

Notre proposition est ainsi démontrée; nous connaissons méme les valeurs des
coefficients I, (m,n), grice & (14) et (16). Si ce sont les l,{m,n) qui s'introduisent
comme coefficients des J*_(z) et K" _(z), ce sont au contraire les A,(m,») qui
apparaissent lorsqu'on exprime la somme (11) i l'aide des fonctions de Legendre
ellesmémes. On déduit en effet de (11) Ch. I et (12) Ch. I que (11) s'éerit

encore, en vertu de (14),

(17) Ini2)=(z+ 1) i Ell, (m,n ( —(2)— Mi Qm—a(z))

=0

12. Examinons maintenant ce que devient cette relation lorsque les condi-
tions ol nous nous sommes placés ne sont plus satisfaites. Tout d’abord, n+1
restant pdsitif, supposons m<n+1 et entier. Les fonctions Qm—s(2) au second
membre de (17) dont l'indice s est supérieur & 7 perdent toute signification, mais
ce qui importe ici est la valeur que prend l'expression

e (1—, _—1(-2-2) )m \
__e"isinmm 1 -1
(18) ——————— Qn—sle ) 2m—s+2 7”] (t—zjm—st1 dt;
+ @

! Of. René Lagrange: Sur les polynomes de Newton et certaines formules d’'interpolation,
Acta math. 52 (1929), p. 174.
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m—s+1 devient, pour ces valeurs de s, un nombre entier <o, l'intégrale au
second membre représente alors une fonction de z réguliére aux points =1 et
z=—1, et, comme elle vérifie I'équation de Legendre de Pn—,(2), elle ne différe
de cette fonction que par un facteur constant. En se plagant au point z=1, ot
Pp_(1)=1 et ol le second membre de (18) prend la valeur —1 comme le montre
un calcul élémentaire, on voit que ce facteur constant est égal & —1. On en
conclut que Uidentité (17) est valable quel que soit m, pour les valeurs non négatives

, €™ isinmm

de n, & condition de remplacer les termes Qm—s(2) d’indice m—s entier

négatif par Pm—sz). Remarquons que cela revient & remplacer chaque parenthése
au second membre de (17) dont la signification disparait par son premier terme
changé de signe.

Enfin, pour les valeurs négé.tives de n, l'identité (18) Ch. I nous permet
d'utiliser (18), et l'on obtient ainsi

(19) j;:(z) e2mm d—-n —gll' _n) (P_m_’(z) + ifﬂ:_tim_mf Q_m_,(z))
= n <0,

Remarquons que l'on peut encore transformer les expressions (17) et (19) en
utilisant la formule (36) Ch. I. On obtient alors, suivant le signe de n,

2mmui n 7+l —mrigl 4
(20) Jale) =" (et 1) S haln—m,m) (p,,_,,, o)+ 26 —2RE Q,H_,(z))
==()
’ n=0,
ou
(21) jn(z) ___i___ d—" _gll (m n __,n) P ( ) — MQ (Z))
m! (m 11 dz___n s 8 y m—ﬁ—! . m—n—g
7<<O0.

Bien entendu ces développements demeurent applicables & toutes les valeurs de
m 3 condition de remplacer toute parenthése au second membre dont la signi-
fication disparait, c'est-d-dire dont l'indice prend une valeur négative entiére,
par son premier terme changé de signe.

On peut résumer ces résultats par la proposition suivante: La fonction
— n+ | n|
JInl2) est, au factewr (z+1) *  prés, la dérivée dordre |n| d'une forme linéaire

ekniginkn
Q) =

! Cela revient encore & dire que Py(2) pour k entier <o.
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G coefficients constants de |n| + 2 fonctions de Legendre d'indices successifs, chacune
de ces fonctions étant la méme combinaison linéaire des deux fonctions de Legendre
de premzére et de deuxiéme espéce de méme indice.

13. Il est tout indiqué d’examiner ce que donne l'identification des deux
seconds membres de (17) et (20). Nous allons voir ainsi que I'on retrouve d'une
maniére bien remarquable l'expression classique de la fonction de Legendre de
premiére espéce i l'aide des fonctions de deuxiéme espéce. Cette identification
exprime en effet que

dr "l remni ) (n—m, n 2e ™riginm o
P Z [ n’im )(Pn_,,._s(z) + n—m—s(z)) +

=0

4 ) (P,;_,,(z) MLl L. Q,H(z))] —o a0,

m T

c’est-d-dire que la somme est un polyndéme de degré au plus égal & »—1 pour
n=1, et est nulle pour n=0. Xn remarquant que

Int1s(n—m,n) _ Ls(m,m)
n—m m

cette somme s'éerit encore

n+1 m i gy
(22) 2 18_(:*2’—"_) [1)'"(—-3(2) +e2mn t] )—-m——l +a(3) - '2_?‘ 73:_11_7’_71_'-' (Qm—s(z ) - Q—m——l+s(z))] .

=0

Par exemple, si m est un nombre entier supérieur & n+1, l'indice —m—1+s
est négatif pour toutes les valeurs prises par s, de sorte que chaque crochet au
second membre de (22) se réduit, en vertu de la remarque faite au paragraphe
précédent, 3

(23) P oz)—P—m-1+42);

cette quantité étant nulle, la somme (22) elle-méme s’annule dans ce cas particulier.
Dans le cas général, nous allons voir que cette somme est toujours nulle,
du fait méme de la nullité de chaque crochet. Simplifions la d'abord en utilisant

—m i
la nullité de (23), et en la multipliant par m—z—, ce qui ne modifie évidemment

en rien notre proposition. Nous considérons ainsi 1'expression

(24) MZ,I A (m, ’ﬂ) [COS mn P, m—a(Z) -_— s—ul—;nj (Qm—a(z) - Q—m—1+a(z ))] .

3030534, dcta mathematica. 66. Imprimé le 13 septembre 1930.
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Nous savons qu'elle est nulle pour n=o0, ce qui exprime, grice &

)“o (mr 0)= —Ay (m, O)=

N =

que l'on a identiquement, quel que soit m,

sinm sin m v

(@n(2)— Q—m—sle)}=cos m 7 Prn—s(2)— (@m—1(2)— Q—m(2)).

cos m 7t Pulz) —
T T

Or le second membre se déduit du premier, au signe prés, en changeant m en
m—1; on déduit donc immédiatement de 13, par récurrence, que, d'une maniére
générale,

(25) cosm m Pylz) — sinm

(Qm(z) - Q—m—l(z)) =

sinm

(Qm—s(2)— Q—m—1+4(2)),

= cosm 7w Pn—_,(2) —

quels que soient m et le nombre entier s.
Ceci établi. remarquons que le second membre de (25) vérifie 1'équation de
Legendre de Pp_,{z), savoir
a2y

(1—28)=—=5—2

7 + (m—s)(m+1—s)y=o0;

Yy
“dz
le premier membre de (25) vérifie donc toutes les équations obtenues en donnant
a s toutes les valeurs entiéres, ce qui exige évidemment qu'il soit nul. Il suffirait
méme de raisonner sur les valeurs s =0 et s.

Nous avons ainsi retrouvé, par l'intermédiaire des fonctions Jn(z), Iidentité
classique?
__sinmm

(26) cosm 7w Pulz) = (Qml2) — Q—m—(2)).

11

11 est tout & fait curieux que l'on pourrait démontrer la nullité de (24)
sans utiliser (26). En effet, si l'on ne tient compte que de l'égalité de tous les
crochets entre eux, ce que nous avons obtenu avec (25), (24) peut s'éerire

n+1

(27) [cos m 7 Pale) — ST (0 () — Q_m_l(z))] S hum, ),

T

! Par exemple, Cf. Whittaker and Watson, <A Course of Modern Analysis», 1920, p. 334.
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et nous allons voir que ce n'est pas seulement le crochet, mais encore son facteur
numérique, qui est nul, de sorte que notre somme (24) ne pouvait guére échapper
a la nullité. En effet, si nous remplagons les A,(m,n) par leur valeur, et si nous
changeons n en n—1 et 2m en z, nous sommes amenés i vérifier que

< — 1) (m 1) z+1—28
(28) é(x—s) (x—(s—— 1)-(- -(x)—s—n+ 1) z+1—s =° n=t
Le premier membre est une fonction rationnelle de z, nulle & l'infini; chacun
de ses termes admet des pdles simples, qui sont x=s—1,s,...s+n—1 pour le
(s+1)me; la somme (28) ne peut donc admettre que les seuls pdles simples®
z=0,1,2,...2n—1. Il suffit donc de démontrer que les résidus de ces péles
sont nuls. Or le point d'affixe ¥ est un pbdle pour les termes de (28) dont l'in-

dice s est tel que
s—I1=<k=s+n—1,

c'est d-dire
k+1—n<s<k+1.

Tout d’abord, lorsque 0 < k < n—1, le résidu en un tel pdle serait

S (= 1) (n, 1)s(k+ 1—25) o
go h+t1—8)(k—s) 1(—10)(—2)- (k+1—n—8)
e - n!(k+1—25)
== g’,;’!ﬂ(”_s)!(/c+ 1—s)l (n—k—1+s)!

mais cette derniére somme est évidemment nulle car deux termes équidistants des
extrémes y sont opposés. On peut traiter de la méme fagon le cas ou
n<k=<2n—1, ce qui démontre notre proposition.

14. L'identité (26) permet d’exprimer Jn(2) & l'aide des seules fonctions de
Legendre de deuxidme espéce, tout au moins lorsque m n’est pas entier. Clest
ainsi que l'on peut remplacer (17) par

Tn tgm ar 3! omni
(20) Tae)=— EZZE (et 1 S heom, 1) (7 Q) + Qmieile)  mZ0,
=0
et (19) par
! Le point z = — 1 que fournit l'affixe s — I pour 8 = 0 n'est pas un péle & cause du

numérateur = + I — 25, qui s'annule alors en méme temps que x + I — 8.
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_ - n B+1
(30) J;n(z)=tb—;n1 ddzn le (‘—m 11) (egmlem-H-—l( ) + Q——m-—s( )) n=0.

Ces deux formules restent d'ailleurs valables pour les valeurs entiéres de m

a condition de remplacer les termes tgin'Q,(z) d'indice s entier < o par Ps(2).
7

CHAPITRE III.

Quelques propriétés des fonctions Jn(z).

15. Proposons-nous de trouver une limite supérieure de |Jm(c})]. Pour
cela, plagons-nous de nouveau dans les conditions du paragraphe 5, sans supposer
cependant que z soit réel. Nous savons alors que l'on a

7 = T TL—_I)’" mnt gy
(x) Inl2) 277 (t—'r1 t “t

(e)

ot (¢) désigne le cercle trigonométrique, parcouru dans le sens direct, et ou

* ! On suppose

également |z + 1| < 2.
En posant t=¢'?, (1) s’écrit encore

2r
m
n l/z +1 f—
- 2 .
(2) J,,:(z):L‘I/Z +1 P (m—-n)(pd¢'
27 2 z+1
eiqv__
1] V 2

Considérons l'ellipse de foyers = 1 qui passe par le point représentatif de

z+1 . ) . .
V P soit 2 @ la mesure de son grand axe et # l'anomalie excentrique de ce

b

point. On a

z+1 3 .
l/ =cacosd +iVa'—1sinb,

a®—sin 0

avec

(3) 1<e<V1+sin®0.
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I ‘. ' z
Si l'on désigne par w l'argument du nombre complexe l/ *I

, on peut encore

écrire

z+1 YY)
l/ =V a*—sin®0 v,

2
. Vea*—1sinf acos
sSin W == e CO8 w= e
«® — sin?8 V a*—sin® 8

Ceci posé, la valeur absolue de la quantité sous le signe d'intégration au second
membre de (2) est donnée par

z+1 -
P_.
() l/ 2 ¢ ! _a*+cos’8—2V o®— sin® cos (p + w)

ei,,,__l/;: a®+cos?@—2V a*— sin? 6 cos (p— w)

2

et nous sommes conduits & déterminer les valeurs extrémes de ce dernier rapport

lorsque @ varie de 0 & 272 Or ce rapport est de la forme ‘i:fgs—(ﬁ—w—), ou la

pu—cos (p—w)
*+cos®d . R ‘s .
“ T8 7 . est essentiellement supérieure & l'unité, et il passe par

quantité g = g
2 Vea'—sin®6

un maximum ou un minimum pour

sin w (1 cos p—cos w) = 0.

Nous savons déja que (4) est indépendant de ¢ lorsque VZ+I

est réel, donc

ce rapport reste toujours compris entre les valeurs qu'il prend pour

cosw - 2acosf
u a®+cos®d’

cos p =

ceci fournit deux angles ¢ et 2 w—g, pour lesquels les valeurs de (4) sont inverses
l'une de I'autre. La plus grande est d’ailleurs
Vii—cos*w + |sinw| (Va’-——l + |sin49|)2
Vei—1 —|sin@]

Vui—cos®w — |sinw|

de sorte que, le long du cercle {c), on a

e —

|sinf] —Vei—1 _ ! _Isinfl+Va'—1

|sinf] + Vei—1 P z+1 | |sinf]—Vei—1
L 2
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On en conclut que, quel que soit m,
Vz +1
2

16. 1l résulte de l'inégalité ainsi établie que la série ZJ,

r=0

(s) [ Ta(2)| =

"(lsinﬁl + l’a’—l)lml.
[sinf] — Ve*—1

+
w (2) est absolu-

ment convergente pour

< 1. Il est aisé de calculer sa somme, en se

reportant au développement (5) Ch. I qui nous a servi 3 définir Ja(2); il suffit
en effet de développer les deux membres de l'identité

- 8 84

sous la double condition 1 < |R(¢t, 7,0, 75)| <I En désignant toujours par

_2
z+1]|
& ce rapport anharmonique, il vient donc

S| SialE= 3 3 T Jale g,

et, par suite,
(6) Imiile)= 2, Jile) Im '(e).

, . 7, >l Z + 1

D’autre part, on sait que Ji(z) est nul pour » > 1, et que J 1(z)=—;~. La
formule (35) Ch. I nous donne d’autre part
Ji(e) = Z:I r<o,
de sorte que (6) s'écrit
j12+1(2) j—n——l _ZJn+r

r=0

La série considérée a donc une somme égale &

S = 2 Imrifd)—(z+ 1) JIm ()
(7) N Ji(z) = poe

=n
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17. En retranchant (7) de l'identité qu'on en déduit en remplagant » par

n+1, ou obtient une relation de récurrence entre quatre fonctions Ja(z), savoir

(8) Tatle)= Jo ) + Jag) — 25

I 2p—1
. In (2).

En particulier, pour =0, (8) se réduit i

532‘_1 I l(2) = Prarle) + Pal2).

(0) Tm+1(2) +
La traduction de (8) & l'aide des fonctions de Legendre s’effectue aisément, mais
elle est bien compliquée. Bornons nous & la traduction de (9), en supposant m
entier positif; on obtient immédiatement;, grice 4 (17) Ch. I1 et (19) Ch. II,

(10) d m Ppyi(2)—(2m+1) Pu(2)+ (m+1) Pu—s(2) _ Pm+i(2) —Pul2)
dz m(m+1) o z+1

Cette relation subsiste évidemment quel que soit m, puisque les deux membres
sont des séries entiéres en z+ 1, dont les coefficients sont des fonctions ration-
nelles de m. On peut d’ailleurs les vérifier 4 l'aide des formules connues de
récurrence relatives aux fonctions de Legendre de premiére espéce. Il résulte
de 13 que (10) sabsiste lorsqu'on y remplace les fonctions P,{z) par Q.{z).

" Remarquons encore que, lorsque m est entier, (10) s'écrit encore

(1) 4 ( Pusile) _ P‘m(z)) _ Pane)+ Pule),
dz\ m+1 m 241

et cette identité subsiste également quel que soit m; mais elle n’est plus équi-
valente & (10) pour les valeurs non entiéres de m.

On peut établir, par des procédés classiques appliqués & l'expression (15)
Ch. 1, des formules de récurrence entre trois fonctions! j',:,'(z). Contentons-nous
d’énoncer de telles relations, les calculs n’offrant aucun intérét special. Citons,
par exemple,

(12) (2m—n—1)(m—n+1)dmsi(e)—

2m—n

o {{(2 m—n)E—1] z—(ng——.l)} T+ em—n+1)(m—n—1)dmlz)=o,

! Par exemple, cf. loe. cit., p. 192—194.
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—fzm—n—1)z —(rn— 1)) Jum(2) + 2(m —n— 1) Im—fe) = 0,

2m(m—n+1)dj,',:+1(z)__
(x4) m+1 dz

17362

—zm—n+1)z—(n—1)] 17

—(m—n)(2m—n+ 1) Julz) =0,
dJn(e) _,, dImale) _

o P m(2m—n—1)JInfz) = 0;

(15) [2m—n—1)z+n—1]

elles se réduisent d'ailleurs & deux relations distinctes. En particulier, pour
n =0, elles se réduisent 3

(12) (m+1)(2m—1) Ppule)—[am®—1)2z+1] Pulz) +(m—1)(2m+ 1) Puci(z) =0,

(13) 2m—1 (*—1) d Pn(2)

- P (2m--1)z+1] Pulz)+2(m—1) Palz) =0,

de+1(Z)
dz

dPuls)

(14) 2m —[(z2m+1)z+1] Fria m(zm+ 1) Pulz)=o0,

dPn(z) ) dPmilz)

(15) [em—1)z—1]=7 m—

m(2m—1) Pu(z) = 0.

Signalons encore la relation

2m+1( )de()

(16) 2(m+1) Prai(e) = m dz

+ [(2 m+1)z—1] Pxl2),
qui s'obtient en éliminant Pn—i(2) entre (12’) et (13"), et qui va nous servir 4
montrer que les polynomes Pul2) (m=1, 2, 3, . . .) ont m—1 zéros réels compris entre
—1 et +1, ainst que le zéro symple z=1.

Tout d'abord, il résulte de (16) que z=1 est un zéro de Pn4i(2) 8'il annule

Pa(2); ceci étant vrai pour Pi(z) =Z%I, la propriété est bien générale. C'est

encore une conséquence de Pn(1)=1. D’autre part, (14') montre que, pour z=T1,

dfmﬂ(z) dﬁm(z) df’, (Z) — I
dz dz dz 2’

a le signe de ; sachant que

d Pn(2)
dz

on conclut que toutes

les dérivées

sont positives pour z=1. Ceci établi, supposons donc que
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f’m(z) admette m—1 zéros réels compris entre —1 et +1; par exemple, si m esb
pair, le tableau des variations de Pu(z) est de la forme

Z -7 z Z2 Z3 .- - Z m-2 Z -1 7 .

P, + \ °\.7%” \o\ 0 7 \o0 \ S0 /

EHI(Q) - o+ _ + — 4 o/

mais la relation (16) donne & P, 1i(2), pour ces racines et —1, les signes marqués
dans la derniére ligne de ce tableau; Pnii(2) posséde donc m—1 zéros compris
entre —1 et zn_1, et le fait qu'il soit croissant et nul pour z==1, et positif pour
Zm—, exige l'existence d'un zéro supplémentaire entre zu— et I. Un raisonne-
ment tout A fait semblable s’applique aux valeurs impaires de m, ce qui permet
d’établir la propriété énoncée & partir de sa véracité pour P (2).

18. On ne peut songer & trouver pour les fonctions Jm(z) une formule
d'addition analogue 3 celle que vérifient! les Ju(z). Cela tient & ce que le rapport
anharmonique R (¢, 0,,7,,7,) qui sert & définir ces dernieres fonctions ne dépend,
A un facteur constant pros, que du polyndme [L(¢), alors que rien d’analogue ne
subsiste pour le rapport anharmonique R (¢,7,, 0., 7.) considéré ici. Cependant, on
peut établic une formule d'addition commune aux deux espéces de fonctions,
mais qui comporte une sommation doublement infinie.

Pour cela, considérons, en méme temps que P(f) et Q(f), un troisiéme poly-
ndéme

Q(y=a" &+ 28t + ¢,

admettant un zéro commun avec (¢). D'une maniére précise, nous supposons que

b,f - a,l 0’1 = I,

et que

W1 —V,—1

Oy = T 7 )
a a’y

c'est-a-dire que
(17) adbY,—ba,=d,—d.
Nous poserons
(18) ad,+cay,—2bb,=—272,

! Loe. ecit., p. 204.
31—30534. dcta mathematica. 66. Imprimé le 12 septembre 1930.
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et nous remarquons que (17) entraine l'égalité

(19) de +ca,—2V b"1 = — 2.
Ceci posé, formons le polynéme

Q' O)=2Q() + (1—2) Qy=a"t:+ 20"t +¢",
de coefficients

a’ =1id + (1—=)ay, ¥ =20+ (1=, " =4 + (1—4),

A désignant un nombre quelconque.

iz} e s
—a ¢

On vérifie immédiatement que b =1 et que le zéro

——b"—-—[

”
g, = —all == 0y,

on voit aussi que
- gl +ea’ —2bb = —2{hz+ (1-2)2].
En désignant par u la quantité entre ces derniers crochets, on peut donec
écrire le développement
Q(t) @ (t) m_ Q " n
(20) [lm + (I'—l)“P(_t) = Zme(u)R(t, '[h 621 "z) )

n=—

valable pourvu que soit satisfaite la double inégalité

2
(21) 1<|R(t,71,02,’[z)|<'|'I+u|'

D'antre part, si || est assez petit, le premier membre de (20) admet le
développement absolument convergent

(58 -20) (80 ()

chacun des rapports mis ainsi en évidence dans cette derniére somme peut étre
également développé suivant les formules

(’%)r = ém:f:(?) R (¢, 7y, 65, 75),

(%})m_rz il Tns (') B (t, 71, 05 %)%,

g=-—a
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et cela dans les domaines respectifs
(22) 1 <|R(t,2,051)],

2
2 » T <oy

(23) 1< | R(¢, 7y, 05, %) | [T57]

Il est tenu compte de ce que » désigne ici un nombre entier = o. Il résulte de
tout cela que la série triple '

® r @ '
22 2 ( )1’<I—x)m—rJr<z)Jm-r( )R (t,7,, 0 w1
est absolument convergente pourvu que (22), (23) soient satisfaits, et que |1]
soit suffisamment petit. En permutant l'ordre des sommations, et en posant
g+s=mn, il vient donc

( Q" t)) Z Z Z, ( )1’(1—— A JH(2) Im(2) R (¢, 7y, 04, %)",

A= r=0 g=—»

et lidentification terme a terme avec le développement (20) fournit la formule
d’'addition

(24) Im(hz+(1—A 2 2 ( )l’ (1 == J3(2) Tuie)-

r=0 §=—

Cette formule est valable pourvu que |1+iz+(1—2)2"| et |1+2"| soient infé-
rieurs & 2 et que |1] soit suffisamment petit; d’'ailleurs la premiére de ces trois
conditions peut résulter des deux autres.

Remarquons que le méme raisonnement peut étre appliqué sans modification
aux développements suivant les puissances entiéres du rapport anharmonique
R(t 05,7,,7,). On obtient ainsi’ la méme formule d'addition (24), mais relative

aux fonctions Jz),
(25) HECEE =3 3 (7) r—trr e Tz,
r=0 g=--r

Remarquons encore que l'inégalité (5) permet de vérifier aisément que la
série double au second membre de (24) est absolument convergente lorsque
[+ 1] <|z+ 1], c'est-a-dire lorsque

o'? —sin?@ < o — sin®6,
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A vérifiant 1'inégalité

I I ]/a *—sin®@ |sinf| — Vel—1]sin6' |~ Ve —1
a*—sin*0 |sin @] + Vo*—1|sin8| + Vo =1’

’

« et 6 désignent, bien entendu, le demi grand axe et l'anomalie excentrique

relatifs 3 1/1 tz-

Lorsque m est entier et positif, la série double au second membre de (24)

se réduit & un nombre fini de termes. Cette propriété peut étre obtenue quel
que soit le signe de m, supposé entier, grice i l'identité (36) Ch. I si n>m, ou,
dans tous les cas, & l'aide de (18) Ch. I. Par exemple, pour n==0, m entier >0,

on a
m r

Pallz+(1—0)2)=3 3 (T)l’(x--l)“—*i’(é)i;" Z)

r==0 s=r—m

i ' ( ) % IH(2) Tmer ol ) (ﬁ)8 ar (1 —aym—r.

r=0 $=r—m

19. Etant donnée une fonction ¢(x) de la variable complexe x, holomorphe
dans le cercle |z| < g, ainsi que sur ce cercle, on peut se proposer de développer

t iz
@ (x ?—)E?;) suivant les puissances entiéres de R(t,7;, 0., 7). Dans le mémoire cité’,

j’ai étudié le développement suivant les puissances entiéres de R{¢ 0, 7,,7,). Je
ne reprendrai pas le raisonnement que j'avais utilisé a cette occasion et que Yon
peut reprendre ici, en utilisant simplement 'inégalité (5) et la condition |z+1]<2
an lien des inégalités correspondantes relatives aux J'z). On trouve ainsi

aisément que, sous la double condition

si 0] —Var—1
(26) < Z+IRt - <ilsm ’
o ) Rt G Ve
on peut écrire
(27) q)( taz) >\ gale; ) R(L 7,05 %),
A=——cc
avec
2 olm)
. Q__(O) n
(28) Wll (Zy x) e m! Jm( )

! Loc. cit., p. 197—198.
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Remarquons d'ailleurs que m ne prenant ici que des valeurs entiéres non néga-
tives, on peut encore étendre (27) aux valeurs de z extérieures au cercle |2+ 1]|=2,
pourvu que (26) subsiste lorsquon remplace le dernier terme par sa valeur
absolue.

On peut exprimer aisément ces coefficients @, (z;z) & l'aide des coefficients

analogues
2. o™ o
gule32) = 3T ym
m=0
du développement
t @
(29) p(z9d) = 3 plesa) Bl

L'examen des domaines de validité de {(27) et (29) montre que pour |z| et | 2|
suffisamment petits, il y a des valeurs de ¢ vérifiant les doubles inégalités cor:
respondantes.! Compte tenu de l'identité

R (t7 G‘.’v Tlv ":2) + R (t7 Ty 027 T:.’) = I)

I'identification des deux développements (27) et (29) est alors aisée. Il faut
remarquer cependant que pour z infiniment voisin de o, les conditions de validité
deviennent respectivement infiniment voisines de

1< Igi_(.tl't_!g}’_f)l K4

V2 lxﬁl’
3| e
LX< Rt 65,74, ) < 0
g I ( 2 1 ) lx'

de sorte que |R(f,1,, 0, 7,)| devient nécessairement supérieur a 1.
Dans la région commune de convergence absolue, on a done

Wy < )
o(90) = 3 prlia)li-R im0

r=——x

= i i(— 1)’“’(:) pr(z;2) R(t, 7, 00, %),

r=-——wn §=0

' Pour (29), cf. loc. eit., p- 199. Remarquer que & n'a pas la méme signification dans la
formule (49) de cette page, et la formule (26) du mémoire présent.
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ou encore, en posant r—s=mn,

o(z98) = 5 o REmmnr 3 (1) oo

fR=—a0 =n

la comparaison avec (27) donne donc, pourvu que z et z soient dans un certain
voisinage de l'origine,

@®

(30) Palz;z) = (—1)* D) (n_:_ r) Pu+r (25 ).

=0

De méme, en supposant |R (¢ 0,,7,7)|> 1, ce qui est possible dans ces
conditions, le méme calcul conduit aux relations inverses de (30), de forme identique,

(30 puleie) = (10 3 ("5 ) e o)

En particulier, ¢(z)=2" o m est un nombre entier =o, fournit pour
(30) et (31) les idéntités

s 3, )
(52 ~
s =1 3,2, ) I

En remplagant les éléments de ces identités par leurs expressions

JMz) = (—1) (7:) F(—m,m—{- I,n+ 1 I—z—z),

7240 = (=1 (7) (EE)F (m e,k 1, 122),

n 2

on déduit de (32) des relations linéaires exprimant certaines fonctions hyper-
géométriques d’'argument 1—¢ 3 l'aide d'un nombre fini de fonctions hypergéo-

métriques d'argument ¢ En posant t=1——2_—zj, la premiére identité (32) s'éerit en
effet, :

(33) (1—*Fmn—m,n+1;1—t)= i(—l)’"‘"' (7:::) F(—m,m+1,7r+1;1),

r=n
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gous les conditions m entier > 0, n entier compris entre o et m; la deuxiéme
1+z

1

identité (32) s'écrit de méme, en posant {=

(33") F(—mm+1,n+11—8)= D (— mtr (m*n) tr F(m,r—m,r+1;1).

r—n
r=n N

Remarquons enfin que, dans le cas de m entier = 0, la formule (11) Ch. IT

devient, pour n = o,
n+1

(34) Inlz) = Z L(m,n)J*_(2),

m—s
=0

et son rapprochement avec (32) présente un certain intérét du fait que la somma-
tion se fait ici relativement & lindice inférieur de la fonction JMz), alors que
c'est l'indice supérieur qui varie dans (32). En combinant (34) avec la deuxiéme

identité (32), on obtiendrait une relation linéaire entre des fonctions Jnlz) din-
dices supérieur et inférieur variables; mais écrire cette relation ne semble pas
présenter un intérét spécial.

CHAPITRE V.

Les fonctions Kn(2).
20. L'équation différentielle de la fonction Jn(s)

(1) (1—z’)£—(n—1)(r—z)%+m(m——-n)y=o

est vérifiée par la fonction représentée par l'intégrale

(1—, —1+)
= . (Z+ I)ne(l——m)ui (t-—l)m(t+l)m—"+1
(2) Knle)= 2m+2isinm 7z (t—2z)ym a.
+ @

En effet, la substitution de Kn{z) & y dans cette équation conduit & la méme
intégrale que la substitution de Jn(z), au contour prés. Cette intégrale s'annulant
quand ce contour est une courbe simple fermée entourant les points z et —1,
mais non le point +1, on en conclut, suivant un raisonnement classique, que la
fonction sous le signe d'intégration est de la forme
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21(6=2) re0)

ol f(t,z) est uniforme, et méme rationnelle, en ¢. La primitive située entre ces

deux crochets est donc également uniforme le long du contour relatif & Kn(z),
ce qui démontre notre proposition.

Nous préciserons la valeur de la fonction Kn(z) en supposant que le plan
de la variable z est coupé par la portion z>-—1 de l'axe réel, et que les condi-

tions initiales sont toujours

arg (t— 1) = arg ({+ 1) = arg (t—2z)=o0 pour {=-+o0,

L'expression (2) n'a pas de sens pour m entier négatif ou inférieur 4 n-+1.
Lorsque la partie réelle de m est supérieure &4 —1 et a », on peut rem-
placer l'intégrale au second membre de (2) par l'intégrale définie

Teng N Z—I— 1)" I-—t) ( + )M~—n—1
& Kale) = om+l (z—t)™ dt,

—1

ou l'on suppose 0 < arg(z—t) < 2 7.
Le raisonnement qui nous a permis de voir que Kn(z) est une intégrale de
(1) montre également que Ka(z) s'exprime & l'aide des fonctions K, (z) définies au

chapitre I d’aprés la formule

n+1

(4) = D\ls{m,n) Kp_(2) n=0;

8=0
I'identité (11) Ch. II se traduit en effet par la nullité de l'intégrale

(—1+,2

,2+)
(t— )" (t+ 1)mm—1 _ n+1 25 (t—l— I)n+1—s 1 )
f (t_z)m { - I Z l" n, n ) (t_z)n+1—sj dt’

+o =0

la quantité entre accolades étant rationnelle en ¢ ef 2, il existe donc une fonction
@ (¢,2) rationnelle en ¢ et z telle que la quantité sous le signe d'intégration soit

(=R

de la forme
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ce qui entraine bien la nullité de la méme intégrale le long du contour relatif &

Kn(2). Or cette conséquence se traduit justement par (4).
Remarquons en passant que cette formule permet d'écrire (11) Ch. 1I
past n = 2 eMm7igin mm—=a
(5) N ls(m, n) Tmi(z) = Tme) + ——T_K'"(Z)'
=0
Enfin il est clair que les relations de récurrence établies dans le chapitre
précédent pour les fonctions Jm(z) existent également pour les fonctions Ka(2),
et cela en vertu du raisonnement que nous venons d'utiliser & deux reprises.
21. La fonction K!(z) est représentable par une fonction hypergéométrique

d’argument

a un facteur simple prés. fﬁ(z) posséde la méme propriété.

Pour obtenir ce dernier développement, nous utiliserons l'intégrale (3). En suppo-
sant |z+ 1] > 2, on peut développer

(e—tym=(c+1—1—O)™

suivant les puissances entiéres croissantes de 1+¢ ce qui donne

K== ELE 3 (01 e | R —

-1

en effectuant le changement de variable 14 ¢=2u, on voit que

+1 1
(6) f(l—t)"(x+t)”dt=2“+”+lf(1-—u)"u”dt=2“+"+1B(a+ 1,b+1),
-—1 0
donc on a

Eae)=— 2" Flm+ 1)z + 1 3 2

r=0

m+1)---(m+r—1) I'm—n+r) 2 )’
r! Irizm—n+r+1)\z+1/’

et, par suite,

2
z+1

(7) Kn(z)=— ;B(m—k 1, m—n) ( )m——nF (m, m—mn, 2m—mn+ 1;-—3——).

z+1
Cette identité subsiste évidemment dans le domaine d’uniformité des deux

membres, c’est-a-dire dans le plan des 2z coupé par la demi-droite (—1, + ),
32—30534. Acta mathematica. 56, Imprimé le 12 septembre 1930.
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l'argument de z+ 1 étant compté entre o et 2 x comme nous l'avons déja supposé
pour définir Kn(z).
L'expression analogue de K?(z) s’obtient par un calcul semblable, 4 partir

de l'intégrale définie

que Von déduit aisément de (9) Ch. I, et ol l'on suppose RN(m)> —1 et
o0 <arg(z—t) < 2w On obtient ainsi 'expression

(8 Kn IB 2 m+lr N 2
) m(z)——; (m+l’m+l)(%?) (m Lmtnti,2mt2; ],

ou encore, grice a l'identité

() e,
I'{a)T (a + —)
2
B (m+ I, ;) ,
(8) Knz) = Gsisp F(m+ I, m+ n+1,2m+ z; ;—I).

A l'aide de (7) et (8) on peut vérifier encore la relation (4), mais les calculs
ne différent pas de ceux du paragraphe 1I, ol nous avions affaire a des séries

T e z+1
entiéres en

22. On peut également obtenir des développements de ces deux fonctions
. . 1 . s o g (oo
suivant les puissances de ~; ceux-ci se déduisent des mémes intégrales définies

que les précédents, ou I'on suppose |z| > 1. Cest ainsi que (3) donne immédiate-
ment '

(10) Ke) = — e+ 1" < (—'m' L

ot gm k )(—— )_kf(l—t)"'(l + et g g

k=0 _3

L’'intégrale au second membre s’'exprime linéairement & 1'aide de fonctions d Euler
de premiére espéce, mais l'expression dépend de la parité de k. ' En prenant
successivement k=21, k= 2r+1, et en supposant par exemple n =0, on a
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+1 +1
j(l—-t)’"(l-i—t)"""—‘ t“dt=f(i—t”)"‘""—l(l——t)"“t‘-"dt=
-1

—1

IA

1

+
Z n+1>f(l__tzm_n—1tzr+2xdt

n+1
2

c'est-a-dire

+1 85—

—_pm m—n—1 2 p— ’ n+l p— - | _I_
(11) f(l ™ (1 + 8) 27 dt Z (23 )B(m n,7 +.5'+2),

-1 8=0

et de méme

+1 s 2
3

(12) f(l-—-t)"‘(1+t)’"_"“1 Bt = —

—1

La substitution des valeurs (11) et (12) de ces intégrales dans le second membre
de (10) ne semble pas offrir beaucoup d'intérét. Mais nous nous proposons de

. . P I . . .
comparer les coefficients de la série en — ainsi obtenue aux coefficients de la
série de méme nature que l'on peut obtenir pour représenter le second membre

de (4). Nous devons donc auparavant établir le développement de K(z) suivant

une telle série.
Or, en supposant toujours |z]|> 1, l'intégrale définie représentant K!(z)

admet le développement

K-S, (‘”‘?"“) (—a f e as

k=0

cette derniére intégrale, nulle pour les valeurs impaires de %, prend d’autre part
les valeurs
+1
f(l—t“’)"‘t“dtr- B(m+ I, r+ é),
-~ .

il vient donec
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(19 Kyl ot 3 el e 20 g s ) ()

qui se réduit aisément i la forme

B(m+r,>
m L 7+1)"I,(m+n+1 m+n 3. 1)

t4
(13) K:.(Z)= 2m+1 Zmntl 2 P +trLm+ 2' 2

23. Ceci établi, le développement du second membre de (4) suivant les

puissances de 5 s'écrit, aprés le changement de s en n+ 1—s, et en utilisant (13),

n n+l o

(14) 2m—n Z'" Z Z I"“'l"‘ m, n
§=0 r=0
(m+s)m+s+1)--(m+s+2r—1) I
X — 27! Blm—mn+s, r+ prproTe

En introduisant les coefficients A, (m,n) liés aux I, (m,n) par la formule (14)
Ch. II, cette dernidre somme double s'écrit

1
) 28Z3+2r

1
n © r -
AN r(t—m+n—s)T(m—n-+s) (mts+z7) F(T + )

2 2 ln+1—c(my 'n) r(l._m—-s) F(m+8)

=0 r=0

(21‘)*1’(77& n+r+s+
et le second membre de (4), représenté par (14), devient

I
[ atl @ F(m+s+2r)I‘(r+—)

P ——— Z Zlnﬂ-—: m, 7’1

8=0 r=0 (2r)'1"(m-n+r+s+ )

I X
I'(r + —) F(—)

2/ par 2 uis remplacant r par %, le second
zr+ 0 P T+ P g ’

membre de {4) prend la forme

1
Zaz«+2r’

enfin, en remplagant

—p—yjp BTl =@ Tim+s+2% s+2k
(15) 21:———,.( el Zzlnﬂ—:’m n) Limtstzk) (’I‘) .

#=0 k=0 k!I’(m—n+k+s+§)

2z
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La comparaison des deux développements (10) et (15) va ainsi nous foarnir deux

I
gmt2rtl

espéces d'identités, suivant qu'on identifiera les termes en ou

1
Zm+2r

Dans le premier cas, il vient, compte tenu de (11),

n+1
8 E —
mim+1)--- 2r— *
( )(o,(-};:Jr 7= 2 (n2+I)B(m—n,r+s+;):
27! = s
357‘111

: Anti—2s (m, 72)

= (=11 Vr L(m + 2r) 25172 3
s=0 (r—s)!I“(m—n-i-r-i—s + 5)

c’est-d-dire

n+1
as—_+—

(16) 2; (H;SI)B(m—n,r-!-s + i) =

e ntl

=V;F(nzjf(2r+l)(—2)”+‘“” s’ —_ .
+§> (r—s)! F(m—n+r+s + 2)

ln+1—-u (m, n)

Dans le second cas, il vient de méme, compte tenu de (12),

n

?Il(”i+l)-~~(??2+27’)‘ HCyP ) 3)~
(2r+1)! 2 2s+1) B\mT s o) =

=0
s =y,

=(—1pVarim+zr+i)z

s=0 (r—s)! F(m-—n +r+s+ g)

i3

ln_g s (m, 7’1)

c’est-d-dire
es 2
(n+1 3
(17) 2 ( )B (m—n,r+s+ —)=
= 2s+1 2
857,;:-

=V [(m) T (2r+2)(—2)"2" .
i s=20 (r—s)tr (m-——n+r+s + %)

An—os (m, ”)

Ces deux identités (16) et (17) sont valables quel que soit m, n et r désignant
deux nombres entiers non négatifs. On peut remarquer que, dans ces conditions,
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on peut faire abstraction des limites supérieures des sommes, puisque les termes
dont U'indice s surpasse une de ces limites s'annulent systématiquement.
- la valeur zéro, les sommes aux seconds membres

N

24. Lorsqu'on donne & s
de (16) et (17) se réduisent & leurs premiers termes, d'indice s=o, respectivement

égaux 3 _
(—2)**+1V 7 T (m) Apss (m, m)

I‘(m—-—n + -I)
2

(—2)* Ve T (m) Aa (m, n)‘
r (m—n + g)

et

En remplagant A,(m,n) par sa valeur (16) Ch. II, cette premidre fraction s'écrit

2V rm)m(zm—zn—1) =2"“V7T:I‘(m+I)I‘(zm——;'z—n_)

(2m—n)(2zm—n—1)---(2m—2n—1) I‘(m—n + ;) Tizm—n+1)I (m——n + ;)

= 22" Blm—n m+1),
et la deuxiéme devient

221{; rim)(n+1)m(zm—2n+1)

(2 m—n+1)(zm—n)---(2m—2n) F(m——n + g)

Mz"Vy—zI‘(m+ 1)(2m—2n+2) n+1

1‘(2m-—n+2)1"(m—-n + g) 2m—zn

n+1
m—mn

n+1
m+1

22" Bm—n+1,m+1)

22mr B(m—n, m+ 2).

On obtient ainsi, comme cas particuliers de (16) et (17), les identités suivantes

relatives 4 la fonction d’Euler de premiére espéce

'.s%l +1 1
(18) Z (nzs)B(m—n,s+ ;)=22’"*"B(m—n,m+1),
=0
P

(19) Z (n+I)B(m—n,s+ g)=£—i—%22m""3(m~—n,m+2).
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Ces deux identités sont d'ailleurs susceptibles d’acquérir une forme unique, 2

\

condition de les exprimer 4 l'aide de la fonction d’'Euler de deuxiéme espéce.
C’est ainsi qu'aprés la substitution de n—1 et m—1 & »r et m, (18) prend la
forme

sl !
2 F(S + 2) B 22m—n—1 I'(m)

=0 I'(2s+1)'(n—2s+ I)F(m—n+s + é)

Ir'n+1)Ir'(2m—n)
I I *
F(s+—) T(m—n+s+ —)
2 2 ] .

T(2s+1) et Flem—2n+ 28 ‘par les expressions que fournit la

formule classique (9), (17) prend ainsi la forme remarquable

en remplagant

|.I=

Llm—n+s) _2*_Ilm
(19) Z n—zs)lI‘(zm—z n+2s)_n!1‘(2m——n)

8=

Un calcul tout i fait semblable effectué & partir de (18) od I'on change m en
m—1, sans modifier », conduit également & l'identité (19).

25. Cette identité peut tre enfin assimilée 4 un développement intéressant
en série de Newton. Remplagons y en effet les lettres m et » par x+e et 2,
de sorte que z désigne, tout au moins de maniére provisoire, un nombre
entier non négatif, ¢ étant quelconque. (19) peut alors s'écrire

(20)

3

2*I'(z+ea) I'{e+s) z(x—1) -(x—2s+1)
I'z+2a) 2F(2a+2.s s!

et la somme au second membre est bien automatiquement limitée au terme dont
Iindice s est la partie entiére de e

D’autre part, lorsque z désigne une variable complexe arbitraire, la série de
Newton an second membre de (20) est absolument convergente dans le demi-plan
R (xz) > R(—0a) et représente une fonction holomorphe dans ce demi-plan. Or la
fonction au premier membre est effectivement holomorphe dans ce demi-plan, son
pole le pius 3 droite étant x=—a si a o, et sa valeur asymptotique & l'infini
de ce demi-plan est de l'ordre de 7@ ¢rc0s¢L2 o3 T'on a posé z+e=ref On
a donc, dans ce demi-plan,



256 René Lagrange.

2°T'(x+a)

< greos8L2 (1 4 .—9?(05)*'5("),
I'z+2a) d (14

~ » . Ve I Y
ol &(r) est une fonction de » tendant uniformément vers o avec o et ol cosf L2

est inférieur 4 la fonction

1[;(0)=cosl9L(2cosB)+03in0 |0|S§-

En vertu d'un théoréme de Carlson, précisé par Norlund?, cette fonction est
bien développable en une série de Newton dont l'abscisse de convergence est au

plus égale & R (i --a). Les coefficients de ce développement sont déterminés

par les valeurs de la fonction pour les valeurs entiéres de z non négatives et
supérieures & R(—a).

Si R(a) > o, cette détermination est unique, de sorte que l'identité des deux
membres de (20) pour =0, 1, 2, . . . entraine leur identité dans le demi-plan de
convergence R (z) > R(—«).

Si R(a) < 0, on sait que la fonction au premier membre de (20) est repré-
sentable dans le demi-plan 3 (x) > R(—e) par une infinité de séries de Newton,
dépendant des valeurs arbitraires que l'on attribue i la somme de la série pour
les valeurs entiéres de z non négatives et inférieures & R (—«); mais ces séries
ne différent que par l'addition de séries de Newton qui représentent zéro 4 droite
de N(—a), et le second membre de (20) est I'une de celles-1a puisque sa somme
coincide avec le premier membre pour les valeurs entiéres de x supérieures 4
R(—a); c’est méme une série réduite de cette fonction. :
2 I'(x+a)
I'iz+2da)
sentée, dans son demi-plan d'holomorphie R (z) > R(—a), par la série de Newton

Nous avons donc démontré que la fonction est toujours repré-

au second membre de (20).
On peut encore donner & cette identité la forme intéressante

(21) f(za)zzr(x+a)_§ 1 z({x—1) 1.3 x(@—1)--( '—3)+

I'(e) F(x+2a)—1 2e+1 2! (ze+1)(za+3) 4!

dont la loi de formation est trés simple. Pour ¢ =0, le premier membre
prend la valeur 2*! et l'on a

! Cf. N. E. Nérlund: Legons sur les séries d'interpolation, p. 13L.
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z(x—1) + x (z—1) (z—2)(x—3)

21 4! o

27l=1+

qui donne la somme connue des polyndmes de degrés pairs. La différence finie
des deux membres fournit la somme, égale 4 celle-ci, des polyndmes de Newton
de degrés impairs

z(x—1)(z—2)
3! 5!

2:t—l p— ?
1

+
cette derniére formule est d’ailleurs contenue dans (21); il suffit d'y faire «=1
et d’y remplacer x par r—1.

D'une maniére générale, on voit que la différence finie des deux membres
de (21) reproduit cette identité, au changement prés de z et de @ en z—1
et a+1.

Remarquons enfin que I'on peut considérer le second membre de (21) comme

< . ) I . -
une série de facultés d'argument « + 5 En désignant cet argument par z, (21)

s'éerit encore

I .
I'(zz—1}Ir (z-i—x——) _
(21') 2¢ — 2 =1+ I 7‘(7_'_’_ I,) L +
i 2 2! =z
F(z—é) r(zz+z—1)
1-32(z—1)-(x—3) 2! 1-3-5z(x—1)-(x—5) 3!
+ r—3) + o
2.4 4! zlz+1) 2-4-6 6! zlzt1){z+2)

et nous savons que cette série de facultés en z converge absolument daus le
demi-plan % (z) > 5)?(; ——x), 4 l'exception des points d'affixe entier nul ou néga-

tif situés dans ce demi-plan, et qui sont d'ailleurs des péles, et en nombre fini. Or la
fonction au premier membre est effectivement holomorphe pour R (z) supérieur 4 o
et & N (é —x). Le demi-plan R(z) > N (; —x) est donc bien le demi-plan de
convergence de cette série. ,

26. On peut étendre ces résultats aux valeurs positives du nombre entier
r dont dépendent les identités (16) et (17). En remplacant An41—2,(m,n) par
sa valeur comme il a déja était fait, le second membre de (16) peut s'écrire, par
exemple,

33—30634. Adcta mathematica. 56. Tmprimé le 7 novembre 1930.
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(22) 2»* =2V rm+1)C{2r+1)X

b

% 2(n+ 1) (2m—2n+4s—1)T(2m—2n+25—1)
2s . . 1
=0 (r—s'I'(2m—n+2s+1)1 (m—n+r+s + 5)

. . n+1 e as n+1 .. . .
puisque, si r > , les termes d’'indice s > 5 disparaissent automatiquement,

en supposant toujours » entier =o. Mais ceci a maintenant un sens quel que
soit n.
D’autre part, le premier membre de (16) peut s'écrire

® F(m—n)l“(r-i—s + L)

e 2 (") L

r (m—n+r+.s' + ZI’)

n+1) r(zr+2s+1)'(m—n+r+s)
2s JI'r+s+1)T(2m—2n+2r + 25)

= 2?21 " (m—n) i (

=0

En posant n+ 1=z, m—n=ec, (22) et (23) deviennent respectivement, aprés quel-
ques modifications simples dans (22), :

N aztra—d ) ofz\(zatas—1)T(2e+25—1)T{a+r+s)22*
(22) 2 I (x+a)1‘(21+1)2,(28 r—s)\Tx+2a+2s){2a+2r+29)

=0

., - wf[z\ F2r+zs+1)T{a+r+s)
(23) 2 FMZ(23)1“(r+s+1)1‘(2a+2r+2s)’

=0

ce qui fournit enfin, pour les valeurs entiéres positives de z, l'identité

22 Mz +a) « z(x—1)---(c—2s+1)22* %
I'lz+2ze) 2(x+2a)(x+2a+I)---(.’L‘+2a+28—1)

(24)

(2e+4s—1)(2r)!T(2a+2s—~1)T(e+r+s)
(2 8)! (r—s)! re)r(zet+2r+zs)

r{zr+2s+1)I'e+r+s) z(@—1)-(x—25+1)
Tr+s+1 JT(2a+27r+25) (zs)!

Un calcul analogue permet de déduire de (17), aprés avoir remplacé n et m—n+ 1
par x et «, 'identité
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2° I (z+a) < zle—1) - -(x—2s+1)2%H+

(25) F(x+2a)2(x+2a)(x+2a+il) (ac+2oz—}—z.<>‘—1)><

(zatgs—1)(2r+ 1)1 T(2 at+2s—2)C(atr+s)
(2s+1)l(r—s)! Tle—1)T'(zat2r+2s)

?

_Z Irzr+z2s+2)re+r+s) z(z—1)-(x—2s+1)
AC(r+s+1)I(2a+27+253) (2s+1)!

également établie pour x entier = o.

Ces deux sortes d'identité sont distinctes pour r > 0, alors que nous savons
(u’'elles coincident pour r==0. Leurs premiers membres sont des fonctions analyti-
(ues de = holomorphes dans le demi-plan R (z) > R (—a), tandis que leurs seconds
membres deviennent, lorsque z est un nombre complexe variable, des séries de
Newton absolument convergentes dans ce demi-plan. D’autre part, on voit
immédiatement que les fonctions aux premiers membres possédent, & l'infini de ce
demi-plan, des valeurs asymptotiques satisfaisant i la condition de Carlson, et
admettent donc des développements en série de Newton. Ces développements
sont justement les séries aux seconds membres, puisque ces identités sont satis-
faites pour 2 =o0,1, 2,... En résumé les identités (24) et (23) sont satisfaites
dans le demi-plan N (z) > N(—«); les séries aux seconds membres sont méme des

développements réduits des fonctions aux premiers membres.




