LE PROBLEME DE LA DEFORMATION DES SURFACES.

Par

R. GOSSE

4 GRENOBLE.

-Introduction.

1. Ce mémoire a pour objet de déterminer toutes les surfaces dont on peut
obtenir explicitement 1'équation quand on se donne leur seul élément linéaire.
Darboux' a montré que le probléme revient a chercher les solutions explicites
d'une équation de Monge-Ampére que M* Gau®? a ramenée & la forme linéaire.
D'aprés un beau théoréme de M’ Goursat® pour qu’il existe de pareilles solu-
tions dépendant d'une fonction arbitraire, il faut et suffit que 1'équation admette
au moins une involution. Le probléme revient donc & la recherche des involu-
tions d'une certaine équation linéaire.

Dans la premiére partie de ce travail, j'établirai que l'existence d'une in-
volution, pour l'équation linéaire du second ordre la plus générale, n'est possible
que sous une certaine condition I, nécessaire mais non suffisante. Dans les
parties suivantes, je démontrerai que, dans le cas particulier de 1’équation de la
déformation, la mise en ceuvre de la condition I' suffit & déterminer toutes les
surfaces pour lesquelles le probléme posé est susceptible d'une solution. La
méthode suivie permet de retrouver, de mettre au point et de compléter tous
les résultats* obtenus jusqu'a ce jour.®

! DARBoOUX, Théorie générales des surfaces, T. 1II passim et T. 1V, p. 322.
® Gav, Sur Uintégration de Uéquation de la déformation des surfaces par la méthode de
Darboux (Ann. de 'Ecole Normale Sup. (3) XLII, Mars 1925).

* GoursaT, Legons sur Uintégration des équations aux dérivées partielles du 2¢ ordre (T.II,
Ch. VIII).

* Voir DARBOUX, loc. cit, T. IV, p. 327 et GAU (mémoire cité).

® J'ai résumé les résultats dans plusieurs Notes aux C. R. de I'Académie des Sciences (28 Xbre
25 et 31 Janv. 27).
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PREMIERE PARTIE.
2. Je garderai, dans 1'étude de 1'équation,
r+as+bt+c=o0

les notations habituelles.® Ici, les nombres C,, C,, J,, J; sont nuls. Par ana-
logie, je poserai

oMy _ oy O™ O3 _ 1, I
. — 94 ' dp o4 *dp
! My—ny 2 My—m,
omy dom, dmg  Omy
i ™o _da "op
! Mme—my : my—m,
on a évidemment
om, dmy
Cl—]l‘f' '% 02 .]2— 0p.

Je poserai

ou ou du du ou
Fl(u)_aé—mla_p Gl(u)_(t—i}) +mg(@) G(,)p'

Si u est une fonction ou toutes les dérivées d'ordre supérieur au premier sont con-

sidérées comme des constantes, on a, sur une caractéristique II,

6u:

o G, (u)+ (s +mgt) F ()

Un calcul facile donne d'ailleurs

__(dms) _ Oms sy
A= (dy ) (s+ tmz) ap Jzt(ms my)
de dc
Gy(m)+my — — —
dm, 1w *op  0q ( 0m,)
= ey 9P %4 tm ™My
B (dy) my—my et m?) 2" ap

! Voir Gossk, Jowrnal de Math. pures et appliquées, 1V, 1925. Cependant, d'accord avec
Mr Gau, j'appellerai fonction canonique ce qu'il appelait fonction principale et que je dénommais
Sacteur canonique.
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Je continuerai 4 poser
On=2p1,n—1tm, po,n O=s+mt.
Il nous arrivera souvent de rencontrer des identités de la forme
Go(w)=Ut+V

u, U, V étant des fonctions de z, ¥, 2, p, ¢, 6. On voit aisément qu’elles revien-
nent au systéme

)
F,(u) — Z—Z[G (7g + %) + Hl] —

ap My —ny

ou e o de\| __ 06U
G, () + 60[020 o, (d—y)]_v— —

(8)

les quantités H, et H, étant définies par les égalités

de Odec dec Oc
g i’ﬂ _ Gl(ml)'*'mxa‘_})_a_q g i’f's N Gl(ml)+m20p—5_q'
t dy my—m, 2 dy . mg—my

3. Pour faire immédiatement une application de ces mnotations, cherchons
la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une involution du second ordre.

Une fonction # du second ordre est un invariant, pour le systéme II de
caractéristiques, si elle vérifie la condition

du ’ |
Sz Gs(4)+ (p1z + Mg pog) Fy(w) =0
% est donc une fonction de z, y, 2, p, ¢, 8 qui vérifie I'identité

Gylu) = o.

Il y aura donc une involution pour le systéme II de caractéristiques & la condi-
tion nécessaire et suffisante qu'il existe une fonction

u=0+9(x, ¥, 2,p, q)

qui vérifie le systéme (S) quand on y remplace U et ¥ par zéro et 8 par —g.
Il faut par suite et il suffit qu’il existe une solution pour le systéme
41—27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 4 février 1928.
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Im,

F1(97)+¢(j2 + ’0?) = H,

d
Gip)+cp®+pHy, = (Eﬁ) .

Un calcul facile montre quon peut mettre ces deux équations sous la forme

condensée suivante:

(%; (s+myt+@)=(2 A+ B)(s+m t+ @)—cy(s+ m t+ @)

En raisonnant comme l'a fait M* Gau' dans sa Thése, on en conclut que, pour
les équations o ¢; n’est pas nul, si 'on connait 3 involutions du second ordre,
on peut former wun invariant du 2° ordre, fonction homographique de s+m,¢;
réciproquement, s'il n'existe quun invariant du second ordre, il est fonction

homographique de s-+m,t.
4. Je reprendrai aussi les notations:
[l:a,‘e:Aa'{"Bﬂ }'n,l—__.un,l'*‘Mn—l

‘@ et B étant des constantes et » un entier positif. Si on pose, avec M* Gau

dn

dy{: apy, n+1t bpo, nt+et anl,ﬂ + ano, n+1t Inpo, nt anl, a1+ Kn

comme on en a le droit quand » dépasse 5, K, étant une fonction d'ordre au

plus égal & n—1, on a

_pda_ of _adb of
_nlp—1)d’a dOof _rlr—1)d® dof Of
H=— dy2+ndy(9p =" dy"+ndy0q+0z

Une vérification directe montre que ces formules restent valables quand » vaut

4 ou 5.

' GAv, Theses, (Gauthier-Villars, 1911), p. 12.
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On en conclut

. Om am, ., Om dm

pn =0 (7 = 51— 97) — (g [ (011 + 7| — 21 (1) — 21
; g am

hn1 =6 (;,+(n—1)5’;‘71) + t{n—1) (my—my)c; + (n—2) (731—‘) + H,.

Je rappelle enfin la notation

0,1
dx

" Hn,1 2-», 1+ my Hy, 1—1I,,

On,1 —
mg—m,

pour remarquer seulement que 0,1 est du 3° ordre pour les équations linéaires.

5. La théorie des fonctions canoniques s'étend naturellement au cas des
équations linéaires. Nous dirons encore que 1'équation proposée admet une fone-
tion canonique, d'indices a et. 8 et d’ordre #, s'il existe une fonction » d’'ordre
n telle que, le long d'une caractéristique II, par ex., l'on ait:

Ou
iz =u(Aa+Bﬁ)=uya,ﬂ.

En particulier, s'il existe une involution d'ordre » > 2, on aura

g;_p = yY(dn+ B)=yu,

)

% est une fonction canonique linéaire d'ordre », d'indices % et 1. On voit,
comme dans le cas général, qu’il revient au méme d'affirmer I'existence d'une
involution ou celle d'une solution pour le systéme (3)

Fn (@) =:1«,;, 1 Gn—l (q’):Jﬂ—l + QUn,1.

Théoréme 1. S'il existe une Jonction canonique w d’ordre h > 2, sans qu'l
y ait ne involution d’ordre h, mi invariant d’ordre inférieur & h, il existe une autre
Jonction canonique p, d'indices h et 1 et dordre inférieur o h, telle que

u = e[l,(eh-f'l)

A étant une fonection d'ordre inférieur a h.



324 R. Gosse.
La relation

du
(1) oz | WHap=0

donne, en effet, si # est d'ordre h > 2,
(2) F;,(u)=o G (u) ‘un,, g=—o0.

On en conclut que # est une fonction v d'ordre h qui ne contient les dérivées
d’ordre h que par le groupement 6, et qui vérifie le systéme

0
. = (’U):lh, 1 0_01;

gh 1( ) '01) (0h 1)
00}, 1 ’ Ha, !

les trois groupes de relations (1), (2), (3) étant d’ailleurs exactement équivalents.
Si le systéme (3) admettait deux solutions, leur quotient serait, d'aprés (1),
un invariant d'ordre =< h, ce qui est contraire aux hypothéses. S'il n’en admet

qu'une, elle vérifie évidemment une équation de la forme

Ou

06/; (P0h+ Q):’UR

comme le montre la formation du gystéme complet que fournit (3). Il n'y a

done pour v que deux formes possibles
(Io) ’U=u—_—K(0h+ l)”’

et la relation (1) montre alors que 6,+2=0 est en involution avec la proposée,
ce qui est contraire a '’hypotheése.

(2°) v=u=e"er+4 u # o.

En portant cette valeur de v dans le systéme (3) et égalant a zéro les coefficients
de 65, on obtient
Fr_1(u)=0 Gr(u)+pus 1=0
c.-a-d.
)
gz T =0

et le théoréme est démontré.
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Théoréme II. S¢ une équation linéaire ddmet une fonction canonique d ordre
inférieur & 2 et de premier indice non nul, Uexpression c, est nulle; si la fonction
est dordre 2 et qu'il wexiste aucun invariant d'ordre < 2, ou bien ¢, est nul, ou
bien il ¥ a une ou deux involutions d’ordre 2.

Si u est d'ordre inférieur a 2, la condition

ou .
d_x + Ulhe, 3~ O

donne, en annulant les coefficients des dérivées du 2° ordre,

. Omy)  Omy
F,(Su)+,5’(]2—— 017) aap =0

. om .
F(Lu) + 13(.72 - (?—pl) — &) =20
d’ou
0cy = 0. C. g f d

Si # est du second ordre, on voit comme plus haut qu'il ne dépend des dérivées
du second ordre que par le groupement 6 et qu'il vérifie le systéme

[ o= Galofa 50 + ] o=t -] -

du de '
l G (u) + 50 [(’.202—0112 — (dy)] + u(elco+pu n,ﬂ) =0

#'e,p désignant ce qui reste de pi.,s quand on y a supprimé les termes de I'ordre
le plus élevé. _ ‘

Si le systome (4) admettait deux solutions, leur quotient serait un invariant
d'ordre =< 2, ce qui est contraire 3 l’hypothéée. $'il n’en admet qu'une, Je méme
raisonnement que plus haut montre qu’elle est solution de 1'éguation

Lu P

00 T 16°+1,0+1,

P(6) étant un polynéme en 6 dont les coefficients, ainsi que I, 1,, I, sont au plus
du premier ordre. Si on désigne par ¢(f) un polynéme analogue i P(f), on en
conclut que # ne peut avoir que l'une des formes
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= B(0+ A,)¥s (0 + Ag)KreQ®

K,

w=h(e+)Eer+s "0

u = h{6+4,)e?®

Pour les 3 premiéres formes, il est clair qu'il y a une ou deux involutions d'ordre 2.
Si L« est un polyndme de degré =, en annulant le terme de degré n+1 dans
la seconde équation du systéme 4, on voit que ¢, doit étre nul, ce qui démontre
le théoréme.

Il est important de remarquer que le théoréme ne cesse pas d'étre exact, s'il
existe une ou plusieurs tnvolutions d'ordre < 1, & condition qu'il n’existe aucun in-
variant de ces ordres.

Théoréme III. Sl existe une fonction u d'ordre au plus égal & 2 vérifiant
la relation

du
e + ups, 1+ Kecg=0

K étant une constante mon nulle, et s’il n'existe aucun invariant dordre < 2, o
bien il y a une ou deux involutions d’ordre 2, ou bien cg==0.
On peut prendre K=1 et on a alors

P =Fi) — 55[0 (i + 5) + 1] =i + 52)

X(u)= G(u) + z—z [0202““01{2 - (g_;)] =—u(20c,—Hy)—c,
‘en vertu de l'identité
de de
e () B ey,
“21 dy — = 2-
Si u est d'ordre inférieur & 2, Z—g est nul; il en est de méme de wucy; si u est

nul, la condition donnée montre qu’il en est de méme de ¢;; donc ¢, est toujours
nul dans ce cas. '



Le probléme de la déformation des surfaces. 327

. Ou . (e
Si 2= nlest pas nul, en désignant par des accents les dérivées par rapport

00
a6, ona
Plu)=24 (j, + —(—9—%) X(u')=—2u'(2 0c,— Hy)—2 c,u.
On en tire

X(uw —u?) = — 2(20c,— H,) (' —u®).

Si «'—u® n'est pas nul, ces relations expriment que

<+ 2 —uP)gs,1 =0

et nos conclusions résultent alors du théoréme II.
Si «'—u® est nul, cest que
I

“=—§13

et
ﬁﬁi”=w+n@A+m—q@+W

ce qui exprime que l'égquation admet une involution du second ordre. C. q.f. d.
I1 est clair d’ailleurs que, si ¢; n'est pas nul, la relation étudiée entraine

obligatoirement l'existence d'une involution du second ordre.

7. Nous sommes maintenant en mesure d'obteftir une importante condi-
tion nécessaire pour qu'il existe une involution d’'ordre 7 > 4.
Supposons qu’il existe une solution pour le systéme

(5) Fn-—l(q))zﬂm,l G1l—1(¢):Jn—l+q),un,l+'lp(iv, Y, 2y .. P0,n—2 on——‘l)
qui exprime que, sur une caractéristique II

§(6nt 9) _
it O+ @)pa 1+

@ étant une fonction d'ordre »—1 au plus.
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La premiére équation de (5) donne
@ ="DPon—14n,1+u(X,y,2 ...00n—2,01—1)
et % est une solution du systéme
a
an—2(u) = 60—:_—1 Ap—11—0n,1 + Hpy

(6)
7]
l Gn2(u) + bﬂ—u (On—1ttn—1,1— Jn—2) = tptn,1 + On—10n,1 + Kna + .
n—1

Si # est supérieur & 4, la fonction ¢ étant d’ordre au plus égal & 3, on a, en

dérivant par rapport & 0,_, et désignant les dérivations par des accents

’ ow
g (u ) = ;96,% An—1,1
(7) )
’ ou ’ ’
Gn—a(u ) + 55“ : (01;—1;44:—1, 1 Jn—2) =Au + On,1 +
n—1
ol ’” a "
n—2(u ) = 0—0:{__1 ln—l, 1
(8)
Y 7’ 6“” 7 144
Gn_a(u”) + 0—0—1 (On-aptn—a,1—Jns) + 8" ttno1=0".

Dans le cas oi il existe une involution d'ordre n, le systéme (5), ol ¢ est
nul, a une solution. Les systémes (7) et (8) s'écrivent alors

() 0% Al + oy
dx

6 u}’

dx

(10) + 4" pa91=0.
Nous allons discuter ces conditions en supposant 1°) qu’il n'y a aucune involu-
tion d'ordre compris entre n et 2 (extrémités exclues: il y a une involution
d'ordre » et il peut y avoir une involution d’ordre 2), 2°) qu'il n'y a aucun ¢n-
variant d’ordre inférieur & 2 (il peut y avoir des involutions de ces ordres).

Soit #" 'ordre effectif de . On a n'<n—1. Si # est <4, il existe une
fonction H, d'ordre <4, vérifiant la relation
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JH
(F) ’6;—AH+0'11,1 (n>4)

Nous allons démontrer que, sous nos hypothéses, il en est toujours ainsi.
Si n" est >4, le calcul du théoréme I, appliqué & la relation (9) donne, si
on pose

wW=vxuye2... 00,

ov ov

Fn'—l(v) == 8—0_ ln’, 1 Gn'—l(v) + ;70_,, (0n' Hn' 1 — Jn’—l) = Av+ On,1.

Comme 0p,1 est d'ordre au plus égal & 3, on en déduit,

Sz \00x) * 86, T
qui se réduit & (10) si n'=n—1.
Si 6(971; est d'ordre ', le théoréme I, qui est applicable sous nos hypothéses,
plus larges que celles qu'il exige, montre que

ov
08,

— em(o,,r+2).

v étant une fonction canonique d'ordre inférieur i »’, vérifiant la relation

d1p
%4‘10{1"',1:0.
On en déduit que
r v
u __v_(?Onrm + 7

v, étant au plus d'ordre »'—1.

En portant cette valeur dans (9) et eu égard i la relation que vérifie w,
on trouve

dv
6—‘;1:1401 + Gn,].

Il existe done, dans ce cas, une fonction v,, d'ordre inférieur & »’, qui vérifie
la relation (9).

. Ov , . s N .
Si 205 est d'ordre inférieur & #’, en designant par w sa valeur, on a
n'

42 — 27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 4 février 1928.
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v="10 0+ (P)
dw
E + Why—1,1=0
d'ou, en portant dans (9),
d 0"’ * n
(12) La‘;ﬂq’) — (011, + ¢) fwr 1+ O'm, 1

La fonction canonique w est d’ordre p<#'. Si p=n'—1, comme n'—1 est > 3,
le théoréme I montre qu'il y a une fonction canonique w, d'ordre <u'—1,
telle que

dw
6_.7}1 + W, up'—1,1 = 0.

m . . . y . . L £ by
ey serait alors un invariant d'ordre »'—1> 3, ce qui est contraire 4 I'’hypothése.
1

Done 1 est d'ordre inférieur & n'—1 et on peut appliquer & la relation (12) le
calecul général fait au début du paragraphe sur la relation (5), puisque # est
supérieur & 4. On a ici

On,1 oy 3y
Y AARY
v 00 00,

il existe donc une fonction w’,, d'ordre k< ', qui vérifie la relation
i4
du,

(13) o

== Au’l + an', 1. (n" > 4)

8i k=4, (13) se confond avec (I'); si k>4, on peut recommencer sur (13) les
raisonnements faits sur (g); ils nous améneront toujours soit & la relation (I,
soit a des relations de la forme (g), ot %' sera remplacé par des fonctions v,
%'y, d'ordres décroissants. Il arrivera un moment oi l'ordre d'une de ces fonc-

tions sera <4 et on retombera alors sur (I). C.q.f.d.

8. Nous avons supposé #>4. Si n=4, il y a une solution pour le sy-
stéme

F3(¢)=14,1 Gs(q)):¢ﬂ4,l+J3
ol
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.. om da
J3=3Dpas (my—my)?c; + 36, pos(my—m,) (Jx +jat2 0—1) + 303 e
D D
+ Ly(03—m, pos) + Lspog + Ly,

Ly, Ly, L, étant des fonctions du second ordre faciles a calculer. Un calcul
analogue a celui du cas général donne

@ =posh1 +ulx,y,2,p,4s¢0)

) u . dm
Folu) =37813,1 + 36, (]2 + 0—};) +1

0
Gy (u) + 0_2 (Osps,1— ) = “#4,1—‘36203 +6, (
3

Gy 1)—pasde— Ly + Llnzl) +1
2

my—m,

I, et I, étant d’ordre =<2.

Il semble ici que la condition (I') soit en défaut, 6,,; n'ayant été défini que
pour n»>4. Mais il est clair que 6,,: est une fonction de % qui a une valeur
déterminée pour n=4. Si on désigne cette valeur par le symbole 641, on voit,
tous calculs faits, qu'en dérivant le systéme précédent par rapport & 6,, on

d [Ou ou
3 (am) =455, o

obtient la condition

g—;ﬁs étant d'ordre =<3.

On aboutit ainsi & I'importante conclusion suivante:

Pour une équation linéaire qui w'admet ni invariant dordre inférieur & 2,
nt involution d'ordre compris entre n et 2 [extrémités exclues), Uexistence d’une
tnvolution d'ordre n supérieur ou égal & 4, entraine celle d'une fonction H, d’ordre
inférieur ou égal @ 4, vérifiant la condition

0H

() ST AH+ 0,1 (m entier = 4).

Remarque. Les mémes raisonnements conduisent?, pour I'équation

(B) v+ fla,y, 20, ¢.50)=0

au théoréme suivant:

! Voir Gossk, loc. cit., fin.
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Si l'équation (E) n’admet ni invariants d'ordre inférieur & 3, ni involutions
d’ordre compris entre » et 3 (extrémités exclues), I'existence d'une involution
d'ordre n supérieur ou égal & 4, entraine celle d'une fonction H, d’ordre in-
férieur ou égal & 5, vérifiant la condition

0H

T iop >
2 AH on,1. (m entier = 5)

9. Nous allons montrer que la condition (I') entraine, pour les équations
linéaires qui n’'admettent aucun invariant d'ordre =<2, soit l'existence d'une in-
volution d’ordre deux, soit la condition ¢;=o0.

Supposons d'abord que H soit d’ordre au plus égal & 3. En posant

M:(_m—_l)lnlz_)
2

on trouve facilement, en généralisant une unotation déji employée (n° 6)

, am om . om
Om,1 =01+ 04 [M (?pz —(m—1) (c,-— Fp—‘)] + (mg—my) Pog [sz + (m——I)Fp—‘]

0'm,1 étant d'ordre < 3; et on a le systéme

_0H ot m—1)
FZ(H)—00813,1+MJ,,+(m 1) ap
) , —
G2(H) + %I(osﬂa,l—Jz) =AH+ Om,1— ln(ﬂ—l) 6203
s 2
qui donne, en dérivant par rapport a 6,
o (o8 o, minm),
sz \a6,) " a6, "> z 2%

2

Si %I est d'ordre 3, %g est une fonction canonique d'ordre =3 et d'indices
3 3

g et 2; le théoréme I nous assure alors de l'existence d'une fonction canonique

d'ordre <2z et nos conclusions résultent du théoréme II; si 0H est d'ordre =<2,

00,
elles résultent du théoréme III.



Le probléme de la déformation des surfaces. 333

Si H est d’ordre 4, l'involution dont l'existence entraine la condition (I') est
d'ordre #>4 (n° 8). La relation

oH
E = AH+ Om, 1

ia_fl)+‘£1 _ oH , .
sz \a6,) T 86, —° 56,7 ¥

le théoréme I nous montre que, si Z%I
4

cune involution de ces ordres, il y a un facteur canonique d'ordre <2. 1l y a

donne alors

est d’'ordre 4 ou 3, comme il n'y a au-

done toujours un facteur canonique d'ordre =<2z et nos conclusions résultent du
théoréme II.

10. La condition (I') peut se simplifier dans un cas fréquent dans la pra-
tique. On a en effet, en tenant compte des valeurs de H, et de I, (n° 4),

; A,.,l—(n—l)‘%l zn,l—(n—x)‘z—’z—l .

On,1 = E 7n‘s—__‘m1 - —A4 me—m, - — @ [AN— (’)’l — I) (A + B)] -
of
oz

—g— 2
Mg—mMy
en posant
yo p=1){n—2)
2
_ 1 (am dm 0_f_0_f) dmy . dmy Q’_"_f).
a_(mz—m‘)"(dx +my dy +m‘0p dq/ \ dx +m dy +m”t?p dq

La condition (I') s'écrit alors, en modifiant H d'une expression d'ordre <3,

OH, 4 —(— R ¥ S S
2 =AH, dy[AN (n—1)(4+B)—¢ 9z ma—m,

Supposons maintenant qu’il existe une seule fonction canonique u d'ordre =2
telle que

d\dg—mu=ou1+3ﬂ. g+*o

On peut, en dérivant par rapport i y, tirer %g de la relation
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ddg, 4% q, 4 _
Sriy v — A g, % Jy\Ae+ BB)

et écrire finalement (I) sous la forme

§H dd __of
AR K =0

K étant une constante facile & calculer.
S'il existe 2 fonctions canoniques d'ordre <2, il en existe une infinité et
il en est une dont les indices sont n—1—N et n—1. La relation (I') peut alors
g'écrire, par un calcul analogue & celui que nous venons de faire,
dH 1 of

iz AH—o— mg—m, 0z

Dans les deux cas, H reste une fonction d'ordre aun plus égal & 4. Si cet ordre
est effectivement égal a 4, il résulte du n® précédent qu'il existe certainement
une fonction canonique d'ordre =<2 et d'indices entiers.

11. L’ensemble des résultats que nous venons d’obtenir nous ameéne a la
méthode suivante pour 1'étude d'une équation linéaire.

Il faudra d'abord faire une étude directe de l'équation pour savoir quand
elle pent admettre un invariant d'ordre =<2. Cette circonstance exclue, nous
distinguerons 2 cas.

Premier cas: c,7%0. Il ne peut y avoir d'involution d'ordre >3 que s'il
y en a une d'ordre 2. Il suffira donc d'étudier directement la possibilité d’exi-
stence d'une involution d'ordre <3. On n'aura a étudier I que lorsque 1'équa-
tion admet une involution d'ordre 2. Le probléme de Darboux ne se pose donc
que pour »=o0, 1,2, 3 et les systémes & discuter dans ce cas sont relativement
simples. Pour » quelconque, on n'a & étudier 1'équation que dans le cas ou il
existe une involution d'ordre 2 et il faut, avant d'étudier le systéme général,
tenir compte des conditions que suppose réalisées cette involution et de celles
qu'y ajoute la discussion du systéme simple issu de la condition (I'). Le pro-
bléme ainsi posé devient manifestement abordable.

Second cas: ¢,—o0. Les involutions d’ordre =<3 devront étre étudiées di-
rectement comme dans le premier cas. Mais, ici, la condition (I'), qui doit étre
vérifiée quand il existe une involution d'ordre >3, n'entraine plus l'existence
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d’'une involution d’ordre 2. Les conditions qu'une pareille involution imposerait
sont remplacées par la seule équation ¢;=o0. Il faut donc étudier le systeme
issu de la condition (I') sous la seule hypothése que ¢, est nul.

La méthode conduira & distinguer ainsi des équations & forme de plus en
plus. conditionnée; au point de vue théorique, il peut toujours arriver qu’elle soit
impuissante 4 décider si, pour les formes canoniques auxquelles elle raméne, il
existe ou non une involution d'ordre gquelconque; quand il en sera ainsi, I'analyse
qui nous a fourni la condition (I') permet d'en trouver d'autres d’ordre supérieur.
Je ne les donne pas ici, parce qu'elles me semblent d'un emploi malaisé dans le
cas général. - Mais les suites de raisonnements et de calculs que j'ai exposés pa-
raissent suffire & donner des résultats définitifs dés qu'on leur soumet une équa-
tion, non pas donnée & priori, mais dont la solution intéresse les sciences d'ap-
plication. Ainsi, elles nous ont permis de résoudre entiérement le probléme de
I'intégration de l'équation des surfaces W, des équations linéaires ou manque le
terme en s, de celles ol manque le terme en ¢ et auxquelles se raménent toutes.
les équations de Monge-Ampére qui admettent une intégrale intermédiaire d'ordre
=1. La suite de ce Mémoire va montrer que notre méthode permet de mener
a bonne fin, d'une fagon naturelle et compléte, la discussion de 1'équation de la

déformation, que tant de beaux travaux n'avaient pas réussi a terminer.

SECONDE PARTIE.

Etude de 1’6quation de la déformation des surfaces.

12. Notations. La détermination des surfaces qui admettent 1'élément
linéaire
ds®*=dX*+I*X, Y)dY?

dépend de l'intégration de I'équation

Qor

—S? ¥
(B) RT S+R(PI‘I" 137

) + 2SQ¥ + I‘I"'(I—P’)~$—:(I‘I‘"+I"2)———o

N

ou

or .
oX oX*

I'=
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M~ Gau (Mémoire cité, p. 115} a montré que ‘la transformation d’Ampére permet
de 1'écrire
() r+as+bt+e=o0

~

1 14 2 4 ’
a=-—2p b=Ff(y’—I)+%(FT +I'%  e=—+2—=—yIT

I' étant une fonction de x et de g dont I” et I'’ sont les dérivées premiére et
seconde par rapport & q.
On a ici, en posant

2
egzrf'(l—y”—%),
m=—p.-te Mg=—"Pp —¢€ My =My = —2¢€
10
¢y=e,=-—LI*r’.
1 2 4dq
On peut supposer I’ différent de zéro, en laissant de coté le cas connu ot

Vélément donné serait celui d'une surface développable.

13. — Involutions d'ordre <1. Nous allons d’abord chercher quand il peut
exister une fonction @(z,y, 2, p, ¢) telle que la condition

soit ‘une conséquence de la relation ¢ =o0. En explicitant cette condition, on
est conduit an systéme

op_ 0g__ g, 0 09 _ 0
(s) by m,ap—o 6x+m20y+(p+m,q)az e =o.

Si @ ne dépend pas de p et qu’'il dépende de ¢, on peut prendre

p=q+y(=y,2)

et le systéme (s) est impossible. Si @ ne dépend ni de p ni de ¢, la seconde
équation de (s) constitue une identité en p qui n'est possible que si

p=ytiI,
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la fonection I devant vérifier la condition

I'T” + r'*=o.
On en tire

Ir'*=q¢X,(x) + X,(x).

L’élément linéaire prend alors une forme remarquable, que nous appellerons la
forme de Weingarten.

Nous allons démontrer que, dans tous les cas, U'équation de la déformation
ne peut admettre d’involution d'ordre =<1 que si Uélément linéaire donné peut élre
ramené & la forme de Weingarten:

(1) ds®=de® + 2(a + @(8)]dSE.
Cherchons d’abord & quelle condition 1'élément
(2) ds?=dgq®+ I'}(z, q)dx*

peut étre ramené A la forme (1). Il faut et il suffit qu'il existe deux fonctions
a(x, q) et Blz, q) telles que '

<3) (oa) +o(aa) =

dada 0808

(4) dqoz 9 995 °
da\* 2 (98 2_

o (o2) +o (G2 =

en posant

(6) 9" =z2(a+p(8).

Cette derniére condition est exactement équivalente a

6) 0gof 0908\ _0e0f 0adf
dqdx 0xdq] dqdx 0xdq

En remarquant que la conservation de la courbure totale donne la relation

1
r g¢
43—27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 6 février 1928.
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et posant

ou_ 08 da_
0q ox ox

_g’08 0B_ T 98 _ 1.
l q (7112 gCOSM 0q— Sin %4

un caleul immédiat montre que (3), (4), (5) et (6) ont une solution en méme temps

que le systéme

oun , T ou sin u
(2) (T’L‘ =TI :9-2 cosu ()q = gz

qui s'écrit, en posant
T . %
Q == ; —_ ’LQ tg; ’

001/ 99_ pgno—Vrr
(8) g = 7 e = F'sin Q— V' IT" cos Q.

Nous allons maintenant démontrer que le systéme

T3
dx

, _ o0
(S) o d)(xa!/az,P,Q)—O ((I)p #O)

n'admet de solution que lorsque (S) en admet une.
Supposons d’abord 60—(: # 0. On peut résoudre @ =o par rapport a z et
(S") s'éerit

_ 42 e dep _ dp _
z+ glr,y,p,9=0 og " ™ap = ° 0x+p+mzq+m20y ¢5-=o0.

Les deux derniéres équations ne dépendent pas de z. Si elles admettent une
solution @, elles admettent toutes les solutions ¢ + const. Il y a alors pour (§)
une infinité de solutions

O(z,y,2+k,p,g)=o0.
Nous écrirons cette équation sous la forme

p+ e,y ztk q=o0

et (S} deviendra
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Ow w Jw
ptw=o0 —q—m1 %+mgb;

Ow
(—9;(p+m,q)—c=o.
Soient w, et w, deux valeurs de w correspondant i 2 valeurs k, et &, de la
constante £; on a
Hoy—wy)
FP S

comme il ne peut exister de solution de (8') qui ne dépende pas de p que si (S)
a une solution, il ne nous reste & examiner que le cas ou w(z,y,2+%,¢)—
o(x,y,2+ks, g) se réduit & une constante quels que soient k, et ky, c. & d. le
cas ol

w=Kz+w/lzy,q).
On doit alors avoir

OLI((?x’qy—’Q) = ”zl(xv Y, _wl_Kza Q)

ce qui est impossible, 06—1?;‘ n’étant jamais nul.

Nous pouvons donc nous borner & étudier le systéme (S’) dans le cas ou

O=p+ Yy q).
(S) s’écrit alors

p+Plr,y,q)=o0

F 2

Y l/ I_y _%)
_6_12 (7—'({} ' I_"__ —y 2_22.— _90_{' ] r—
oz oy (pl‘ H (I )] Tras TYET T

Si on pose alors
Yy=1TI VI_—? sin w,

cos @ se met en facteur dans les deux équations; on en conclut que (E') admet
toujours l'intégrale intermédiaire que Darboux! appelle #z=1 et qui s'écrit ici

PP+ Iyi—1)=o

! DARBOUX, Théorie générale des surfaces, T. III, p. 255.
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11 reste le systéme

o -V

Jdow  Ow — —
i il 7 . 7 VAR 7 _
]0x+0y (rsinw—V I cos )V 1—y +V:_(F cosw+ VI'T"sinw)=o0.

Nous poserons

y =cost FT (23 I"=rcosp VIT"=rsing (r#o)

Q, r et @ étant des fonctions de z et ¢ seulement, dont la premiére n’est définie
qu'a une fonction additive de z prés. On a alors

= Q(q, @) + Uz, 1)

rcos(@—e) 0

inf 7 t(cosl sin £).

(sinlsint) —

0Q rsin(Q—eq) o
D et et

S:IQ

En posant, pour un moment,

A=—I——2(smlsmt) B— L a(coslsmt)

sintdt in¢dt
on en tire
%l g4 0B
(8) Fyrrial rid sin (Q—g) — rrid cos (Q—g).
9%l .. . ‘s N
1°) m# 0. En divisant par cette expression et dérivant par rapport a ¢,

on obtient une relation qui, si elle ne se réduit pas une identité, donnera Q—¢
en fonction de x et t. Cette expression ne dépend alors que de x et on peut
prendre @ égal 3 ¢. On trouve sans peine, dans ce cas, que les surfaces étu-
diées sont caractérisées par 1'élément linéaire

ds®=du* + sin? @ do*
ou @ est défini par la relation

@+sinpcosg=u+Kv (K constante quelconque).
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Il est facile de vérifier que le systéme (3) du n° 13 admet pour ces surfaces la

solution
% )
tg - = t etiv,
g 2 X

2

l 2o I \ ’ . Y
520t et dérivée par rapport a ¢ se réduit a

Si la relation (8), divisée par
une identité, c'est que l'on a

oA 021 0B 03l
ot 5@5a G —5@gay

§, et & ne pouvant étre nuls en méme temps. Si &} +5; est nul, les relations
précédentes donnent

il=8X(x)+2tg—;

2
ce qui est contraire & '’hypothése d(zc-;—t 52 0. On peut donc poser

§,=Xcos§ &= Xsginé

et, en modifiant convenablement @, la relation
1 .
2 =y sin (Q—g) — & cos (Q—9)

montre qu'on peut prendre, sans diminuer la généralité,

On a alors
)
a—t(sml sin f) = XEL‘ + X, (x)
coslsint=— X,(x)cost + X,(z).

Un calcul élémentaire montre que ces deux relations sont incompatibles sous nos
hypothéses.

ol
dxdt
pendant de x et on a

2°) 0. En modifiant convenablement @, on peut supposer ! indé-
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(;Asm(Q —@) = a—Bcos(Q —g).

Si cette relation n'est pas une identité, on en conclut comme plus haut que

@ — @ = constante

et, en modifiant ¢ d'une constante, on retombe sur le cas déja traité o @ est
égal a .

1\ 2

Il ne reste donc qu'a étudier le cas ou

04 _0B_
gt ot
c. a. d. ou
sinl sint =eacost + ¢, coslsint==Bcost + B,

ou «, ey, 8, B, sont des constantes. Il se raméne i celui ol

I . .
cosl—m sinl = zcotg ¢

et le systéme (S,) se réduit alors au systéme (S) c. q. f. d.

Lélément de Weingarten nous est done fowrni de la fagon la plus naturelle:
c'est celur auquel on peut ramener tous les éléments qui fournissent une équation de
la déformation admettant une involution d’ordre <1.

15. Lorsque
Ir*=2(q+ilx)

les équations (E) et (E') s'écrivent

» ~ Q011 P I
(E) RT—S8 +R(P1‘r—}—a—1;)+ SQ—+ 75 =0
, _PesSHA) | =y,
() TR T) gt Y

Il est manifeste que (E) admet les involutions P=+ 1. En revenant aux nota-

tions classiques de Darboux, on aura



Le probléme de la déformation des surfaces, 343

= —u+tf0)
dx® + dy*=ds*— d22=du® + 2(u+ A(v))dv* — (du—f dv)®

et, en posant

on obtient les formules

2
c=uV + lf(zw +Lf’)dv
2 y’

2
iy=uV+if(2lV + V} )dv

’ 2
z=—uV— I—f(z).V'-FLI,m)dv
2 V

ot V est une fonction arbitraire de v. Ce sont les formules obtenues par Dar-
boux (T. IV, p. 333) par une tout autre voie.

On pourrait étudier (E’) par les méthodes de la 1°™ partie. Il est plus rapide
de raisonner ainsi:

Nous savons que (E') admet 1'intégrale intermédiaire

o*=p" + 2(¢ +22) (" —1) =

Si on remplace dans (E) les dérivées s et ¢ en fonction de ¢ et de ses dérivées,
on est immédiatement amené & donner & cette équation la forme remarquable

o az(eh=a) +a (o) =

qui exprime que l'expression

do’ _ p'dy
(10) e e

est une différentielle exacte. Ce fait améne i penser & une transformation de
Biicklund, pour laquelle l'existence des deux involutions ¥+ 1=o0 invite & poser
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afin d'essayer de transformer les 2 involutions en =0 et y=o0. La considéra-

tion de ce quotient améne & introduire le produit

zY ="
et si on pose

e=fly, 7, d)
on trouve de suite que

(L s Ky s Yay)

(11) dﬂv—pw_l_qy(ax,dx +0p,dp +0q,dq
__dy (px—qy_ﬂ)
pr+qy\yi—1 0z

Le second membre de (11) prendra la forme (10) si on pose

z=1x e=pr+qy P =pr—qy

et la transformation de Bicklund est définie par les formules

8

'4 ’ X + ’ ’ ’ ’
=g ?’=ZT;£ p=px—qy (px+qy)’=p*+2(¢+AH*—1).

L’équation (E’) devient alors, aprés avoir divisé par px + gy qui correspond &
Vinvolution ¢ =o0,
9z A (2)

) G50y~ oo

16. Cette équation, que nous venons d'obtenir par un procédé naturel et
purement algébrique, a fait 1'objet de nombreux travaux. Euler I'a intégrée par
une intégrale définie quand X'(¢) est linaire en z. Darboux! a déterminé tous
les cas ou elle admet un invariant d'ordre <2. M’ Goursat® l'a intégrée par
la. méthode de Darboux quand

V(z)= —n{n—1)z
n étant un entier positif. Pour en terminer 1'étude, nous allons montrer que les

cas qui viennent d'étre énumérés sont les seuls ol une intégration explicite soit
possible.

' DARBOUX, Théorie générale des surfaces, T. IV, p. 330 et sq.
* GOURSAT, American Journal of Mathematics, t. X, p. 187; 1888.
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1l suffit, aprés le travail de Darboux que je viens de rappeler, de chercher
quand l'équation (E,) peut admettre une involution d’ordre = 3. J'ai montré, dans
ma Thésel!, qu’il n'en peut étre ainsi que s'il existe une fonction g(x,y, 2, p, )
vérifiant la relation

99 . a9 (0.f ﬂf) ( of L O Pf f) of _
by T +f0p 01(0x+p03 X\t o TP a0 TP 52) T85, 70
I'équation étant écrite sous la forme

=flz,y,2 p )

et X et & étant deux fonctions de x qui ne peuvent s’annuler en méme femps.
En dérivant deux fois cette relation par rapport & r, on voit, puisquil n'y
a pas, par hypothése, d'invariant du second ordre, que g est de la forme

9=X,(@)r* + ra(z,y,2,p) + blx; 9,2,

et le fait que g ne contient pas ¢ exige que

da _ da af f of _

97 —° +f 242 Xl( paz)+X

ob i, 00, (0F. O\ (Pf,. 2 7) "
gz =%  ay /gt (a paz)+X( s+ 25 g, TP ga) FEy T O

a 3
Si 0,'—1‘: est nul, en dérivant la 1%® équation par rapport a 2z, on voit que

2
ou bien z—zj:=o ou bien X=X, =o.

Si % n’est pas nul, on retrouve le méme résultat par deux dérivations par rap-

port & 2, en tenant compte de la forme particuliére de f.

Si X=X,=o0, le seul cas nouveau est celui ol @ est une fonction de =
seul et la seconde équation prend la forme de la premiére. X étant nul, § ne
peut l'étre et E, ne peut par suite admettre d'involution d’'ordre supérieur a 2
que si

N(z)=oz. (6 constant)

! Gosse, Theses de doctorat, Privat (Toulouse) 1921, pp. 32 et 33.
4427371, Acta mathematica. 651. Imprimé le 4 février 1928.
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Tout revient donc & chercher dans quel cas 1'équation d'Euler est intégrable par
la méthode de Darboux.
I’équation

oz
= =za(x,
L e (x, )
admettra l'involution
. Pt (2,9, 2,0, P55 - Pa1) = O n=3
si
oy af\oy , ., 0w (& f) (d"—l _
(12) (w +f (dx)(m+ +0pn Nzwz) + gi) = ©

Elle admettra d'ailleurs dans ce cas l'invariant p,+1 et on a

i( +yY)=o0

Si on dérive par rapport & x, on en déduit

Il y a donc aussi une involution d'ordre n+ 1, remarque dont nous ferons usage
tout & l'heure.

En désignant les dérivées de a par rapport & x par des accents, on voit
immédiatement que:

n—1
af =zd + pa,. .. :ilx”—{

_ 1 -
P =2a" N+ Cpypa® 4 - +py 0.

Ces expressions ne contenant pas g, (12) montre que 1 ne contient pasz. Sion
dérive (12) par rapport & p,—; et qu'on désigne par h la dérivée de ¥ par rap-
port a cette variable, on a

oh df\ ok oh d"—ﬁf) B
ay " 0p1+(dx)0p,+ +0pn-1(dx"-2 Ta=o

Cette relation peut s'écrire

%(h%—fady):
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Si nous supposons qu'il n'y a aucune involution d’ordre inférieur 3 », on a

R+ fady=0zw +fady=X(x)
n—1

Y est donc linéaire en pn;. Admettons qu'il le soit aussi en pu_g, ... Prt1.
La condition (12) s'écrit

AL ?i(d"’_lf) _
gy "9z T T opg\daE) THTO

nécessairement

u étant, ‘a cause de notre hypothése et de la forme des dérivées de f par rap-
port & x, linéaire par rapport a tous les nombres p; ot ¢ = K. En dérivant par
rapport & pg, la démonstration que je viens d’exposer pour p, permet de con-
clure que 9 est aussi linéaire en px. Posons alors

Y=+ upyte;pet -+ thnapn

les expressions v et u; ne dépendant que de x et'y. La relation (12) s'écrit alors

av ou OUn_ ’
(9—g-/+ pla—y0 +pn—1—W2 + upaz+u,(a’z +ap,)

+Unalea® P+ - +apa_g)+a®Vz+ Coyp ™D+ +apa=o.

C'est 1a une identité qui montre que l'on peut annuler v et gue les expressions
u; doivent vérifier les conditions

aty+d u + - +a" Nup_s+aN=o0

%’ +au +2d uy+ - (n—2)a" M, o+ (n—1)a* V=0,

t3) . ._0. ..

tn—;

Ty—?—+aun_z+(n—1)a'———o

0 tn—a _
By +a=o
On en tire
ody

()
Up—g = — y—a)® + Xng = y—x + X
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I .
#n—g sera un polyndéme du second degré en y—z et #.—p, un, polyndme de degré

p—1 en ?;I_—w, les coefficients étant les fonctions arbitraires de z introduites

par lintégration, 4 des constantes prés. En portant ces valeurs des u; dans la

1 gquation de (13), on aura un polyndme- P en dont le degré se réduit

a 7, aprés quon a divisé par (_y_—gx? et qui devra étre identiquement nul. Le
coefficient de son terme de degré le plus élevé ne dépend pas des X; d'aprés la
loi de formation des #;. En l'égalant & zéro, on aura une condition nécessaire
pour qu'il existe une involution. Si, d’autre part, on prend zéro pour valeur
commune des X; et que le coefficient du terme de d° n de P soit nul, il y a une
involution. La condition nécessaire et suffisante pour que 1'équation d'Euler
admette une involution est donc que o soit racine de 'équation H==0 obtenue
en égalant i zéro le coefficient du terme de plus haut degré de P.

Si on calcule ce terme pour »=3, on trouve qu'on doit avoir
H=¢*+80+12=0

c.-a.-d. o= —2 o= —6.

Pour n=4, on a
H=0¢*+2002+108 6+ 144=0
qui donne
g=—2 g=—6 g=—12

on reconnait les premiers termes de la suite des nombres de la forme —n(n—1).
De plus, on voit apparaitre ce fait que les valeurs que doit prendre ¢ afin qu'il
existe une involution d'ordre n comprennent d'abord toutes celles qu'on doit lui
assigner pour qu’'il existe une involution d’ordre n—1. La remarque faite au
début de la démonstration montre que ce fait, vérifié pour n=2 et 3, est général,
puisque l'existence d'une involution d'ordre p entraine celle d'une involution de
chaque ordre supérieur a p.

Il s’ensuit donc que nous pouvons admettre que 1'équation H=o0 admet
tous les nombres —K(K—1) comme racines, K étant inférieur & n et que nous
aurons démontré que la »*™¢ racine est —n(n—1) si nous démontrons que le

produit des racines de H est
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(=122 32 (n—1)2m=(—1)"n[(n—1)I]2
Posons pour cela

VK
Ty

Un—2 vaut o; Un—3 est du second degré en ¢ et le coefficient de o® est % et les
égalités (13) montrent de proche en proche en remontant que u, est un polynéme

de degré » en o ou ¢* a pour coefficient (11—-11-)7 La premiére de ces égalités
divisée par ¢ et par (3/_—;)"_” constitue 1'équation H. Le terme de plus haut

degré y a pour coefficient —L__ ot le terme constant est le numérateur de

(n—1)!

a*1, divisé par o et c-a-d. n! Le produit des racines a bien la valeur

I
(y—a)y+?
voulue. e¢. q. f. d.

L’équation d’Euler n'est donc intégrable par la méthode de Darboux que dans
les cas signalés par M™ Goursat.

17. ~— Involutions du second ordre. — Nous venons d'étudier, sans aucune
hypothése restrictive, tous les cas ol il y a une involution d'ordre inférieur a 2;
dans l'étude que nous allons maintenant entreprendre des involutions d'ordre 2,
nous pouvons par suite supposer qu'il n'existe aucune involution d’'ordre in-
férieur & 2.

Supposons que, dans ces conditons, il existe une expression

Y=s+m i+, y, 2 p, 9

telle que
]
(%U =Y(2 A+ B)—c .
Posons
r_Og
P = oe

et supposons d'abord cette quantité non nulle. On a

6'(])
dx

=@ (2A+B)—2¢ ¢,y
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. 2 . . I . ) .
et il résulte de cette relation que si ¢’ ou o est susceptible de s’annuler, il
existe une involution du premier ordre au plus. Or on a successivement, en

désignant par des accents les dérivées par rapport i 2,

dLg’
dx

=2A+B—2yc

Y-

Si, dans cette derniére égalité, l'expression entre parenthéses ne se réduit pas

3 une constante, il y a un invariant du premier ordre. Si elle se réduit a
2 L I b h
une constante, un calcul élémentaire montre que qT' peut s’annuler et il y a une

involution d'ordre inférieur & 2. Nous pouvons donc nous borner au cas ol ¢
est indépendant de z. En effectuant les calculs indiqués au n° 3, sur 1'équation
(E’), on trouve que la condition nécessaire et suffisante pour que 1'équation

s+mt+olz, ¥, p, =0

soit en involution avec (E) est que ¢ soit une solution du systéme

0 dp 2I") 19, 1"
(2) lFl(w)_ﬁq m‘ﬁp_q’(_"2+ )t aetT
=
J =6£ %__ ‘9_¢___ 2 Qi X o o ot
l(n(q))—ox+mzay cap— Cop +4ax811 Irr.

C'est, aux notations prés, le systéme (69) (loc. cit., p. 124) de M* Gau. Comme
celui-ci l'a remarqué, il est clair que, si ¢ ne contient pas l'une des variables
y ou p, elle ne contient pas l'autre. Je vais démontrer® que, sous nos hypo-
théses, @ est certainement indépendant de y et de p, & moins que ¢, ne soit nul.

! Les calculs du texte sont plus simples que cenx de Mr Gau et je crois de plus que ces
derniers contiennent une faute,
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¢'= =, K, q):f%’ p=TV1—y* cos (w—K),

a (1\d
y=cost, K(x, q)=f% (;) Fq-

Ce changement de variable transforme (3) en

o0 _,
dqg
(20109 , 99 o0 op 0K nw)
iy (¢ sin @ ﬁcosw)+0w . + cotg (e cos w+ g sin w)
= Lo*+2Mp+ N

ou @ représente maintenant une fonction de z, ¢, ¢, w et ou

a=1TI"cos K+ 5; sin K =TI sin K—-—§ cos K L=—(g—TIg’)

' n, 0
M=— [KI(I g—rg)+ axﬂg]

N=-— [K:(I"g—rg')JrzKl(%Bg + 00—1:;‘ + I;]

Nous remarquerons

1°) que, toutes les hypothéses, qui conduisent & prendre pour ¢ une expression
indépendante d'une seule des variables ¢ ou w, obligent a prendre ¢ indépendant
de ces deux variables — et le théoréme est alors démontré,

2°) que, si a et § ne dépendaient ni I'un ni l'autre de ¢, on aurait

A+ =1+ I T"=f(x)

d'oit l'on conclut sans peine que ¢, est nul et, par suite, que notre théoréme
est exact.
3°) Si on avait

g =id

un calcul élémentaire d’intégration permet de prendre, en changeant au besoin
de variable x et supposant ¢, 7 o,
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r="Vg+ X(@) [ X, (@) + g+ X))

Le systéme (Z,) conduit alors a l'identité en ¢

dp  Op, . dp RS Vo I (2+X1+8q)
ax+0t(asmw ﬂcosw)—i-aw(acosw—i-ﬂsmw)— P V2z+V—-——2.ﬁ?__ ——-————q
ou

2 q 2 q
Cette identité est impossible.
La discussion de (3,), en écartant les 2 derniéres hypothéses, devient rela-

tivement aisée. On a, en désignant par des accents les dérivées par rapport & g,

Sls

(¢ sin w—g’ cos w) + % [005 + cotg t{e’ cos w+ f sin w)] =L¢*+2M@p+N'"

Une nouvelle dérivation donne

%2 1 99 i+ p cotg f)=Lyg*+ 2 Myp+ N,

ot
ou
7
. oz _dcosw+fsine _ r
o sinw—g cos w b Y sinw—f sinw Y7 o sinw—g cosw
et on a finalement:
(1) (A +u’ cotg t)g—g;zL'igvg+2M'1g)+N'1.

Démontrons d'abord le lemme suivant:

Lemme. La fonction @ ne peut jamais, sous nos hypothéses, vérifier une
équation différentielle de la forme

(2) Op _ @tolx)+ 2 po; () + 05 ().

En effet cette équation ne permet & ¢ que d’avoir 1'une des 4 formes

X()

_ ) X,{x
w—ylx, 1)’

X,(e) + ;=

0X@)+y 8);  E@+ul, heXe;  E e
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La substitution de ces quatre formes dans la seconde équation de (3;) conduit &
un systéme incompatible, quand ¢, n’est pas nul.

Nous n'avons plus alors qu'a distinguer 2 cas:

1°) w'=0. o' ‘et § mne pouvant étre nuls simultanément, on peut prendre

f=dX l’g—g))=L1'¢2+2M1'¢+Nx’-

Si A" n'est pas nul, divisons par A et dérivons par rapport & q. L’équation
obtenue doit se réduire i une identité en @, sans quoi elle donnerait ¢ en fonc-
tion de w seul. Donc

L/=¥¢(z, w) M,/=¥o,(x, w) N/ =¥ sz, w)

d’'ou
, 0K’ r . .
L =ﬁg(x, o)+ o(x, w)(e¢’ sin w—§ sin w)
0K’ dp , 0 .
o= e T awa(smw X cos w).
.00 ,, . . .
Si P n'était pas nul, on en tirerait

0K
K n'étant défini qu’ & une fonction de x prés, on peut prendre

==X,

0K
0x

I cos K + -I:sin K)-

9:
En posant

7T
K=+’

et faisant un changement de Yaria,ble x, on retombe sur le systéme du n° 13,
qui ne peut avoir de solutions ici, puisqu’il n'y a pas d’involution d'ordre =< I.

0
Done (i est nul; on démontrerait de méme que ¢, et ¢, ne dépendent pas de w;

on a par a suite
45—27377. Acts mathematica. b51. Imprimé le 6 février 1928.
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0 2
7, = 9el@)+2 pei(a) + ()
ce qui est impossible d'aprés le Lemme.
Si 4’ est nul, c’est que

,0K" 0K’ 0K _
@ p-—a o, =0 ax—Xa-er

L2\ 2

et on retombe sur un cas déji étudié.

2°) ' 7 0. On ne peut alors avoir aucune relation de la forme

Ae+ Bg+ C=o.

4, B, C ne dépendant pas de ¢, sans que ces 3 coefficients s'annulent.

relation (1) donne

ot () = (o) +oo () ()
ronk bl B —r + 7 + 7 .
(3) o \a 7 29\ u

Si P n’est pas nul, c’'est que I'on a

(4) L= %g(x, )+ aulz, w)+ Bv(x, w)+ w(x, w)

et 2 égalités analogues pour M et N.

La

Si o, ¢, et g, ne dépendent pas de w, 'égalité (3) prend la forme (2) et

conduit par suite 4 une impossibilité.

. do
Si P n'est pas nul, (4) donne

de 0K 0u ow

dw 0z (9w +‘30w dw

et une nouvelle dérivation par rapport & w, aprés division par 7w

u=eX,(@)+&@)  v=eX@)+hlz)  w=eXia)+ k).

On a done

L=p(z, w) [g +aX, +8Xs+ X_.,] + ok, +B5+&

0—9, montre que



Le probléme de la déformation des surfaces. 355

ce qui exige que
0K

% + aXl-i'-ﬂX,+X_.,=o

A4

et cette condition exprime que (—,) est nul.
U

Il ne nous reste & voir que cette derniére hypothése. Elle se traduit par
I'égalité

O — o X,(@) +8 X0+ X,(a)

et comme la relation (3) doit alors se réduire a une identité, on doit avoir, les
&, m:, ; désignant des fonctions de z seul,

L=c§ +85+E M=an,+ B+, N=al,+88+ 78

En portant dans () et modifiant K de fagon que X, s’annule, on obtient une
relation linéaire en «, 8, ¥ qui donne, tous calculs faits,

z—g(X1+cotg t cos w) + o9 sin w=u@*+2u, @ +u, == U(p)

at
99 - d¢ 3 =
(—aw(X2+cotg tsin w) — B¢ COSO=19 + 20,9 +v,="V(p)
op 2 =
G = WP T 2wty = W (p)

les fonctions w;, v; w: ne contenant que x. D'oll on tire

g AU dU . dW
X" Tap " UGy
g AV . AV aw
Xs w—dx+ww qu)

Ce sont des relations de la forme (2); il faut dome, en particulier, que X, et X,
soient des constantes. En modifiant K d'une constante, on a donec

0K
%—X,a
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et nous avons vu qu'il y a alors une involution du premier ordre. Notre théo-

réme général est complétement démontré.

18. Il ne nous reste donc plus qu'a chercher dans quelles circonstances

ou I 1 9 1"
[a-q—u(—cz-}-z—,) +:1__8T

le systéme

(Z,) :

(7“_ g, Y 0 2 8 ’
lﬁx— Cy¥ +4ax£,l“l“ rr
peut admettre des solutions. C'est le systéme (79) (p. 126) que M Gau a discuté
dans le mémoire, couronné par 1'Académie des Sciences, auquel j'ai si souvent
renvoyé le lecteur. Aux pages 130 et 131, M* Gau a fait faire un pas déeisif
au probléme de la déformation en montrant qu'on retombe sur (3,) quand on

éerit que 1'élément linéaire donné peut se ramener a la forme

(5) ds!=d U+ {a U+ 28U+y)dV?

@, 8, y étant des fonctions de ¥V qu'on peut toujours supposer liées par la relation
ay—F=1.

Mais I'ensemble de son raisonnement laisse échapper 2 cas:

1°) celui od, & cbté d'une involution du second ordre qui permettra de
trouver une transformation qui raméne 1'élément linéaire donné & la forme (),
il existe aussi une involution d’ordre inférieur qui conduit a& la méme forme oiu
o est nul. Ce cas se présente effectivement pour les paraboloides de Weingar-
ten et met en défaut toutes les conclusions de M* Gau. IL’équation de la déforma-
tion correspondante admet alors en effet un invariant d'ordre 1 et un invariant
d'ordre 2. Il en résulte l'existence d’'une infinité d'involutions du second ordre,
qui, selon le raisonnement de M Gau, entralnerait l'existence d'une infinité de
transformations ramenant 1'élément donné & la forme (5) et conduirait 4 ranger
les paraboloides de Weingarten parmi les surfaces développables. On évite cette
contradiction en remarquant que le raisonnement de M* Gau n'est valable que
8'il n'y a pas d'involution d'ordre =< 1.

2°) De plus, au cours du calcul, M* Gau remplace une fonction @, suscep-
tible de prendre toute valeur, par cotg ¥;. C’est s'interdire de donmer a @ les
valeurs 1 ¢, sous peine de voir les formules de la Trigonométrie prendre des



Le probléme de la. déformation dcs surfaces. 357

formes inaccoutumées. Il faut donc étudier directement le systéme (Z,) dans ce
cas; et il se trouve qu'effectivement, il existe des surfaces pour lesquelles 1'équa-
tion de la déformation admet l'involution

s+mt+eiI'=o. e=1t1

Il est facile de les caractériser. En effet, d’aprés les notations mémes de M*
Gau, la seule solution possible de (3,) est + 7I" et elle existe si

N N
(6) 1529-1;-i15;c2?—0.

Prenons par exemple le signe +. Dans le cas général, il n'y a qu'une involu-
tion du second ordre pour chaque systéme

s+mt+iI=o0 s+myt+iI'=o.
Il n’en est plus ainsi lorsque

i 8 1—1 0 6 1wll

x> I' 0q I

Dans ce cas, les surfaces étudiés sont les surfaces & courbure constante. Il y a
deux involutions pour chaque systéme

Y, =s+mt+il'=o Ye=s+met+iI=0

w, =s+mt—iI'=o0 wy=8+myt—iI'=o0.
Pour ces surfaces, il résulte d'un théoréme de Sophus Lie' que I'équation de la
déformation n’'admet jamais d'invariants d'ordre = 2. Nous avons vu qu’il n'y

avait pas d'involution d'ordre << 2. 8’il y en avait une d'ordre n = 3, on aurait
3 la fois

g%’ =y(4n + B)

! Voir GoURrsaT, Legons sur l'intégration des équations du 2¢ ordre, 11, p. 1835.
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et il y aurait un invariant d'ordre », ce qui est impossible. Si on détermine,
par la méthode de Darboux, les solutions communes aux involutions du 2° ordre
et 4 l'équation donnée, on retrouve les surfaces de Serret: ces surfaces a géné-

ratrices isotropes et & courbure constante constituent done la solution explicite
la plus générale du probléme de la déformation des surfaces & courbure constante.

19. Il nous reste & étudier le cas général ol

0 I—JI . 0 .r’,
Qi Iy e P
I@qi' r +.z(3’:1r;8 r

=o.

Ce sont les surfaces pour lesquelles la courbure totale reste constante le long
d'upe famille de lignes de longueur nulle. Elles n’ont, 4 ma connaissance,
jamais été signalées et il est remarquable que le probléme de la déformation
soit, pour elles, susceptible d'une solution explicite partielle. Pour les étudier,
prenons leur élément linéaire sous la forme

ds*=:2 F (u,v)dudv
on doit avoir '

1 0°RF

F dudv =/ ).
Posons
on est ramené a l'équation classique
0%z
oxdy o
qui montre qu'on peut poser
det = U w)du dv’
§hi=m 5y
(' —')?

quun changement de variables simple raméne a la forme
ds* =v*du® + 2 p(u) dudv.
L’équation de la déformation correspondante! est
pirt—s) +2squp +tlv—g)pp—av?)+ p*—2ppg=o0

et cette équation admet une seule involution du 1°* ordre?:

! DarBoUXx, Théorie générale des surfaces, III, p. 154.
* Ibid., p. 255.
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(V*—p))¢* +{p—pg)*=

et une seule involution du second ordre correspondant & s+m,f+¢I'=o0. Il est
facile de vérifier que cette involution est ici

t=o.
Posons en effet
z=v U, (u)+ Us(u)

on trouve que l'équation est vérifiée sous la seule condition

p(1—U,3)=2U, U,.

—Ur
z=vU,+fq)(u)»I-2~Zl du.

On a done

Pour avoir les surfaces correspondantes, il suffit d’'adjoindre i cette égalité, les
relations

2
2—U,v sh f — ff'q) U ch f+sh 1T U, )du
2
z'y=Ulvchf—ff'¢p( . shf+chf‘+ Uy )du
ot
= U, (4)
Sl
Il est aisé de voir que l'on peut écrire
z=izcosu+F(u)  y=izsinu+ Gu).

Ces surfaces sont donc les surfaces isotropes les plus générales, si on considere
f et @ comme des fonctions quelconques.
hY

Appliquons & l'éguation de leur déformation la transformation d’Ampére.
On est ramené 3 1'é6quation

259y 2py\ , 49 5_
6 r 4 = t(1+ )+ ~(py+yed)=
(6) o) v o (2y+ye)

Elle n'admet plus d’involution du second ordre et elle admet l'involution du
1°F ordre

=gy +2pyp+e*=o;
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en procédant comme au n° 15, on peut écrire 1'équation (6) sous la forme
a5, )
A=)+ (%) =0
dx\ey/ = 9y \e

qui conduit & la transformation de Bicklund

’ q
=0 - _ 1 —__
FTRTEE L P Tee  f

L’équation transformée est

’g ’ : 2
ez'(r’+]—’~-+p£)= —”(t’—q 1).
2 4

N~

™|

En prenant comme inconnue e¢ 2, on a finalement & étudier 1'équation

2 5 4
r—z“t—gzﬁ+2pX(x)+§=o. (X(x)==2%)>
Nous allons appliquer & cet exemple la méthode exposée dans la premiére partie
de ce travail. On a ici

—q2? ;
my=—my=2"* € =0 A=2qe B= ;Lp_z_q_) - X.
1°) On aura une fonction canonique d'ordre < 2 §'il existe une solution pour
le systéme (n° 6)

ou ou

] —q2® ,
F—FpHi=0 @) -5 (0H2+q5—§) +u [2 aqe + 5vﬂr(1”é-l——) —ﬂA] =0

ol « et g sont les indices de la fonction et ou

_x_p—e? _x_3P_ de _2p* L 5 4
H =X 5 Hy=X patenl 4 95 +4z.

La premiére équation montre que u est une fonction v de x, y, 2 et des nou-
velles variables

w=p+qz a:0+qX—%q--

En remplagant u par v(x, ¥, 2, w, 6) dans la seconde équation, on est conduit &
une identité en ¢ qui fournit le systéme
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dv N
Xao_—"Z.Za—;—O
20 Ov L 0vfer 43 ,e_2Xo 28 =
gt 230w+66(X+X z 20z) + 2vz{e—38)=o0
dv  ,0v dv  dv (2° 20
bx " %oy T Yes 0w(4‘+2“’X_7)

+'a‘;—2(i}— )+ v("”’%—ﬂ?{)zo.

Ce systéme ne peut avoir de solution si ¢ n’est pas nul. Si ¢ est nul, il admet
la seule solution

2°) Supposons maintenant qu'il existe une fonction canonique d'ordre h> 2.
il n'y a pas d'involution d’ordre < h et > 2, il y a une fonction canonique
d’indices entiers non nuls et d'ordre < 2 (Th. I) et nous venons de voir que
c’est impossible. Il suffit donc, puisque nous savons qu'il n'y a pas d’involu-
tions d'ordre 1 et 2, de démontrer qu’il n'y a aucune involution d'ordre = 3,
pour démontrer qu'il n'y a aucune fonction canonique d’'aucun ordre.

3°) Tnvolutions d’ordre 3. — Il faut étudier le systéme

Iiyg(u) = 1«3, 1 Gz(u) = u[l—:i, 1 + Jg.

La 1% équation donne
u=t(3qz—§ +X) + 1)(117,!/,3,1’,9»0)-

En portant cette valeur de » dans la seconde équation, un calcul analogue a
celui de n° 3 donne

40z+24—X'—X?—4pg + 2—1;—)3

]
— 2z

0v L3P x) g (2P 54]
Gl(v)+00[0(qz+z X) q(zg+4z

46— 27377. Acta mathematica. B51. Imprimé le 8 février 1928.
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— 3P _x\ 20, 0 (i _x_x_ 2pX 4pq
v(3qz+z X) 2 +252(z X'—X*—20pq + S + 52%¢%

En désignant par des accents les dérivées par rapport & 6, on voit que

61}”’
dx

+¢"(34A+2B)=o0
v” doit 8tre nul (1°) et v doit vérifier le systéme

F,v)=o0 G,(v"y=1v" (X — 2~£ + qz) — —g—

qui n'a jamais de solution.
4°) Involutions d'ordre > 3. Une pareille involution ne peut exister que si
la condition (I') est satisfaite. Ici, il n'y a qu'une seule fonction canonique pos-

sible, d'ordre =< 3; c'est g%- La condition (I) s'écrit alors (n° 10)

dx dy me—m, 0z

dH ydim S S af (N' _ (n—I)z(n—4))

d’ot, tous calculs faits,

oH , 2 T )2 2
M AH—N(tetaq)+ jer+ 0 OO

oz 3 . — 2tz.

H ne peut étre du 4° ordre, puisque cette hypothése exige l'existence, ici im-
possible, d'une fonction canonique d'ordre = 3 dont aucun indice n’est nul (n° g).
On tire de 1'égalité précédente, en supposant H d’ordre au plus égal & 3,

OH
Fg(H):-a—Oslg,l
oH R ;1
Gz(H)+(,)—0(03;;3,1—J2)=2qu—2tz(N'+1)—q 2N +5)
3
§ 2 ﬁ (ZX"P)
tg? t z‘+ 22t

On en déduit que
6 0H O0H

3z a6, T g, te1 O
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ce qui exige que H soit au plus du 2° ordre. Un calcul fait maintes fois montre
alors que H est une fonction de 6 telle que

a6
oH 3p_ 20* 5 4
G,(H)+ 76 [0(qz+ p; X) q(z2 +;z
- oo N5, PP X—p)? (N +1)
2Hqz—q (zN +2) +8z + = + P pe

En dérivant par rapport a 6, on est de suite amené & un systéme qui n'a jamais

de solutions.
V4

L’équation étudiée n’admet donc jamais que la fonction canonique p et

elle n'a aucune involution proprement dite.

19. — Conclusions de Uétude des tnvolutions d'ordre <2. Mise a part l'in-
volution singuliére signalée par Darboux, 1'équation de la déformation ne peut
en admettre d’'autre d'ordre <2 que dans les 3 cas suivants:

1°) on peut ramener 1'élément linéaire & la forme
ds®=du?+2 (u+f(v) dv?

et ce cas a été complétement élucidé.

2°) on peut ramener 1'élément 4 la forme

U {u) dut

ey

et nous venons de faire 1'étude compléte de cette 2° hypothése.

3°) §'il existe une transformation qui raméne 1'élément a la forme
ds*=du+u?a(v)+2ub(v)+c(v)] do? a#o

qui est caractéristique des surfaces gauches. Dans ce cas, ¢; est d’ailleurs nul
et un calcul élémentaire montre que, réciproquement, si ¢; est nul, on est dans
le premier ou le troisiéme cas..

Nous allons maintenant montrer que, si ¢, n’est pas nul, il ne saurait exister

d'involution du 3° ordre: il résultera alors de notre théorie générale qu'il n'en
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est de possible d'aucun ordre. Nous reprendrons ensuite I'étude du 3° cas et
nous aurons ainsi épuisé la discussion.

20. — Involutions du 3° ordre quand c, n'est pas nul. Nous pouvons supposer
qu'il n'existe aucune fonction canonique d'ordre =<2z et de premier indice non nul.
Supposons alors qu'il existe une fonction

1I’=P12+m11’os+“ (xy 3/, 2, D, q, 9, t)
telle que

sy _
o —V(34+B)

Si # dépendait de z, zg

indice 3; donc % est indépendant de 2. S'il existait deux involutions du 3° ordre,

serait une fonction canonique d’'ordre =<2 et de premier

I'expression u,—u, serait une fonction canonique d'ordre =<2 et d'indices 3 et 1.
Nous pouvons donc borner notre étude au cas ou il existe une solution et une
seule, indépendante de z, pour le systéme

Fg (u)=ls,1 Gg(u)=uy3,1+J2

qui s'écrit

e om) , om,

Fy(u)=2tey (my— ml)+0(32+ p) a9y +H,

. (4)= _Omy_ Omy) e Omy) Omy o
(rg(u)—u[ﬁ(c2 oy 2 (7]7) t(m, "ll)(zjg"*‘ iy 3y Hy| + J,.

On a done

. Om om
— (e —m) e, 1 1 : 9).
u = (my—m,) t c_+0t(12 ap) +t( 3y +H) + vz, 9,p¢90)

En portant cette valeur de u dans la seconde équation, les termes en ¢* et ¢
disparaissent; en égalant & zéro le coefficient de ¢ et le terme constant, on trouve
le systéme

0 ., 0 .0
7= 5[0 (it 52) + 1] = —o(2i+ ) + 0 o004

dv _ de\ _ _Omy o\ s, g,
G()+(70( 6* 0H2*0y)_ (302 oy 2) 6° o—6%0,—bp,

ou
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’

. r
2e0="F,(c))—ec; +2027~ =—rlz,q)

2? Qg 62()
2e0= 250 0q t2e g —7y (=, )

o
029, 9 g, 0 L ().

2892:-1‘1‘”-‘*‘ c,I“T'—["’— sz oz Jz

Posons

tmi= [F p=IVicysinle—t)  y—cst oy
X(f)= g‘f Z{(I"51n(w—k)+§§cos(w—k))+

+00—f[(} + co tgt(Fcos(w k)—§s1n(w k))]

Nous sommes ramenés & chercher s'il existe une solution pour le systéme

ou 289 r .
dq+ —(6-—81" + 5 )—zu——e r—0r,—r,
Ouf ol o yov g It s .
X (u )+—00( 0 +0 ¢ +1I1 )=u(3c,0+ a—wﬁ—gs) +637r+0%r,+ Ory.

Cette solution ne peut étre qu'une fraction rationnelle en 6; si celle-ci contenait
un dénominateur, il y aurait au moins une involution du 2° ordre; u est donc un
polyndéme en 6 et la 2° équation du systéme montre que ce polynéme est de degré
3. Les coefficients de ce polyndéme seront des fonctions rationnelles de sin (w—%)
et cos (w—#%): ils ne peuvent donc dépendre de w que par le groupement w—*%.

Si on pose

u=AP+u6®+ab+<
on aura

aa 0
(1) 6—q+2.—1‘g =0
(2) X0+ z‘m—xr-_yc,w

du 989

(3) 6q+3l P +2ya Lg+r=o0
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7]
(4) X(ﬂ)+#%29=2002+”1
do d .9 0%g _
(5) 0q+ aqgr—*_z.u' ox +7’1—0
(6) X(a)—a(%2§+2yl“f"=3czz+r2
(7) 'g—;—z %—i—a—g—‘—q— +73=0
9 I
(8) X(T)+0F["='F%2§§
(1) donne
___].1($,_t,_w)
=Ty

A; ne peut contenir w que par l'intermédiaire de w—£%; ne contenant pas g, il
ne peut contenir w; (2) donne alors

or{_, r . . u
b_t(l cos (w—k)—?sm (w k)) =ty

et (3)
Pu | Op 0
dg00 " 2Fwag I
Ces conditions exigent que
9 du
9 e

(2) montre alors que u ne dépend pas non plus de ¢; (4) et (6) montrent que o et =
sont aussi seulement fonction de x et ¢. En d’autre termes

ad
x(n=2L.
On a alors
_ X(=)
A Tg

et un changement de variable x permet, si 4 n'est pas nul, de prendre X=1,
(2) et (3) donnent, dans ce cas, par addition
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7]
G 1 =°
d’'ou
_IX @)
gﬂ
et on a une premiére condition
111 da_x % = —F—33 ctr.

(4) donne o en fonction de u et (5) donne une 2¢ condition; (6) donne 7 et (7) et (8)
donnent 2 autres conditions. Un calcul long et compliqué de discussions m'a
amené 4 la conclusion que le systéme des 8 équations posées plus haut n’'est
jamais compatible, Ce résultat est hors de doute dans tous les cas particuliers
que souléve la discussion. Je ne le donne que sous réserves dans le cas le plus

général: le temps m’a manqué pour refaire et essayer de simplifier le calcul.

TROISIEME PARTIE.

Surfaces applicables sur une surface gauche & génératrices non isotropes.

21. — Notations. Il ne nous reste plus qu'a étudier les éléments linéaires
de la forme
ds*=dg*+(ag®+2bq+c)dx® a##o

a, b, ¢ étant 3 fonctions de x seul vérifiant la relation
ac—bi=1.

Les équations (E) et (E) s'écrivent dans ce cas

v __pe 2
(E) RT—S“’+R(P1‘I'— %%) +2SQ»1f,+ ! rf _“_FQT:o
’ ) r t 2' 2 pal1 _
(E) 7 2p87‘+1j~,(ap +y-—1)—-;%—y1‘1"—0.

Nous poserons

al
aq -+ b~tg T A= ; .
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Il en résulte les identités

R—m, tg< my (tg¥z—1)—2 Rtge
2__ ) —_ 1% Y =_1
al*=1+%gc P p My 1+ tg°r
e_m_l-{-Rtgfr Ot _Atgr+pu I,QE_l(tggz-—I)«i-zutgz
1+tgte dxr 1+ tgie ox 2a
(x—tggz)(ay—zni% —R(Atg v+ u)+m,l
G (e)=—e oLr + Oc Gy(m,)= 2 - .
! dx  dy A ' 1+tgie
22. — Fonctions canoniques d’ordre <2. Nous pourrions nous borner a étudier

le cas ou il n'y a pas d'involution du 1°* ordre. Ily a pourtant intérét & discuter
le systéme S, du n° 13 dans le cas qui nous occupe. Il vient

w I 1 v  Ow . =
9 T o + 57 cos (w+17)+ cotg ¢ sin (w + 7)=0.

On a immédiatement
w=t+1(z, )

et une identité en ¢ qui donne le systéme

ol  n_

dx 2 °
0 A o, . . u
—(sintcos )+  --=sint=o0 —(sin ¢8in )+ ———= cos t=0
A I+ oy o1t I+ Ve

qui n'est compatible que si

b’ 2K
re____ . .3__ 2 2 2 =2,
a 4a°—4 K%a (a) P
Si on fait alors le changement de coordonnées qui raméne 1'élément linéaire donné
a la forme de Weingarten, on retombe sur l'un ou l'autre des paraboloides
découverts par ce savant, suivant que K est nul ou non. Ce fait s'explique
d’ailleurs d'une fagon immédiate par la Géométrie.
Cherchons maintenant les fonctions canoniques d'ordre =1. Soit v le
logarithme d’une pareille fonction
dv

d‘_x =Aa+Bﬂ.
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K 0—”)—0
dx\dz]

(9’0 z . LN * ’
5, e peut se réduire qu'a une constante, si nous supposons, comme c’est notre

droit, qu'il n’y a pas d'invariant du 1° ordre. Un calcul déja fait montre alors que
v=288T+(28—a) & (m,—ms)+ Kz+w(x,y, m,)
la fonction w vérifiant la condition

a—m—l—m ow , Iw Gi(m) + K(p + myq) +
1

edIl
dx ' 20y Om

| 1—_,% =0.

Si nous y remplagons, au moyen des formules du n° 21, p, g, m,, Gy (m,) par leur
valeur en fonction de tg 7, on obtient, par rapport a cette variable, une identité
qui fournit le systéme:

o ow K

o ow K ow m iy  al
— ™ 0g/+ a(R+m1b)+ ( y )—

am \*
ow K ow
_ZRd_y + ;(Rb—ml)—Rla*Iml +ou=0

ow 21'1(7”11*3# —o
dx  Om, 2 o

et la discussion montre que ce systéme
1°) a toujours une solution quand « est nul; on a

9 Ir*e®=BI?%e?,
dz

2°) admet une solution unique

quels que soient « et B, si a, b, ¢ sout des constantes,
3°) admet une infinité de solutions lorsque

a a
47—273717. Acta mathematica. 65l. Imprimé le 6 février 1928.

a’2=—4a3—4Ksa2 (é)’=—2—g
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il y a alors un invariant du premier ordre et nous venons de voir ce qui se passe
dans ce cas.
Pour étudier les involutions d'ordre 2, remarquons que le systéme (3;) du

n° 18 qui les détermine ne contient plus de terme en %® quand ¢; est nul: il
. I s e . .. P .
admet la solution 5 =0 qui signifie ici que les équations
E=o0 R=o0
sont en involution.
Quand a est nul, la détermination des intégrales communes a ces deux équa-
tions un'offre aucune difficulté: on retrouve, comme M* Gambier me l'a fait re-

marquer, les surfaces que j'ai signalées & propos des involutions P= 1 1.

Quand a n'est pas nul, si on pose
z=uY, (v)+ Y, (v)
on voit que cette expression est solution de (F) sous la seule condition

(@Y, —bY )P=a(1—Y})—Y'].
En posant
Y,=sin ¢ o (v)cosp=Va—g"?

ol ¢ est une fonction arbitraire de v, la méthode de Darboux améne immé-
diatement aux surfaces

xz(“ 2) coswcosw_ffﬂsﬂw_sﬂdw+fSlnwd¢—fcoswcos¢d(z)

a a

y=(u+ 2) sinwcosq)—f§1—qw~(~3—o?mdw-—f(%)d<p——fsinwcos q)d(i)

A+ ¥ s "% 10— [sin pa (2).
z—(u+a)s1nq)+f 2 dw fsmq)d(a)

Il est trés remarquable que ces formules ne puissent représenter que des surfaces

(=

~—

réglées. Outre qu'elles résolvent complétement un probléme déja traité par
Darbouzx, elles fournissent, comme nous le verrons plus tard, la solution explicite la
plus générale du probléme de la déformation des swrfaces gauches quelconques.

23. — BEst ce que le systéme (3,) peut admette d’autres solutions? Siony
remplace » par I'*v(z, y, 2, m,), ce systéme devient
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ov__ 1or

dq I*0x
v v ov | ., ov I 200l
in +mz@ +(P+mz{1)&+(n(ml)a'n;;+ r Y ros-

D’ailleurs la relation

3%(3+m1 t+u)=(s+m,t+u)(2 A+ B)

donne iel
d [Ou u
. Ou _— . . : Ju. .
Si PP n'est pas nul, l'existence de la fonction canonique d'ordre <1 Ezuuphque,
puisqu'il n'y a pas d’invariants d'ordre =<1, que a4, b, ¢ ne dépendent pas de .
S'il n'en est pas ainsi, # et par suite v ne dépendent pas de 2.
En introduisant la variable 7 (n° 21), on a

ov__ A1—tg’n)—2utgs
dt 2(1+tg%7)
d’ou
vzz'sinzr-k Eeoszo+ M
4 4 4
La seconde équation du systéme (3,) devient, quand on y remplace v par cette
valeur, une identité en = d'ou on tire les conditions

oh . Oh  10h ok (myh .,
0x+'mloy_—a—(fz(R+bml)+m(‘2‘—'ay)—.u+l(u k)
oh 20k or | ., "
—'ZR()III-*—‘—Z(,)—Z(Rb—mI)—le-{‘Zl +4a 2/1'([1. h)———O
oh | 0h
2%‘ + a—m(mll—R[l—)—O

Si @, b, ¢ ne dépendent pas de z, 4 et u sont nuls et la discussion du systéme
ainsi simplifié conduit & une impossibilité.

Si A et u ne sont pas nuls simultanément, h ne contient pas z. En posant

20=A+ut+4a
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les opérations de Jacobi aménent a la relation

oh '
GRM——30.

Si o n'est pas nul, on en tire l'identité

me (et )

T Rl¢  (Atm pp? ¢

qui exige que ¢ soit nul. On a donc toujours
(1) A*+ut+4a=K (K constant)

et on voit alors que, quel que soit K, h doit se réduire & une constante. Il reste

alors les conditi_ons
(2) v +a(u—h)=o0 (3) 24 +g4a—2u(u—h)=o.

Si A est nul, u est une constante (d'aprés (2)) qui ne peut s'annuler (d'aprés (3));
a est constant; b est proportionnel 4 x; on trouve 1'élément linéaire des quadri-
ques de révolution.

Si A n'est pas nul, on a

_l‘_::“_’ = M
u—h A a # h+a

et les équations (1), (2), (3) se réduisent aux relations
a'*=—4a*+ Ka®—(ah+h,)®
(R) (b) bk
qui jointes a
ac—b*=1

déterminent a, b, ¢, (3 condition qu'on n'y prenne pas a’ et 3’ nuls simultanément)
de fagcon que 1'équation (E) admette deux involutions du second ordre.

24. — D’aprés le résultat fondamental de M* Gau, les surfaces qui admettent
un élément linéaire tel que 'équation (E) ait deux involutions du second ordre,
sont applicables de deux fagons sur une surface gauche. Elles sont par suite
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applicables sur une quadrique, d'aprés le théoréme d'Ossian Bonnet. Classer les
solutions du systéme (R) revient donc 3 classer les éléments linéaires des quadri-
ques, rapportées & leurs génératrices rectilignes et aux trajectoires orthogonales
de celles-ci.

Remarquons d'abord que le systéme (R) détermine @, b et ¢ d'une facon
unique en fonction de x, puisque les constantes qui interviennent sont additives
pour z et g et peuvént par suite &fre négligées. Suppbsons alors que, partant
de 1'élément

ds*=du®+ (auw®+ 2bu-+tc)dv®
on fasse le changement de coordonnées 7 dont lexistence est impliquée par
celle de l'involution du second ordre et qui améne I'élément linéaire & la forme

ds*=dU*+(AU*+2BU+C)dV?

A, B, C étant des fonctions de V. Deux cas peuvent se présenter:

1°) L'expression A ainsi calculée est nulle. Il faut quil existe alors une
involution du 1* ordre et la quadrique est un des 2 paraboloides de Weingarten.

2°) Si A n'est pas nul, les nombres A, B, C devront vérifier les conditions
(R), car I'équation transformée de (E') admet une involution du second ordre. Par
suite, ces nombres ne sont autres que a, b, ¢ ot on a remplacé v par V. On
retrouve ainsi le fait bien connu de l'autométrie des quadriques: les paraboloides
isotropes exceptés, elles sont applicables sur elles-mémes de maniére que les géné-
ratrices d'un systéme viennent coincider avec les génératrices de l'autre.

Considérons alors les formules (3) du n° 22; elles sont valables quels que
soient a, b, ¢. Si ces fonctions vérifient les relations (R), les formules (3) représentent
des surfaces dépendant d'une fonction arbitraire et applicables sur des quadriques.
Rien ne sera changé dans cette conclusion si on remplace, dans (Z), v par U et
v par V. Les formules représentent donc dans ce cas des surfaces § applicables
sur une quadrique ¢ de maniére que les génératrices de S viennent coincider
avec 1'un quelconque des systémes de génératrices de Q. Comme nous démontrerons
que l'équation de la déformation de la quadrique générale n'admet aucune in-
volution d’ordre supérieur & 2, les formules () constituent la solution explicite la
Plus générale qu’on puisse oblenir pour le probléme de la déformation des quadriques,
quand on y remplace a, b, ¢ par une solution quelconque du systéme (R).

On peut obtenir sans peine toutes ces solutions. Posons

fla)=—4a*+ Ka*—(ah+h,)*.
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1°) f(a) a ses 3 racines distinctes. — Si on pose

a=p(a)—p (@)  pl)=K—r  (K—h*+0)

on aura
P2 (x)=49°(¥)—g: 9 () —9s

h=ig'le) h=—: -Z—,(%)
on en déduit
b ' I [ 5er 4 4
Q)=—7?G¢§w+w+cw—w~zzw»

et

dst=du? —dv? [(g)(v)—{p(a)) (u+ Lw+a)+ilv—a)—2v{ (o)

{9 r+pwipwl

Cest le cas général’, oi 1'équation en § de la quadrique a ses 3 racines distinctes.

Si K=A* la quadrique a un coéne directeur inscriptible dans un triédre trirectangle;
on n'a qu'a poser

a=—p ()
et on est amené i la forme

ds’=du*—dv*? [go(v) (u+V§ (g’ + 2 §))2 + m]

2°) f(a) a une racine double et une racine simple non nulles. On peut poser

d*=—4(a+)atp’) A=p*+e®  wHo.
On a alors

a=—u?—sin®wx.
Si u®+1 n'est pas nul,
2 2 4 2 2
wézu(w2+.u) 2tggo:cg _zm +23“ ;*[jw Arctg y, tg wx).
a pi+1 1+t (14 tg o) plp?+ )" Vi +1

Si p?+1 est nul,

S TR —

Ces surfaces ne sont applicables sur aucune quadrique réelle. Elles le sont sur
la quadrique

! Voir DarBOUX, Théorie générale des surfaces, 1V, p. 335.
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Zrytretteyly+io)=1.

3°) fla) a une racine triple non nulle. On a alors

2
ds®*=du®—dv* [(u + )+ 7%]

2]
et cet élément convient i la quadrique type
Zryi+lttzax(ytiz)=1

4°) f(a) ne peut avoir une racine simple nulle. S'il y a une racine double
nulle, 1'autre étant o0, on a, en posant

K—hi=4 w? (w#0),

AR
e, g8 2 2 o~
a 4a’t+4a°w (a) p
D'ou
w? b b h
a—m ;—x ou;~m(2xw+sh2wx)

sunivant que k est nul ou non. Ces surfaces sont applicables soit sur le paraboloide
ordinaire, soit sur le paraboloide

y(y+iz)+ Kx=o.

5°) 8i f(a) a une racine triple nulle, on obtient la forme
2
ds*=du®—d* (:—2 +v”)

qui convient au paraboloide isotrope
z(y+iz)=K(y—1iz).

25. — Fonctions canoniques d'ordre 2. Pour toutes les surfaces que. nous
étudions dans ce chapitre, il existe pour l'équation (E) une involution d’ordre 2,
R=o0. Nous aurons souvent, pour les étudier, & distinguer 3 cas, dont la classi-
fication résulte naturellement de la discussion du n° précédent. Nous avons vu qu'il
existait toujours, pour1'équation (E’), une fonction canonique u=I?¢® d'indicesoet 1.

Cas 1. 11 n’existe pour (E'} aucune involution d'ordre <2z et aucun facteur
canonique d'ordre =<1 autre que I'’¢®. C'est le cas général. 8l y avait une
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fonetion canonique d'ordre 2, son logarithme v entrainerait I'existence d'une solu-
tion pour le systéme du n°® 6 (Th. II), od l'on fait ¢c;=o0. Dans cette derniére
hypothése, ce systéme ne pouvant admettre qu'une solution unique, celle-ci sera
certainement solution de 1'équation différentielle

dv g

00  Og,+o,

les expressions ¢ étant du premier ordre au plus; puisqu’il n'y a pas d'involution
d’ordre 2, la seule solution acceptable serait

v="h{0+h,) h+#o

h et hy étant du premier ordre au plus.
En égalant les coefficients des termes en 8, on a

Ewﬂﬂh?=o G, () =o
d’'ol, en posant

Lh=H(z,y,2,m)—LI"

oH oH 0H oH 0 ror

9070 gp tErmaG Tt g, Glm =g,
H serait alors (n° 22) une fonction canonique d'ordre <1 et d'indices — 2, o,
ce qui est contraire & l'hypothése. Il n'y a done, dans ce premier cas, aucune
fonetion canonique d’ordre 2.

Cas. II. 11 existe, pour (E’), une involution du second ordre

Y=06+ gl q).

Outre I¢?, il existe alors la fonction canonigue 1 du second ordre:

o _

Il y a alors une fonction canonique d'ordre 2 et d'indices ¢ et 8,

a

u=Y?(Ce)*f,
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Cas. III. 8i a, b, ¢ sont constants, la fonetion du premier ordre

est canonique et d’indices a et . S'il y avait une fonction canonique d’ordre 2,
il y aurait un invariant d'ordre 2 et nous avons exclu cette hypothése en méme
temps que les paraboloides de Weingarten.

26. Involutions d'ordre 3. — Le calcul du n° 20, ou on fait ¢;,=o0, montre
qu’il faut discuter le systéme

ov( ,I" 09T " om,
4 4 - S - e — —— =
‘Fl(n) ; 00(201, + P ) v(z T 0p)+910+92
(8) ) s
o0 O™ ge
lG‘(DH 001‘1‘ =—Y by 0,0 — 0,0
ol
1 9? . v .y O°RT
91—_;5}(%181 gz_ze(lr —Ir— (’)x2)'

On en tire successivement en désignant par des accents les dérivées de b par

rapport a 6,
w0V (I 0fr\y _ ,0m,
’ Fl(v)+00(261‘+7x«)———n ap + 0,
() oy ;
Ny ppr e g
Gl(b)+(70 rr’'=—v dy 20,0 —o,
v [P a_b" -r' 681-‘ . ” 07{12 L’
§ Il(n)+0_0(201,+ Ox)——n (ap +21‘)
(8) oo )
"7 n ‘I__ III_WQ—
G,v") + 26 rr'=-—y 7y 20,.

Une troisiéme dérivation montre que

6D",
ox
48 — 27877, Acta mathematica. §1. Imprimé le 7 février 1928.

+ 10" (34 +2B)=o.
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Cas. I. 11 n'y a aucune fonction canonique dordre <2 et de premier in-
est donc nul et v est du 1°* ordre. (S”) n'est autre que le

1

dice non nul; b
systéme du n° 22 ou ¢=g8=—1 et ol le 2° membre de la 2° équation est aug-
menté de —=2p,. Le raisonnement du début du n° 20 est ici valable pour dé-
montrer que v’ est indépendant de z; il existe done -une fonetion 1w (z, y, m,) qui
doit vérifier V'identité en tgz:

o dw | Ow

iz "5y T om

Atgtr—1)+2utgr+4itgr+2u(1—tg’7)
G, (my) = £ %+tggtb HL )

Une discussion analogue a celle du n° 22 montre que le systéme en 1y issu de
cette identité ne saurait avoir de solutions lorsque A et u ne sont pas nuls simul-
tanément.

Cas II. Si v" est nul, le calcul et les conclusions sont identiques. Mais
on peut avoir ici

" 2K _3 ” K 1
e —_ b
D V" =Y + w(xz,y,p,q9. (K>o0)

Comme le systéme (S”) peut s'écrire

dv” "
d,x———‘ b (A+B)—2()1

et que

la fonction w doit vérifier la relation

dw
61‘ = — m(A+B)—2(),

que nous venons de discuter.
Cas III. a, b, ¢c sont des constantes; g, est nul; (S') et (S”) s'écrivent
av’

ﬂ’:AD —0;

LA
sz

—v"(4+B).

Si v” n'est pas nul, on peut prendre
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Ly ftn@yezm)
o o KrI?e

et on a

ddx(0+ ) := (24 + B)(6+w)— KI'%ep,.

C'est encore le calcul du n° 22 ol e==2, §=1 et ou le second membre de I'équa-

tion qui donne G, (1) est augmenté de

KI?ep,= KI'®e(I'T"—TI"%)

0
il faut simplement remarquer ici que l'on ne peut pas aftirmer que (% est nul.

En posant w=hI? on obtient l'identité en tgz

Oh Oh 10h
2= — =X —tor? z _ 2
(1+tg?7) - ; [my(1—tg?7)+ 2 Rtg) + i [2tgz(Rb—m,)+ (B +bm,)(1 +tg® 7))

ah 2 a s\
+ 0m1ay(1—tg 7) + E(I—tg 7} =o0.

Le systéme en h issu de cette identité n'a jamais de solutions.
Si v est nul, b’ est une fonction d’ordre <1 et comme

de
dz—Ae
on obtient, en posant
L
2
la relation
Sz = 260z

qui est la méme que celle que nous venons de discuter.
11 résulte de la discussion des 3 cas que l'équation (E) n'admet jamais d'in-
volution du 3° ordre sous nos hypothéses.

27. La condition (I'). Il ne nous reste donc plus qu'a chercher si la condi-
tion (I}, nécessaire pour qu’il existe une involution d’'ordre =4, peut étre satis-
faite pour certaines valeurs de a, b, ¢. On doit avoir
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QI—IZAH'F On,1
Sx

' H étant d'ordre an plus égal & 4. S'il est d'ordre 4

d(()H) oH 01{750

3z\06,) T 96,"* T 44,
o . . 0H R s
Dans le cas I, l'existence de la fonction canonique - entrainerait l'existence

a0,

d’une fonction canonique d'ordre =<2 et d’indices entiers, ce qui est impossible.

Dans les cas IT et ITI, si QI
! a6,

trainerait, soit l'existence d'un invariant d'ordre 3, ce qui est impossible (n° 27),

est d'ordre supérieur a 2, 1'égalité précédente en-

soit celle d'un invariant d'ordre 4 et par suite d'une involution de cet ordre:
on pourrait alors trouver un nombre H d'ordre 3 vérifiant () (n° 8); il s’ensuit
que z~£—[ est d’ordre au plus égal & 2, dans les cas II et ILI.

4

Cas I. 1l suffit de chercher s'il existe une fonction w d’'ordre =< 3 telle que

g.w_:Aw_*_N’idz_mg_o. (N':(n_l)(n'_'4))
dz dy® 2

d’'aprés les résultats du n°® 10. Ieci

' ode\[o_I de ' de
— e—— —— ——— ——— —— 0 —— —_—
o (r ap)[ax oy (r+ap)]
1 r' de oI Jde I" 9de\ A%I  Oe
i v Rt | UV A Raerae 1

Omy\* Pmy| [(?m,,t?m2 _(9_’&]
+2t0[(0p) + (my—m,) apt | 2t 3y op + (my ml)(?p(?y

On a donc
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vy Ow , Omy
.Fz(w)—-aosjgl N p

d d*m
Gz(w)f*'d;,( sus,1~dy)=Aw—N' (d 22) g.

On en tire

d (Jw dw

J [Ow dw
5z (5;) =45

o est une fonction du second ordre qui ne dépend pas de z:

Comme d’ailleurs

— _ e 9me
W = Nt(?p +q7(x”/,17,(1y0)

En formant G,(w), on obtient alors une identité de la forme

Glp)=Ut+V

qui conduit au systéme

dp( ' 081 am, [ ,0%my 1 (I'® (0e) )]
Fl(q))+(90(201“+ (93:) g)dp oy (7p2+2e1" Y

09 ppr— _ om0 [y Ome) s Omy Om,
G(q))+001‘1 q)(?y +2[ Gl(dp N dy Op

r’ e\ (08T de
~(F 45 (5 =)+ w

P et 1y, étant des fonctions d'ordre <2 qu'il est inutile de calculer. Si on dérive

ces relations par rapport & 6, on trouve

d [0° 7
:s?c(o—o?)z — g 34+ 2B).

g—g—) est une fonction du premier ordre qu'on peut poser égale &

, 0my
N ap
My—my

_H(w)?AP;Q)’—
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et H vérifie le systeme

F<H>+H("a";’ )= - G)

rk
o [

()

~

K étant une constante non nulle parce que N’ ne peut étre égal a 1. Ce systéme
est un cas particulier du systéme

Fy(H) + H(a’;s+ 2T )_ _Zg(r”_ (03) )

e\ ap
® 7} K " de\ (08D o Karr’ K
mg afr _e “___( e o ) m-gi_g_._,
G.(H) + H — ( p)(ax 0y) Kl y Koo, + 25

ol K est une constante non nulle; «, ¢, a,, des constants quelconques; g, et g,
sont les fonctions définies au n° 26. Avant de discuter (S), nous allons montrer
que c’est encore ce systéme qu'on obtient dans les cas II et IIIL

28. Cas II et III. — 1l y a une fonction canonique d'ordre <2. La
condition (I') s'ecrit ici
dw
d—x bt Aw —a.
Si w est d'ordre 4, on a vu que 0_;, est une fonction w du second ordre au plus
4
telle que
dw + Wiz = o.
oz
On a donc
w=mw(0,+g)
et

d g
6‘5&(04+97) = (0, + @) a1 o

Les calculs du n° 8 montrent alors que

P = Pohen +u(@, 9, 2,p, 4, 5, £, 0;)
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et conduisent, '%'éta.nt ‘du second ordre au plus, & la relation

d [Ou ou
%(0793)_‘400 O

u étant du troisiéme ordre au plus. Il suffit done d’étudier (I') quand w est du
3%me ordre. Cette condition s'écrit

ad
Fi(w) = 131()0 Ge(w)+a;;(0ual Jy)=Aw—o.

Une dérivation par rapport & 6, donne

3 (0—w) (2A+B)d

dx \06, 6,
0 7 - -y
1°) 0—0 est nul —w est alors une fonction ¢ de 0, z, y, 2, p, ¢ qui vérifie
le systéme

, dp( T’ 08T\ _ dmy 1 (I [681‘ ( r ‘Z")]
}'1(90)4—(70( 01‘ t oz )__ q)()p ze(F p) dox +6y +9 r +(’)p

' o)+ 09 Omy 1 (08L 0e\[ORT  de , oI 0_*%]

Gilg) + a6 rr= 9D(?y 2e((’)x dyl | ox +(’)y+0_1“ +0p

Deux dérivations par rapport & € conduisent & la condition

1

dp "
3o (34+2B)¢".
Dans le cas I1, on a done
O M od
w "' zrew 9’ I“ew +H(x7yaz)p7q)

m étant une constante quelconque. En portant cette valeur de ¢’ dans le systéme
précédent dérivé par rapport & 6, on obtient le systéme (S) ot K=1,¢=¢,=@a,=0.
Dans le cas ITI, on a

” o ’ a0

@ :e_l‘i (p:;F-FH(:L‘,?/,Z,pa‘I)
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et on retombe sur le systéme (S) ou K=1, a,—=a;—A=p=0, « étant une con-
stante quelconque.
dw

2°) 70, n'est pas nul. On a alors
w=ulby+g) e (241 Bu.
8 dx

Dans le cas II

1
Dans le cas ITI

1

YT Kre

K étant une constante non nulle. Dans les 2 cas, on a

g
w

2 Bt 9)=(3 4+ B0y +g)

Le calcul fait pour les involutions d'ordre 3 donne ici

Op( o1  , 08T\ _ omy 2T
Fl(q))+00(201,+ (9x)_ q)((?p F)+010+92

1 [ oéelfo’r .0e' I de
‘m[f‘o—p][‘o?*@*”(ﬁa‘@)]

0P M, g
Gilg) + 55 T =— 975, — af—ef

1 [oQr ae|[oer  ode r 6e]
_m[i)x —_0_1/][096 +0—y+0(1‘+0p) '

Dans le cas II, ;I; est linéaire en 0; dans le cas III, il en est indépendaﬁt. Dans

les 2 cas, 3 dérivations par rapport & 6 donnent

A A
sz (9%) = — kG A+2B.
On a alors

” m :

w2
g =¥ 't H @ 9,209 (cas II)
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¢ = I‘f—fe + I'*H. (cas III)

En remplacant @' et ¢" par ces valeurs dans le systéme précédent dérivé une
ou deux fois, on retrouve, dans le cas II, (S) ol e=e,=0; dans le cas III, (S) ot
a, est nul ainsi que 4 et p.

29. Nous avons finalement & discuter (S) dans les cas snivants

0H
1°) e=a,=a,=0; {(,-)y--:-o; a, b, ¢ quelconques (ac—b%=1).

2°) a, b, ¢ sont liés par les relations (R) du n° 23, et on peut avoir
s0it a=a;=a,=0, soit e=a,=0

o et a, sont donc toujours nuls.

En dérivant par rapport & 2z, on voit que

oH

Lom oH
dz

dx E)Z_(AJrB)

Comme il ne peut exister de fonction canonique d’ordre =<1 qui ait un premier
indice non nul, on en conclut que H ne dépend pas de z.
3°) a, b, ¢ sont des constantes et on peut prendre

I’égalité précédente en %Ig donne

OH __ Be_ _ B
0z 2% H_zl-%"*'Hl(xr Yy, my)

et on a alors 4 discuter (S), avec ces valeurs de g, b, ¢, dans le cas ou

goit a,=a,=0 8oit ¢=a,=o0.
Dans tous les cas, nous pouvons prendre K=—1 et poser
}l(.’l‘, Y. 2, mlv t)

ag+b=t=tgr  H=""5%%"00

Le systéme (S) s'éerit alors
49—27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 7 février 1928.
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Oh 2 p*

Yot T I ert

Gy (h)— ha8 r (t— eTpg) (QE + y ) - Z_‘Tt — 2,0, I —2a;e0,

dx dx  eI® I
La premiere équation s’écrit

oh _ _# _(R—mt}_ _ a(i—y)
at 1+ &1+ )P (Rt+m,)®

_ o=y o
k_t+R(Rt+ml)+g(xay1zaml)

gu'on peut écrire
2

Yy
h—t+R T,+u(x,y,z,ml)

avec
=bv(x, y, m,)+ B2

$ étant une constante qui est nulle dans les cas I et II.
On a done l'identité en ¢

1—y?\  0Lr 1—y*\ | 2at
G, (u+t+ Re;_{g) - —(,)%(u+t+ Wlug) + ---1:1'2 + 2a,1%e0, + 20560,

ou il faut remplacer I', p et e par leurs valeurs en fonction de ¢ tirées des
formules du n° 21.

On peut ainsi 'écrire

2a
T+

m; 0T | ay(1—t%) ay
_ — Gl R -

G () +At+p— %(wi»z f+

+ 2¢a,0,el'*+ 2 ay0.e

YR o TRU+ A T RO+H

En changeant » en tw — 7;1, on aboutit a l'identité

08T | 2M+u(1—t))  2act i o ayt®
G, (w)— 5~-+ - 1+t’+2a‘1 €0, + 2 age0, = R0+ 0
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On a d’ailleurs

— D et bttt
T T owagTT T T irepttTH

P9I _1—£ _er

— ' 2 .
20, =1ITI re— 0z T Fre

En remarquant que o, est nul toutes les fois que I' contient x, on aboutit finale-
ment 4 l'identité générale

(711) 2 0__ _ - é _ 42 — 1
dx( +t)+dg/ [m, (£2—1) 2Rt]+a[(R+m1b)(1 )+ 2 t(Rb—m,)]
+ 0_m[(1_t2) ay — m—‘l) — RAt+u)+mA] — m[l(tg-—'l)—F 2ut]l+2aat
om, 2 ! 2
2 o . at’y
+t{1—2e)24t+ p(1—) +ae(1—1) + & =
7 el 2¢ cas. On a toujours
f=a=a,=o0.

Posons

Bi=1—2a.

Nous sommes amenés 4 discuter le systéme

(I) am_l_ am_l.a_m(m_l}‘_ay)_m_F lgl_ﬂl

oz "oy " om,\ 2 R
om _ay
dw ow
(3) —ZR@“—RA%I——‘MIU—"ZA(?I

L'équation (Y) peut étre remplacée par

/ (?_m ow @'_ __,'2_‘ ay
(1) ml@y 0m1( > “.’/)“ +up + >R’

L’opération de Jacobi faite sur (1) et (3) donne
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ow _ o B (124 y? any @y ’ﬁ‘.&)
3y (myu + RA) 0ml(2aR+ayy)«—51(}L +u)+a + > R + i ay + >

Si oun élimine w entre (i)’ et (3), on obtient

oW ow [R(A2+ u®) ]_ s o GUY
3y (myu+R2) +0ml[ . apy | =400 +u’) + 5
4ot
2,2
R——am (+pt+qa)=—a -2y y'_“__aym,l.

am,
En remarquant que l'expression
c=A+pu’+ 4a

ne saurait étre nulle sans transformer I'égalité précédente en une identité im-

possible, on a, en intégrant,

En portant cette valeur de w dans (1), on obtient une identité en m, qui est
impossible.

3¢ cas. On a ici
A=pu=o0 o, =0 a=1 b=o.
On est donc amené 3 discuter le systéme

ow ow omw Y oW N
55 ° m‘(?y SR yaml =on—p R(?y + Bmy = «a.

On peut intégrer la 3° équation et en portant dans la seconde la valeur ainsi
obtenue de 1, on aboutit encore & une impossibilité.
Nous avons ainsi compldtement démontré que la condition (I') n'est jamais

satisfaite lorsque 1'élément lindaire donné a la forme
ds?=du®+dv?(au®+ 2 bu+c)

et quaucun changement de variable ne peut ramener cet élément a une forme
analogue ol a serait nul. Il est donc impossible dans ce cas qu'il existe une

involution d’ordre supérieur ou égal a 4 pour l'équation de la déformation.



Le probléme de la déformation des surfaces. 389

Les formules (3) du n° 22 fournissent donc bien, comme nous I'avons annoncé, la
solution explicite la plus générale de la déformation des surfaces gauches quel-

conques.

30. — Conclusion générale. — L'équation de la déformation n'est compléte-
ment intégrable que si 1'élément linéaire donné convient

1°) aux développées des surfaces minima,

°) au paraboloide de révolution,

o

2
3°) aux paraboloides de Weingarten,
4°) et, plus généralement, s'il peut se mettre sous la forme

ds* = du® + 2 do?[u + n(1 — n)v?

ot 7 est un entier positif.

Ces cas exceptés, la solution explicite la plus générale du probléme de la
déformation ne contient une fonction arbitraire que si 1'élément lindaire convient

5°) & certaines surfaces gauches signalées par Darboux et pour lesquelles
Péquation de la déformation admet une seule involution du premier ordre,

6°) & des surfaces dont les lignes de longueur nulle sont lignes de courbure
constante ou a la surface gauche la plus générale, pour lesquelles I'équation de
la déformation admet une seule involution du second ordre,

7°) aux surfaces & courbure constante ou aux surfaces applicables sur des
quadriques, pour lesquelles il existe deux involutions du second ordre.

Dans les cas 5, 6, 7 la solution explicite la plus générale ne donne jamais
que des surfaces réglées.

Aingi, dans ce court travail, j'ai, non seulement retrouvé tous les résultats
connus, mais encore élucidé ceux qui n’avaient pu l'étre. La raison en est que
le probléme de la déformation, malgré les élégantes études géométriques dont il
a été 1'objet, dépend en réalité de l'intégration d'une équation du second ordre
que M® Gau et moi avons seuls étudiée méthodiquement: la question est prise
par le fond et les réponses apparaissent et se classent tout naturellement.

J'ai appliqué la méme méthode a 'équation du second ordre dont Darboux
fait dépendre la détermination des surfaces W: les mémes raisons assurent le

méme succds. J'exposerai mes résultats dans un prochain mémoire.



