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Einleitung.

Bei der Untersuchung einer linearen Differenzengleichung

(@) zp, us+i)=gls),

wo die Variable s die Zahlen o, 1, 2, ... durchliuft und die Koeffizienten p;(s) ent-
weder konstant sind oder fiir s— « endlichen Grenzwerten lim p;(s)=p;(¢=o0,1, ..., n)

zustreben, ist die Abhiingigkeit des asymptotischen Verhaltens der Losungen u(s)
von der rechtsstehenden Funktion g(s) von Interesse. Sie ist fiir einen Teil der
Losungen besonders stark und kann oft zur Auszeichnung einzelner Lésungen vor

den anderen beniitzt werden. Z.B. kann man aus einem allgemeinen Satze von
8
Perron! iiber Summengleichungen entnehmen: aus lim V]g(s)|<1 folgt die Exi-
. iy

stenz von Losungen u(s) mit lim V]u(s)] =<1, wenn noch pa(s)=1, p,(s)+0 voraus-

—
gesetzt wird, und zwar von genau einer solchen Losung, wenn alle Wurzeln der
charakteristischen Gleichung

(b) szalz

ausserhalb des Einheitskreises liegen. Es ist zu erwarten, dass man die Abhin-
gigkeit schiirfer beschreiben kann, sobald man ¢(s) schirferen Bedingungen un-
terwirft.

Vor kurzem hat nun Herr Walther® den Fall behandelt, dass in (a) die Funk-
tion @(s) fiir s— gegen einen endlichen Grenzwert strebt, und folgendes Ergeb-
nis erhalten: Hs existieren dann »im allgemeinen» Liosungen von (a), die fiir s— 0
ebenfalls gegen endliche Grenzwerte streben, und zwar trifft das sicher zu 1.)im
Falle konstanter Koeffizienten pi(s)=p;, wenn fiir alle Wurzeln a, von (b) |e,|=+1
gilt (Herr Walther nimmt s beliebig reell an), 2.) im Falle »asymptotisch kon-
stanter» Koeffizienten (p;(s)—p;), wenn pa(s)=1, p,(s)==0 und |a,|=+1 fiir alle Wurzeln

! 0. PERRON, Uber Summengleichungen und Poincarésche Differenzengleichungen, Math. Ann.
84 (1921), 8. 1—16.

* A. WALTHER, Uber nichthomogene lineare leferenzenglelchungen, Gottinger Nachrichten
(math.-phys. Klasse) 1926, S. 103—118.
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o, von (b) gilt sowie alle @, einfach und dem absoluten Betrage nach verschieden
sind. (Unter den gemachten Voraussetzungen sind iibrigens diese Lidsungen iden-

tisch mit den nach dem erwihnten Satz von Perron sich ergebenden Lisungen

uls) mit lim V()| = 1)

§—>®

Angeregt durch Herrn Walther habe ich mich mit derselben Frage beschif-
tigt, namentlich mit den von ihm nichtbehandelten Ausnahmefillen hinsichtlich der
Lage der Wurzeln a,. Ich werde im folgenden zuniichst die Waltherschen Ergeb-
nisse auf etwas anderem Wege herleiten. Dariiber hinaus werde ich fiir die (lei-
chungen mit konstanten Koeffizienten auch den Fall erledigen, dass die Wurzeln
zum Teil auf dem ZEinheitskreise liegen; dabei ergeben sich interessante Zu-
sammenhinge mit der Summierbarkeit von Reihen im Cesaroschen bzw. Hol-
derschen Sinne. Bei Gleichungen mit nicht konstanten Koeffizienten werden auch
mehrfache Wurzeln o, und Wurzeln mit gleichem Absoluthetrage zugelassen, und
bei »guter» Konvergenz der Koeffizienten p;(s) gegen ihre Grenzwerte p; auch
Wurzeln mit dem Absolutbetrage 1. Im Anschluss daran wende ich mich der Un-
tersuchung des asymptotischen Verhaltens der Losungen etwas allgemeinerer
linearer Differenzengleichungen zu und mache dann Anwendungen auf die homo-
gene Gleichung. Ich werde hier eine Reihe von Sitzen von Perron, Kreuser und
Ford teils kiirzer beweisen, teils verschirfen. Die Ergebnisse werden zum Teil
auch auf den Fall ausgedehnt, dass die Variable s in (a) nicht auf die Zahlen
0,1, 2,... beschrinkt, sondern beliebig reell oder komplex ist.

I.. Lineare Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten.

§ 1. Der Hauptsatz.

Es sei fiir die lineare Differenzengleichung n-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

(1) Zp,-u(s+i):q)(s) (po=1; s=0,1,2,...)
=0

die Beziehung

(2) lim ¢(s)=b (b endlich)

§— o
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erfiillt. Gesucht seien diejenigen etwaigen Losungen u(s), die fiir s— o endlichen
Grenzwerten zustreben.

Man erkennt ohne weiteres: wenn es iiberhaupt derartige Losungen gibt, ha-
ben sie alle denselben Grenzwert
b

(3) lim u(s)=:

§—s®

b

2P
i=0

wofern dieser Ausdruck einen Sinn hat, d. h.

DpiFo
=0

ist. Wir setzen im weiteren, indem wir den etwas abweichendes Verhalten zei-
n

genden Ausnahmefall Z pi=0 beiseite lassen, voraus, dass diese Bedingung erfiillt

=0
ist, oder m. a. W. dass keine der Wurzeln «,,¢,,...,a, der charakteristischen
Gleichung
(4) Dpia'=o0
=0

gleich 1 ist.

Zunichst behandeln wir die Differenzengleichung erster Ordnung

(s) uls+ 1)—au(s)=gp(s) (im @(s)=0; a=1).

Die Substitution u(s)=v(s)+l—ia fithrt (5) tiber in eine Gleichung von demsel-
ben Typus

(6) v(s+ 1)—av(s)=@(s)—b=wy(s) (lim Y(s)=o0; e=1).

f=——

‘Es geniigt die Gleichung (6) zu betrachten, deren rechte Seite gegen Null strebt
und deren etwaige Losungen mit endlichem Grenzwert deshalb ebenfalls alle gegen
Null konvergieren miissen.

Fir die Losungen von (6) erhilt man sofort

v(s)=y(s—1)+aypls—2)+ - + e Ylo)+a’v(0)

=as(v(o)+W(0)+W(:)+_.._*_ya('if__)),

o a af

()

und man hat jetzt die drei Fille |«|E1 zu unterscheiden.
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Fall a): || <1.
W(s) strebt fiir s—o gegen Null, und daher ist |y(s)]<e bei beliebig kleinem
e>o0 fiir hinreichend grosses s>s,(¢), also fiir eine beliebige Losung v(s) von (6)

lo(&)|=]|el|v 0)+2 g“

<Jaf [o

2g+1+2|svl

o==8+1

&
& [
<|a| K +I |“|

mit fiir alle s konstantem (von v(o) abhingigem) K. Wegen lim ¢*=o0 ist weiter

Ko ©

fiir s> s,(&)=s,(e)

2¢
fo(s)] < e

Wenn |e|<1 ist, streben alle Losungen von (6) gegen Null. (Fir a= o fallen
alle Losungen von v(1) an zusammen zu v(s+ 1)=
in v{(0).)

Fall b): |e|>1.

Wegen |o*| >« fiir s~ entnimmt man aus (7), dass v(s) fiir s—o nur

¥ (s) und unterscheiden sich nur

dann gegen Null streben kann, wenn

—o0

lim (v(o) +Efa@-)=v(0) + ifa@ =0

ist; die Konvergenz der Reihe steht im Falle |¢] >1 fest. Trifft das zu, so ist

® = (vt0) + 35 =320,

08

also fiir s>s,(e)

Wenn |a|>1 ist, strebt genaw die Lisung
18 — 27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 23 décembre 1927.
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~ L3yt

=0

Q-—t

gegen Null.
Fall ¢): |e|=1,a%1.
Wenn v(s) fiir s-—>% gegen Null streben soll, muss wieder

5—1
lim (v Z vlo) =0

= 7=0 o’
sein. Eine nullstrebige Lisung von (6) kann daher bei |e|=1,a=1 nur dann exi--

stieren, wennZ ll; konvergiert. Ist dies der Fall, dann hat (6) wieder die ein-
o=0

zige nullstrebige Lisung
__ 1§ Ylsto)
(9) v (9) ==, Eo ——

Fiir die Gleichung (5) besagen die Ergebnisse:
b
Ist lel<1, so streben alle Losungen wvon (5) fiir s— o gegen Ist

lel>1, so zeigt mit Y(s)=g(s)—b genau die Lisung

(82) w1 SWeta 13 glsto)

I—a a

(9a) u(s)==

wofern hier die Rez'hez 1%(3) konvergiert.
g=0Q

Die allgemeine Gleichung (1) fithren wir vorteilhaft durch die Substitution

! Bis zu einem gewissen Grade liesse sich hier anch noch der Fall =1 einordnen, iudem dann

fir dlc Existenz von Losungen mit endlichem Grenzwert die Konvergenz der Reibe Z (o), die
=0

in der Norlundschen Summationstheorie eine Rolle spielt, notwendig und hmrelehend ist. In die-
sem Falle konvergieren aber alle Losungen gegen jeweils von v{0) abhingige Grenzwerte, Ausser-

dem kann man im Fall ¢ =1 nicht von (6) auf {5) zuriickschliessen; (5) hat fiir lim @ {s}=b=+o0
§—s00

keine Lésung mit endlichem Grenzwert.
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h

u(s)=wv(s)+ ~,-— iiber in
2r
(10) Zpi vi(s+2)=g@(s)—b=1y(s) mit ,,l_iﬂw(s)zo’

und die Frage nach den Losungen von (1) mit endlichem Grenzwert ist wieder
gleichbedeutend mit der Frage nach den nullstrebigen Lésungen von (10).
Die Gleichung (10) ist dquivalent einem System von » linearen Gleichungen

1. Ordnung:
v (s+1) — e v, (s) =v4(s)
(11) vy (8+1) —ay vy (s) = vy (s)
Une1(8+ 1) — ttn_y Vn—1 (8) =n (5)
vnl{s+1)—eanen(s) =1 (s),
wobei v (s)=1v,(s) gesetzt ist und ¢, a,,..., o, die Wurzeln der charakteristischen

Gleichung (4) in irgend einer Reihenfolge bedeuten. Das ergibt sich sehr einfach
aus der symbolischen Form von (10)

Zpi Eiv(s)= (Zpi E") v(s)=w(s) mit E’v(s)=v(s+2)
=0 =0
durch Zerfillen des Operationssymbols
Zpi E=FE"+py E*1+ - +p, E+p,
i=0
in das symbolische Produkt
(E—a}(E—ay) (E—au).

Zu jeder Losung v(s) von (10) gehort eine durch (11) eindeutig! bestimmte
Kette von Funktionen

vy ()= (s), v (s), ..., vnorfs), vn(s),

! Die Kette hiingt natiirlich von dem speziell gewshlten System (11) ab.
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die, wenn v (s) nullstrebig ist, alle auch nullstrebig sind. Man erhilt daher um-
gekehrt alle nullstrebigen Losungen v(s) von (10) mittels eines Systems (11) genau
iiber die Ketten, deren einzelne Funktionen vu(s), vn—1(s),..., v, (s) nacheinander
alle nullstrebig bestimmt sind.

Wenn keine der Wurzeln @, von (4) auf dem Einheitskreise liegt, gibt es
nach dem oben Bewiesenen immer solche Ketten (wenn |e,|>1 fiir alle a, gilt,
genau eine), also auch immer nullstrebige Losungen von (10). Wenn aber die
o, teilweise auf dem Einheitskreise liegen, ist das nur der Fall, wenn gewisse
Bedingungen erfiillt sind. Diese kénnen dadurch gewonnen werden, dass man
nacheinander Systeme (11) betrachtet, in denen jeweils eine der Wurzeln «, mit
les]=1 am Schluss steht (das bisher Gesagte gilt ja fiir jedes System (11) bei
beliebiger Reihenfolge der «,).

Es sei also in (11)

Ay =0Qqp—1=="'" " =0Up r41~=0QA

eine r-fache Wurzel von (4) mit |e|=1. Man kann dann nacheinander v, (s),

Vn—1(s), . . ., Un—r+1 (s) als nullstrebige Funktionen und zwar
X ol o
I ) alsto I Un—r+2{8+0
e B Sl St
v=0 Fy=p ¢ & 5=0 i

genau dann bestimmen, wenn die hier auftretenden Summen nacheinander alle

konvergieren. Damit ist gleichbedeutend, dass die iterierten Reihen

Ns

(12) o222

nMs
S DN
Ma
M

Q
i
1)

alle konvergieren, wobei ;—::,3 gesetzt ist.

Die Konvergenz der Reihen (12), und zwar in bezug auf jede Wurzel a,, die
auf dem Einheitskreise liegt, ist also eine notwendige Bedingung dafiir, dass (10)
nullstrebige Losungen haben kann.

Die Bedingung ist aber auch hinreichend; denn, wenn die Funktion ¢ (s) in
bezug auf alle Wurzeln a, mit |a,J=1 die Konvergenzbedingungen (12) erfiillt,
so ldsst sich die letzte der Gleichungen eines Systems (11) immer durch eine
nullstrebige Funktion v, (s) befriedigen. Von dieser kann man, wie wir hier nicht
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ausfithren wollen, dann zeigen, dass auch sie in bezug auf alle ﬁbﬁg gebliebenen
Whurzeln die Bedingungen (12) befriedigt. So fortfahrend kann man die Existenz
einer Kette nullstrebiger Funktionen wy (s), vn—1(s), ..., v(s)=2,(s) und damit einer
nullstrebigen Losung von (10) beweisen. Einfacher kommt man mittels symbo-
lischer Methoden zum Ziel. Es sei

E Tk
(Z"+p1z—13"_1 4+ ‘*']IU)_I 22 Z Axl (Z—ax)_z
x=1 A=1
in Partialbriiche zerlegt, wobei «;,a,,.. ., e, die verschiedenen 7,7y, . .., ri-fachen

Wurzeln von (4) sein mogen. Dann lisst sich die allgemeine Losung von (10)
symbolisch in der Form

(13) v(s)=(E"+pn1 E" '+ - +p; E+po) ' ls)

== Ay (E—a)9(s)+ Ay (E—ay) () + - + Aur, (BE—ay) " (s) +
+ Akrk(E—ak)_'rk’lp(S)

schreiben. Der Sinn dieser Gleichung ist: Man erhiilt alle Losungen von (10)
(vielleicht sogar mehrfach), wenn man

(E—a) 7 9ls), (E—a)?Pls), .. (B—a)pls), ., (E—ai)Tky(s)

die Losungen der entsprechenden Differenzengleichungen

(14) (E—a)o(s)=9(s),(E—a)’vls)=v(s), .. . ,(E—a)v(s)=yls), . . ., (E—axfv(s)=1p(s)

durchlaufen lisst. Man zeigt ndmlich zuniichst leicht durch Rechnung, dass jede
Funktion von der Form (13) der Gleichung (10) geniigt. Ist umgekehrt v(s) irgend
eine Losung von (10), so sind die eindeutig bestimmten Funktionen

Vxals (Zp; ) E—a)?* ofs)=(E—a) (E—a)y** - (E—a)t
Losungen der Gleichungen (14), und es ist

i=0

Z,A,,;m (Zp,F’) (ZA,A E—a) 2)@ =(§p,Et) (épiE")“’v(s)=v(s).
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Man erhilt also auch alle Losungen von (10) in der Form (13). Entsprechendes
gilt natiirlich auch fir (1).

Die Gleichungen (14) kann man aber, sobald ¥(s) in bezug auf alle auf dem
Einheitskreise liegenden Wurzeln «, den Bedingungen (12) gentigt, alle durch
nullstrebige Funktionen befriedigen. Indem man auf der rechten Seite von (13)
fiir alle Glieder solche nullstrebige Losungen dieser Gleichungen (14) wiihlt, erhiilt
man auch eine nullstrebige Losung von (10).

Wir nehmen jetzt an, (10) habe nullstrebige Losungen. Wir konnen sie dann

alle mittels eines speziellen Systems (11), es heisse (11), gewinnen, in dem alle
Wurzeln ¢, mit |ey|<1, deren Anzahl d(=<n) sei, obenan stehen, so dass also

ley|<1,|as|<1, ... |ed|<1,|eq1|=T, ..., |en]=1

ist. In diesem System (11) stimmen alle Ketten {v,(s)}, die zu nullstrebigen Li-
sungen von (10) Anlass geben, von o,(s) an bis zu vg+1(s) iiberein; von v4(s) ein-
schliesslich bis zu v,(s)=1v(s) werden sie aber beliebig fortgesetzt. Das bedeutet,
dass zu genau d beliebig vorgegebenen Anfangswerten v(o), v(1),...,v(d—1) eine
eindeutig bestimmte nullstrebige Losung existiert.

Die Gesamtheit aller nullstrebigen Losungen (s} von (10) lisst sich auch in
der Form

(15) v(s)=v*(s) +wls)

schreiben, wo v*(s) irgend eine partikulire nullstrebige Liosung von (10) und w(s)
eine beliebige nullstrebige Losung der homogenen Gleichung

(16) Zﬂpiw(s+i)=o

ist. Wie man aus dem der Gleichung (16) entsprechenden System (11) mit W(s)=o,

Va(8)=vn—1(s)="--=w441(s)=0 erkennt, sind das gerade die Losungen der homo-
genen Gleichung

(17) (E—a)(E—ay) ... (E—eaiw(s)=o.
(Ist keine der Wurzeln aj,ay, ..., aq gleich Null und sind a,,a,, .. ., an (m = d) die

verschiedenen 74,7y, ..., rn-fachen unter ihnen, so bilden bekanntlich die Funk-
tionen
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8 ri—1 8 To—1 8
af,saf, ..., s"raf,. .., s ey

ein Fundamentalsystem von (17).)
Durch Ubertragung dieser Ergebnisse auf (1) erhalten wir zusammenfassend:

Satz 1.  Die Differenzengleichung

(1) pru(s+z')=q;(s) (s=0,1,2,...)

=0

n
mat anI,Z pi==0 hat unter der Voraussetzung

i=0

(2) Lim p(s)=b (b endlich)

=00

dann und nur dann Lisungen u(s) mit

. b
(3) Limfs) ==
D

=0

wenn fir jede auf dem FEinheitskreise liegende r-fache Wurzel o der charakteristi-
schen Gleichung

(4) Dpidi=o
=0

die Rethen
(12) 2y 2 2 plodpn, o 22 2 plo)pr
=0 6=00,=0 0=00y=0 0p_1=0d, o

mit PY(6)=q(o)—b, ﬂ=£ alle konvergieren. Und zwar gibt es dann, wenn d die Anzahl

der innerhalb des Einheitskreises liegenden Wurzeln von (4) ist, zu d beliebig vor-
gegebenen Anfangswerten

genau eine derartige Lisung.
Insbesondere zeigen, wenn fiir alle Wurzeln a, von (4) |a.|<<1 gelt, alle Lisungen,
wenn durchweg |a,|>1 st, genau eine Losung das Verhalten (3).
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Die Ergebnisse gelten iibrigens zum Teil auch noch, wie man leicht erkennt,
fiir den Fall, dass 1 eine (mehrfache) Wurzel der charakteristischen Gleichung ist.
Es kommt dann nur b=o0 in Frage. Die Bedingungen fiir die Existenz von Lo-
sungen mit endlichem Grenzwert sind genau dieselben, wie fiir andere Wurzeln
auf dem KEioheitskreise, und es gibt dann wieder zu d beliebig vorgegebenen An-
fangswerten (o), %(1),...,u(d—1) genau eine nullstrebige Losung von (1). Anders

n

als im Fallez piFo gibt es aber ausser diesen Losungen noch weitere Losungen

=0
u(s) mit endlichem Grenzwert, und zwar zu d + 1 beliebigen Werten «(0), (1), . . ., u(d)
genau eine. Der Grenzwert lim u(s) hingt dann von u(d) ab.

8—e0

§ 2. Zusammenhang mit der Summierbarkeit von Reihen im Cesaroschen bzw.
Holderschen Sinne; Beispiele.

Die Konvergenzbedingungen (12) lassen sich vorteilhaft wmformen. Wir er-
setzen s durch # — eine Verwechslung ist in diesem Paragraphen nicht zu be-
fiirchten — und schreiben abkiirzend

Vg =an, X et (Iﬂ|=|;|=1; lim w(n)=o)

y=n
sowie r+1 statt . Die Summen (12) lauten dann einfacher

@D

8 3w3Fe-3. .33 Ja-335 3n.
y=0 v=0 p,=4v »

=0 v=0 y=% wv.—=v. Y=0 V=V ¥, 1=V,_g

und ihre Konvergenz ist notwendig und hinreichend, damit die Differenzengleichung

(E—a) ' v(n)=y(n)
eine nullstrebige Losung hat.
Es gilt nun
Satz II. Die r-mal iterierte Reihe

(19) 22 2a,

=0 »,=0 PYp=Vp_q
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konvergiert genauw dann, wenn die Rethe

(20) R . Z (1/-::7') .

p=

<

Cr- bew. Hp-swummierbar ist (d. h. durch Cesirosche bzw. Holdersche Mittel r-ter
Ordnung).

Dem Beweise dieses Satzes seien einige die Summierbarkeit von Reihen
betreffende Bemerkungen vorausgeschickt.!

Es sei (sn) eine Folge von Zahlen, und es bedeute

S£?’=s", Sg)___ (()0)+S£0) 4ot Sr(:)),..-, Sg'):S(()r—l) + S;r—l)'f'""*‘S,(lr—”,

I
Mﬁ?)=3n,m:)=;z +_I (M(()O) + Mgo) + -+ MAE?)), ey

n__ 1
n

= M M+ ),

‘Dann heisst bekanntlich die Folge (s;) C.-limitierbar (limitierbar rter Ordnung
im Cesaroschen Sinne) zum Werte s, wenn

sy

lim _*
o [n+
’

existiert. Sie heisst H,-limitierbar (limitierbar r-ter Ordnung im Hélderschen Sinne)

=s (s endlich)

zum Werte s, wenn

lim M =s (s endlich)

Ne—s 0
existiert. Man schreibt dafiir
"Cp-lim s, =5, H,lims,=s.
Eine Reihe Z a, heisst C.-(H,-)summierbar mit der Summe s, wenn die Folge
»=0

ihrer Partialsummen

! In den Bezeichnungen halte ich mich meistens an K. KNopr, Theorie und Anwendung der
unendlichen Reihen, 2. Aufl., Berlin 1924, Kap. 13.

19 — 27877,  Acta mathematica. 51. Imprimé le 24 décembre 1927,
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n
Sp == Z Ay
»=0

C,-(H,-limitierbar zam Werte s ist, und man schreibt entsprechend

-]
C"Z a,=s, H"Z a,=S§.
»=0

Ich zitiere einige bekannte Eigenschaften der beiden Verfahren, die fiir beide
einfach zu beweisen sind.

[1] Ist die Folge (s,) C-(H, limitierbar, so ist sie auch C,4,-(H,4-) limitier-
bar zum gleichen Wert. v

2] Man darf bei der Mittelbildung einer Folge endlich viele Glieder weg-

lassen oder hinzunéhmen. Anstelle der Holderschen Mittel M sf’ kann man auch
die Mittel

LG /IS T/ 7L N

o _
MY =MD = s, M) =
w4+ I

—_— I — —(p— —{r—
M= My + M+ o+ M)

betrachten. Aus lim M7 —s folgt lim M7 -5 und umgekehrt.

H—r0 ft—r 0

1 < (. . Lo O - ) .
[3]' Ist Zav C,-(H,-)summierbar, so ist Zv T Cr—1-(H,—-)summierbar

»=0 »=0

G
(v-l-k)
k

Wir fithren den Beweis fiir den Satz II zuniichst fiir das C-Verfahren.

und allgemeiner > Cr—i(H,—4-)summierbar (0 < & = 7).
=0

! [3] findet sich (fir das Cesarosche Verfahren) an verschiedenen Stellen in der Literatur:
vgl. z. B. H. Borr, Uber die Summabilitat Dirichletscher Reihen, Gott. Nachr. (math.-phys. K1)
1903, S. 247—262. Man kime auch mit folgendem leicht beweisbaren Satze aus:

© o ay
Ist X av Cr-{Hr-)summierbar, so ist 2 (,,.,.,-) konvergent. [3] kionnte man dann im
vy=0 r=0 r

folgenden mit erhalten.
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Pir r=o0 ist der Satz klar. Wir zeigen: Ist er richtig fiir »—1, so gilt-
er auch fiir 7(r = 1). Die r-fach iterierte Summe

(10) 3% Sa

(21) Z Z S t"r—l (tn:i Qv tn_)o) .

der Folge (¢,). Fir die Konvergenz der letzten Reihe ist nach Voraussetzung
notwendig und hinreichend, dass

@2 ol g I

Cr—1-summierbar ist. Wir brauchen also nur zu zeigen, dass aus der C,—;-Sum-
mierbarkeit der Reihe (22) die C,-Summierbarkeit der Reihe (20) folgt und um-

gekehrt.!
Bs ist
+ n + "
(23) 2 (1/ P 8) Oy = Z(v o 7)(t'v_t'v+1)
y=0 =0
_ Z (v+r—1)ty_ (n+1)tn+1,
AN\ =1

oder, wenn Z (H_T) ay,= A, und Z (H_ 1*—1) t,=1T, gesetzt wird,
»=0

7 r—1I
=0

rAp=7rTu—(n+ 1) (Tt — Ty,
(24)
rAp="{mn+r+1) Ton—(n+1) Tns1.

@K
! Die Definition tn= Y a» ist berechtigt, auch wenn wir von der Voraussetzung »(20) ist Cr-
Y=n

@0
summierbar» ausgehen, da auch dann wegen [3] X aw konvergiert.
v=0
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Es sei erstens Z (H_? . )tT C,—1-summierbar mit der Summe 7. Dann findet

man aus (24)

1‘2 A,=rAY =(r+1) T —m+ 1) Tapr=m+r+2) TP —(n+ 1) T,

=0
rAD —(r+2) T — o+ 1) T =+ r+3) T — (n+ 1) T2,
(25) r As:)zz r Tv:) (n‘l' I) T;1T+llv
A _ o mw Ty,
(26) n+r\ [(n+r n+r ’
r r r—I
Cr‘lim An:T

Es ist also auehz (yf7)av C,summierbar mit der Summe 7.

y=0

Umgekehrt sei ) (w—:r) a, Crsummierbar mit der Summe A. Schreibt man (235)

»=0

in der Form
(27) AN = (nt2r+ 1) TV — (n+ 1) T
und setzt

TV=(n+1)(n+2) (n+20) T,
so. erhidlt man

ol
m+1)n+2)(w+2r+1)

(28) T’n - T’n+1 =

Wegen t,=o(1) ist fiir » =1
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Daher ergibt sich aus (28)

11’ < * r A'S’r)
=2 Tt 2 rart )

Y=n

(r)
2 =A+o0(1) weiter

")

und wegen

;1 _
T"—_,.!nrA"LO(" .
“Also ist auch

{r)
Tn it ) (ndr+2) e (i 27) T A+0 (1),

(")
r
Die Folge (T) ist somit C,-limitierbar zum Werte 4. Aus (26) folgt aber dann,

dass sie schon C,_limitierbar ist.
Analog beweist man Satz II fiir das Holdersche Verfahren. Ausgehend von

(24) erhilt man unter Benutzung der Mittel M.’

rAn=(m+r+1)Tp— (n+1) Tny1,

r M (An)=(r+ )M (Ta) — Toi1=(n+r+2) M (To)— (0 +2) My (Tnn).

(25") r M (An)=(r+ 1) M (To) — My (Tuss) +o0 (1),
(27") r M (A =m+2r+ 1) MO (T —(n+r+ 1) MOy (Tagr) +0 (1),

woraus ganz dhnlich wie beim C(-Verfahren Satz IT leicht gefolgert werden kann.
Der Satz kann auch als Bedingung fir die C,(H,) Summierbarkeit einer
Reihe formuliert werden:?

! Das in (25’) bzw. (27") fitr r > 1 auftretende, von M{,l) (T, M2 (T, ..., M((,r_l)(To) herriih-
rende Zusatzglied o(1) ist, da es fiir n—> o gegen o strebt, unwesentlich.

* Abnliche Bedingungen finden sich auch, wie ich nachtriglich bemerkte, in K. KNoPP, Zur
Theorie der C- und H:-Summierbarkeit, Math. Ztschr. 19 (1924) 8. gg—113; G. H. HARDY and
J. E. LirrLEwooD, Solution of the Cesaro summability problem, Math. Ztschr. 19 (1924), S.
65—98, insbes. 8. 67—77. In der letzten Arbeit findet sich auch eine entsprechende Wendung
zum Aquivalenzsatze hin. Ferner entnehme ich einer freundlichen Mitteilung von A. F. ANDERSEN
(Kopenhagen), dass weitere ahnliche Untersuchungen von ibm und G. H. HARDY im Druck sind
(Proc. London Math. Soc.).
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Satz II*. Die Reihe Zb., ist genau dann C,(H,)summierbar, wenn die
v—0

r-fach ilerierte Reihe

o

v=0v=v  y=v ( )

”

konvergiert. Es ist dann
(29) Cr Zb, = H,- Z by=2A.
y=0 »=0

Hierin ist der Knopp-Schneesche Aquivalenzsatz enthalten.
n+r . . n+k\ . .
Anstelle von , kann, wie leicht zu sehen ist, auch - mit belie-

bigem ganzem k treten, sogar jede rationale Funktion R (x), fiir die lim——~=nh

N=— 0

(h # o endlich) gilt, wobei vielleicht endlich viele Glieder der Reibe wegfallen bzw.
wegzulassen sind. (29) besteht aber dann nicht mehr.
Uber Satz I1* hinaus gilt allgemeiner!:

Die beiden Summen

(30) Cr'i (n —::; 9) an und C(,-i (Co' i ( . ((Jp. i avr_e) . )) (r=0=0)

n=0 =0 n=v Yr—o=Vr—p—1

existieren tmmer gleichzeitig und haben denselben Wert.

Der Beweis ergibt sich bei festem ¢ = o durch Induktion von r—1 =¢
auf » mit einigen Abiinderungen, auf die ich hier nicht eingehen will, éhnlich
wie bei Satz II.

Indem man hier » = o festhilt und ¢ zwischen 7 und o variieren lésst,
erhiilt man

Satz 11**. Die Existenz einer der Summen

(31) 920(002( "(Co'i a(v‘l)_e) ) ))

Yr—o="r—p—1

! Zu dieser Verallgemcinerung wurde ich durch Vergleich meines Satzes II* mit den Ergeb
nissen der Herren G. H. Hardy und J. E. Littlewood (vgl. 8. 149, Fussnote 2) veranlasst.
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mit festem r=o0, r=o0=o0, af = ﬁ?} zieht die aller r dibrigen nach sich,

r—e
und alle diese Summen haben denselben Wert.

In diesem Satz ist Satz II*, der von ¢=o0 auf ¢ =17 und umgekehrt
schliesst, als Spezialfall enthalten. Der Schluss von ¢ =7 auf ¢ =1 — 1 bzw.
von ¢=7r—1 auf @ =1 ergibt die in der obigen Fussnote 1 (8. 149) erwihnte
Bedingung von Hardy und Littlewood.

Als einfaches Beispiel sei die ReihOZ(-——I)n (n+r—-1

n=0

) , "=1, betrachtet.

r—I

Aus Satz I1*# folgt ohne weiteres

o oSt = a3 (03 (- (oS ) )L

n=0 n=n Ny 1= Np—2
Auf Grund des Satzes Il konnen wir jetzt Satz I auch etwa so formulieren:

Satz I#. Die Differenzengleichung (1) hat unter den Voraussetzungen von Satz I
genaw dann Lisungen mit dem Verhalten (3), wenn fiir jede r-fache Wurzel a der
s+r—1

charakteristischen Gleichung (4) mit |e| =1 die Reihe Z( —

§=0"

Ju e
Cr—r- (H,-y) summierbar ist, wobei Y (s)= @ (s) — b und ﬂ———é gesetzt ust.

Die bisherigen Ergebnisse gewinnen an Anschaulichkeit, wenn wir sie in
Zusammenhang mit gewissen Potenzreihenentwicklungen bringen.
Setzt man abkiirzend — wir verwenden wieder die alten Bezeichnungen —
u(s)=us, @(s)= g,
so gebt die Differenzengleichung (1) iiber in
n
(1) D Pittsri = @s;
=0

sie kann bekanntlich in dieser Form als Rekursionsformel fiir die Koeffizienten
einer Potenzreihe!

! Die Potenzreihen haben zuniichst nur formale Bedeutung; sie konvergieren aber unter den
obigen Bedingungen sicher in einem -geniigend kleinen Kreise um den Nullpunkt.
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-

Q)+ " Dgse’ )
(33) Ule) = P(g”):" = Dus 2*

n—1
aufgefasst werden, wobei @(z)= D\ g,2” ein beliebiges Polynom (n—1)ten
v=0

Grades und

=Xp i =(1—a (1 —ez) - (1 —and)
=0
ist; P(z) hat also die Kehrwerte der Wurzeln «, von (4) zu Nullstellen. Die
Koeffizientenfolge (u;) einer jeden derartigen Potenzreihe U(2) ist eine Losung
von (1) mit

n—1
u(0) =ty = g5, u(1)=q; — pu—athy= Gy — Pu-1p, - - -, 4 (11} = g1 — D\ Py ths—1,
»=1
und nach diesen Gleichungen kann man @Q({z) immer so wihlen, dass die An-
fangswerte wu(0), u(1),...,u(n—1) beliebig vorgegebene Werte annehmen. Es
lassen sich also auch umgekehrt alle Losungen von (1) als Koeffizientenfolgen
derartiger Potenzreihen U (z) gewinnen.
Insbesondere erhilt man alle Losungen der homogenen Gleichung (16) als
Koeffizientenfolgen (w;) von Potenzreihenentwicklungen

©

Z

o
Z ws 2°.
Z p—

(34) Wiz

"d

Durch Partialbruchzerlegung findet man daraus unter der Voraussetzung p, == o0
z. B. leicht, dass

(35) a,saf,.. ., lad, el el L, e
ein Fundamentalsystem dieser Gleichung ist, wobei unter «,,a,, ..., o die ver-
schiedenen -, ry-, ..., r-fachén Wurzeln von (4) zu verstehen sind.

Auch die Bestimmung der Lisungen von (1) mit endlichem Grenzwert kann
mittels der Potenzreihen U (z) geschehen und zwar auf einem den obigen Aus-
filhrungen ganz parallel laufenden Wege. Der Reduktion auf (10) entspricht
die Zerlegung
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mit

3+Z”iw.€s . n—1
V(z):_“__Zzsz (w3=qos~b; E(Z)=Q(Z)+I%P R "2 )

§=0 ¥=0

Mit der Zerfillung von (10) in (11) ist gleichbedeutend die schrittweise Entwick-
lung von V() iiber

2)+ 2" D s
V('ﬂ)( )—— _sz_:’_ < s V(n—l)( ) V(n) (Z) -V(l)( )_ V( )__ V(Z) (Z) .
= s —sz 2, s TE=V =
8=0

Die symbolische Partialbruchzerlegung (13) hat hier gewisse Partialbruchzerle-
gungen als Gegenstiick. Fihrt man die angedeuteten Schritte im einzelnen
durch, so erhilt man Satz I etwa in folgender Form:

Satz I**. Damit unter den Funktionen

+z"i s 2° E(z)+z"iw, 2
Ul)=—575 — = - =0 N
P(2) P(1) 1—z Ple) < :

mit @s—b, Ys = @,;—b, Plz)= Zp,-z”‘i, pn=1, P(1)==0, Q(2) und E(2) gleich
Polynomen (n—1)-ten Grades solche vorkommen, deren Koeffizientenfolge (us) fiir

§— 0 gegenl—)—?;)strebt, st notwendrg und hinreichend, dass wn jeder auf dem FEin-
heitskreise gelegenen r-fachen Nullstelle ﬂ:;_, des Nenners P(z) die (r—1)-mal
abgeleitete Reihe

2(f+8) Vs gstn—r+1

=0

(36) (anw )( D)1

20 — 27377. Acta mathematica. 51. Imprimé le 24 décembre 1927.
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oder irgend eine Reihe (Z"Zwszs)(r_l) met ganzem k, z. B.

8=0

< 8 (r—l)_ —— 5 § 28 +1—r
(Z 1,Us2 ) = (7 I)' 2 (7‘—-‘1) ws z*
$=0 s=r—1
Cr—1-(Hr—1-) summierbar ist. (Speziell geniigt also Konvergenz.) Sind diese Bedin-
gungen erfillt, dann streben die Koeffizientenfolgen (us) genau derjenigen Funktionen

U (2) gegen 23%7 deren zugehiriges Anfangspolynom @ (z) folgenden Bedingungen

geniigt:
1. In jeder r-fachen Nullstelle 8 von P(2), die im Einheitskreise liegt, st

wenn noch 2" D\ @s2* = @ (¢) gesetzt wird,

QB+ @B =o0,¢ B+ () =o0,....0 @) +0" V(g =o0.

(Dadurch werden die Pole weggeschaft.)

2. - In jeder r-fachen Nullstelle 8 auf dem Einheitskreis ist

QW) +lim@(z)=o0,Q () +1lim @ (z)=o0,..., Q" V() + lim @ (z) =o.

—f —g =8

Die Grenzwerte sind fiir radiale Anndherung z—8 aus dem Innern des Einheits-
kredses zu bilden; ihre Fxistenz folgt aus der Cr—i-Summierbarkeit der Reihe (36)
Siir 2=8 (Summierbarkeit im Abelschen Sinne).

Im Anschluss hieran sollen noch einige Beispiele gegeben werden:

I. Die Differenzengleichung

(_ I)s+l
s+1

uls+ 1)+uls)= (a=—1;¢9(s) = 0)

hat keine nullstrebige Losung, da D) S_:_—T nicht konvergiert.
§=0

2. Von den beiden Gleichungen

(E+1u(s)=uls+1)+u(s)= (?_'_(—I_)_(I?):‘“)’

(E+ ()= uls+2)+ 20 (s+ 1)+ () = (eT(I_T(Is)??)
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hat die erste genau die eine nullstrebige Losung

w= 3 (P plera =1

$+1
=0

die zweite dagegen hat keine derartige Losung, da die Reihe (2*)) ¢ 2*) =

$=0
® (s
2- (—ll)—zs“ fiir z=— 1 nicht C,-summierbar ist.
=0 1
3. Die Differenzengleichung
(E+ 1) uls)=u(s+r)+ (:)u(s+1'—-1)+ e tuls)= S—_*I: (e=—1;p(s)>0)

hat fir jedes ganzzahlige >0 genau eine nullstrebige Losung; denn die (r—1)-mal
abgeleitete Reihe

r—1 S 1 s Yr—1) — (. '.00 str—1 _I_ ]
(2 g)s—l—lz g I)'E) r—1 Js+1°

ist nach (32) und [3] C,—;-summierbar fiir z= —1, und daraus folgt, dass die

@© — S
Reihe ) (STIE beliebig oft iteriert werden kann. Fiir die Gleichung

(E+ I)2u(s)=8—-—

1

(dass P tritt, ist unwesentlich) erhilt man z. B. diese

an die Stelle von —
s+1
Losung als Koeffizientenfolge der Potenzreihenentwicklung von

oK

22
e Zé) _ qotgz—(log(1—2)+2)
(142)? B (1+2)?

Zs
s+2

Ulz)=

b

wo Q(2)=¢qo+¢,2 so gewihlt ist, dass

Q(—1)+ lim @(g)=q,—q,— log 2+1=0,
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wird. Daraus findet man

1
 @o= log 2——

4= >

1,2
Q(2)= log 2=+

§ 3. Ausdehnung der Ergebnisse auf beliebig reelle oder komplexe Verdnderliche.

Satz T gestattet Erweiterungen auf Fille, in denen s nicht auf ganzzahlige
Werte beschrinkt ist.

1. Hs sei s beliebig reell. Zur Unterscheidung schreiben wir z fiir s, also
fir (1)

(1%) Spulr+) =9 (oo =1),

wobei ¢ (x) etwa fiir =0 definiert sein moge.

Die Differenzengleichung (1*) verkniipft die Funktionswerte auf jeder Rest-
klasse (x,+s) mod 1, d. h. in den Punkten z,zy+1,...,%,+5,...(0=2,<1);
andere Vorschriften enthilt sie nicht. Man bekommt daher alle » Lésungen» u(x)
von (1*), indem man (1) auf jeder Restklasse (x,+s) lost, je eine beliebige Lo-
sung u(xy+s) herausgreift und diese fiir die verschiedenen x, ausgewihlten Lo-
sungen zu einer fiir =0 iiberall definierten Funktion « (z) zusammenfasst; das ist
gleichbedeutend mit beliebiger Vorgabe der Funktionswerte im Intervall osx<<n.
Von den so erhaltenen Losungen sagt Satz I auf allen den Restklassen (z,+s)
etwas aus, auf denen @ (z,+s) fir s—oo gegen endliche Grenzwerte b (x,) strebt.

Wir betrachten hier nur den Fall, dass ¢ (x) auf allen Restklassen derarti-
ges Verhalten zeigt. Dann gibt es nach Satz I, wofern keine Wurzel der cha-
rakteristischen Gleichung (4) auf dem Einheitskreise liegt, immer auch Losungen

b (a,)
S

Es ergibt sich sogar weiter aus (6), (7) und (8), dass, wenn ¢ (x) auf allen Rest-

streben.

w(x) von (1%), die auf jeder Restklasse {(x,+s) fiir s— © gegen

Klassen gleichmdssig gegen den jeweiligen Grenzwert konvergiert, also ;>a,sympto-
tisch periodisch mit der Periode 1» ist?, anch asymptotisch periodische Losungen

w(x) von (1%) existieren.

! Dass das auch bei stetigem o () nicht immer der Fall ist, zeigt z. B. ¢ (2)= (sin*mz)~.
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Liegen aber die Wurzeln o, von (4) zum Teil auf dem Einheitskreise, so
sind auf jeder Restklasse (x,+s) noch die Bedingungen (12) zu beriicksichtigen.
Z. B. hat die Differenzengleichung

(sin® wa)"sin 7w 2

ulx+1)+u(x)= pors

(x=0)

auf allen Restklassen xExoﬁé— (mod 1) genau eine nullstrebige Losung, aber

keine auf der Restklasse xsé (mod 1); es gibt keine auf allen Restklassen null-

strebige Losung % (z).

Von besonderem Interesse ist die Frage, ob es unter den derart durch ihr
agsymptotisches Verhalten ausgezeichneten Lodsungen solche gibt, die besonderes
analytisches Verhalten zeigen, vorausgesetzt, dass sich ¢ (x) entsprechend verhilt.

Es seien hier nur Andeutungen gemacht, zunichst fiir die Differenzen-
gleichung erster Ordnung

(5%) u(z+1)—aulz)=gp ()

mit stetigem (differenzierbarem) ¢ ().

Bei |e| <1 erhilt man nach (7) bei willkiirlicher stetiger Vorgabe von u(x)
fiir o=z, <1 Losungen %(x) von (5*), die in allen Punkten =0 (mod 1) stetig
sind, @ (x) stetig vorausgesetzt. Sie sind sogar iiberall stetig, wenn man bei der
Vorgabe noch die Bedingung

lim u(x)=u(1)=g(0)+au(0)
2o—1—0
erfilllt. Ebenso konstruiert man bei differenzierbarem ¢ (x) differenzierbare Li-
sungen von (5%).
Ist |e| < 1, so ist nach (8)

- R YT

o=0

b (o)

die einzige Losung von (5*), die auf allen Restklassen (z,+s) gegen T—a strebt.

Sie ist bei stetigem ¢ (x) sicher auch eine stetige Funktion, sobald die Reihe in
(8*) in der Umgebung eines jeden x gleichmiissig konvergiert, also z. B., wenn
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@ (x) fiir =0 beschrinkt ist. Ist dagegen @ (z) nicht beschrinkt, so kann u(x)
unstetig sein, wie das Beispiel

w(x+1)—eu(x) = ¢z

mit
@ @) = @ (xy+5) = 2y (1—x,) e 2'F2s (x =y (mod 1),0 = x, < 1)

zeigt. Hier ist ¢(x) stetig und auf allen Restklassen (r,+s) nullstrebig. Die
Losung

+ g- < 20 2
M( )—-—M x0+s _eszwsecg-:fl 0' _xo(l_xo)e.s—lze—(s+a) @o?+s+a

o=0 =0

ist aber fiir x = 0,1, 2,...nach rechts unstetig.
Ebenso findet man aus (8%), dass, wenn ¢ (r) differenzierbar ist, auch u ()

2@ (x+0)

sicher dann differenzierbar ist, wenn etwa le -
24

o==0

in der Umgebung eines

jeden x gleichmiissig konvergiert. Dass nicht ohne weiteres aus der Differen-
zierbarkeit von ¢ (z) die von u(x) folgt, ersieht man leicht aus dem Beispiel

wlr+1)— 2u(x)=2.2"%cos(mw a9,

. i cos (wa’a”)

wlx)=—2" o

o=0

Hier ist u(x) fiir gentigend grosses ungerades a nirgends differenzierbar (Weier-
strass’ Beispiel einer stetigen, nirgends differenzierbaren Funktion).

Der Fall |e|=1 Lisst sich #hnlich behandeln, wobei nach (9) noch das
Verhalten der Grenzfunktion b{z,) (0 = z, < I} zu beachten ist.

Die allgemeine Gleichung kann man wieder in ein System von Gleichungen
erster Ordnung spalten (ohne vorher auf (10) zu reduzieren, was ja nur zur
bequemeren Gewinnung der Bedingungen (12) geschah). Es ergibt sich so unter
anderem:

Gilt fiir alle Wurzeln von (4) |e.| = 1 und strebt die fiir x = o stetige und
beschrinkte Funktion @ (x) auf allen Restklassen (x,-+s) fiir s—o gegen endliche
Grenzwerte b(x,), so gibt es auch stetige Losungen u(x) von (1*) mit dem Verhalten
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lim u (x,+ 8) == bf(_a’;o) :

N
s—x
2
=0

2. Weiter sei in der Differenzengleichung (1*) z beliebig komplex, und
@ (x) moge etwa in einem nach rechts offenen Halbstreifen parallel der reellen
Achse definiert sein. Man kann dann die eben fiir reelles « angestellten Be-
trachtungen zum grossen Teil iibertragen.’

Man erhiilt so den

Satz III. Liegen alle Wurzeln wvon (4) ausserhalb des Einheitskreises und
strebt @(x) auf jeder Restklasse (x,+s) eines nach rechts offenen Halbstreifens fiir
s— o gegen einen endlichen Grenzwert b(x,), so gibt es genau eine Losung u(x) von
(1*) mit entsprechendem asymptotischen Verhalten. Ist @(x) im ganzen Halbstreifen
reguldr und beschrdnkt, so ist auch u(x) reguldr und beschrinkt.

Der Satz gestattet Erginzungen fiir Wurzeln auf dem Einheitskreise.

Wir wollen einige Anwendungen von ihm machen:

a.) Zeigt @(z) in einem nach rechts offenen Halbstreifen das asymptotische

Verbalten lim Vl_tjii('x+s)| =1({x) < q. wobei ¢{(#40) das Minimum der Betrige
Bt X
der — irgendwie gelegenen — Wurzeln von (4) ist, so gilt auch fiir genau eine

8
Losung «(x) von (1%) lim V|u(z+s)] < I(x) < ¢, und u(x) ist sicher regulir, wenn

§—®

o (x)

iy
I, zwischen ! und ¢ im ganzen Halbstreifen beschrinkt bleibt.*
Die Substitution «(x) = ¢*v{z) fithrt nimlich (1*) iiber in die Gleichung

1.) @ (x) regulir ist, 2.) l(x) =1 < ¢ fiir alle « gilt und 3. fiir irgend ein

(39) Z pz C_n+i v (x + l‘) = w (x) C—;—(l‘—}“n)’

i—=0

! Die Konstruktion regulirer Losungen von (5) bei regulirem ¢ (x) und || <1 durch ge-
cignete Vorgabe der Werte etwa fiir 0 = R (x) < 1 — entsprechend der obigen Konstruktion stetiger
Losungen — stosst auf Schwierigkeiten und ist mir bis jetzt nur unter der Zusatzvoraussetzung
gelungen, dass ¢(x) nach links in den ganzen Streifen fortsetzbar ist und der Bedingung

8
-y 1
im V] x—9]| < ; geniigt, was ungefiihr dem in N. E. NorrLvND, Differenzenrechnung, Berlin
f——s C

1924, S. 402 behandelten Falle entspricht.
® Vgl. N. E. NorLuND, Differenzenrechnung, S. 401—-402.
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deren charakteristische Gleichung die Wurzeln %ﬂhat. Fir 1(x,) < ¢ < ¢ liegen

diese Wurzeln alle ausserhalb des Einheitskreises und ¢ () c~®+" strebt auf der
Restklasse (z,+s) gegen Null, so dass (30) auf (x, + s) genau eine nullstrebige Losung

v (2y+s5) und (1*) bzw. (1) also genan eine Losung u (w,+s) mit Lim V Ju (z,+s)| < ¢

§=—r0

hat. Da ¢ beliebig nahe an [(x,) liegen darf, gibt es daher auf (x,+s) genan

L3
eine Losung u(x,+s) mit im V |u(x,+s)| = I (x,) (genauer natiirlich = [ (x,)).

Indem man diesen Schluss auf alle Restklassen (z,+s) anwendet und die
so erhaltenen Funktionen wu{x,+s) zu einer Losung #(x) von (1*) zusammen-
schliesst, erhilt man den ersten Teil der obigen Behauptung.

Sind weiter bei regulirem ¢ (x) noch die Bedingungen 2.) und 3.) erfiillt, so
ergibt sich die Regularitit von u(z), indem man ¢ der Bedingung /, < c¢<g
entsprechend wihlt und den Satz IT1 anwendet.

b.) Wir betrachten die Differenzengleichung

(40) ulz+1)—zulz) =g,
wo ¢ (z) in einem Halbstreifen R = 1,7 = Jx = 7, der Bedingung

Iy < |72

mit konstantem C geniigt.!
Setzt man u(x) = v (x) I'(z), so geht (40) iiber in

vie+1)—oviz)=
Diese Gleichung hat die einzige nullstrebige Lisung
v() E)I‘(x+s+1) 0 x
(dass der Fall ¢ = 1 vorliegt, ist hier unwesentlich) und ist im ganzen Halbstreifen

regulir, wenn ¢ (x) regulir ist. (40) hat also genau eine Losung mit der Wachs-
tumsbeschrinkung

! Vgl. N. E. NORLUND, Differenzenrechnung, 8. 409..
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Ju(x)| < Ollrgix) )

nimlich

o

x”_@_)__ g _glets
Z I'lx+s+1) s;_ox(x+1)_~--(x+s)’

bei regulirem ¢ (z) ist sie reguliir.

Ist @(x) dariiber hinaus eine ganze transzendente Funktion, so kann man
diese Losung u (x) zunichst zu einer meromorphen Funktion erginzen mit Polen
erster Ordnung in z=0,—1,—2,.... Aus ihr gewinnen wir dann weiter leicht
auch eine ganze transzendente Losung von (40) durch den Ansatz u, (x) = u (x) — ¢ I" (x).
Alle Funktionen u,(z) sind Losungen von (40). Wihlt man ¢ so, dass der Pol
von %, (x) im Nullpunkt verschwindet, so wird u, (x) iiberall regulir.

3. Die Betrachtungen lassen sich auch auf den Fall ausdehnen, dass die
Koeffizienten p; von (1*) zwar auf jeder Restklasse eines Halbstreifens konstant
sind, aber auf verschiedenen Restklassen (z,+s) verschiedene Werte p;(z,) haben.
Besonders einfach liegen die Dinge, wenn die Koeffizienten p;(z) in einem der-
artigen Halbstreifen regulire periodische Funktionen mit der Periode 1 sind und
die Wurzeln o, (x,) immer ausserhalb des Einheitskreises liegen. Strebt dann ¢ (z)
auf jeder Restklasse (x,+s) gegen einen endlichen Wert b(z,), dann gibt es

b (xx,)

genau eine Losung «(x) von (1*), die auf (x,+s) gegen - —->— konvergiert, und
Zpi (o)
=0

u(x) ist sicher regulir, wenn ¢ (z) regulir und beschriinkt ist.

§ 4. Einige Hilfssitze.

Zu spiiterer Anwendung seien noch einige weitere Ergiinzungen des Satzes I
angefiigt,

Wir betrachten zugleich mit der Differenzengleichung
(s) uls+1)—auls)=gp(s)

die Gleichung

(s7) tls+1)—laft(s)=uls) (sl =l

21 — 27377. Acta mathematics. 51. Imprimé le 27 décembre 1927.
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Entsprechend (7) ergibt sich fiir die Losungen von (3) und (5')
ule)=gls—nt+tepls—2)+-+ o @ (0)+*u(0),
t=ple—1)+|aluls—2)+ - +lal ulo)+|elt0)
Zu jeder Losung u(s) von (5) gibt es Losungen £(s) von (5’) mit
lu ()| <[t (s)|=¢ls);

man braucht dazu nur ¢(0)=|u(0)] zu wihlen. Insbesondere besteht diese
Beziehung also zwischen den Losungen #{s) und ¢(s) mit den Anfangswerten
u(0)=t(0o)=o.

Hat (5') eine Losung von der Form

1 S ulsto)
ts)=—i— 2 ,
[12 (af
so hat (5) eine entsprechende Lisung
12, pls+o)
ul)=— =3 F22
0=0

Die Losungen der Gleichung
(1) (E—a1)(E—e)) - (E—ean)u(s)=g(s)
kann man abschiitzen, indem man sie etwa mit den Losungen von

(') (E—la])(E—lal)- (E—laa])t{s)=pls) ) zlp6)])

vergleicht.
Es sei z. B. fiir alle s

(41) lps)|=C (C konstant).

Man kann dann in (3") z(s)= ¢ wiihlen und findet unter Ausschluss des Falles
la]=1:
Ist |e|< 1, so gilt fiir alle Losungen von (5)
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C
lu@|=C1+]e]|+]|e?+ - +|a|“‘)+|a|’|u(o)|<1_—M+|a|“|u(o)|,

insbesondere fiir die' Losung mit u(0)=o0

Ist |a|>1, so hat (5) die beschrinkte Losung (s 2 q) 8+a

U—O

C

C -]
1= (0] 2 faF~ fal =

Il/\

Wie auf 8. 137 erkennt man, dass dies die einzige beschrinkte Lésung ist.
Die Gleichung (1) zerfillen wir in ein System

w(s+1)—eru(s)=ua(s), ua(s+ 1) — s ue(s) =us(s), ..., tta{s+ 1) —anun(s)=g(s),

wobel a1,@a,...,aq(d=n) innerhalb und egi1,@a+2,...,e, ausserhalb des Ein-
heitskreises liegen moigen. Auf dieses System wenden wir die eben erhaltenen
Ergebnisse an, wobei wir noch beriicksichtigen, dass den Werten 4 (0) =uq—1 (0)=
- =u; (0)=0 die Anfangswerte u(0)=u(1)=---=wu(d— 1)=o0 entsprechen. So
ergibt sich

Hilfssatz 1. Es seien d(=<n) Wurzeln von (4) innerhalb des Einheitskreises
gelegen, die anderen ausserhalb. Werter sei in (1)

(41). lgs)|=0 (C konstant).
Dann gibt es zu d belicbigen Anfangswerten w(0),u(1),...,u(d—1) genau
eine' beschrankte Losung von (1). Fiir die beschrinkte Losung mit den Anfangswer-
ten u(0)=wu(1)=--=u(d—1)=0 gilt insbesondere
(42) I“(S)I§M10 (Ml:HII—;Ml )
v=1 ”

! Wenn d=o ist, gibt es wieder itberhaupt nur eine einzige beschriinkte Losung. Entspre-
chendes gilt im folgenden immer in den Fillen d=o0,d+ g=o,dq=o,d(; =0 (die Bedeutung von
g,dq, d; folgt spiter).
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Geniigt @ (s) der engeren Voraussetzung (2), dann zeigen die beschrankten Lé-
sungen alle das Verhalten (3) (vgl. Satz I).

Hilfssatz 2. Es sei [ die grosste Vielfachheit, die bei den auf dem Einheits-

kress liegenden Wurzeln oy, @n—1,...,an—ct+1 (0=e=n) vorkommt. Von den ibri-
gen Wurzeln migen a,as,...,aq(0=d=n—-e) innerhalb des Finheitskreises liegen,

die anderen ausserhalb. Weiter strebe in (1) (s)—o0 fiir s— o, und die Glerchung

(43) (E—1)ts)=pnls)

habe fiir ein positives p(s)=|qp(s)| eine nullstrebige Lisung = (s).
Dann hat auch (1) nullstrebige Losungen, und zwar zu d beliebigen Anfangs-

werten u(0),u(1),...,u(d— 1) genau eine. Fir die nullstrebige Losung mit u(o)=
u(l)=- =uld—1)=o0 gelt:
(44) Juls)| = el ()],

wober 1 (s) die nullstrebige Lisung der Gleichung
(45) (E—les)(E—]ea]) - (E—]an-c])t{s)=7(s)

mit den Anfangswerten n(o)=n(1)=---=1n5(d—1)=0 und M, eine nur von den
Koeffizienten wvon (1) abhdingige Konstante ist. Liegt keine Wurzel auf dem Ein-
heitskreis, dann wird (43) hinfdillig. (1) hat dann sicher nullstrebige Lisungen und
in (45) kann man v(s) durch irgend ein p(s)=|g(s)| ersetzen.

Man sieht zunichst, dass unter der Voraussetzung (43) jede Gleichung

(E—af ul)=p() (Jel=1;1=r=1

genau die nullstrebige Losung

) S A & @lstotot - +o)
wi=(-5) 3 5 3 ebtotat ot

0=0 gy =0 Gp_1=0

hat. Fiir diese gilt

u(s)é 2 i i‘u(s-f-a-f-(n-f--"+Gz—1):"|7(3)|'

=007 =0 o07_1—0

Wir zerlegen nun
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(1) (F—e1) (K —aw) - (E—en)uls)=g(s)
in die beiden Gleichungen
(a) (B —e1) (E—ap) - (E—an) ul! (s)=u® (s),
(b) (B — ties1) - (E—an)u® (s) =g s).

Die Gleichung (b) lésen wir mit Hilfe der symbolischen Partialbruchzerlegung
(13). Wir erhalten fiir ihre einzige nullstrebige Losung

|w® (s)| = Ma|z(s)],
wo M, etwa gleich der Summe der Betrige der in der Partialbruchzerlegung von
PR S auftretenden Konstanten ist.
(Z_ a1l—e+1)' e (Z - an)
Schliesslich vergleichen wir (a) mit

(E—lea)(E—leal)- - (E—lan-c]) t(s)=Ia | (s)]

und erhalten so den oben ausgesprochenen Hilfssatz 2. Die Bedingung, dass(43)
eine nullstrebige Lésung hat, ist im Einklang mit Satz I* gleichbedeutend da-

mit, dass

(46) i i i plo+ao + ...+0:—1)=i(82-_l__11)u(s)

d—0 0,=—0 0;_1=70 8=—0
konvergiert (wegen wu(s)=o darf man die Glieder umordnen). Anstelle dieser

Reihe kann man auch die Reihe D) s~! u(s) betrachten, und es ist

[7(s)|= 0 (7(s)) mit 7(s)= i ¢ (o)t

Bemerkenswert ist der Fall, dass e=1 und d=o0 ist. |z(s)| nimmt dann
monoton ab, und es gilt in (44)

761 T[T 1701

! Abgesehen von dem trivialen Fall, dass g(s) fiir alle 3 von einer Stelle S an verschwindet.
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also fiir die einzige dann vorhandene nullstrebige Losung von (1) einfach
(442) lule)| = Ms|z(s)] =0(z(s)) .
Hilfssatz 2. ldsst sich verallgemeinern zu

Hilfssatz 3. Unfer den auf dem FEinheitskreis liegenden e Wurzeln an,

An—1,- .., Cn—gr15¢ten € (=€) verschiedene; sie seien kurz mit B1,2,..., P bezeich-
net, und ry,73,...,re seten thre Vielfachheiten. Weiter habe fiir ein h mito < h=l,
l=Max r,, und ein p(s)=|g@(s)] die Gleichung

v»=1,2,...,¢

(47) (E—1)tls)=nls)

eine nullstrebige Losung ©(s), d. h. D) 8" u(s) konvergiere', und es ses

8=0
g» =Min (h,7,) und g =Z gy -
y=1

Dann gibt es zu d+g beliebigen Werten u(0),%(1),...,u(d+g—1) genau
exne Losung u(s) von (1) mit dem Verhalten

u(s)=o(s?
Fiir die durch w(0)=u(1)="-- =u(d+g—1)=0 charakterisierte unter diesen Lo-
sungen gult
(48) lu(@=Ts)=(s+1)7s) (v (s)=o(1)),

wo T'(s) nur von den Koeffizienten von (1) und von u(s) abhdngt.
Zum Beweise betrachten wir zunichst die Gleichung

(49) (E—pg) uls)=y(s) (r=>o0,[fl=1;9(5)=0(1)).
Fiir jhre Lisungen ergibt sich durch Vergleich mit
(49") (E—1) ts)=%¥(s) (F(s)=0(1)),
wo ¥ (s) irgend eine positive Funktion mit ¥ (s) = |y (s) ist,

u(s)=o(s").

Fiir die Losung mit u(0)=wu(1)= - =u(r—1)=o0 gilt:

! Fiir =1 soll (47) nur bedeuten, das lim g(s)=o0 ist.
g—e2
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(50) Ju@I=186),

wo t,(s) die Losung von (49") mit ¢ (0)= - =t (r—1)=o0 ist.
Fiir die Losungen der Gleichung

(E—B)5 (E—B5) - (E—Beye u(s)=1(s) (g:+gs+ — +90=9)

folgt daraus auf Grund der Darstellung
51)  wls)=4,(E—B)" )+ A (E—B) @)+ + A (E—Be) ™ Pls)

u(s)zo(Ma'x s7° ) =0 (s").

vy=1,2,..., €

Insbesondere gilt fiir die Losung % * (s), die man erhilt, wenn man in (51) die
Funktionen (E—g8,)~! ¢ (s),... mit moglichst viel verschwindenden Anfangswerten
withlt, wegen (50)

(52) [u*(s)|= CT"(s) (" (s)=o(s").

g
Dabei ist etwa C= D\ |4,| und T"(s)=|#(s)|+|t: () [+ - +]&a(s)].

v=0

Die Gleichung (1) schreiben wir in der Form
(BE—B) - (E—B:Y (E—ay) - (E—an-e) (E—B) 9 (E—B)" " uls)=g (5)

und spalten sie in die beiden Gleichungen

(a) (E—B)7 - (E—B)" ul! (s) =u® (s),

(b) (E—e)  (E—ano) (E—B)- - (E—Be) " u? (s)=g(s).

Hier wihlen wir fiir »® (s) die — nach Hilfssatz 2 vorhandene — einzige null-
strebige Losung von (b) mit «® (0)=u® (1)= - =u® (d—1)=0. Sie geniigt

einer Beziehung
|4 (s)| = ¥ (s),

wo ¥(s)=o0(1) nur von den @, und von u(s) abhingt. Wir konnen daher wei-

ter eine Losung #(s)=wu*(s) voun (a) der Bedingung

(52) [w*(s)[=CT"(s) .

entsprechend bestimmen.
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Die allgemeine Losung  (s) von (1) mit dem Verhalten w(s)=o(s?) be-
kommt man, indem man zu u*(s) die allgemeine Losung w (s) der homogenen Glei-
chung (16) mit dem Verhalten w (s)=o0/(s") addiert. Diese hat, wie eine einfache
Uberlegung zeigt, die Gestalt

(33) w(s)=c;BitcssBi+t e Brtcpu1 B+ -+ I

- —1
tegrrattegrasalt o Fegro s el +ogras™ add,

wobei @;,ay,..., 20 mit d =<d die verschiedenen g,-,0s-,...,0a-fachen Wurzeln
em Binheitskreis sind, die wir vorliufiz als von Null verschieden vorausset-
zen. Da 8% s87° ...,¢72, ... linear unabhingig sind, kann man die d + g Konstan-
ten ¢;,¢cy,...,Ca+g eindeutig so bestimmen, dass u(s)=w*(s)+w(s) die Anfangs-
werte u(0)=u(1)=--=u(d+g—1)=0 hat. Dabei bleiben wegen

|u*(s)|= Max CT'(s)=C, (s=o0,1,...,d+g—1)
0=¢g=d+g—1
die Betrige dieser ¢, unter einer Schranke K (;, wo K nur von 83,,8,,...,0,,...
abhiingt. Es gilt daher fiir die so bestimmte Losung u (s)

[u@|=CT )+ K C (B F+s|8F+ - )SOT (5)+(d+g) K C,(s+ 1)
=T(s)=(s+1)y(s) | (7 (8)=0(1)),

und 7'(s) hingt nur von den Koeffizienten von (1) und von u(s) ab. Ist aber
etwa ¢;=o0, d. h. in (1) py=p, =" =p,—1 =0, dann reduziert sich (1) im wesent-
lichen auf eine Differenzengleichung (n —g,)-ter Ordnung fiir die Funktionswerte
u(e),u(o,+1),..., die man wie oben behandeln kann. Ausserdem kann man
dann von vornherein #(0)=wu(1)=":--=u(g, — 1)=0 annehmen, was ohne Einfluss
auf den weiteren Verlauf von u(s) ist.

Durch Substitutionen von der Form u(s)=gqv(s) kann man die Ausnahme-
stellung der auf dem Einheitskreis liegenden o, beseitigen. So erhilt man z. B.
aus Hilfssatz 1. den

Hilfssatz 4. Es gelte in (1)

(41a) o= Ce

mat konstantem q +«, (v=1,2,...,n). d sei die Anzahl der e, mit |a,|<q. Dann
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gibt es zu beliebigen Werten u(o),u(1),...,u(d,—1) genau eine Lisung u(s), fiir

die I—MS—S) beschrinkt bleibt. Fiir die Losung mit u(o)=--- =u{d,—1)=0 gilt
n I
(42a) |u(s)| = M, CfF (J}Iq‘—‘ H ,a‘_‘m ) :
y=1

Alle diese Hilfssiitze gelten natiirlich entsprechend auch, wenn man (1) nur
auf einem Bereich s=s,=o0 »l6st> {ohne Riicksicht darauf, ob die so fiir s=s,
sich ergebenden Losungen nach links bis s=o0 fortsetzbar sind, was bei p,=o0
nicht immer zutrifft). Zur Charakterisierung der Liosungen dienen dann die Anfangs-
werte u(s), % (so+ 1), ..., d. h. man betrachtet z. B. die beschriinkte Losung mit u (s,)=
u(s,+1)=--=u(sy+d—1)=o0 usw. Die Konstanten M,, M,, M, bleiben diesel-
ben. 7(s) in (44) ist zuniichst durch die nullstrebige Losung 5*(s) von (45) mit
1*(s)=-=n*(s,+d—1)=0 zu ersetzen. Man findet fiir s=s, aber leicht
|7%(s)] =7 (s)|, sodass man auch 7(s) beibehalten kann.? Entsprechendes gilt
fiir T(s)=(s+1)*y(s).

Da 5(s) und y(s) fir s— o« gegen Null streben, kann man s, bei beliebig
kleinem positivemr & so gross wihlen, dass |7 (s)| <& baw. |y(s)| < e fir s=s,
wird.

Die Ergebnisse dieses Paragraphen gelten auch, wenn eine der Wurzeln o,
gleich 1 ist.

II. Nichthomogene Poincarésche Differenzengleichungen.
§ 1. Anwendung der Methode der sukzessiven Approximationen.

Wir betrachten jetzt die allgemeine Gleichung

n

(54) N pils)uls+o)=gs)
i=0
mit
(55) Pals)=1, im p;(s)=p; (p: endlich; 2=o0,1,...,7—1),

die eine nichthomogene Poincarésche Differenzengleichung heissen moge.

! Man kime aber auch ohne diese letzte Bemerkung aus.

22 — 27377, Acta mathematica. 51. Imprimé le 27 décembre 1927.
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Unter der weiteren Voraussetzung

(56) lim @(s)=25 (b endlich)
8—r 0
werde untersucht, ob (54) Losungen hat, die fiir s— o endlichen Grenzwerten
zustreben.
Fir alle etwaigen derartigen Losungen kommt wieder nur

lim u(s)=— b
(57) e S

n
in Frage, wobei wir voraussetzen, dass Y pi=0, also 1 keine Wurzel der charak-

=0
teristischen Gleichung
(58) o+ poaa™ 1+ +pat+p,=o0
ist.
‘Weiter nehmen wir an, dass immer
(59) pols)+0

ist (hingegen darf lim p,(s)=p,=o0 sein). Auch diese Voraussetzung ist nicht

]

‘ganz unwesentlich. Beispielsweise kann es, wenn (59) nicht erfiillt ist, vorkommen,
dass an irgend einer Stelle s, fiir s=s5y,8+1,...,8+7n—1, d. h. in » aufeinander-
folgenden Gleichungen alle Koeffizienten

po(s)=p,(s)="=pa-r(s)=0
sind. Dann haben alle Losungen von (54) dieselben Werte
ulsotn)=g@(so) ulsotnti)=gls+1),... uls+2n—1)=@s+r—1);

sie fallen daher von dieser Stelle an zusammen und brauchen natiirlich nicht das
Verhalten (37) zu zeigen.

n
! Dass im Falle z p;=0 etwas abweichende Verhiltnisse vorliegen, habe ich an einigen Bei-
i=0
spielen in einer kiirzlich in den Gottinger Nachbrichten erschienenen Note gezeigt (Bemerkungen
iiber nichihomogene lineare Differenzengleichungen, Gott. Nachr. (math.- phys. K1.) 1926, 8. 192—199).
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Wir formen (54) um in

(60) ipiu(s + i) =p(s) +26,-(s)u(s+z’)
mit
(61) dils)=pi—pi(s), du(s)=0, lim & (s)=0 (¢=o0,1,...,2—1),

wofiir wir noch abkiirzend symbolisch

(60 a) Llu(s)| =g (s)+ Dy [u(s)]
schreiben.

Diese Gleichung suchen wir nun durch sukzessive Approximationen' zu 16sen.
Wir bestimmen nacheinander Funktionen

(62) w® (s), u® (s), ..., ulb (s), ...
als Losungen der Gleichungen mit konstanten Koeffizienten

(63) L [us)l=gls), Llu® (s)]=g(s)+ De[u(s)], ..., L[ (s)|=p(s) + Deuli(s)], . .. .
Damit ist gleichbedeutend die Bestimmung einer Folge von Funktionen

64) VO (s)=uCs), vV (s)=uN(s)—u(s),..., o™ (s) =0l (s)—ult—V(s),...

als Logsungen der Gleichungen

(63)  L[s)] = () LW () = Ds[v(s)), ..., L{v®{s)] = Dy o1 (s)], ... .

Aus jeder Folge (64) ergibt sich riickwiirts eine Folge (62) durch

Konvergiert eine derartige — noch sehr willkiirlich bestimmbare — Folge (62)
gegen eine Grenzfunktion,

lim %®(s)=1us),

b—x

! Vgl. O. PerroxN, Uber Summengleichungen und Poincarésche Differenzengleichungen, Math.
Ann. 84 (1921), 8. 1—15.-



172 Hans Spith.

8o ist diese wegen

Lu(s)] = L}Elim u®(s)] = @ (s) + Dy Pil& w1 (g)] = @ (s) + Dy [ (s)]
eine Losung von (60) bzw. von (54). Wir suchen auf diesem Wege speziell zu
Losungen mit dem Verhalten (57) zu kommen.
Es sei vorliufig fiir alle Wurzeln @, von (58) |a,|+ 1 vorausgesetzt, und
d sei die Anzahl der Wurzeln im Einheitskreise. Man kann dann nach Satz I
v9(s) als Losung der mit (1) identischen Gleichung

(65) L[v9(s) = ipt v (s +1) = g s)

der Bedingung
b

lim 9 (s) = ———

n
8—e®
2P
i=0

entsprechend wihlen, wobei man noech die Anfangswerte
v (o), v9(1),..., v (d—1)

beliebig vorgeben kann. Wegen (61) strebt dann D, [v%(s)] —o fiir s—o0, und
man kann weiter v¥)(s) als nullstrebige Losung von (65%), der zweiten der Glei-
chungen (65), wihlen und nacheinander ebenso ¢ (s), v®(s),...,v®(s),.... ~ Dabei
kann jeweils iiber die Anfangswerte o™ (0),v"™(1),...,v* (d—1) beliebig verfiigt
werden. Durch die Vorschrift

(66) o) =¥ {1)=---=iv¥{d—1)=0 (k=1,2,...)
ordnen wir der Funktion +*(s) eindeutig eine- Kette von Funktionen v (s) zu. Es
k
zeigt sich, dass die dazugehérigen Funktionen u® (s)=Zv(") (s) gegen eine Grenz-
x=0

funktion konvergieren, wofern die d;(s) einer in der Folge sich noch ergebenden
Bedingung geniigen.
Zunichst ist bei geeignetem C fiir alle s

|+96) = C,
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also
| D [0 ()| = D) 0:(s) v s +2) |=da C<d C
1—=0
mit
d‘s=i§0|6;(s)|und 6=1\B/I;0x ds.

"Nach Hilfssatz 1 aus I, § 4 gilt daher fiir die entsprechend (66) zu wiihlende

nullstrebige Losung v (s) der Gleichung (65")
U}

X

1—|a,

o) < M8 ¢ (o0.—11)

y—1

Daraus findet man weiter
| D: [v'(s)] | = M, 6% C,
| @ (s) |= (21, 6)2 C,

"y

allgemein

(67) | o (s)] < (B, d)* C.

Wenn nun von Anfang an die d:(s) so klein sind, dass

. < AS
(68) Mid<1,d.b.Max S |oda)] < 37

=0

ist, dann konvergiert die Reihe D\ v (s) fitr jedes s absolut, und ihre Summe
k=0

L]

(69) u(s)= 2 ¥ (s)

k=0

ist eine beschrinkte Losung von (54).
Aus der Beschrinktheit folgt aber sofort (57). wu(s) ist nimlich auch eine
Losung der Gleichung mit konstanten Koeffizienten

S pii(s+ ) = o () + Dy (5] = 7 9 @ (—b).
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Die beschrinkten Losungen dieser Gleichung streben aber, da kein e, auf dem
Einheitskreis liegt, fiir s— oo alle gegen —;b -, also tut dies auch u(s).
2P
i=0
Ferner hat die Funktion u(s) die beliebig vorgegebenen Anfangswerte

(60) u(0)=2v9(0), % (1)=20(1),...,u(d—1)=(d—1).

Sie ist auch die einzige Losung mit diesen Anfangswerten und dem Ver-
halten (57). Denn ist u*(s) irgend eine derartige Losung von (54), so konnen
wir zu ihr eine Folge nullstrebiger Funktionen

0 (g}, #1) (s),. B (s), L
als Losungen der Gleichungen
L[ (o) = D, o ()], L [0 () = D [0 (5., L (5] = D [re o).
mit den Anfangswerten
rl#) (o) = 70 (1) = - = 9¥) (4 — 1) =0 (k=0,1,2,..)

hinzubestimmen. «* (s) ist beschrinkt; man hat also |u*(s)| < C fiir ein geeigne-
tes C und daraus wieder .

|79 () | < M8 C, |rO ()| BLORC ..., |19 ()| <ML+ C,... .

Unter der Voraussetzung (68) gilt daher fiir jedes s
lim 7®(s)=o0, also u* (s)=u*(s) + ) (r® (s) — e+ (s)).
ke

Die Funktionen
*0) (5) = a* (5)— 140 (5),, 50 (5) = 2190 (5) — 4 10) () .. ., 500 () == y{8) (5) — p kD) (5) .
sind aber Losungen der Gleichungen (65) mit dem Verhalten
b

lim v*©®(s)= — "~ und lim v*®(s)=o0 (k=1,2,...)
§—s® §—+0

2

i—0

und den Anfangswerten
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v*9(0)=u*(0),...,v* (d—1)=u*(d—1); v*®(0)=" =v*¥(d—1)=0 (k==1,2,...).

Sie miissen daher mit den Funktionen # (s),vV(s),...,o"® (s) identisch sein, und
folglich fillt auch w*(s) mit der oben konstruierten Losung u (s) zusammen. ,

Wir haben bis jetzt die Existenz von Losungen mit dem Verhalten (57) nur
unter. der Voraussetzung (68) nachgewiesen. Trifft (68) nicht zu, so gibt es we-
gen (61) ein so=0, so dass wenigstens

1

68a Max 6, <-—

( ) 828 : Ml

ist. Wir 1osen dann (54) — mit demselben Verfahren' — zuniichst auf dem Be-
reich s=s, und erhalten so zu beliebig vorgegebenen Werten

% (s0) = (50}, (s0 + 1) =00 (s, + 1),...,0(50 +d — 1) =00 (5o +d — 1)

fir s=s genau eine Losung mit dem Verhalten (57). Diese Losung kénnen
wir dann wegen (59) nach links iiber s, hinaus bis s=0 eindeutig fortsetzen.?
Es gibt also, wenn keine Wurzel o, auf dem Einheitskreis liegt, immer Lo-
sungen mit dem Verhalten (57).
Wir lassen jetzt auch Wurzeln auf dem Einheitskreis zu; [ sei die grosste
bei ihnen vorkommende Vielfachheit. Anstelle von (55) machen wir aber die
schirfere Voraussetzung, dass

! Es sei hier darauf hingewiesen, dass, sobald (68) erfiillt ist, das Approximationsverfahren
immer konvergiert, anch wenn die di(s) nicht gegen Null streben. Man kann daher auf diesem

n
Wege z. B. auch die Losungen einer Gleichung mif konstanten Koeffizienten X (pi+ di)u (8+14)= ¢ (5)
i=0
gewinnen, wenn nur die J; geniigend klein sind. Durch Vergleich der so erhaltenen Ergebnisse mit
Satz I ergibt sich ncbenbei folgender Satz (vgl. noch II, § 2 und 3):
Wenn zwischen den Gleichungen

(a) 2htpn—127 Tl py=(z - )(z— ) - (z—an)=0 (evl+1)
(b) gm M+ qm—12"—1 + ... +g,=0 (m = n
Max (m,n) n
die Beziehung 3 |p:—qif < I |1 —| ]| besteht, dann haben (a) und (b) gleich viel Wur-
i=0 v=1

zeln innerhalb des Einheitskreises. (Dieser Satz ist natiirlich auch auf mehr direktem Wege leicht
beweisbar.)

? Die Voraussetzung (59) hat also im wesentlichen nur den Zweck, die eindeutige Fortsetzung
der fiir 8 = 5, erhaltenen Losungen bis zu s=o zu sichern.



176 Hans Spath.
(71) 25 o @+ ]+ +]duls) )= 8710
§=0 8=0

konvergiert.!

Es gibt dann zunichst allgemein (auch wenn (56) nicht zutrifft) zu jeder
beschrinkten Lisung u(s) von (54) genau eine beschrinkte Losung u(s) der ent-
sprechenden Gleichung mit konstanten Koeffizienten

(1) L{a6) =S pals+)=gl),

die das Verhalten

(72) @ (s)=u(s)+o(1)

zeigt und die Anfangswerte

(73) 4 (0)=wu(0),a(1)=u(1),...,a(d—-1)=u(d—1)
hat. u(s) geniigt ja der Gleichung

(60a) L (u(s)]=g@(s)+ D [u(s)],
und weiter ist

u(8) < Cund|D,[u(s)|< Cds
mit konstantem C. Wegen (71) hat daher nach Hilfssatz 2 von 8. 164 die Gleichung
Lv(s)=D; u(s) =y s)

genau eine nullstrebige Losung v(s) mit v(0o)=1wv(1)=---=wv{d— 1)=o0, folglich (1)
die den Bedingungen (72) und (73) geniigende Losung

() =wu(s) —v(s).

Umgekehrt kénnen wir auch zu jeder beschrinkten Losung #(s) von (1)
durch sukzessive Approximationen iiber eine Kette (64) mit v%(s)=1 (s)— denn
die Gleichungen (1) und (65”) besagen ja dasselbe — eine Losung u(s) von (54)
mit dem Verhalten V

! Wenn keine Wurzel oy suf dem Einheitskreise liegt, gelten die folgenden Ausfithrungen
schon unter der Voraussetzung (55); dieser Fall wird so erneut erledigt.
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u(s)=1(s)+o(r)

konstruieren. Wir beschrinken uns dabei auf einen Bereich s=s,, wo so noch
genauer festgelegt werden wird.

Es sei also 4 (s)=1"(s) gesetzt. Dann gilt mit geeignetem C
|9 (s)] < € und | D, [+ (s)] | < C 6, (s = s0).

Wegen (71) hat daher nach Hilfssatz 2 von S. 164 die Gleichung (65) fiir s = s,
genau eine nullstrebige Losung ¢ (s) mit ¢V ()= =V (so+d—1)=0, und
fiir diese Losung gilt

|vW ()| = C M|y (s)|und| Dy vV (s)] | = C M2 s (s 2 80; 7 =Max | n(s) ]},

sze

wobei M und 7 (s) entsprechende Bedeutung haben wie im Hilfssatze 2. Man kann
also auch ¢™(s) und weiter dann v¥(s),v® (s),... als nullstrebige Losungen der
Gleichiungen (65) unter der Nebenbedingung

o (s0) == 0¥ (g + 1) =-- =0 (8o + d — 1) =0 (k=1,2,...)
bestimmen. Fiar diese Funktionen gilt
(74) [+® ()| = O M (M, m)—2|n (s)] (5= o).

Wir wihlen nun s, so, dass
Myn<1
‘wird, was wegen 7 (s)—0 moglich ist (vgl. S. 169). Dann konvergiert wieder
a L

Dol ) = u(s) = a(s)+ D e (s)

k-0 k=1
fiir s = s,. u(s) ist eine Losung von (54), fir die wegen (74)
(75) u(s) = @(s)+o(r)
gilt. Ferner ist
(76) w(s) == (8p), % (%o + 1) =i (s,+1),...,0(sp+d—1) == @(s,+d — 1).

Ahnlich wie auf 8. 174—175 zeigt man, dass nur diese eine Losung den Bedin-
gungen (75) und (76) geniigt. Unter der Voraussetzung (59) kann man sie wieder
nach links bis s = o fortsetzen.

23 —- 27371, Acta mathematica. 51. Imprimé le 27 decembre 1927.
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Insbesondere koénnen also auch (54) und (1) nur gleichzeitig Losungen mit
dem Verhalten (57) haben.
Es haben sich somit folgende Siitze ergeben:

Satz IV. FEs sei in der Differenzengleichung

(54) Dpls)uls+i)=gs)

mat

(55) Pa(8) = 1 und lim p;(s) = ps (piendlich;i=0,1,2,...,n — 1),
(59) Pols) + 0

die weitere Voraussetzung

(_55) imp(s)=0b (b endlich)

§=— 0

erfiillt. Wenn dann keine Wurzel a, der charakteristischen Gleichung (58) auf dem
Einheitskreis liegt, dann gibt es tmmer Liosungen mit dem Verhalten

) b
(37) limug) =5
2

i=0

und zwar, wenn d die Anzahl der Wurzeln im Einheitskreis und s, der Bedin-
gung (68 a) entsprechend gewdhlt ist, zu beliebig vorgegebenen Werten

u(sy), ul(so+1),...,u(so+d—1)

genau eine.

Wenn alle Wurzeln o, ausserhalb des Einheitskreises liegen, gibt es eine
einzige derartige Lisung.

Zusatz. Liegen die Wurzeln o, zum Teil auf dem Einheitskreis, und ist,
unter 1 die grosste ber derartigen Wurzeln vorkommende Vielfachheit verstanden,

(71) 34, (d.= ﬁlpf—pf(s)l)

konvergent, so hat (54) unter den ibrigen Voraussetzungen des Satzes IV genau dann
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Lisungen mit dem Verhalten (57), wenn die entsprechende Gleichung mit konstanten
Koeffizienten

(1) Swaltd=p)

derartige Liosungen hat.

Satz V. Allgemeiner, d. h. auch wenn (56) nicht erfillt ist, haben unter den
Voraussetzungen (71) und (59) die Gleichungen (54) wnd (1) <mmer gleichzeitig
beschrinkte Lisungen :

Zu jeder beschrinkten Liosung wu(s) von (54) gibt es genau eine Liosung #(s)
von (1) met

(72) @ (s)=u(s)+o(1),
(73) %(0) ==u(0),#(1) =u(1),...,%(d—1)=u{d—1)

und umgekehrt bev hinreichend grossem s, zu jeder beschrinkten Losung i (s) von (1)
genau eine Losung von (54) mat

(75) u(s) =a(s)+o(1),
(76) w(so) = @(se), u(so+ 1) =1h(s,+1),...,u(sp+d—1)=1t(sy+d—1).

Satz V umfasst auch den Fall, dass 1 eine Wurzel von (58) vst.

§ 2. Ergénzungen.

Das in § 1 auseinandergesetzte Approximationsverfahren konvergiert auch
in vielen anderen Fillen und liefert so verschiedene Verallgemeinerungen der

obigen Siitze. Die Voraussetzungz pi =0 ist dabei unnétig.
1=0
1. Es habe zum Beispiel (1) bzw. (65%) eine Losung 4 (s) = v¥ (s) mit
[v9(s)] = Cgr,

wo C und ¢=+|e,|(»=1,2,...,7) Konstanten sind. Es ist dann fiir s = s,

| D (= Cd’ = Co' g
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mit
& =)+l () |+ - +¢"|dn(s)| und ¢’ = Max ds,

828

und nach Hilfsatz 4 von S. 168 hat dann (65) fir s = s, genau eine Losung
U (s) mit

oV ()] = CM, 0 ¢
und

v (s)) = vl (s, + 1) == -+ = vV (gp+dg—1) == 0.

dg ist dabei wieder die Anzahl der e, mit |e,| < ¢. Fortfahrend kann man ebenso
v® (s),...,2% (s) den Bedingungen '

|o®(s)| = C(6" M g* und v (sg) = -+ = v¥ (sy+ dg—1) =0 (k=21,2,..)

entsprechend eindeutig bestimmen, und wenn d' M, < 1 ist, was wegen (55) fiir

geniigend grosses s, sicher zutrifft, so erhilt man fir s = s, eine Losung

u(s) = (s)+ D\ v¥(s),

die den Bedingungen
lu@)) = C¢,
(77) u(s)) = @ (so), u (s + 1) =B (sg+ 1),...,%(s0+dg—1) == (s, + dyg—1)

geniigt. Ahnlich wie auf 8. 174—175 zeigt man, dass es die einzige derartige Losung ist.
Fiir die Konvergenz des Verfahrens ist es wieder ganz unwesentlich (vgl.
S. 176), dass d; >0 strebt fiir s— %; es gentigt, dass ¢’ M, < 1 ist." Wenn aber

lim 6" = o ist, kann man fiir die so erhaltenen Losungen noch weiter
g——r 0

(78) u(s) = a4 (s)+o(q)

finden. (Man erhilt diese Ergebnisse auch aus Satz V vermittels der Substitution
u(s)=q"v(s).)

! Schreibt man in der Kette {vl)(s)} bei beliebigem v(0 (8) immer vk (0) == v (1) ="+ =
v {n—1,=0(k=1,2,...) vor, so konvergiert das Verfahren iiberhaupt immer und liefert alle
Lasungen von {54), dadann wegen der Voraussetzung 4, (8)=o0 sogar v{0)=---=e¢lli{n+k—1) =0

ist, also fiir irgend ein (festes) s = n alle v (8) mit k= s+ 1—n verschwinden.
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Eine geringe Modifikation dieser Schliisse ergibt den schon in der Einleitung
(mit ¢ = 1) erwihnten Satz:
Es seien in (54) die Voraussetzungen (535) und (59) ernfullt, und weiter se:

(©) [ = q (mst endlichem q). Dann gibt es auch Lisungen u(s) mit lim VI u(s)[=q,

§——® o
und zwar, wenn dg die Anzahl der a, mit |a,) = q und s, hinreichend gross ist,
zu beliebig vorgegebenen Werten u (so), u(so+1),...,u(s,+dg—1) genau eine.

Bei kleinem & >0 gibt-es nimlich genau di Wurzeln «, mit |e,|< g+e.
pls)
(g +e)

beschriinkt ist. Man kann sie durch die Werte u (s), . . ., % (so+ dg —1)

Andererseits ist

uls)
(g+ef
charakterisieren, wobei es zunéichst von ¢ abhiingt, wie gross s, mindestens zu
withlen ist. Da man aber diese Wahl so treffen kann, dass s, zugleich fiir ein

u(s)
(g+erl

beschriinkt. Es gibt also auch Losungen u(s) von (54),

fir die

beliebig gegebenes & < ¢ passt, so bleibt fiir alle diese Losungen auch (

beschriinkt, woraus fiir ¢ —o0 der Satz folgt.
2. Weiter habe unter der Annahme, dass die Wurzeln o, zum Teil auf
dem Einheitskreis liegen und (71) erfillt ist, (1) eine Losung @ /(s) = v (s) mit

(79) |9 s) | = Ofs+ )2 (C konstant; o= h=1—1).
Es ist dann
10,006 06+ 1 (18 @1+ (Z22) 10+ (2 1) = Cuts)

und wegen (71) ist D " ' u(s) konvergent. Wir wenden jetzt Hilfssatz 3 von

s=0
S. 166 an. Nach diesem hat (651} fiir s = 5, eine eindeutig bestimmte Losung v (s)
mit dem Verhalten

[v ()| = Cls+1)iy(s) =y Cls+ 1) (y=Max y(s))

38

und den Anfangswerten
oW (sg) =10 (sy+ 1)="--- =W (s, +d+g—1)=0.

7(s) und ¢ haben dabei dieselbe Bedeutung wie in Hilfssatz 3. Man erhiilt wieder
zu v%(s) eine eindeutig bestimmte  Kette von Funktionen v¥(s), die den Bedin-
gungen
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%) ¥ ()| < Cry()ls+ 1P (=80 k=1,2,...),
8o

geniigen. Fiir hinreichend grosses s, wird y <1, und wir haben in
u(s)=1u(s)+ D o¥(s)
k=1

fiilr s= s, eine Losung von (54), die wegen (80) das Verhalten
(81) u(s)=1(s)+ o(s"

zeigt und ferner die Werte
(82)  wlso)="1(so), u(so+1)=1h(sy+1),...,u(s0+d+g—1)=0(so+d+g—1)

hat. Es ist die einzige (81) und (82) geniigende Losung (vgl. S. 174—175). Falls kein
a, auf dem Einheitskreise liegt, also g=o0 ist, ergibt sich das entsprechende Ergebnis
schon unter den Voraussetzungen (55) und (59).

3. In allen diesen Fillen ist die bis jetzt der Einfachheit halber gemachte
Voraussetzung p,(s)=1 fiir die Konvergenz des Approximationsverfahrens ohne
Bedeutung. Es geniigt genau so die Voraussetzung

lim pn (s)=pn (ps endlich).

§o—e 00

Daber darf auch p.=o0 setn. Wir setzen nur voraus, dass Z pe& nicht
=0
identisch verschwindet. Um bei beliebigen Anfangswerten u(0),...,u(n—1) die
Fortsetzung der Losungen nach rechts zu sichern, kann man noch die Vorausset-
zung p,(s)4 o0 machen. Die Anwendbarkeit des Approximationsverfahrens ist aber
davon nicht abhingig.
Ist

Prn=DpPr1=" " =Pm+1=—0, pm*o (O-—S—mén),

so reduziert sich die charakteristische Gleichung (58) auf eine Gleichung m-ten
Grades. Es sind dann % —m Wurzeln »ins Unendliche geriickt», welche als ausser-
halb des Einheitskreises gelegene Wurzeln mit zu zihlen sind. Ebenso reduziert
sich die (54) zugeordnete Gleichung
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n m

(1) L) = S pufs+i= Dpisls+i) =g

=0 =0

auf eine Differenzengleichung m-ter Ordnung. Man kann noch pn='1 annehmen,
da man ja in (54) durch p. durchdividieren kann; doch ist das unwesentlich.

Das Approximationsverfahren wird wieder genau so gehandhabt wie in § 1
und oben unter 1 und 2. Dabei ist in den Gleichungen (65)

Lv(s ]—Zp, (s+2) und D,[v 26, v(s+1).

i=0

Man erhilt entsprechende Ergebnisse. U. a. liefern dhnliche Schliisse wie oben
unter 1. den-

Satz VI. Es sei in (54)
Po(s)F0 und lim p;(s)=p; (pi endlich;i=1, 2, . ..,n)
g0
und

Ph=Pn1="" =Put1=0,Pm + O (o=m=n)

Weiter sei hm qu) (s)|=2 endlich.
Dann gzbt es bei hinreichend grossem s, zu m beliebigen Anfangswerten wu(s,),

—_— g —_——
w(so+1),...,u(s+m—1) genau eine Lisung u(s), fiir welche lim V |u (s)| endlich ist.
g~

Fiir jede andere Lisung mit diesen Anfangswerten ist lim V]u(s)]= .

§=-e0

Dieser Satz gilt sogar noch unter den allgemeineren Voraussetzungen

(83) (a) Pols) o,
(b) P0(8)0, Pu—i ()0, . .., put1{s)—0 fiir s> (o=m=n),
(c) FACIEYY (w=o0,1,...,m—1),
(@ o<e=|pn(s)],

wo C und ¢, ¢ < C, Konstante sind.!

! Es geniigt natiirlich auch, dass (83¢) und (83d) von einer Stelle §=o0 an erfiillt sind;
Gleiches gilt im Satz VII von (86c¢) und (86 d).
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s

Die Losungen u(s) mit endlichem lim V| u(s)] lassen sich nimlich durch suk-
s—

zessive Approximationen in der Form
kad .
w(s) =12 (s) + 3 v (s)
k—1

gewinnen, wobei an die Stelle der Gleichungen (65) die Gleichungen

L {9 (s)] = 9 (s + m) = 9ls) =g (s),
po=ierm= 28 g
(84)
v (s 4+ m) = D, =1 ()] =2 d; (s} %=1 (s +4) (k=1,2,..)
i—0
l — P (s) fur 2 = m,
mit d;(s)= Pmls) treten. Das folgt wieder aus Hilfssatz 4 von S. 168,

o fir i=m

der hier auf die Gleichung E™u(s)=-u(s+m)= @ (s) angewandt wird; es ist dabei

I .
dy=m, M, _(F fiir jedes ¢ =o0. Geniigt

0> Tm Vip@] =22 lim Vg

S D

der Bedingung
m—1
> D),
i0

Y

was z. B. fir ¢ > Max (},, m %) sicher zutrifft, dann ist wegen (83 b) fiir hinreichend

grosses s,= s, (q) auch

Max D |di(s)]g'=0d<g", d.h. d M,<1.
e S

Wenn man daher ausgehend von einer Losung v (s) von (84")) auf dem Bereich
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s=s, mit beliebigen Anfangswerten® v (s), ..., v!%(s,+m—1) den Funktionen
v¥(s)(k=1,2,...) immer die Anfangswerte o (s)= - =v¥(s,+m—1)=0 vor-
schreibt, so konvergiert das Verfahren sicher und liefert die einzige (vgl. S. 174
—175) Losung «(s) von (54) mit den Anfangswerten u (so)=v%(sy), ..., % (s, +m~—1)

—_— & R
=1(sy+m—1) und dem Verhalten lim Vju(s)| =¢q. Der Rest folgt aus ¢— .

§—s

Fiir die so gefundenen Losungen gilt nun sogar weiter

(8s5) lim V]u(s)| < Max (l,mg)-

Denn man erhilt diese Losungen genau so, wenn man s, durch irgend ein s, = s,

ersetzt. Da man nun s, zugleich fiir ein beliebiges ¢’ > Max (1, m f) passend wih-

&
len kann, erweisen sie sich auch als die Losungen mit lim Vfu(s)| <¢’. Aus

q¢— Max (l,mg) folgt (8s).

Ein Gegenstiick zu Satz VI ist der
Satz VII. Die Koeffizienten von (54) mogen den Bedingungen

(86) (a) Po(s)=*o0,
(b) Po(8)> 0,1y () >0, .., pw—i(s) =0 fiir s> (0=m'=n—1)7
(c) I ()= C (m'+ 1= p=n),
(d) 0< ¢ = |pm (s)]

mit konstantem C' und c’,¢’ < C', geniigen, und weiter sei

’

$
VT 1 ¢
(87) }l_ﬂV|¢(3)|—l<n_—W?'
Dann gibt es bei geniigend grossem s, zu beliebigen Werten u(s,), . .., u(s,+m —1)
genau etne Liosung mait
(88) lim V]u(s)] <.

8 0C

! Die einzelnen Losungen v(0) (s) auf dem Bereich s = s, unterscheiden sich nur in diesen An-
fangswerten; bis auf eine sind sie nach links iiber s, hinaus nicht fortsetzbar.
* Der Fall m'=n ist schon in § 2, 1 erledigt worden.

24 — 27371. Acts mathematica. 51. lmprimé le 27 decembre 1927.
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8

Fiir alle andern Lisungen ist }1}; I“(S)I_n—_—m' C

Zum Beweise betrachten wir wieder nur die Gleichungskette

v (s+m 9’_&2,
fs+m')= Pm (8)
_ pils) fir ¢ ==m,
v® (s +m) Zd, V(s +2) mit d;(s)= P (8) k=1,2,... .
o fir i=m’
Geniigt ¢ der Bedingung
1=, =wc

80 ist

pALACIN AL
i=m’'+1
und wegen (86b) fiir hinreichend grosses s, auch

Max Z|d.(s ¢ < q™

828

Sobald aber das der Fall ist, konvergiert wieder nach Hilfssatz 4, wobei M, ——E—, ist, das

Approximationsverfahren mit der iiblichen Vorschrift v (s))=--- =v® (sp+ m'—1)=0
(k=1,2,...) und liefert alle Losungen, fiir welche

’

ist. Man kann nun wieder p gegen 1 bzw. gegen hfI”?% streben lassen und

erhilt so den obigen Satz. (Ist lim V[ pw (s)] =1, so gilt in (88) sogar genauer
F and ]
lim Vlu =4 )

4. Man kann hier auch die Summengleichung



Nichthomogene lineare Differenzengleichungen. 187

(89) D pinls+o)— Zd, u(s+i)=@(s) mit pa=1,p,— 0, (s) 0

=0 =0

einbeziehen, wo M\ |d;(s)|¢* =d(s;¢) fiir ein geeignetes ¢ > o0 konvergiert und
=0
d (s;9)—0 mit wachsendem s strebt (oder auch nur Max |4 (s; q)]<MI—-=
828 q

n

[Ilg — les|| fiir ein s ist). Durch eine von Herrn Perron in seiner Arbeit »Summen-
=0

gleichungen und Poincarésche Differenzengleichungen» angegebene Transformation
kann man auch allgemeinere Summengleichungen auf diese Form bringen, und
so erhilt man die dort abgeleiteten Ergebnisse.

Ebenso kann man zum Beispiel bei beschrinktem ¢ (s) auf die Existenz
beschrinkter Losungen von (89) schliessen:

n
Falls keine Wurzel a, UO’IZZ pidd =0 auf dem Einheitskreis liegt wund
=0

= D1 8:(s)| fiir s— o gegen Null strebt (oder wenigstens Max d, < r—lell
” 88,

v=1
fiir ein sy ist), gibt es immer solche Lisungen (Hilfssatz 1); falls Wurzeln auf
dem FEinheitskreise vorkommen und

(71a) S s14, (a,= 3 las) |)

i=0

konvergrert, genau dann, wenn
n
Apit(s+i)=gls)
1=0
beschrinkte Losungen hat (Hilfssatz 2).
§ 3. Die homogene Gleichung.
Wir machen einige Anwendungen auf die homogene Gleichung

(90) Zpa w(s+e) =

mit ¢ (s) =



188 Hans Spith.

1. Satz IV besagt hier:

Es seien in (9o) die Voraussetzungen (55) und (59) erfiullt. Ausserdem gelte fiir
alle Wurzeln e, von (58) |a.| 5% 1, und d sei die Anzahl der Wurzeln im Ein-
heitskreise. Dann gibt es bei geniigend grossem s, zu d beliebigen Werten w (s), . . .,
w(so+d—1) genau eine nullstrebige Losung von (90). Die Gesamthest aller null-
strebigen Lisungen hat also ein Fundamentalsystem von d unabhdngigen Funk-
tionen.

Daraus folgert man leicht den bekannten Satz von Perron iiber Poincarésche
Differenzengleichungen*:

Unter den Voraussetzungen (55) und (59) seten

0=, << <(u

die verschiedenen absoluten Betrdge der Wurzeln a, der charakteristischen Gleichung
(58), und e, sei die Anzahl der Wurzeln vom Betrage q,, mehifache mehyfach ge-
zdhlt.

Dann hat die Differenzengleichung (90) ein Fundamentalsystem von Lisungen,
das derart wn u Klassen zerfdllt, dass fiir die Lésungen der A-ten Klasse und
deren lineare Verbindungen die Beziehung

PR, ’ S—
3-1'_.1?& Vl%(s)l =q,
statthat. Die Anzahl der Losungen in der A-ten Klasse ist gleich e

2. Es sei weiter der Fall betrachtet, dass ein Teil der Wurzeln e, auf dem
Einheitskreise liegt und dabei (71) erfiillt ist.

Es sei etwa a, eine von ihnen; ihre Vielfachheit sei ». Die (90) entspre-
chende Gleichung mit konstanten Koeffizienten

Lw/(s)] == épi(s)ﬁ(s—#-i):o

hat dann unter anderem die Losungen

s 2 reo1 8
AnsSUp,e. ., 8 On.

! Die Ausfithrung lduft auf eine Wiederholung des von Herrn PERRON in Summenglei-
chungen und Poincarésche Differenzengleichungen, Math. Ann. 84 (1921), 8. 1—15, Gesagten hinaus,
und ich kann sie hier iibergehen; vgl. auch O. PERRON, Uber die Poincarésche lineare Differenzen-
gleichung, J. reine, angew. Math. 137 (1910), 8. 6—64.
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Nach II, § 2, 2, S. 181 hat daher (9o) Losungen mit dem Verhalten
wy (8) =an+o0(1),wy(s) = scn+0(s),...,we(s)=8Tentol(s).

Es strebt fiir sie also fir s — =

wo (s+1)
Sl =1,2,...,7).
1, (8) “ (e )
Durch Transformationen von der Form wu (s)=|a,|v(s) kann man jede nicht

verschwindende Wurzel @, auf den Einheitskreis schieben, wobei (71) im wesent-
lichen erhalten bleibt. So ergibt sich folgende Erginzung des Satzes von Poin-
caré (nicht dieser Satz selbst).

Es seien wieder (55) und (59) erfiillt, und o1,aq, ..., ar seien die verschiedenen
P’ T - o Txfachen Wurzeln von (58), von denen keine verschwinden mige. Weiter
konverguere

@«

Zs”"‘ ds

8=0

mat ds=|0, ()| +]0,(s)|+ -+ +|0a(s)} und R=Maxr,.

x=1,2,..., k

Dann hat die Differenzengleichung (90) etn Fundamentalsystem von Lisungen
von der Form

wy, ()=al +aio(1),w5(s)=sal+alols),...,wir (s)=s"Tei+aio(s);
~
(1) e ()=ea2+a20(1),we () =sar+az0(s),. .., w,(s)=s""Teaa+a 0(s™Y);
wia (s) =a%k+ako(1),wes(s) = s ar+ a3 0(s),. ..k, (s)=s*"Vak +ako (s
*

Fiir die a. zugeordneten Lisungen gilt fiir s— o

(92) ‘w—:‘;—’f(—{_T)I):ax (e=1,2,...,7;2=1,2,...,k).

Die lineare Unabhingigkeit dieses Systems folgt leicht ans dem asymptotischen
Verhalten.!

! Dieses Ergebnis stellt eine Verallgemeinerung eines Satzes von Herrn W. B. FoRD dar, der
ungefihr folgendes besagt (vgl. »Sur les équations linéaires aux différences ﬁmes» Ann. Mat. pura
appl. (3) 13 (1907), 8. 263—328):
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3. Der oben unter 1. ausgesprochene Satz von Perron bleibt auf Grund
von §2, 3, 8. 181—185 auch giiltig, wenn man in (55) die Voraussetzung p, (s) = 1durch

Lim p,, (8) = pa (pn endlich, pn(s)=+=0)
s—

ersetzt. Ist dabei

Pr=Pn-1=""=pri1=0 und py+0 fo=m=mn),

so dass der charakteristischen Gleichung eine (n—m)-fache Wurzel im Unend-
lichen zuzuschreiben ist, dann ist eben.fiir die (» — m) Losungen der u-ten Klasse

8
lim V|w(s)|=c.
gm0
Es sei noch angedeutet, wie man aus diesem allgemeinen Ergebnis einige

Sitze von Herrn Perron' und Herrn Kreuser? herleiten kann, die sich auf Diffe-
renzengleichungen von der Form

(93) ﬁslihi(s)w(s+i)=o (s=1;ho(s) == 0,hals)+0)

beziehen. Die Exponenten Z; sollen dabei reelle Zahlen sein, und fiir die k;(s)
gelte von einer Stelle S=1 an

(94) o<e=|h@)l=C (¢ tnd C konstant).

Es sei m der darch die Beziehungen

o
Wenn 2 s2B—2 6, konvergiert, dann gibt es Loésungen von (go) von der Form w(s)=
8=0

ry—1 -
o), 3 cisi +sB—lalo ( Y ¢R—2 Jd), wobei «, irgend eine der Wurzeln mit kleinstem Absolut-
i=0 o=8
betrag ist. Man erhilt diesen Satz noch etwas verschiirft ebenfalls leicht durch sukzessive Approxi-
mationen unter Benutzung von (44 a) (Hilfssatz 2).

! 0. PErRrON, Uber lineare Differenzengleichungen, Acta math. 34 (1910), 8. 109—137. Es
wird daselbst spezieller | h;i(s)]—h: # 0 voraunsgesetzt.

® P. KREUSER, Uber das Verhalten der Inlegrale homogener linearer Differenzengleichungen
im Unendlichen. Diss. (Tiibingen) Borna-Leipzig 1914.
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> ; fiir e >m
Am
=2 filr i<m

charakterisierte Index; er heisse »Hauptindex». Durch Division durch s*m kann
man (93) auf die Form

Zs‘ “m hi(s)w (s+7)=0

bringen, wo jetzt die Koeffizienten s%—*mh;(s)=p;(s) den Bedingungen (83) in
§ 2,3 geniigen.
Es gibt daher genau m linear unabhiingige Losungen von (93) mit endlichem

. 8
lim V[w(s)|. Fir die iibrigen ist, wenn m < n vorausgesetzt wird, im V| w (s)] =.

B W

Genaner ist fir diese letzteren sogar

8

(93) slion:; A ') 0 mit x = ,]gi.n i—m

Zum Beweise von (95) machen wir die Substitution
(96) w(s)=(sN)7v(s).

Dadurch geht (93) in die Gleichung

(97) Zs" thi(s)v(s+d)=omit A';=2+qe, hils)= (SST;)') his)

iiber, deren Koeffizienten wieder Voraussetzungen von der Form (g4) geniigen.
Solange ¢ <x= Min dn — 4,

i>m T—

ist, bleibt m auch in (97) Hauptindex. Fir

g=—x dagegen wird ein Index m; >m Ha,uptmdex Es gibt dann genau m, linear

unabhiingige Lésungen von (97) mit endlichem Lim V|v |—11m l/lw(s

§=—=00
Da aber — nach Division durch s*'m — die Koeffizienten p’; (s) = *+—%'m k'; (5)
fiir g=x auch Bedingungen von der Form (86) aus § 2, 3 (mJt m’=m) geniigen,

so, gibt es weiter unter den Losungen v(s) mit endlichem lim V|v )| genau m

80>
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linear unabhiingige, fiir welche dieser Limes superior verschwindet (das sind

iibrigens diejenigen, fiir die lim Vs' *]v(s) | =lim Vlw (s)| endlich ist), wihrend

g—c0 s—e0

er fiir die anderen von Null verschieden ist.
8o ergibt sich fiir (93) die Existenz eines Fundamentalsystems von Liosungen

(98) wy (s), ws (s),...,wm(8);  wm1(8),...,%0m (8);  2Wmy1(8),...,20n(s)
mit
? ofirv=r1,2,...,m,
(99) lim lz(‘:')(f) I = endlich und o0 fiirv=m+1,...,m,,
= . © fiir v=m+1,...,n

Streben iiber die Voraussetzung (94) hinaus die h;(s) fiir s> gegen end-
liche Grenzwerte
(100) lim h; (s) = h; % 0,

dann ist fiir ¢ = x der (durch s*» dividierten) Differenzengleichung (97) die charak-
teristische Gleichung

[ ki, wenn Ni= 2y = A ist,

n

go}'ia =omit = lo, wenn Xi<Ap, ist,
zugeordnet. Diese hat n—m,; Wurzeln im Unendlichen, m Wurzeln sind gleich
Null und m;—m Wourzeln sind endlich und von Null verschieden. Es gibt daher
nach dem allgemeinen Perronschen Satz speziell ein Fundamentalsystem (98); dessen

Lésungen
Wm+1 (8), W +2 (S); ceoy Wy (S)

noch derart in Unterklassen zerfallen, dass fiir die Losungen erner jeden Unterklasse

w
und deren lineare Verbindungen hm]/l - glezch etnem der verschiedenen Be-

trdge der Wurzeln von 2 7,08~™ = 0 ist (Kreusersche Unterklassen). (Man braucht

i=m
iibrigens nur fiir diejenigen Indizes 7, fiir welche A’; = A’y ist, die schirfere Vor-
aussetzung (100) zu machen.)

Die weitere Einteilung der Loésungen mit



Nichthomogene lineare Differenzengleichungen. 193

81_1_% l(s!)%-—=w bzw. =0

in Klassen geschieht wie bei Herrn Perron, indem man mittels geeigneter Sub-
stitutionen von der Form (96) den Hauptindex noch mehr nach links bzw. weiter
nach rechts schiebt. Unter der Voraussetzung (100) zerfallen diese Klassen noch
in Kreusersche Unterklassen.

Es sei noch erwihnt, dass fiir die Indizes ¢, die bei keiner derartigen Sub-
stitution Hauptindex werden, also z. B. oben fiir 7=m+1,m+2,...,m—1, an-
stelle von (94) nur die Voraussetzung ‘

()l = ¢

erfiillt zu sein braucht. Es hingt von den 1; ab, welche ¢ das sind. Den Fall,
dass ein h;(s) identisch verschwindet, kann man so mit erledigen, indem man 4;
gleich — oo setzt.

§ 4. Die Gleichung 1. Ordnung; Beispiele.

An Hand der Differenzengleichung: 1. Ordnung
{101) u(s+1)—els)uls)=gpls)
mit

af{s)+o, lima(s)=ac=1,]a]=1 und limg(s)=1>
§— 8§

soll noch gezeigt werden, dass der Zusatz zu Satz IV (und ebenso natiirlich auch
Satz V) nicht mehr allgemein gilt, wenn (71) nicht erfiilllt ist. Man braucht
dabei wieder nur den Fall lim ¢ (s) = b =0 betrachten, da der allgemeine Fall

§——s0

durch die Substitution % (s) = v (s)+. auf diesen zuriickgefithrt werden kann.

‘Aus (101) gewinnt man, «(s) = «, gesetat,

S plo) , ¢(1) lﬂ).
(102) W(s) =g - as (“(0)+ o, +a0a1+ +a0a1~-as—1

Wir unterscheiden die Fille
25 — 27871.  Acta mathématica. 51. Imprimé le 27 décembre 1927,
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ao al C g1
as

A. Es ist lim

E =]

—h=+0 (b endlich),

ey e OOy Og—1 .
B. Es ist lim 22 . = lim ey, - ¢s—1 =0,
o — a g0

Co Oy " Us—1 . .
S0 T strebt keinem endlichen Grenzwert zu.

C.

as
Mittels einer Losung u,(s) von (101) lassen sich die anderen in der Form
uls) =u, () + Ceape, - a5

schreiben. Nimmt man fiir u,(s) unter der Voraussetzung b= o speziell eine
nullstrebige Losung, so sieht man, dass in den Fillen A und C (101) héchstens
eine derartige Liosung haben kann. Im Falle B dagegen streben entweder alle
Loésungen gegen Null oder keine einzige.

Im Falle A und ebenso in allen Fillen mit

o<e = ey, as| < e (¢1, €5 konstant)

ist fiir die Existenz einer nullstrebigen Losung notwendig und hinreichend, dass

< s
(103) 29
GRS
konvergiert; diese Losung ist dann
(104) uls) = — i _plste)
O3 Qs+1 """ Os+a

=0
Hinreichend ist (103) auch, wenn die «; einer Relation
laga, - asl< e
mit konstantem ¢ geniigen (also z. B. im Falle B), notwendig dagegen, wenn

o<c¢=|eye; e gilt (u. a. im Falle lim|e,e, - o] = ).

§—w

In allen Fillen existieren iibrigens nullstrebige Losungen sicher, wenn g (s)
einer Bedingung

lg ()] < C9

geniigt, wo - <1 und C Konstanten sind.
Abweichungen gegeniiber der Gleichung mit konstanten Koeffizienten
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(103) ds+1)—aal(s)=gls)

weist also vor allem Fall B auf. Hier ist auch die Bedingung (71) (mit [ = 1)
- tatsdchlich nicht erfiillt. Die Fille, in denen (71) zutrifft, gehoren alle unter
Fall A. Doch ist es auch im Fall A moglich, dass (101) und (105) nicht gleich-
zeitig nullstrebige Losungen haben (vgl. die Beispiele 3 und 4).

Beispiele:
I 1

1.) a) u(s+1)+ (1+(9-:1T2)u(.?)=8—_’_—1v

b) s 1)+ (s) = —— (@=—1;9()—o).
a) und b) haben je eine nullstrebige Losung.
2) a) u(s+1)+ (1 + (s—-il?’) u(s)= (S—_*_II)S,

b) 12(8+1)+12(3)=(:I_)S-

s+1

a) und b) haben keine nullstrebige Lésungen.
1.) und 2.) sind Beispiele, in denen (71) erfiillt ist.
(1)

3) a) u(s+1)+(l+s—+7)u(s)——=1,

b) s+ 1)+ i(s)=1 (e=—1;0(s)—1).
s+ 14 (—1)

s+1
je nachdem s ungerade oder gerade ist. Die Gleichung a) fillt also unter Fall A.

1
Wegen a;=— ist epe;as=(—1)*1 oder =(—I)8+1(I+ _H),
s .

Sie hat keine Liosung mit endlichem Grenzwert; denn die Substitution u (s)=

v(s) +~;— fiihrt a) iiber in




196 Hans Spith.

.8

_pl 51 e B ,
> 20+ 1) +0 (1) konvergiert die Reihe (103) nicht.

Qg

8
und wegen D\
o=0

o=0

b) dagegen hat die Losung @ (s) = ;— mit kim % (s)= =

§— o

4) a) wls+ 1)+ (H (= ~)u(s)=1+ (=)

b) Als+1)+a(s)=14 - e =—1; pls) —>1).

Hier hat a) als Losung mit endlichem Grenzwert u(s)=—;—- b) dagegen hat keine

derartige Losung.

5.) a) w(s+ 1)+ (1——;_1—5)14(&): ,
b) w(s+ 1)+ i(s)=o0 (e=—1;¢(s)>0).

‘Wegen q;= —- (1 — ;T;_;) ist im Iao @y ]=lim — =0, und es liegt Fall B vor;
B OO

=8 T2

a) hat nur nullstrebige Losungen, b) die einzige @ (s)=o0.

. I _ (—1p
°) ule (‘“?Ié)“(s)—@;;ﬁog(;;z‘r
b) % s+ 1)+ a(s)= (:;;;E)gl)(s;;_;) (@=—1; @(s)—o0).

& L A
Da>, . . diversi . trebive L |
a ,,2_(',('5' + 2)log (s 2) divergiert, hat b) keine nullstrebige Lésung, a) dagegen

hat nur nulistrebige Liosungen; denn es ist

8—1 8—1
L9l 5.t
g’o T az__‘o log {o+ 2) (),
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§ 5. Die Differenzengleichung mit beliebig reeller oder komplexer
Verdnderlicher.

Auch bei der Gleichung (54) mit nicht konstanten Koeffizienten kann man
die Variable s, die jetzt wieder x heisse, beliebig reell oder komplex annehmen,
wobei @ (x) etwa fiir =0 bzw. in einem nach rechts offenen Halbstreifen parallel
der reellen Achse definiert sein moge. Man kann dann auf die Lésungen u (x)
der Gleichung

(54) D pi@ulz+i)=gz) (pn(#)=1,p, (x) =0)

den Satz IV auf jeder Restklasse (z,+s) anwenden, auf der seine Vorausset-
zungen erfiillt sind. Dabei konnen die Grenzwerte lim p; (x, +s) = p: (z,) noch von
der Restklasse abhiingen. o

Man kann leicht einen Teil der in I, § 3, 1—3, S. 156—161 angestellten
Uberlegungen iibertragen. So ergibt sich z. B.

Satz VIII. In einem Halbstreifen Rax=c,c, <IJax=c, seien die Koeffizien-
ten pi(x) von (54%) regulire Funktionen, die gleichmdissig auf allen Restklassen (y+ s)
Silr s— o gegen von x, unabhingige Grenzwerte. p; streben. Die Wurzeln a, der
charakteristischen Gleichung (58) seien alle ausserhalb des Einhertskreises gelegen.
Wenn dann @(x) regulir und beschrinkt ist, so gibt es genau eine regulire, be-
schréinkte Lisung. von (54%). Auf jeder Restklasse (xo+s), wo @ (xy+s)—>b(a,) fiir
s— o, zergt diese Losung das Verhalten

lim w(xy+s)= bla),

n
St 0
2o
i=0

Unter diesen Voraussetzungen schliessen sich nimlich bei der Gewinnung
dieser Losung durch sukzessive Approximationen die auf den einzelnen Restklas-
sen gefundenen Funktionen v™® (x,+s) (k=o0,1,...) nach Satz III fiir jedes k
zu einer reguliren Funktion o® (x) zusammen, und wegen der Beschrinktheit von
@ (x) und der gleichmiissigen Konvergenz der p;(x)— p; konvergiert

S ot (o) — )

k=0

in der Umgebung eines jeden x des Halbstreifens gleichmiissig.
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Als Beispiel — das aber nicht ganz unter Satz VIII fillt — betrachten
wir noch -die Differenzengleichung

(ez+b)ulx+1)+{cx+d)ulz)=gx)

&
mit imV g @+e|=1) < g ,
§=—0
oder fur x =l=——% die Differenzengleichung
cx—l-d _ o )
(106) u{z+ )+ "y u(x)~ax+b

Hier gilt, und zwar in jedem Halbstreifen etwa mit Rax > — g + 1 auf allen Rest-

klassen x,+s gleichmissig,

Yim clag+sj+d _ ¢
s—wn Xy +8)+b  a

Die Substitution % (x)=v (x)¢*=1v(x)e*'°¢? fiithrt (106) iiber in

cx+d (@)= @ (x)

(107) v(r+1)+ Wm v\x)== W

Wiihlt man ¢ der Bedingung 1(x,) <g¢< l% entsprechend, so gilt auf der Rest-

klasse (x,+s)

m C@tstd o \ @ (o +5)
i el i o —ag @l i e S g

—=Q -

Man findet so ihnlich wie in I, § 3, 2, S. 159, dass (106) genau eine Losung u (x)
mit dem Verhalten

[4

a

i Va9 =1(a) <

S D

hat. Nach der entsprechend auch hier geltenden Gleichung (104) ist das die Lisung

(108) i x+a)

Oa x+1 -a(z+ o)
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_cx+d
ar+b

@ (x)

mit al(z)= noih

und @ (x)=

Sobald diese Reihe gleichmissig konvergiert, ist bei regulirem g () auch «(z) im
ganzen Halbstreifen® regulir.

Ist @(z) weiter ganz, so ist durch (108) bei gleichmissiger Konvergenz der
Reihe zuniichst eine meromorphe Losung gegeben. Von dieser kann man dann

wie in I, § 3, 2, 8. 161 zu einer ganzen Ldsung von (106) iibergehen.

! Das deckt sich ungefihr mit einem der Ergebnisse von Herrn E. HirB (Zur Theorie der
linearen Differenzengleichungen, Math. Ztschr. 14 (1922), S. 211—229, insbes. 8. 214).



