UBER EINEN NEUEN TYPUS LINEARER DIFFERENTIAL-
GLEICHUNGEN.

Von
LUDWIG SCHLESINGER

in GIESSEN.

Dem sogenannten Riemannschen Problem der Theorie der linearen Differen-
tialgleichungen ({eine lineare Differentialgleichung vom Fuchsschen Typus zu be-
stimmen, deren singulire Punkte und Monodromiegruppe vorgeschrieben sind) hat
Hiveerr' die folgende Wendung gegeben: Es sei auf einer geschlossenen analy-
tischen Kurve C eine Matrix § von Funktionen des Orts mit nicht verschwinden-
der Determinante beliebig vorgeschrieben, man finde eine Matrix Y; von inner-
halb C holomorphen Funktionen und eine Matrix Y, von ausserhalb C holomorphen
(oder hochstens im Unendlichen polar singuliren) Funktionen, deren Randwerte
auf C durch die Relation Y,=S. ?, verkniipft sind, wo der Uberstrich eben die
Randwerte andeuten soll. Der Nachweis, dass solche Matrizen existieren, lisst
sich mit Hilfe der Fredholmschen Theorie der Integralgleichungen® oder durch
sukzessive Approximationen?® erbringen, diese Existenzbeweise geben jedoch keine
Einsicht in die analytische Natur des Hilbertschen Problems. Von dem Bestreben
geleitet, eine solche Einsicht zu gewinnen, wurde ich zu einem Typus von linearen
Differentialgleichungen gefiihrt, deren Interesse mir iiber das, was mit der Hil-
bertschen Fragestellung zusammenhéngt, hinauszureichen scheint und es ist mir

! D. HiLBERT, Verhandlungen des 1II. internationalen Mathematikerkongresses, 1905, 8. 233;
Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, 1912, S. 81.

! Siehe HILBERT a. a. O., J. PLEMELJ, Monatshefte fiir Math. und Physik XIX, (1908), S.
211, G. D. BIkKHOFF, Mathem. Annalen 74, 1913, 8. 122 u. A,

? G. D. BIRKHOFF, Proceedings of the American Academy of Arts and Science, 49, 1913, 8. 521.
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eine besondere Freude, einen ersten Teil der erzielten Ergebnisse dem allverehrten
Meister der Analysis Herrn G. Mirrac-LeErrLER als Zeichen treuer und dankbarer

Gesinnung darbringen zu kénnen.

I

Wir betrachten, um mit dem denkbar einfachsten zu beginnen, eine lineare
Differentialgleichung erster Ordnung von der Form

[

dy Ty
(I) dx_yz ’

Ty

v=1

wo die a,, 7, Konstanten bedeuten, deren allgemeine Losung ja sofort in expliziter
Form hingeschrieben werden kann. Die a, denken wir uns durch eine geschlos--
sene analytische Kurve C verbunden; ohne dadurch die Allgemeinheit wesentlich
einzuschriinken konnen wir annehmen, dass diese, die im Endlichen gelegenen
singuliiren Punkte verbindende Kurve, der Einheitskreis E (]z|=1) sei’. Durch-
linft man die Peripherie des Einheitskreises im positiven Sinne, so mégen die
Punkte a,, a,,..., a; in dieser Reihenfolge getroffen werden. Die Losung y; von
(1), die fiir x=o0 den Wert 1 annimmt, ist innerhalb E holomorph; y. sei die
in der Umgebung von =00, also ausserhalb FE definierte Losung, die im Allge-
meinen in der Umgebung von = mehrdeutig, also nur abgesehen von einer
Potenz von

als Faktor bestimmt ist. Wir setzen der Einfachheit zuliebe im folgenden im-
g
mer voraus, dass Zr.,=o sei, dann ist also y, ausserhalb E holomorph. — Es sei

»=1

wenn & dem Bogen (a,, a;) von F angehort

! Man braucht nur entweder das Innere der analytischen Kurve C auf das Innere des Ein-
heitskreises (vergl. M. HAMBURGER, Sitzungsberichte der Berl. Math. Gesellschaft II, 1903, S. 20 ff.)

oder einen die Kurve C einschliessenden Ring auf den Ring ' < |z] <¢ homéometrisch abzubil-
4

den. FucHas hatte (1873, Werke I, 8. 361) den vergeblichen Versuch gemacht, eine brauchbare Abbil-
dung mit Hilfe einer rationalen Funktion (spiéter durch algebraische Funktionen) zu erzielen; die
stets mogliche analytische Abbildung leistet aber dieselben Dienste, und dann kann der zweite
Teil der Fuchsschen Abhandlung voll zar Geltung gebracht werden.
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(2) Yo ()=ss.4:(§),

wo $, eine Konstante bedeutet und der Uberstrich wieder die Randwerte andeuten
soll. Dann gilt fiir die Punkte & des Bogens (a., @,+1) von E
(3) Yo D=3, . (5, $s—=55.0,.0,...0,, ox=€"""F

Wir bringen nunmehr in der Differentialgleichung (1) das Volterra-Fred-
holmsche Prinzip zur Geltung, indem wir von der rechts stehenden Summe durch

den Grenziibergang ¢—© zu einem iiber den Kreis E erstreckten Integral iiber-
2niv
gehen. Es sei etwa a,—e ¢ und

(4) rv=6v . r(a7)1 6‘r=av+1—av,

wo r(&) fiir £=e* eine nach 2 periodische Funktion der reellen Variabeln 6
bedeutet, die wir als stetig und abteilungsweise analytisch voraussetzen wollen, und

(5) d=a, (al—l)=a,(2—7r + 2 (2_15)’ + ) ¢

g 2\0

ist. Wir haben dann

2n

© ]imé Ca f r(gf_éd0= f ;(_g)gdg,

0 E

die Differentialgleichung (1) geht also iiber in

dy _ [
(7) Ja —yfx_gd&

E

wo wir auch wieder voraussetzen wollen, dass f r(§)dtk=o ist, so dass die Lo-
E

gungen von (7) in der Umgebung von z=1o holomorph sind, wihrend jetzt der

Kreis E eine singulire Linie (Coupure nach Hermite') darstellt. — Die Aus-

filhrung desselben Grenziibergangs in den Formeln (3) wird uns Aufschluss iiber

das Verhalten der Losungen von (7) an dieser singuliren Linie geben. Setzen wir

! Cn. HERMITE, Cours professé 3 la Faculté des Sc. 3. éd. 1887, 8. 71; Crelles Journal 91,
1881, 8. 54, Lettre & M. Mittag-Leffler.

25—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 20 avril 1926.
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=" =1+ 2mwir,F (z_ng_,,)_ + =144, .0 (a),

so ist nach (4) und (5)
(®) o @=2mir@+ - @rir@) . fla—1)+

und folglich nach (3), wenn £ auf dem Bogen (a., a,+1) von E liegt,

L4

(9) Ya(E)=ss . [] (1+ e (ar)) - 5:(5).

k=1
Nun ist! fiir eine integrierbare Funktion f(£)

£
ff(»,)sid(? Jras

11mH 1+ 8 fan))= hmn(l +akz—f(ak)) =¢

= | (1 +f(§)dd),

also, da sich nach (8) w (&) fiir 6> auf 27¢.r (§) reduziert,

£ 13
—~ 2m~fr(5)d§

(x1) lim ]I I+ 0 w(ax) f(l +2air(f)dE)=e ° ,

g—sx

aus (3) ergibt sich also durch Ausfiihrung des Grenziitberganges
(12) Yo (E)=s(&).9:(8),
wo jetzt y; und y. innerhalb bezw. ausserhalb E holomorphe Liosungen der Diffe-

2nifr(§)d5

(13) s(&)=ss . € ’ )

rentialgleichung (7) sind, und

also eine Lodsung der linearen Differentialgleichung erster Ordnung

! Siehe z. B. L. SCHLESINGER, Einfilhrung in die Theorie der Differentialgleichungen, 3. Aufl.
1922, 8. 17. In diesem einfachen Falle, wo das Produktintegral als Exponentialfunktion einer
Quadratur darstellbar ist, kann der Grenzwert ganz elementar ausgewertet werden.



Uber einen neuen Typus linearer Differentialgleichungen. 195

(14) ?ZS.ZnZ'.T(g)

ist. Auf eine ins Einzelne gehende Rechtfertigung der ausgeiibten Grenziiber-
ginge wollen wir verzichten, da sich die Richtigkeit der Gleichungen (12), (13)
direkt bestitigen ldsst. Fiir die Funktion

)= f r—f)_dg

ergibt sich nidmlich nach Hermite (a. a. O.)

5o O =1 O+ 273 .7 (D),

woraus die Gleichungen (12) und (13) unmittelbar hervorgehen.

Die Gleichung (7) stellt den einfachsten Fall eines neuen Typus linearer
Differentialgleichungen dar, der eine singulire Linie darbietet. Die Punkte die-
ger Linie konnen in gewissem Sinne als »singulire Punkte der Bestimmtheit»
angesehen werden, wobei zu beachten ist, dass die Definition eines singuliren
Punktes, in dem eine Funktion sich bestimmt verhilt, ihrer urspriinglichen Fas-
sung nach nur fiir eine 7solierte singulire Stelle gedacht ist. In der Gleichung
(7) ist auch der Fall enthalten, wo man es mit einer abzihlbar unendlichen Menge
singunlidrer Stellen von diesem Charakter zu tun hat, ein Fall der z. B. bei den
von Porncarf sogenannten fonctions fuchsoides auftritt. Man sieht hier sehr
deutlich, wie eine Hidufungsstelle von solchen singuliren Stellen der Bestimmt-
heit selbst wieder eine ebensolche Stelle sein kann; natiirlich ist ihr Charakter
ein ganz anderer, als im Falle, wo die Stelle isoliert ist. Im iibertragenen Sinne
wird man auch von der Differentialgleichung (7) sagen konnen, dass sie zum
Fuchsschen Typus gehdre. — Die Bestimmung der Sprungfunktion s (&) in der Glei-
chung (12) entspricht der Herstellung der Monodromiegruppe im Falle rationaler
Koeffizienten; dagegen kann die Bestimmung von r(£) aus der Gleichung (14) fiir
ein gegebenes s(£) als eine Modifikation des Problems von HrLserT angesehen wer-
den, also als das Analogon des Riemannschen Problems fiir den Fall rationaler
Koeffizienten. — Die analytische Natur dieser beiden Aufgaben tritt in der Glei-
chung (14) deutlich hervor; die erste, der Bestimmung der Monodremiegruppe
entsprechende, erfordert die Integration einer linearen Differentialgleichung erster
Ordnung, die zweite, dem Riemannschen Problem entsprechende, sogar nur die
Ausfiihrung einer logarithmischen Differentiation. — Natiirlich wird die Sache
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bei weitem nicht mehr so einfach, wenn wir den allgemeinen Fall eines Systems
von 7 Differentialgleichungen erster Ordnung in Betracht ziehen, wir werden
aber sehen, dass auch in dem allgemeinen ¥alle ganz dhnliche Erscheinungen
auftreten. — Wir bemerken nur noch, dass die Gleichung (14) fiir das Hilbert-
Riemannsche Problem die Residuenfunktion r (§) nicht durch s (&) selbst, sondern
durch die logarithmische Derivierte von s bestimmt, so dass also bei s ein kon-
stanter Faktor willkiirlich bleibt. Das zeigt, dass die Voraussetzung, wonach

f r(§)d§=o0 sein, also die Losungen im Unendlichen holomorph sein sollten,
E

irrelevant ist, da der durch die Mehrdeutigkeit des Integrals ausserhalb E hinzu-
tretende konstante Faktor das s nur unwesentlich modifiziert.

1I.

Wenn wir uns jetzt dem Falle eines Systems von #» Differentialgleichungen
von der Form

n a )

zuwenden, so miissen wir uns der iiblichen Matrizenrechnung und Bezeichnung
bedienen, wie sie z. B. in dem oben (S. 194, Fussnote) genannten Buche aus-
einandergesetzt ist. Fiir die Matrix von »® Elementen schreiben wir stets den
entsprechenden grossen -Buchstaben, also wenn ¥, eine Integralmatrix des Sys-
tems (1) bedeutet, so kann dieses System in der Form

’ > R,
v=1

geschrieben werden. HEs seien dann

(2) Y¢=ﬁAdm+1), Y= f(Adm+I)

b ®
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die innerhalb bezw. ausserhalb des Kreises £ holomorphen Integralmatrizen und
es moge, wenn § einen Punkt des Bogens (as, a,) von E bedeutet, zwischen den
Randwerten dieser beiden Integralmatrizen die Beziehung

(3) Yo (8)=158, Y:(§)

bestehen, wo S; eine konstante Matrix ist. — Es sei nun £, die konstante
Matrix, mit der sich Y; von links her multipliziert, wenn x einen geschlossenen
Umlauf um den Punkt a, vollzieht, dann ist also £, 2,... 2,=1I, und wenn §
einen Punkt von F zwischen a, und a,+: bedeutet, so gilt

(4) Y. (5)=8,. Y: (&), 8,=8,.2,9,...2, w=1,2,...,0—1).

Zur Bestimmung der Fundamentalsubstitution £, verfihrt man gewdhnlich so,
(vergl. Fucas, a. a. O., siehe besonders Gl (4), S. 400) dass man die zu dem
singuliiren Punkte a, gehorige Integralmatrix

(5) . He=@—a)". 0,

wo die Elemente von @, in der Umgebung von a, holomorph und Det. @, (a,)=+0
ist, aufstellt und die Ubergangssubstitution B, bestimmt, fiir die Y;=B, H, gilt;

dann ist Q,=B, . ® B, . Fir unsere Zwecke, besonders fiir die Durch-
filhrung des Grenziiberganges o— o ist es aber bequemer, statt H, eine Integral-

matrix

(6) ?),zf(A.dxu)

einzufithren, wo #, einen in der Umgebung von &, und im Innern von E gelege-
nen Punkt bedeutet; man erhilt dann die zu dieser Integralmatrix gehérige
Fundamentalsubstitution O, entweder in der Form

(7) O, =H, (t,)~1. %2 H,(t,)=0, (). R . D, (t,)

oder durch Anwendung der Fuchs-Caquéschen Reihenentwicklung (Methode der

sukzessiven Approximationen) in der Form!

! Siehe z. B. L. SCHLESINGER, a. a. O. 8. 301, Gl (32a).
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(7 a) O,=I+2nmws.R,+ -,

wo die durch Punkte angedeuteten Glieder in den 7{) von zweitem und hoheren
Graden sind. — Wir haben dann zwischen Y; und 9), die Beziehung Y;=Y; (). 9.
und folglich

(8) Q=Yi(t). 0. Yilt) ",
also nach (4)
5 To () =S, [[ Telt). Oc. V(). To(@).

Wir machen nun den Grenziibergang o—, indem wir uns ganz an die
oben fiir den Fall einer Gleichung benutzten Bezeichnungen anschliessen. Wir
setzen also

(10) =4, . ri.(a,) oder R.,=4,.R(a,),

wo die 73, wieder als nach 2 periodische, stetige und abteilungsweise analy-
tische Funktionen von @ fiir §=e®f vorausgesetzt werden sollen. Wir erhalten
dann

27

. = R. R().E.4.dO Rd&
(11) hmzx_av:f §x_§_§ =fx_§

g—s0
p=
0 E

und das Differentialsystem (1) verwandelt sich in

(12) %: Yff—jg
E
Die Bedingung
(13) fR(§)d§=0
z

bringt mit sich, dass die ausserhalb E definierten Liosungen Y, von (12) in der
Umgebung von = holomorph sind; macht man nimlich die Transformation

x = 7, so verwandelt sich (12) in der Umgebung von ¢{==0 in

k| -
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(12 a) %I?,:— Y{%fRdHfR.§.d§+tfR.§’.d§+--.},
E E %

der Punkt ¢{=0 oder x=c0 ist also im allgemeinen eine isolierte singulire Stelle
der Bestimmtheit, und nur wenn die Bedingung (13) erfiillt ist, eine reguliire,
d. h. nichtsingulidre Stelle des Differentialsystems.

Zwischen den Randwerten der Y, und denen der innerhalb £ definierten
Losungen Y; von (12) besteht dann die Beziehung

(14) Y.(®)=8,.8. Y:(8),

wo S, eine konstante Matrix bedeutet und S durch den Grenziibergang ¢—
aus dem Ausdruck (vergl. (9))

v

H Y;(tx) . Ox. Yi(tx)_l

x=1

hervorgeht. Bei diesem Grenziibergang sind in dem Ausdruck (7 a) die Glieder

zu vernachlissigen, die zweite und héhere Potenzen der 4, enthalten; O, redu-

ziert sich folglich auf I + 2x¢.dc.R(a,) und Y;(f) geht in lim Y;(¢) iiber,
b=y

wobei ¢, aus dem Innern von E kommend in a, einriickt. Wir erhalten also

S = lim f[(I-i-zni.&,. Yi(a) R (a,) Yi(ad™),

g—*0

d. h. mit Anwendung der Bezeichnung des Produktintegrals®
A

(15) S [(r+ag.emi. Tl R T
Q

die Existenz und die Stetigkeit der Randwerte Y;(£) lisst sich aus den iiber die
Funktionen r;,(£) gemachten Annahmen unschwer erschliessen.? Dann folgt aber
aus (15) durch Differentiation nach &:

! Siehe z. B. L. SCHLESINGER, 2. a. O. 8. 138—141 oder Vorlesungen iiber lineare Differen-
tialgleichungen, 1908, 8. 20 und 52. Das Produktintegral tritt zuerst bei VoLTERERA (1887, 1899) auf.
® Vergl. BIRKHOFF, Proceedings of the Am. Acad. of Arts and Sec. 49, 1913, S. §530.
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(16) D;S=S“1%§§ —2mi. V(). RE). Ta(E.

Auch hier wollen wir, statt die Zulissigkeit der einzelnen vollzogenen Grenziiber-
giinge nachzupriifen, die Formel (16) direkt zu verifizieren suchen. Setzt man

m(x)szf?

E

so ist nach Hermire (vergl. oben Nr. I)

Do ())=0;(§) +27¢. R(E),

also gilt . o . - -
D; Y;(§)=: (), D; Y, (§)=0.(§)=0:(§)+ 2. R(§).
Da aber!
D:Y.(§)=D;:;(8. Y:(§)=Y*.D;S. Yi+D; Y,
ist, so folgt

O:(E)+ 27 RE=Y;.D;S. Yi+ @;:(§)
oder in Ubereinstimmung mit (16)

D;S=Y;.2n:.R(§). Y

Fiir den neuen Typus von Differentialsystemen, wie er durch (12) dargestellt
wird, spielt die Bestimmung der Sprungfunktion S an der singuliren Linie FE die
analoge Rolle, wie fiir das Differentialsystem mit rationalen Koeffizienten vom
Fuchsschen Typus (1) die Bestimmung der Monodromiegruppe. Wir sehen, dass
zur Bestimmung von S erforderlich ist: 1) die Integration des Differentialsystems
(12) innerhalb des Kreises E und 2) die Integration des ebenfalls linearen
Differentialsystems (16) auf der Peripherie dieses Kreises . — Auch hier bleibt
die konstante Matrix S, unbestimmt; sie hingt wesentlich von der Wahl der
ausserhalb E definierten Integralmatrix Y, ab. Wenn die Bedingung (13) nicht
erfiillt, also Y, in der Umgebung von z=c im allgemeinen mehrdeutig ist,
so i#ndert sich S,, wenn man x Umliufe um den unendlich fernen Punkt voll-
ziehen lisst.

! Die fiir das Derivationssymbol Dz der Matrizen geltenden einfachen Regeln findet man
z. B. in SCHLESINGER's oben genannten Vorlesungen, 8. 26 ff. zusammengestellt.
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Die umgekehrte Aufgabe ist das Problem von HiLsert, das dem Riemann-
schen fiir den Fall des Differentialsystems mit rationalen Koeffizienten (1) ent-
spricht. Wir haben aber diesem Problem von HirserT eine neue Wendung
gegeben, indem wir bei gegebener Sprungfunktion § nicht nach den die Gleichung
(14) befriedigenden Matrizen Y; und Y, fragen, sondern direkt nach der Resi-
duenmatrix R (£), wobei es noch dahingestellt bleiben kann, ob wir (13) als Neben-
bedingung fordern oder nicht, da ja in (16) doch nur die derivierte Matrix D; S
auftritt, so dass eine Linksmultiplikation von S mit einer konstanten Matrix
ohne Belang bleibt. Das modifizierte Hilbertsche Problem wird aus (16) in der
Form gegeben:

RO =1 Y (52 55) e,
(17) wo .
Y,-(x)zf(A.dx-.LI),

ist. Bs ist dies ein neuer Typ von Integralgleichungen, in dem die zu bestim-
mende Matrix von Funktionen R unter einer gewohnlichen Quadratur erscheint,
iiber die sich aber noch ein Produktintegral aufbaut. Fiir eine direkte Losung
dieser Integralgleichung (17) wird man wohl am besten eine Methode der suk-
zessiven Approximationen ansetzen, z. B. in der Form

R=2—; DS fRd§ |x|<1,.
- av, R, dt
— 1 ¥ D. ty L as
R= o Tt b Ve, GRen [0 lel<x
E
;v — T} v (va—{»l“ R i&
2mi. Vo8 Ro—D; S T, &), v "Y”fx G el
E
(v=0,1,2,...)

Man kann hier die Elemente der Matrizen

Y. . Bo— Yo 1(8). By = ——D; ST, (§)— Yoy (2))

271

abschiitzen und dadurch zn einem Konvergenzbeweise gelangen.
26—2661. Acta mathematica. 49. Imprimé le 5 juillet 1926.
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Wenn man tiber die Matrix R (&), die in dem Differentialsystem (12) als
Residuenmatrix auftritt, moglichst allgemeine Voraussetzungen macht, so wird in
(12) nicht nur das Problem der Differentialsysteme (1) mit rationalen Koeffizienten,
sondern auch das von Differentialsystemen mit abzihlbar unendlich vielen sin-
guliren Punkten enthalten sein. Man kann nun noch einen Schritt weiter gehen
und auch noch fiir die Ordnungszahl # des Differentialsystems (12) den Volterra-
Fredholmschen Grenziibergang vollziehen. Man kommt dann® zu einer Integro-
differentialgleichung und zwar zu der Feldgleichung
1

0= 1x

—
X
=3
A
l
>
A A
—_ =
S

von der man sagen kann, dass sie bei hinreichend allgemeinen Voraussetzungen
iiber das Funktionenfeld R (f/i,x) das allgemeinste Problem umfasst, das auf
dem Gebiete der Theorie der linearen Differentialgleichungen des Fuchsschen
Typus denkbar ist. Um diese Gleichung mit Erfolg behandeln zu kénnen, bedarf
es aber noch erheblicher Vorarbeiten, iiber die ich bei anderer Gelegenheit be-
richten werde.

! Vergleiche 1. SCHLESINGER, Jahresbericht der D.M.-V. 24, 1915, 8. 84.



