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In dieser Arbeit wird man nur eine sehr kleine Zahl der vielen merk- 

wiirdigen Si~tze finden, welche man fiber die Kongruenz zweiten Grades aufgestellt 

hat. Die Theorie derselben ist yon dem ursprfinglichen Erfinder, K U ~ E R ,  wie 

aueh yon vielen sp~teren reich entwickelt, sowohl yon der analytischen, wie auch 

yon der pr0jektivgeometrischen Seite. 1 

Die Aufgabe, die ich mir hier gestellt habe, ist eine etwas andere. Die Vor- 

aussetzungen, yon welchen ieh ausgehe, wie auch die ganz elementaren Methoden, 

die zu Anwendung kommen, gehSren alle der projektiven Analysis Situs an. Es 

zeigt sich nun, da~s man - -  wenigstens, wenn die zur Kongruenz gehSrige Brenn- 

fl~che Doppelpunkte hat - -  auch y o n  einem solchen Ausgangspunkt aus zur al- 

gebraischen Kongruenz zurfickkommt, l_nsofern kann man sagen, dass diese 

Arbeit fiberhaupt nichts neues giebt. Aber es scheint mir nicht ohne Interesse 

ein neues Beispiel der Erkenn~is  zu geben, dass man bisweilen - -  auch ohne 

das reelle Gebiet zu verlassen, - -  ein algebraisches Gebiet dutch Stetigkeit in 

Yerbindung mit gewissen Bedingungen, welche der Analysis Situs angehSren, 

definieren kann. 

Die Behandlung h~tte ich durch eine st~ixkere Benutzung der bekannten 

LIr-schen Transformation (in projektiver Form), etwas abkfirzen kSnnen, wobei 
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ich mich auf meine friiher aufgestellte Theorie der Elementarfl~chen drifter 

Ordnung h~tte stiitzen kSnnen. Aber selbst davon abgesehen, dass die ganze 

Theorie der auf einen solchen Fl~che liegenden Geraden recht weitl~uftig ist, 

sind auf diesem Wege die Beweise mehrerer der Haupts~tze nicht naheliegend. 

Ein J~'nienkom~lex ist eine Sammlung yon Geraden o d e r -  wie wir ge- 

wShnMch sagen wollen -~- Strahlen im Raume, welehe durch jeden Punkt  unend- 

lich viele Strahlen sender, welehe eine Kegelfl~che bilden, und in jede Ebene 

unendlich viele Strahlen legt, welche eine Kurve einhiillen. 

Eine Linienkongruenz Sender durch jeden allgemeinen Punk~ und legt in 

jede allgemeine Ebene eine endliche Zahl yon Strahlen, wobei Nul nicht ausge- 

schlossen ist. 

In dieser Arbeit ist ausschliesslich nur yon reellen Punkten und Geraden 

die Rede. 

Die Ordnung einer Kongruenz wird dementsprechend definier~ als die grSsste 

endliche Zahl yon Kongruenzstrahlen, welche durch einen Punkte gehen; hierbei 

soll es nicht ausgeschlossen sein, dass durch gewisse Punkt~ unendlich viele 

Strahlen gehen, welche eine Kegelf l~he bilden. Dualistisch entsprechend wird 

die Klasse der Kongruenz definierk 

Das einfachste Beispiel ist die bekannte lineare Kongruenz. Ich beabsichtige 

im folgenden, man kann sagen, die n~i~hst einfachs~e, Kongruenz zu betrachten. 

Hierbei ist die erste Voraussetzung, dass dieselbe stetig sein soll, d. h. wenn ein 

Punl~ P sich stetig {indert, dann sollen die durch P gehenden Kongruenzstrahlen 

sich auch stetig ~ndern. Eine gewisse Ausnahme kommt daher, dass durch zwei 

Punlff~e nicht immer gleichviele Strahlen gehen. Wir  fordern aber - -  und werden 

dies als in der Kontinuitetsforderung mit eingeschlossen betrachten - -  dass die 

~nderung so und nur so vor sich geht, dass der bewegliche Punkr einen solchen 

Punl~ iiberschreitet, durch welchen zwei zusammenfallende Strahlen gehen, wobei 

zwei durch /) gehende Strahlen gewonnen oder verloren werden. Die Punkte, 

durch welche zwei zusa~nmenfaUende Strahlen gehen, nennt man Breunpunkte und 

die Ebenen solcher Strahlenpaare Brennebenen. 

Die n~ichste Forderung, die wir an unsere Kongruenz K I[ stellen, ist nun 

die, dass sie zweiter Ordnung und zweiter Klasse sein soll. 

Wit  fordern noch, dass K rl in einer linearen Sammlung der n~chsthSheren 

Dimension, also in einem linearen Komplex, liegen soll. 
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Mit jedem linea.ren Komplex ist wie bekannt ein Nulsystem verbunden, 

wo jedem Punkt  P a l s  Pol eine durch z o gehende Ebene als Polarplan entspricht; 

die Verbindung ist involu~orisch. 

Die selbstentsprechenden Strahlen des Nulsystems sind die Komplex- 

strahlen; wenn ein Komplexstrahl eine dem Komplex nicht zugehSrige GeraMe 

schneider, dann schneider er auch eine andere bestimmte Gerade, die Polargerade 

der erstmren. 

Wenn ein Punkt  M sich auf einem Kongruenzstrahl l fo14beweg4, dann 

dreht sich die entsprechende Ebene um l, und die zwei Gebilde sind projektivisch. 

Zwei getrennte Punkte auf l kSnnen nicht derselben Ebene tt o entsprechen, sonst 

wiirde jedem Punkt  yon 1 - -  mit Ausnahme eines Punktes M o - -  die Ebene go 

en~prechen, und die Komplexstrahlen wiirden aus den in tto liegenden und den 

dutch M o gehenden Strahlen zusammengesetzt sein. In einem solchen ausge- 

arteten Komplex soll unsere Kongruenz nicht liegen. 

Es is~ mSglich, dass in unserer Kongruenz gewisse Punkte /~, singulh're 

Punkte, vorkommen, durch welche unendlich viele Kongruenzstrahlen gehen. 

Diese miissen dann in einer Ebene ~ liegen, ngmlich in der Polarebene zu P im 

~ulsystem, and man nennt ~ eine singuliiren Ebene der Kongruenz. 

Aber wit stellen endlich noch die folgende wesentlich laegrenzende For- 

derung: 

Unsere Kongruenz K II soll mit jeder im Komplex enthaltenen einfachen t~egel- 

flffche - -  oder Hyperboloid - -  entweder 4 oder 2 oder auch keine Strahlen (als Er- 

zeuger) gemein haben, wenn denn nicht jeder Erzeuger ein Kongruenzstrahl ist. 

Aus den Voraussetzungen folg4, dass unsere Kongruenz selbstdualistisch ist 

im dem Sinne, dass dieselbe durch das Nulsystem des Komplexes in eine Kon- 

gruenz derselben Art transformiert wird, womit in diesem Augenblick nicht ge- 

sagt wird, dass die zwei Kongruenzen identisch sin& 

Wir wollen nun die Fliiche (1) zu bestimmen suchen, welche yon den eine gege- 

bene-Gerade 1 schneidenden Kongruenzstrahlen gebildet wird. Ob zu jeder Gerade 

1 eine Kongruenzfl~che (l) gehSrt, wissen wir nicht. Wenn aber l yon einem 

Kongruenzstrahl geschnittten wird - -  speziell, wenn er einen Brennpunkt ent- 

hiilt - -  dann wird er der Kontinuitet  zufolge yon unendlich vielen Kongruenz- 

strahlen geschnitten, und die Fl~che existiert. 

Man sieht nun sogleich: 

(I). Die zu einer Geraden gehb'rige Kongruenzfl&he ist vierter Ordnung. 
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Eine beliebige yon 1 und der Polargemden l' zu l verschiedene Gerade p 

schneider n~mlich (1) in 4, 2 oder o Punkten, weft die Komplexstruhlen, welche 

1 und p schneiden, eine einfache Regelfl~che bilden. Weft ferner jeder Kon- 

gruenzstrahl, welcher l schneider, auch l' schneiden muss, sind sowohl l wie auch 

l' doppeRe LeRlinien der Fliiche; diese kann also nicht zwei~er sondern muss 

~ierter Ordnung sein. Es braucht nicht 1 in seiner ganzen Ausdehnung auf (l) 

zu liegen; sondern die auf 1 (eventuell) liegenden Brennpunl~e werden 1 in Stiicke 

zerlegen, welche wechselweise auf (1) und nicht auf (1) liegen. 

Ist l ein Komplexstruhl aber kein Kongruenzs~rahl, dann bleib~ die Fl~che 

immer vierter Ordnung, aber l und l' fallen in eine Doppellinie der Fl~che zu- 

sammen. 

Is~ 1 ein Kongruenzstraht, dann geht dureh jeden Pun]r~ yon 1 ausser l 

nut  ein S~ahl, und es lieg~ in jeder durch 1 gehenden Ebene auch nur ein Strahl. 

Es is~ also 1 eine einfache Leitlinie der Fl~che. Diese wird yon einer nicht dutch 

1 gehenden Ebene ~ in einer Kurve ~ geschnitten, welche in ( l ~ ) ~  A entweder 

einen einfachen oder auch einen dreifachen Punkt  hat, weft eine durch A ge- 

hende und in ~ liegende Gerade ausser A nur noch einen P u n ~  mit ~ gemein 

haben kann. Im letztgenannten Fall hat ~ in A drei Tangenten; die eine yon 

diesen is~ die Schnit~llnie yon ~ mit der Ebene der zwei durch A gehenden 

Kongruenzstrahlen; die zwei anderen geben mR 1 verbunden zwei durch 1 gehende 

Brennebenen ~l und ~ .  Es hat dann 1 auch zwei Brennpunk~e. Die Ebenen ~ 

und ~2 kSnnen nicht yon der Wahl  der Ebene ~ abh~ngig sein. Jede nich~ 

durch A gehende Ebene muss (1) in einer Kurve schneiden, die in 1 einen drei- 

fachen Punk~ hat. Er muss deshalb (l) zweimal durch l gehen, und dieser Strahl 

muss ein i]oppelter ~rzeuger yon (l) sein. 

Wenn aber A ein einfacher Punk~ auf 9~ ist, dann gehen durch 1 keine 

Brennebenen. Man hat also: 

(2). Au f  einem Kongruenzstrahl l liegen entweder zwei oder auch keine Brenn- 
punkte; gleichzeitig gehen dutch 1 zwei oder keine Brennebenen. 

Wir werden es nun als unsere Hauptaufgabe betrachten den Or~ q ) d e r  

Brennpunk~e und dualistisch die Einhiillungsfliiche der Brenuebenea zu untersuchen. 

Wir bestimmen erst die Zahl der auf einer beliebigen Geraden m liegenden 

BrennpunkCe, w o m  kein Komplexs~rahl ist. Durch einen Punk~ A yon m mSge 

ein Kongruenzstrahl a gehen, der die Polargerade m' zu m in einem Punkt  A' 

schneider. Geht durch keinen Punk4 yon m ein Strakfl, dann lieg~ auf m kein 
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Brennpunkt, und geht durch m keine Brennebene. Die im allgemeinen Fall zu 

m gehSrlge Kongruenzfl~che (m) wird yon einer durch a, aber nicht durch m 

oder m' gehendeu Ebene a ausser in a noch in einer Kurve ~s drifter Ordnung 

geschnRten. Diese Kurve geht durch A und A', welche einfache Punkte auf ~3 

sin& 

Um nun die durch einen Punkt  M yon m gehenden Strahlen zu finden, 

leg~ man durch M und m' eine Ebene ~, welche a in einer Geraden T schneiden 

mSge. Die yon A' verschiedenen Schnittpunkte yon p mit r geben mit M ver- 

bunden die gesuchten Strahlen. Diese fallen zusammen, wenn p die Kurve be- 

riihr~. Dutch einen Punkt  A' einer Kurve drRter Ordnung gehen nun o, 2 

oder 4 Tangenten, welche ausserhalb A' beriihren; d. h. durch m' gehen o, 2 

oder 4 Brennebenen und in m liegen o, 2 oder 4 Brennpunkte. Wenn durch 

A' .l~eine solche Tangente an ~0 s geht, dann ist diese Kurve zweiziigig, und A' 

lieg~ auf dem Oval desselben. Aber dann muss aus A entweder o oder 4 Tan- 

genten an ~3 gehen, jenachdem A auch auf dem Oval oder auf dem unpaaren 

Zweig der Kurve liege. Wenn aber durch A' zwei Tangenten an ~0 a gehen, dann 

ist die Kurve einziigig, und aus jedem anderen Punlr~ der Kurve gehen dann 

auch zwei Tangenten. 

Dieselben Schlfisse gelten auch, wenn m ein Komplexstrahl ist, w o m  und 

m' zusammenfallen. Wenn m ein Kongruenzstrahl ist, haben wir schon oben 

gesehen, dass er hSchstens zwei Punk~e mit der Brennfl~iche gemein hat. 

Man hat also: 

(3). Die BrennflSche q) wird yon jeder Geraden des Raumes in O, 2 oder d 

Punkten geschnitten; wenn die Gerade zwei Punkte mit �9 gemein hat, dann gehen 

dutch m auch zwei Brennebenen. Wenn aber m vier t)un~te mit ~o gemein hat, 

damn gehen durch m, 0 oder 4 Brennebenen, und umge~ehrt. 

Die Brennfl~che ist also eine ~l~che vierter Ordnung. Aus der selbstdua- 

lischen Definition unserer Kongruenz folg~, dass die Einhiillungsfl~che ~0' der 

Brennebenen eine Fl~che vier~er Klasse sein muss. Man sieht aber sofo~, dass 

die zwei Fl~chen zusammenfallen miissen. 

Man braucht n~mlich nut  nachzuweisen, dass jede Gerade m, welche (~ 

beriihr~, auch Tangente an ~ '  ist, d. h. dass durch m zwei zusammenfallende 

Brennebenen gehen. Denken wir uns erst, dass m kein Komplexstrahl ist. Indem 

wir die oben beschriebene Konstruk~ion und dieselben Bezeichnunge~ beibehal~en, 

muss, wenn m Tangente an ~9 ist,  durch den Punkt  A' zwei zusammenfallende 



168 C. Juel. 

Tangenten an q9 8 gehen. Das ist nur mSglich, wenn ~ einen Doppelpunl~ 0 

hat, wo dann A'O als eine yon A' ausgehende doppelt zu rechnende Tangent~ is~. 

Aber dann geht auch aus A zwei in A O zusa.mmenfaUende Tangenten an ~3, 

und damit is~ das verlangte erwiesen, wenn m kein Kongruenzs~rahl ist. Weil 

aber die Kongruenz s~etig vorausgesetz~ wird, werden auch die Sammlungen yon 

Brennpunkten und Brennebenen stetig, und weil jeder Komplexs~rahl in einer 

iiberall dichten Sammlung yon Geraden lieg4, welche nicht Kongruenzstrahlen 

sind, folgt dass jede Tangente an q9 auch Tangenr an ~ '  sein muss, d. h.: 

(4). Der Ort der Brennpunkt fh'llt mit der Einhiillungsflh'ehe der Brennebenen 

zusammen. 

Wenn m ein Kongruenzstrahl ist, dann wird, wie sehon oben bemerk~;, m 

entweder eine einfaehe oder aueh eine dreifaehe Gerade yon (m) sein, und. die 

oben bestimm~e Kurve 99 wird dementspreehend entweder nieht dureh den Punk-~ 

A gehen, oder aueh A als einen Doppelpunk~ haben. ])as le~z~re muss der 

Fall sein, wenn man ausdriieklieh vorausse~z~, dass m zwei Brennpun.k-~e hat. 

Die zugehSrigen Brennebenen gehen dtlreh m und die Tangenten an q0 in A. 

Als Tangenten alas A an 9~ sind sie aber doppel zu reehnen, und dutch m gehen 

also zweimal zwei zusammenfallende Beriihrtmgsebenen an a), d. h. : 

(5). Ein Kongruenzsb'ahl mit zwei Brennpunkten beriihrt in dias.en Punkten 

die BrennflSehe. 

Es seien M t und M s die zwei Punk-~e, in welehen ein Kongruenzs~rahl m 

die Brennfl~ehe beriihrt. Die zwei dureh M1 gehenden zusammenfallenden Kon- 

gruenzstrahlen liegen in der Polarebene /z I zu 31/1. Diese Ebene muss den zwei 

vorigen S~tzen zufolge die Fl~ehe q) beriihren, und zwar entweder in M 1 oder 

M s. Aber man sieht leicht, dass M 2 der Beriihrungspunkt sein muss. Es sei 

n~mlieh M ein Punk~, der auf einer die Fl~ehe in M~ beriihrenden, aber nieh~ 

mR m zusammenfallenden Tangente t gegen M konvergier~. Die Polarebene 

/~ zu M dreht sfeh um die Polargerade t' zu t, und diese Gerade t und t' liegen 

als Polargerade nieht in einer Ebene raft; m. Also kann /~1 = (mr') nieht mit 

(rot) zusammenfallen, d. h. /~1 muss in M s beriihren. ~Ia~a hat  also: 

(6). Wenn ein Kongruenzstrahl die Brennflh'che in M 1 und M s beriihrt, dann 

beriihrt die zu M 1 geh6rige Brennebene die Fldche in Ms und umgekehrt. 

Hieruus sieht man ausdrfieklich: 
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(7). Die BrennflSche entsprieht im Nulsystems sieh selbst. 

Es ist selbs~vers~ndlich nicht jede Doppeltangente der Brennfl~iche ein 

Kongruenzstrahl. Aber ein Kongruenzstrahl, der iiberhaupt Punkte mit der 

Brennfl~ehe gemein hat, muss eine Doppeltangente derselben sein. Deshalb 

kann eine Gerade, welehe (/) dreimal in einem Punk~ A und einmal in einem 

anderen Punkt B schneider, kein Kongruenzstrahl sein; dagegen ist es mSglich, 

dass ein Kongruenzstrahl in vier zusammenfallenden Punkten schneiden kann. 

Wir werden jetzt ein pa~r selbstverst~ndliche aber wichtige S~tze nennen. 

(8). Der Kegel, welcher die Flh'ehe aus einem Punkt der Flh'che projiziert, kann 

nur in den Verbindungslinien des Punktes mit eventuellen DoppelTunkten der I,'lffehe 

DoPlgel!inien haben. 

Die Fl~iehe ist n~tmlich vierter Ordnung. 

Dualistiseh erh~l~ man, indem eine Doppelebene als das dualistisehe zu 

einem Doppelpunkte definiert wird: 

(9). Die Schnittkurve der I, Th'che mit einer ihrer Tangentialebenen kann nur 

in den Schnittlinien mit eventuellen Doppelebe~en Doppeltangenten haben. 

Denken wir uns jetzt M sei ein parabolischer Punk~ der Fl~iche; dann 

schneider die Tangentialebene g in M die Fl~che in einer Kurve, welehe in M 

eine gewShnliche Spitze hat. Durch M wie dutch jeden anderen Punkt  der Fl~i~he 

geht ein Kongruenzstrahl. Diese kann einer obigen Bemerkung zufolge nicht die 

Spitz4angente sein; deshalb muss durch M eine in /z liegende Tangente t gehen, 

welche die Fl~ehe in einem yon M verschiedenen Punk~ Mt beriihrt. Aber be- 

trachten wir eine /z naheliegende Tangentialebene, wird diese die Fl~che in einer 

Kurve schneiden, welche in der N~he yon M eine kleine Schleife oder auch zwei 

Inflexionstangenten haben wird. Eine t nachliegende Gerade tl muss dann die 

M 

Fig. a. 

Schni~tkurve yon �9 mit p in zwei Punkr beriihren, der eine in der NShe von 

M, der andere in der N~he yon M 1. (Siehe Figur.) Das ist aber des vorigen 

Satzes wegen unstat~haft. Man hat also: 
22--2661. .4cta madwma~ica. 49. Imprim~ le 17 avril 1926. 
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(IO). .Die Brennflgche hann heine eigentliche parabolische Kurve haben. 
Dagegen wohl eine Kurve M, deren Tangenten alle vierpunktig beriihren 

(n~mlich die sparer zu nennenden singul~ren Kurven). 

Dualistiseh hat man auch: 

(I I). Die BrennflSche hat heine Spitzhu~we. 
Man hat ferner 

(I2). JEine BrennflSche, welche heine Gerade enthh'lt, harm heine doppelt be- 
riihrende Devellopable haben. 

Es sei niimlich z eine Ebene, welche in zwei Punk'ten A und B beriihrk 

Wenn nun A B ein Kongruenzstrahl w~re, dana wiirde in dem linearen Komplex 

den zwei Punkten A und B dieselbe Ebene entsprechen, was, wie schon friiher 

bemerk$, unmSgHch ist. Wenn aber A B kein Kongruenzstrahl ist, dann geht 

dureh A ein Kongruenzstrahl, der in elnem yon A verschiedenen Punkt  C die 

Fl~iche beriihrk Bildet man nun den Umriss w der Fl~che aus einem yon A und 

C verschiedenen Punkt  yon A C, dann hat  dieser im Bride AI yon A einen 

Doppelpunkt, und die eine der Tangenten in A 1 beriihrt oJ im Bride yon B. 

Das ist aber unmSglich weft w vierter Klasse ist. 

Dualistiseh erh~lt man den fiir das folgende wichtigen Satz: 

(I3). Die Brennflliche hat heine Doppelhurve. 
Wir haben hier die neue Voraussetzung gemach~, dass die Brennfl~che keine 

Gerade enthiil~, und an diese Voraussetzung werden wir festhalten, nicht aus 

einem principiellen Grund sondern um die Aufgabe zu begrenzen. 

Die Fl~che kann aber Doppelpunkte und Doppelebenen haben, und alle 

diese stehen mit den singul~ren Elementen der Kongruenz in Verbindung. Man 

hat  n~mlieh: 

(I4). Jede Doppelebene der Brennflh'che ist eine singulh're Ebene und jeder 
Doppelpunkt derselben ist ein singulh'rer Punkt der Ko~gruenz. 

Es beriihre eine Ebene ~ die Flgche einer Kurve k zweRer Ordnung ent- 

lang, und es sei P der zu ~ im Nulsystem adjungier~e Punkr P liegt in ~ und 

zugleich in d~ - -  weil diese Fl~che im Nulsystem sich selbst entspricht - -  und muss 

also in k liegen, weft �9 vierter Ordnung ist. Es muss P noch ein Doppelpunkt 

der Fl~che sein, weft diese in P yon allen jenen Ebenen beriihr~ wird, welche den 

PunkCen yon h entsprechen. Der Kongruenzstrahl, der durch einen beliebigen 
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Punkt  M yon k geht, ist nun die Sehnittlinie der in M beriihrenden Ebene mit 

der zu M adjungierten Ebene, also die Gerade MP. Durch P gehen also un- 

endlich viele Kongruenzstrahlen, und ist deshalb ein singul~rer Punkt.  

Umgekehrt hat man, dass jede singuliire Ebene z ,  welche iiberhaupt Punkte 

mit der Brennfl~che gemein hat, eine Doppelebene derselben sein muss - -  und 

dualistiseh; jeder in ~ liegende Kongruenzstrahl, der mit q ) P u n k t e  gemein 

hat, muss n~mlich die Fl~che zweimal beriihren, so dass z eine Doppelebene 

sein muss. 

In einer Doppelebene z kSnnen mehrere Doppelpunkte liegen, wenn auch 

nut  einer yon diesen 7~ adjungiert sein kann. 

Ebenso kSnnen durch einen Doppelpunkt P mehrere Doppelebenen gehen, 

als die zu P adjungierte. ~Ian muss aber erinnern, dass jede durch /)  gehende 

Tangentialebene - -  auch eine Doppelebene - -  einem Punkt yon k adjungiert 

is~, und deshalb die Kegelfi~che (P) beriihrt, welche aus den Tangenten in P 

gebilde~ wird. 

Man sieh~; sogleich aus (7): 

(I5). In einer Doppelebene liegen ebensoviele 
adju~gierten Doppelpunkt Doppelebenen gehen. 

Man hat ferner als einen Hauptsa~z: 

Doppeli~unkte als durch den 

(I6). Durch einen Doppelpunkt P kSnnen keine and~'en ausserhalb P beriih- 
rende Ebenen gehen als Dqppelebenen. 

Es sei n~mlich /~ eine durch P gehende und ausserhalb P in einem Punkt  

Q beriihrende Ebene; diese muss abet den obigen Bemerkungen zufolge aueh (P) 

beriihren. Bildet man also den Umriss ~ der Fl~iche aus einem Punkt  yon /~, 

wird dieser im Bride /)1 yon P einen Doppelpunkr haben, aus welehem eine aus- 

serhalb /)1 beriihrende Tangente geht, n~mlich die Spur yon /~ (siehe (I2)). Dies 

ist aber, well ~ vierter Klasse ist, nur mSglich, wenn /~ eine Doppelebene ist; 

denn dann wird durch die Spur you /~ dem Umriss ~fll n u r  eine Gerade hinzu- 

gefiig~, welche durch /)i gehend die Kurve ausserhalb P~ beriihr~, und das ~nder~ 

nicht die Klasse der Kurve. 

Durch einen Doppelpunkt P geht jedenfalls eine Doppelebene, n~mlich die 

zu P adjungierte Ebene z ;  abet  es muss wenigstens noch eine durch P gehen. 

Eine beliebige durch P gehende Ebene ~ schneider n~mlich ~ in einer Kurve q~, 
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welche in P einen eigentlichen oder uneigentlichen Doppelpunkt hat ~, und ~ in 

einer Tangente p an ~0. Aus einen Doppelpunkt /) einer Kurve vierter Ordnung 

gehen aber offenbar eine paare Zahl yon Tangenten, welche ausserhMb P be- 

riihren, indem ~ (wenigstens ausserhalb P ) k e i n e  Spitzen hat (11). Ausser P 

geht also wenigstens noch eine Tangente, welche in einem Punkr Q beriihren 

mSge. Die Tangentenebene in Q geht nun durch /)1 und muss also dem vorigen 

Satz zufolge eine Doppelebene sein. 

Man hat also: 

(17). Durch jeden 1)oppellounkt gehen wenigstens zwei Doppelebenen, und in 

jeder Doppelebene liegen wenigstens zwei Doppelpunkte. 

Man kann nun ferner den weitergehenden Satz nachweisen: 

(I 8). Wenn dutch einen Doppelpunkt s Doppelebenen gehen, dann gehen durch 

jeden Doppell~unkt s Doppelebenen, und liegen in jeder Doppelebene s Doppellrunkte, 

wo s-~ 2, 4, 6, . . . 

Es geniigt nachzuweisen, dass dutch zwei beliebige Doppelpunkte P1 und P~ 

gleichviele Doppelebenen gehen. Dutch die Gerade P1P,  legen wir eine keinen 

neuen Doppelpunkt enthaltende Ebene /z, welche q) in einer Kurve 9~ vierter 

Ordnung schneider, fiir welche infolge (I7) P1 und /)~ eigentliche oder uneigent- 

liche Doppelptmkte sind. Es kommt nun dem vorigen zufolge nur darauf an 

nachzuweisen, dass durch /)1 und iO, gleichviele Tangenten an ~0 gehen. 

Diese Kurve kann aus mehreren getrennten Zweigen zusammengesetzt sein, 

welche, wie aus (I7) zu sehen, alle paar sein miissen. Betrachten wit erst einen 

Zweig a, der d urch keinen der Doppelpunl~e geht. Dieser Zweig ist zweRer 

oder vierter Ordnung und kann keine Punkte mi~ der Gemden 1)1t)2 gemein 

haben. Mittels der (I--I)deutigen Korrespondenz der Punkte, in welchen a yon 

eiuer durch /)1 - -  oder P ,  - -  gehenden Geraden geschnitten wird, sieht man 

sogleich, dass aus /)1 sowie aus P~ zwei Tangenten an a gehen. Denken wir uns 

ferner fl sei ein Zweig, fiir welche /)1 ein eigentlicher, 1~ ein uneigentlicher 

I)oppelpunkt ist. Aus dem oben gesag~en folgt, dass aus P,  zwei Tangenten an 

fl gehen. Aber auch aus P1 gehen zwei Tangenten an fl (mehrere als zwei sind 

jedenfalls nicht mSgllch). Wenn n~mlich nicht, dann miiste jede durch xP 1 ge- 

t Ein uneigentlicher Doppelpunkt P einer Kurve (p* ist in dieser Verbindung ein ausser- 
halb (p4 liegender Punkt yon der Art, dass jede dutch P gehende Gerade hSchstens zwei Punkt~ 
mit der Kurve gemein hat. 



Uber die Kongruenz zweiten Grades und die Kummersche Fl~iche. 173 

hende und in tt liegende Gerade ausser t)1 noch zwei Punkte mit fl gemein 

haben, auch die Gerade P1 P2; das ist aber unmSglich, weft diese Gerade mit 

(p ausser P1 keine weitere Punkte gemein haben kann. 

Denken mir uns endlich 7 sei ein Zweig, der P1 und P2 als eigentliche 

Doppelpunl~e hat, und dass aus P1 zwei Tangenten, aus P2 aber keine Tangen: 

ten an 7 gehen. Ist  nun M ein beliebiger Punl~ yon 7, und schneiden die 

Gerade P1 M und t)2 M nochmals bzw. in M 1 und M2, dann werden auf 7 die 

PunkCe M und M~ im entgegengesetz~en Sinn, M und M2 aber in demselben 

Sinn laufen. Es werden also M~ und M~ in entgegengesetzten Sinn laufen, aber 

das fordert, dass 7 einen drRten Doppelpunkr haben muss. Das i s t  aber aus- 

geschlossen, weil @ keine Doppelkurve hat. Damit ist der Satz bewiesen. 

Durch jeden Doppelpunkt gehen wie oben bemerkr wenigstens zwei Dop- 

pelebenen. Es ist aber m5glich, dass die Fl~che keine Doppelpunl~e hat; sie 

hat dann auch keine Doppelebenen. Uber eine solche Fl~che l~sst sich noch 

etwas sagen. In allen F~illen kann ein Ubergang yon einem konvexen zu einem 

unkonvexen Flfichenteil, weft die Fl~che keine egentliche parabolische Kurve 

hat, nur durch eine Beriihrungskurve mit einer Doppelebene geschehen. Wenn 

solche Ebenen nicht vorhanden sind, dann muss die Fl~che, oder jedes getrenntes 

Netz derselben, entweder iiberall konvex oder iiberall unkonvex sein. 

Denken wie uns erst, dass die Fl~che ein iiberall konvexes Netz O1 ent- 

h~R; dieses ist ein Ovaloid, d. h. eine projektiv aufgefasste Eifl~chel. Die 

Brennfl~che q) muss in diesem Fall noch wenigstens ein anderes Netz q)~ ent- 

halten. Durch jeden Punkt  yon �9 soll n~mlich ein Kongruenzstrahl gehen, der 

in M und noch einem Punkt  die Fl~che beriihrt; das ist aber nicht mSglich, 

wenn M ein Punkt  yon ~ ist, und q) keine andere Netze enth{tR. Das Fl{tchen- 

netz q)2 muss  aber auch ein Ovaloid sein. Es wird erstens n~mlich yon jeder 

�9 ~ beriihrenden Ebene in einer Kurve ohne Doppelpunkte, Doppeltangenten und 

Spitzen, d. h .  in einer Kurve zweRer Ordnung geschnRten. Aber wir k5nnen 

leicht sehen, dass es dann auch yon jeder Ebene tt in einer Kurve zweiter Ord- 

nung geschnitten wird. Es sei n~mlich l eine in tt liegende Gerade. W e n n  

diese ~ schneider, dann wird sie nur zwei Punkte mit q~2 gemein haben kSn- 

nen, weil q)l + O2 vierter Ordnung ist. Wenn sie aber ~1 nicht schneider, dann 

geht durch l wenigstens eine ~ beriihrende Ebene, so dass l auch dann nur 

zwei Punkte mit ~2 gemein haben kann. Es ist q)2 also eine Fl~che zweiter 

Ordnung, welche ein Ovaloid sein muss, wenn wir uns die Einschr~nkung auf- 

legen nut  Brennfl~chen ohne Gerade in Betracht zu ziehen. Die Brennfl~che (P 
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kann kein driRes Ovaloid @3 enthalten, denn eine qg~ und ~P~ beriihrende Geraden 

(und eine solche geht ja dutch jeden Punkt  yon 01) kann nicht @3 schneiden, 

weft (/) vierter Ordnung ist, und wenn sie nichr schneider, danu wiirde durch l 

zwei @3 beriihrende Ebenen gehen, was auch nicht angeht, weft q) vierter 

Klasse ist. 

Die zwei Ovaloids, aus welchen q9 zusammengesetzt ist, liegen so, dass sie 

keine Schnittkurve und keine doppelt beriihrende Developpable haben, und noch 

so, dass jed.e das eine Netz beriihrende Ebene das andere schneider, sonsg wiir- 

den auf �9 Punl~e liegen, durch welche keine Brennstrahlen gehen. Man sieht 

hier~us leichg, dass die zwei Netze einander in zwei Punkte beriihren miissen, 

und dass, wenn das eine ins Endliche projizier~ wird, dann das andere ins Un- 

endliche gehen muss. 

Es kann @ aber auch ein iiberull unkonvexes Netz enthalten. Eine dieses 

Netz in einem Punk~ M beriihrende Ebene schneideg dasselbe in einer Kurve 

vierter Ordnung mi~ einem und nur einem Doppelpunk~ (in M), und ohne 

DoppeltangenCen und Spitzen. Ein Zweig vierter Ordnung ohne Doppeltan- 

genten hat aber wenigstens zwei Doppelpunkte. ~ Deshalb muss die Schnitt- 

kurve zwei Zweige a~ und a~ drifter Ordnung enthalten, welche sich in M treffen. 

Ausser diesen kann die Fl~che noch einen Zweig zweiter Ordnung enthalten, 

welche mi$ den zwei erstgena~mten eine vollstiindige Kurve vierter Ordnung aus- 

machen. Man hat also 

(I9). ;Eine BrennflSche ohne Geraden ist, wenn sie keine Doppelpun~te und 

heine Doppelebenen hat, entweder aus zwei Ovaloiden gebildet, oder aus - -  im Allge- 

meinen - -  zwei unkonvexen Netzen, welche von einer beliebigen ihrer Tangentialebenen 

in zwei Zweigen drifter Ordnung und einem Oval geschnitten wird. 

Um n u n  die Zahl der singul~ren Ebenen dcr Kongruenz zu bestimmen, 

kalm man auf die yon LIE entwickelte aber projektiv aufgefasste Transforma- 

tion zuriickgreifen. I)iese ermSglicht, wie in den Lehrbiichern der Liniengeo- 

mettle gelernt wird, die Strahlen eines linearen Komplexes auf die Punkte des 

gewShnlichen Raumes durchgii~gig eindeutig abzubilden, s Den Strahlen einer 

im Komplex enthaltenen Kongruenz entsprechen die Punkte einer Fl~che F. Man 

kann die Abbildung so einrichten, dass den Strahlen eines beliebigen durch eine 

Siehe: Einleitung in die Theorie der ebenen Elementarkurven 3. und 4. Ordnung. Det 
Kgl. danske Vidensk. Selsk. Skrifter (7. R. x x, 2) 1914. 

2 Siehe z. B. STvm~f, Liniengeometri, Bd. II, S. I46 u. f. und CRE.~[ONA, Accademia dei 
Lincei I875--76, S. 285--302 
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gewisse feste Gerade gehenden Hyperboloids die Punkte einer Gerude im Raume 

entsprechen. Wenn die feste Gerade auf ~ liegt, wird also die zu unserer Kon- 

gruenz K H gehSrige Fliiche F drifter Ordnung sein. Ferner entsprechen jenen 

Geraden der Fliiche, welche einen festen auf der Fliiche liegenden Kegelschnit~ 

u treffen, im Liniearaum die Strahlen eines Biischels. Man weiss in unserer 

Verbindung nicht, dass die Fliiche algebraiseh ist, aber, wie ich in einer friiheren 

Arbeit entwickelt habe, ist die Theorie der auf einer F iChe  drR~er Ordnung 

liegenden Geraden yon dem algebraischen Charakter derselben unabhiingig. 1 Es 

gibt deshalb auf der Fl~che drifter Ordnung jedenfalls o, 4, 8 oder auch 15 

Gera~le, welche x treffen - -  oder eine bestimmte Gerade der Fli~che nicht treffen. 

Ebenso viele Doppelpunkte und Doppelebenen wird die Brennfl~che haben. 

Wenn s----z, wenn also durch einen Doppelpunkt t)1 nur zwei Doppelebenen 

gehen, dann hat man sicher noch einen Doppelpunk* P~ also auch zwei Doppel- 

ebenen ~1 und ~2. Die Doppelpunkte miissen also in Paaren auftreten. Mehr 

als dre i  Paare sind nieh~ mSglich; wenn ni~mlich P1 P~, P~ P4, P5 P6 drei Paare 

wiiren, dann wiirde die Ebene P1 Ps P~ drei Kongruenzstrahlen enthalten, so dass 

durch t)1 eine dritte Doppelebene gehen wiirde. Da~s aber immer zwei auf~re- 

ten, entnehme ich der Kiirze wegen meiner oben erwi~hnten Arbei~. 2 

Wenn s >  2, fiihr~ aber eine direkte sich dem obigen anschliessende Be- 

trachtung ldirzer zum Resultat. 

Denken wir uns also eine Doppelebene zl, welche ausser ihrem Pol P~ noch 

wenigstens drei andere Doppelpunkte P~, Pa, P4 enthi~l~. Die Kongruenzstrahlen, 

welche die Gerade Ps-Ps treffen, erzeugen eine Fli~ehe vierter Ordnung. Aber 

diese 15s~ sich hier in vier Ebenen auf, ni~mlich die folgenden: die dutch P1 P~ 

gehende zu P~ konjugierte Ebene z2, die durch P~Ps gehende Ebene z s, die 

Ebene zl, und deshalb noch eine Ebene, welehe durch P~ Ps gehen muss, weft 

diese G erade eine DoppeUinie der Kongruenzfli~che sein soll. Die neue Ebene 

~ ist auch eine Doppelebene, weil sie unbegrenz~ viele /)~/)s schneidende Kon- 

gruenzs~rahlen enthiilt, uud ihr Pol liegt in der Schni~tlinie (z~ zs), weil diese 

die Polargerude zu (P~/)~) ist. Aber ein in (z~ z~) liegender Doppelpunkt muss 

ein Schnittpunkt der in z.o und zs liegenden singuli~ren Kurven sein. In den 

Seitenfliichen der Tetraeder P~/)~ Ps P~  miissen alle singuliiren Puukte der Kon- 

c. JUI6L, Elementarfliichen dritter Ordnung, Math. Ann., Bd. 76, 19I ~. S. 548. 
Man braucht aus der im Allgemeinen recht weitlguftigen Theorie der Gcradcn auf einer 

Elementarfliiche dritter Ordnung nur der Satz, dass w e n n  e i n e  Gerade der Fliiche yon mehr als 
yon einem Paar yon Geraden der Fliiche geschnitten wird, dann wenigstens yon drei Paaren; der 
Beweis llisst sich transformieren, abet ich uuterlasse es. 



176 C. Juel. 

gruenz liegen; ist niimlich /) ein beliebiger ausserhalb zl, z~ und ~T s liegender 

singul~rer Punkt, und z dessen Polarebene, dann schneiden z die Gerade P~/)s 

in einem yon P~ und Ps verschiedenen Punk~ Q, so dass / )Q eine /)3 Pa schnei- 

dender Kongruenzstrahl is~. 

Wenn man sich nun denl~, dass in jeder singul~ren Ebene s singulgre 

Punkte liegen, finde~ man in ~1 s singul~re Punkte, und in ~ ,  zs z~a bzw. 

s--z,  s--  3 und s--3 neue singul~re Punkte, so dass man als Zahl x der Dop- 

pelpunk~e der Brennflgche erhglt: 

x : 4 s - - 8 .  

Aber man kann eine hShere Begrenzung fiir x finden, wenn man auch die zu 

/)s P~ gehSrige Kongruenzflgche (Ps/)4) in Be~racht zieht. Diese besteht aus den 

Ebenen z,, zs, z~ und noch eine durch ]>8/)~ gehende singul~re Ebene za,. Alle 

Doppelpunkte miissen auch in dieser degenerierten Fl~che liegen, also ~eils in den 

Ebenen ~,, ~s, teils in den vier Schnittlinien (~2 ~,), (~8 ~,) ,  ( ~  zs4)und (z 4 z~3 ). 

Die Schnittpunkte dieser vier Geraden mit $ kSnnen Doppelpunkte sein, und 

andere ausserhalb z 1 und z s liegende kann es jedenfalls nicht geben. Die zwei 

erstgenannten Gerade gehen bzw. durch Pt und /)s; jede yon dieser kann also 

ausserhalb 7q und ~s h6chstens einen Doppelpunl~ enthalten. Die zwei letztge- 

nannten schneiden nicht �9 in Punkten yon z 1 oder ~s und kSnnen deshalb 

mSglicherweise jede zwei neue Doppelpunkte enthalten. Man finder so: 

Aus  

folgt 

d . h .  

x '< sq-(8--2)+ 2+ 4-~-28+ 4. 

2 s + 4 : > 4 s - - 8  

8 ~ 6 ,  

s----6 oder s = 4 .  

(20). Wenn s=6 ,  dann hat die 27•he 2 s + 4 =  I6 1)o~pelpunkle, wenn s~-4, 

dann hat sie 8 Doppelpunkle. 

Wir sind jetzt hinreichend vorbereitet um den Nachweis fiihren zn k6n- 

nen, dass unsere Kongruenz, dem Satz yon CAPORALI entsprechend, in einem 

tetraedalen Komplex enthalten ist, und demnach algebraisch sein muss. ~ 

Man w~hle zwei Paare yon verbundenen Doppelpunkten P1/)~ und Ps/)4 

mi~ den konjugierten Ebene gl z~2 und ga ~4. Darun~er vers~ehen wir, dass ~1 

1 CAPORALI,  Sui complessi e sulle congruenze de 2o grada, Acc. dei Lincei I878 , S. 749. 
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und z~ durch PI und P2, z8 und zc~ durch P3 und P4 gehen, ~ber weder z s 

noch zc 4 durch 2P 1 und P2 geh~. Solche zwei Paare lassen sich finden sowohl 

fiir s = 6  wle fiir s = 4  und s=2. 

Wir nehmen nun eine durch P1 gehende und in z~ liegende Gerade p. 

Diese wird yon den in z~ und in ~r 2 liegenden Kongruenzstrahlen geschni~ten 

und deshalb noch yon den Erzeugern m eines Hyperboloid (p). Alle diese Er- 

zeuger schneiden auch die Polargerade q zu p, wo q eine in ~rl liegende und 

durch P~ gehende Gerade ist; die zwei yon 10 und yon q gebildeten Biischel sind 

projel~iv. Die Hyperboloide (p) gehen aUe durch die Gerade P1 P~=a, beriihren 

in P~ und P~ die Ebenen z 2 und Zl, und gehen auch dutch die P u n k ~  /)8 und 

P~, weil die konjugierten Ebeneu z s und z 4 nicht dutch P1 oder P~. gehen. Aber 

die Hyperboloide (p) bilden einen Biischel. Durch Ps P4=b lege man n~mlich 

eine beliebige feste Ebene z. Diese schneider ein Hyperboloid (p ) in  einem 

Kegelschnitt k, welche durch Ps, P4 und den Punkt  ( z a ) = A  geht. Alle Kurven 

k schneiden die festen Geraden ( z z j ) = r  D und (zz~)~r~ ausser in A noch in 

prejektiven Punlr~reihen, n~imlich in den Reihen yon Punkten, in welchen r~ 

und r~ yon entsprechenden Geraden p und q geschnitf, en werden. Die Kurven 

miissen deshalb einen Biischel bilden, wenn die Gerade Ps P~ die festen Gera- 

den r 1 und r~ in entsprechenden Punkten der projek~iven Verbindung schneiden. 

Das ist aber der Fall, denn well Ps/)4 ein Kongruenzstrahl ist, wird diese Ge- 

rade yon entsprechenden Geraden p bud q geschni~ten. Wenn aber die Kurven 

k einen Biischel bilden, dann werden auch die Hyperboloide (p) einen Biischel 

bilden. Zwei entsprechende Gerade 2 und q schneiden zr 3 in Punkah ,  dessen 

Verbindungsgerade s ein Komplexstrahl und also ein Kongruenzstrahl sein muss, 

well zc 8 eine singul~re Ebene ist. Die Gerade s gehen alle durch /~s und bilden 

ein mit dem Biischel der Geraden i~ projektives Biischel. Aber jede Fl~che (p) 

muss ausser in s die Ebene z 3 noch in einer Geraden t schneiden, welche durch 

P~ geht, well alle Fl~chen (p) durch P4 gehen. Enf~prechende Gerade (s) und 

(t) bilden auch projektive Biischel, weil die Linie (s. t) yon einen beliebigen in 

~r s liegenden festen Geraden in Punktpaaren einer Involution geschni~ten wird. 

Alle Strahlen unserer Kongruenz schneiden also entsprechende Strahlen 

p und t in zwei projektiven Biischeln, welche nicht perspelr~ivisch liegen, well 

die Gerade P~ P~ kein Kongruenzstrahl ist. Die Strahlen gehSren deshalb einem 

~etraedalen Komplex an. Der Schnitt eines linearen und eines tetraedalen 

Komplexes muss aber algebraisch sein. Man hat also: 

23--2661. Ada ma~hema~ca. 49. Imprim6 lo 17 avril 1926. 
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(2I). Eine stetige in einem linearen Komplex enthaltene Kongruenz zweiter 

Ordnung und zweiter Klasse, welche mit einer einfachen Regelfldche o, 2 oder 4 

oder auch unendlich vie~e Strahlen gemein hat, muss notwendigerweise algebraisch 

sein, wenigstens, wenn die Brennfldche Doppelpunkte hat. 

Wie es sieh verh~lt, wenn die Brennfl~che keine Doppelpunk~e ha~, oder 

wenn diese F l ~ h e  iiberhaupt nicht existierk muss ich dahinstehen lassen. 1 

Ich werde nur noch die folgende kleine Betruehtung anstellen, welche in 

der vorliegenden Yerbindung naheliegend ist. Man kann n~imlich fr~gen, wie 

viele Doppeltangenten der Brennfl~che $ dutch einen Punk~ gehen (die Verbin- 

dungslinien mit den Doppelpunkten nicht mitgerechnet). ~ 

Es ist anschaulicher das dualistische Problem zu betruchten. Wir  nehmen 

dementsprechend erst eine Tangentialebene p, welche in M beriihren und q~ in 

einer Kurve ~ schneiden mSge. Hier kann, wenn M seine Lage ~ndert, keine 

~nderung in der Zahl der aus M an 9 gehenden Tangenten gesehehen, well 

keine Doppeltangentialebenen hat (eigentliche Doppeltangenten an ~ liegen in 

Doppelebenen). Dies bleibt auch richtig, wenn M einen Doppelpunkt iiber- 

schreitet, und andere Uberschreitungen yon singuliiren Kurven sind nicht n5thig 

um vo~ einem Punkt  der Fl~che zu einem beliebigen anderen zu kommen. Wenn 

aber p in einem Doppelpunkt /)1 beriihrt, dann gehen aus /)1 s Tangenten a~ ~, 

n~i.mlieh die s Schnittlinien yon p mit den s durch /)1 gehenden Doppelebenen. 

Wenn nun M ein /)1 naheliegender Punkt  ist, dann miissen durch M s Tan- 

genten gehen, welche den s genannten naheliegend sind, und keine yon den 

erstgenannten liegt in einer Doppe lebene .  Man hat also: 

(22). Dureh jeden Punkt der Brennfldche gehen 6, 4 odes" 2 Tangenten, welche 

auch anderswo beriihren, jenachdem die Fldehe 16, 8 oder 4 Doppelpunkte hat. 

Nehmen wir nun den Fall s=-6. 

In einer Tangentialebene liegen, wie oben gesagt, Doppeltangenten, welehe 

Schnittlinien mit den Doppelebenen sin& Es sei nun erstens M ein hyperbolischer 

Punk~. In diesem Fall gehen aus M zwei Tangenten an jenem Zweig ~, yon 9, 

der in M eiuen Doppelpunkt hat; sonst kSnnte aus M keine weitere Tangen- 

ten an ~ gehen, weil eine solche mehr als 4 Punkte mit ~ gemein haben wiir- 

Etwas weiter kann man kommen, wenn man zur Stetigkeit noch den analytischen Cha- 
rakter der Kongruenz hinzufiigt. Das  ist  aber in dieser Verbindung eine etwas fremdartige For- 
derung, und ich gehe  hierauf  n icht  ein. 

2 Die. folgenden ganz einfachen S~tze stehen mit  der bekannten 6fachen Erzeugung der 
Brennfll&che in Verbindung, aber hier dreht es s ich nur um Realit~tsfragen. 
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de. Die 4 iibrigen aus M gehenden Tamgenten zeigen, dass 9 ausser 91 noch 

zwei andere Zweige haben muss. Je  zwei der drei Zweige miissen 4 Tangenten 

mit einander gemein haben; erstens haben sie niimlich keinen Punkt  mit einan- 

der gemein, und zweitens kann kein Zweig innerhalb eines anderen liegen, weft 

9 vierter Ordmmg and M ein Doppelpunkt der Kurve ist. Der Zweig 91 hat 

noch wenigstens zwei Doppeltangentenl; in # liegen also wenigstens 14 Doppel- 

tangenten. 1 Wenn M ein elliptischer Pun]it ist, dann weiss man nichts sicheres 

fiber die letztgenannten zwei, und 9 hat wenigstens I2 Doppeltangenten. Dua- 

listisch hat man also: 

(23). Der geometrische Umriss do" Fldche mit I6 Doppelpunkten aus einem 

elliptischen Punkt hat wenigstens 12 DopTelpunkte , aus einem hyperbolischen wenig- 

stew 14. 

Hat  die Fliiche 8 Doppelpunkte, dann sind die entsprechenden Zahlen 6 oder 4. 

Das absolute Maximum der Zahl der Doppeltangenten der oben genann- 

ten Kurve 9 ist jedenfalls I6 fiir s ~ 6 .  Von diesen sind 12 die Tangenten, 

welche zwei Zweige beriihren; es bleiben also hSchstens 4, welche denselbeu Zweig 

zweimal beriihren. Wenn nun der Beriihrungspunkt M eiu hyperbolischer Punkt  

ist, dann hat der durch M gehende Zweig zwei Doppeltangenten und zwei Wende- 

tangenten. Es kSnnen a lso  hSchstens zwei >>Einbuchtungen~ auf den Zweigen 

vorkommen, i ra-Ganzen daher hSchstens (5 Wendetangenten auf 9. Wenn M 

ein elliptischer Punkt  ist, dann erh~lt man nur die schon ohnehin bekannte 

hShere Grenze, n~mlich 8. Ffir die F~lle s ~ 4  und s----2 erh~lt man dieselben 

Resultate. 

Indem wir wieder den dualischen Satz vorziehen, hat man: 

(24) Der Umriss do" Brennflliche aus einem hyperbolischen Punkt der Fldche 

hat mindestens zwei und hSchstens 6 Spitzen. 

Wir wollen nun die Schnittkurven der Flgche q) mit einer beliebigen Ebene 

betrachten, und nehmen eine Ebene p, welche einer in einem Punkt  M' beriih- 

renden Ebene /,' nahe liegt. Es mSge q) yon p' in einer Kurve 9', yon /, in 

e i n e r  Kurve 9 geschnitten werden. Wenn nun M ein elHptischer Punkt  ist, 

dann k5nnen wir uns erst denken, dass a) in der Niihe yon M' keine Punkte 

mit /, gemein hat. In dem Fall verschwinden die aus M' an 9 '  gehenden Tan- 

Siehe: Einlei tung in die Theorie der ebenen Elementarkurven 3. und 4. Ordnung, Det 
Kgl. danske Vidensk. Selsk. Skrifter (7. R. I I, 2) I914. 
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gen~en, und 90 ha~ keine andere Doppeltangen~en als die Schni~flinien mit den 

Doppelebenen. Wenn aber /~ die Fl~che in der N~he yon M' schneider, dann 

wird M', der in /~' ein isolier~er Punk~ ffir 90' war, durch ein kleiner Oval ersetz~, 

so dass jede aus M' an 90' gehende Tangente zu zwei Doppeltangenten an 90 

Anlass giebt. Die SchnRtkurve hat  also hier 2 s DoppeRangenten, welche nich~ 

in den Doppelebenen liegen. 

Denken wir uns nun, dass M' ein hyperbolischer Punk~ ist. Jede ~" nahe- 

liegende Ebene ~ schneide~ in diesem Fall die Fl~che $ in zwei M" naheliegen- 

den BSgen. Wenn s >  2, dann hat, wie oben bemerkt, 90' ausser den durch M' 
gehenden Zweig 90', noch zwei andere Zweige, welche nich~ verschwinden, wenn 

~' in /~ fibergeh~. Diese neuen Zweige liegen, well 90' vierter Ordnung ist, in 

t~ 

Fig. b. 

einem bestimm~en durch zwei Gerade tl und t~ begrenzten Winkelraum und zwar 

in dem, in welchem der Zweig 90'1 nicht liegt (siehe Figur). Der Zweig 90'1 hat 

in M' einen Doppelpunkr Wenn nun /~' in die naheliegende Lage ~ fibergeht, 

dann wird der Doppelpunk~ M aufgehoben, und die in M' endenden BSgen yon 

90'1 gehen in Bogen yon 901 fiber, welche in zweifacher Weise verbunden werden, 

jenachdem ~' in der N[ihe Yon M auf der einen oder auf der anderen Seite yon/~ 

liegk In dem einen Fall werden sie so verbunden, dass 90'1 wieder in einen ein- 

zelnen Zweig fibergeht, wo dann aUe aus M'  an 90' gehenden Tangen~en ver- 

schwinden. Im zweRen Fall 15st 90'1 sich in zwei Zweige auf, und jede der aus 

M '  an 90' gehenden Tangenten gebea zu zwei Doppeltangenten an 90 Anlass, 

welehe nieh~ in Doppelebenen liegen. 
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(25). Durch einen Punkt, welcher in der Nh'he der Brennfldche liegt, gehen 

auf der einen Sefte der Flh'che 2 s 1)oppeltangenten, auf der anderen Seite keine. 

Hier is~, wie immer, s~2,  4, 6, jenaehdem die Fl~ir 4, 8 oder 16 Dop- 

pelpunkte hat. 

Wenn ein Punk4 P sich yon der Flgehe entfernt, dann kSnnen ~lnderungen 

in der Zahl der Doppelt-angenten, weft q~ keine beriihrende Developpable hat, nur 

dadurch geschehen, dass P entweder eine Doppelebene oder auch eine vierdoppelt 

beriihrende Tangente iiberschreitet. Bei dem ersteren ~Jbergang wird entweder 

keine Anderung hervorgerufen oder auch werden I2 durch /) gehende Doppel- 

r verschwinden oder auf~reten, wie man durch eine Be~rachtung, welche 

der obigen ganz analog ist, erkennen wird. Bei dem zweiten Ubergang wird 

jedesmal eine Doppeltangente gewonnen oder verloren. 

Wir  haben gesehen, dass die Forderung, die wir an unsere Kongruenz 

gestellt haben, nfimlich, dass sie im AUgemeinen o, 2 oder 4 Strahlen mit einer 

einfachen Regelfl~che gemein haben soU, eine recht starke ist, niimlich so st.ark, 

dass sie das Gebilde in das algebraische Gebiet hineinzwingt. Es mSge doch 

zum Schluss bemerkt werden, dass nicht-analytische Kongruenzen zweRer Ord- 

nung und Klasse wirklich existieren. Das einfachste Beispiel ist die Sammlung 

yon jenen Strahlen in einem linearen Komplex, welche eine nicht analytische 

Eifl~che q)l beriihren. Die Brennfl~che ist aueh hier vier~er Ordnung, und wird 

aus q)l und der Polarfl~iche q)2 za q)l in dem mit dem Komplex verbundenen 

Nulsystem gebildet. Wenn q)l eine Regelfl~iche ist, dana hat man hier die be- 

kannte Kongruenz yon HIRsT. Auch im dem allgemeinen Fall bilden die Strah- 

len, welche �9 und Se zugleich beriihren, eine Kongruenz vierter Ordnung und 

vierter Klasse; es ist nicht uninteressant, dass diese auch im einem nicht-analy- 

tischen Fall sich in zwei ge~rennte auflSsen kann. 

Als Fl~tche q~l kann man ein beliebiges konvexes Polyeder nehmen; man 

erh~lt so eine nicht analytische Kongruenz, welche yon ~Stiickem) yon linearen 

Kongruenzen gebildet ist. Als einfach~es Beispiel hat  man zwei MSbiussche 

Tetraeder. 


