SUR LA LIMITATION DU DEGRE DES COEFFICIENTS DES
EQUATIONS DIFFERENTIELLES ALGEBRIQUES A POINTS
CRITIQUES FIXES.

PAR
JEAN CHAZY

a Linne.

Dans le premier chapitre de ce Mémoire, j'étends au champ complexe et
aux équations différentielles d’ordre quelconque les résultats obtenus! par M.
Benprxson et M. Picarp, relatifs & 'étude pour les petites valeurs réelles des
variables x et y des intégrales de I’équation du premier ordre

() 23l — F (2, y),

ol 7 désigne un nombre enticr supérieur & 1, et F(z, y) une fonction des deux
variables 2 et y holomorphe et nulle pour le systéme de valeurs z =y =o.

La méthode d’approximations successives employée par M. BENDIXSON est
applicable encore & Péquation (1) quand le nombre n est égal & 1, et aux équa-
tions et systémes différentiels d’ordre quelconque qui généralisent cette forme
de P’équation (1); on peut retrouver ainsi les développements classiques en séries
entiéres par rapport aux variables =z, a™, 2™, ..., les.exposants n,, 7n,,...
dépendant des coéfficients des équations considérées. J’ai obtenu une applica-
tion de ces développements (iue je me propose d’exposer dans un autre Mémoire:
j’ai démontré que, dans le probléme des n corps, au voisinage d’un instant od

! BenpixsoN, Acta Mathematica, t. 24, p. 81; Picarp, Traité d'analyse, 2tme éd., t. III,
p, 258.
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plus de deux corps se choquent, ou quand les corps s'éloignent indéfiniment sur
certaines trajectoires qui généralisent les trajectoires paraboliques du probléme des
deux corps, les coordonnées des n corps admettent des développements de la

" . . I
forme précédente suivant des puissances du temps; I'un des exposants est 3’

les autres dépendent des rapports des masses, et sont tantdt réels, tantdt imaginaires.
Dans le second chapitre,! je considére des équations différentielles du
troisiéme ordre et d’ordre supérieur, telles que I'équation

ym =y y” — :l/'2,

qui ne sont pas linéaires, et dont néanmoins les intégrales n’ont ni points
critigues algébriques, ni pdles; je démontre que ces intégrales ont des singu-
larités transcendantes et ne sont pas uniformes. J’utilise pour cette démonstra-
tion les résultats obtenus dans le premier chapitre, et notamment la représenta-
tion asymptotique dans un secteur des intégrales de D’équation (1): je suis
amené ainsi, dans la théorie des équations différentielles analytiques, & con-
sidérer une équation différentielle dont un coéfficient est une série divergente.

La combinaison de Ja méthode précédente et de la méthode constituée par
M. PAINLEVE permet de démontrer que, si P (y"—", 42, .., ¢, y, x) désigne un
polynéme par rapport aux n variables y™—"), y»~2, .. ¢, y & coéfficients ana-
lytiques en z, et si l'intégrale générale de I'équation différentielle

y(n) — P(y(n—l)’ y(n—2), e yr’ Y, x)

est uniforme ou a ses points critiques fixes, le degré du polyndéme P par rap-
port & chacune des » variables est limité: si ’on considére chaque dérivée ¢y
comme de poids égal 4 l'indice de dérivation augmenté d’une unité, et la fonc-
tion y comme de poids 1, le poids d’un terme quelconque du polynéme P ne
peut surpasser le poids de y®™, n + 1. Le résultat précédent généralise le ré-
sultat classique relatif & I’équation de Riccari. Une limitation analogue est
valable dans le cas ou P est, non plus un polyndme, mais une fonction ration-
nelle, ou algébrique, & moins que I'équation différentielle proposée ne se rameéne
4 une équation fuchsienne ou kleinéenne.

! Ce second chapitre est une partie d'un Mémoire auquel I’Académie des Sciences de
Paris a décerné un Grand Prix des Sciences Mathématiques en décembre 1912,
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CHAPITRE 1.

1. Nous supposerons que dans le développement en série entiére de la
fonction F(z,y) au voisinage du systéme de valeurs z =y = o, le coéfficient
du terme du premier degré en y est différent de zéro; dans cette hypothése,
en multipliant la variable z par une constante convenable, nous pouvons mettre
I’équation (1) sous la forme

d
(2) an—y=](=.y),

o f(x,y) désigne une fonction des deux variables z, y holomorphe pour les
valeurs =y =o0, et dont le développement au voisinage de ce systéme de
valeurs ne renferme ni terme constant ni terme du premier degré en y.

Enfin, pour simplifier les calculs, nous prendrons I’exposant n égal a 2:

(3) x*gg—y=/‘(x,y)-

2. M. BeNDIXsON a considéré les équations différentielles linéaires suc-
cessives

. A1
x* (2{; —y,= [z, 0),

d
z* fi% —y: =1z, y.),

dyn __

xg d:t‘ yn=f(x,"n—l),

et les intégrales de ces équations différentielles définies par les conditions
initiales

=y, Yy=Y,= " =Yn " =Yg,

ces intégrales s’expriment par les quadratures successives:
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z 1
11 1 =
w1,
z 1
il e iz, yy)
Y,—=Yo€ % Tote -"’} ,,.,Axi_;dx,
(5) =
11 1 £
Yn = Yo © o+ e‘zj .e,,,/(xa;y"_‘l_)dx, '
To

M. BeNDIxsoN a démontré que, si les variables et les coéfficients sont réels, et
si les valeurs initiales z,, y, sont assez petites, x, étant positif, la suite de fonc-
tions y, est uniformément convergente et définit une intégrale de 1’équation
(3) continue quand la variable x tend vers l'origine sur la partie positive de
l'axe réel.

Nous allons étendre le résultat précédent au cas ou les variables et les
coéfficients ont des valeurs complexes. Soit « un nombre quelconque compris

entre o et ;r, dans le plan de la variable z, désignons par A l'angle ayant

comme sommet l’origine, comme bissectrice intérieure la partie positive de l'axe
réel et comme mesure z«. Nous allons démontrer que, si les valeurs initiales
complexes z,, y, sont assez petites, le point z, étant situé dans l'angle 4, la
suite de fonctions y, est encore uniformément convergente, et définit une inté-
grale de P'équation (3) holomorphe quand la variable z tend vers l'origine dans
Pangle 4.

Si les quantités positives R et R' sont assez petites, la fonction f(x, y)
est holomorphe dans le domaine

l=] < B, ly} < R,
et satisfait dans ce domaine & I'inégalité de LipscHiTz

kcos_ql —y
I"r‘ﬁ yl yl 2

I,(x: yz)—/(x: y.)lﬁ

k désignant un nombre compris entre o et 1, et # un nombre positif arbitraire,
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f

mais fixe: car la dérivée partielle iy est holomorphe et nulle pour z =y =—o.

Soit encore JEI—C_{:)H le maximum du module de la fonction f(x, o) sur la

circonférence x| = R; si R est assez petit, la quantité r définie par ’égalité

r+ M _
1—k

RI

est positive, et cette quantité est d’ailleurs inférieure & R'. Nous supposons le
point z, intérieur au secteur déterminé dans l’angle 4 par la circonférence
|| = B, et nous supposons d’autre part |y,| <r.

La fonction
x

1
S R T z
yl =yoe .t+to+ e :Bf.e_f_;x;’_?) dx

Zy

est holomorphe & Pintérieur du secteur déterminé dans l’angle 4 par la cir-
conférence |z]=R. Si d’ailleurs le point z varie seulement a I'intérieur de la

o) -xl).

x

passant par le point z, et tangente & l'origine & 'arc des quantités purement
1.1

. .. — e ey . .

imaginaires, la foncton e ¢ % est en module inférieure & 1, et le premier terme

de la fonction y, est en module inférieur & r.

Cherchons une limite supérieure du module du second terme de la fonction
¥, o et I désignant le module et I’argument de la variable x, posons x = gei?.
Le second terme de la fonction y, est égal &

circonférence

gz e t?

_E o~ 9 —id
S j ggf%;_‘))i_(dgq-igd&),

Lo

et par suite, & l'intérieur du secteur déterminé dans l'angle 4 par la circon-
férence || = R, est en module inférieur & ’expression

x cos

cos ¥ “e P
e ] TVde’+e’d.9’,

Zo

Mcosae—
144

Acta mathematica. 41. Imprimé le 29 septembre 1916. B
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dont la signification est évidente. Si 1'on pose

cosJ 1

=1, Qot du= de +etgIdI
0 N

cos 9

on peut remplacer I’expression précédente par
1: 71‘ L
M ~1—/ e“Vdet+0'd 9!
e ¢ du.
14+ 8 ) u'lde+ gtg 9dI)
¥y

Or désignons par y la racine de I’équation

V o2
,_I.-_l—?t,g~!‘ =7+ I‘)’
I—tgatgy

comprise entre o et Zg—a. Sur les deux spirales logarithmiques admettant

Porigine comme point-asymptote, passant par le point z,, et dans lesquelles
I'angle de la tangente et du rayon vecteur est égal & 7 en valeur absolue,
considérons les deux ares issus du point z,, se rapprochant de I'origine et limités
aux premiers points d’intersection avec les cOtés de Pangle 4; et désignons par
domaine D le domaine ouvert du plan de la variable z limité par les deux arcs
précédents et par les deux c6tés de 'angle A. Le domaine D est évidemment
intérieur d’une part & la circonférence |z] = R, et d’autre part & la circonférence

R (%) =% (xi). qui coupe tous les rayons vecteurs issus de l'origine et situés
[}

) ‘e LT .
dans Fangle 4 sous un angle supérieur & PaalE Nous supposerons que le point

x varie seulement dans le domaine D. On peut joindre le point z, & un point
quelconque x du domaine D par un arc, situé tout entier dans ce domaine,
d’'une spirale logarithmique admettant 1'origine comme point-asymptote, et dans
laquelle P'angle de la tangente et du rayon vecteur est en valeur absolue in-
férieur & y: nous prendrons cet arc de spirale comme chemin d’intégration
joignant le point x, au point x dans le calcul du second terme de la fonction
¥, et des seconds termes de toutes les fonctions ¥,, ¥, ..., Yn, ... Sur le
chemin d’intégration ainsi choisi, ¢ et u décroissent constamment, et I'on a
les inégalités

Vde' + ¢*d9®

d9 ,
gd—e|<tg7, d’on IMde+etg3d3|<I+ﬂ'

tg 9l < tg a.
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Par suite, au point z considéré du domaine D, le second terme de la fonction
y, est en module inférieur &

up 1

R i,
Me w [e d“:M[I—e “+“°]<M.

u?
2
Done, dans le domaine D, le module de la fonction y, est inférieur a r + M,
et par conséquent & R
Il résulte immédiatement que la fonction y, est holomorphe dans le domaine
D; cherchons une limite supérieure du module de cette fonction dans ce domaine.
On déduit des équations {5)

Yo—Y,=—¢ *
o

z 1
-1 @ | ’ 1""(,
[e Utz.y) =l 0y,

Or, dans le domaine D, |z| et |y,| étant inférieurs respectivement a R et E',
I'inégalité de LipscHiTz est valable:

k «
H@.9) = flw, <25 ol

k (r+ M
I (2, 9) — (=, 0)] < -~-"-9S_Ii%;_2.

On déduit comme précédemment

19 =, <k(r + M),
et
ly1 <1yl + 1o —gl<r+ M+ k(r+ M)=(r + M)(1 + k)< R'.
Il résulte que la fonction y, est holomorphe dans le domaine D, et 'on
obtient de méme
Vs — ] <EB(r+ M),
et

lvsl<lyl +lys—wal <O+ MY(x + By + k2(r + M)=(r + M)(x + k + k) < R'.

En continuant de proche en proche, on démontre que la fonction y, est
holomorphe dans le domaine D, et satisfait dans ce domaine & I'inégalité

Iyﬂ—yn—]|<kn_l (?" + M).
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Done, dans le domaine D, la suite de fonctions y, est uniformément con-
vergente, et définit une fonction holomorphe y(z). Au point z,, cette fonction-
limite est encore holomorphe, et a, comme toutes les fonctions y,, la valeur y,.
D’ailleurs, d’aprés I'équation

xz éd?i.':' ~— Yn= ,(x, yn—l))

et l'inégalité de LipscHiTz, dans tout domaine que l'on obtient en retranchant
du domaine D la partie intérieure au cercle de centre x = o et de rayon J, la

suite des dérivées %x est aussi uniformément convergente, et a comme limite
la dérivée y'(x), quelque petit que soit le rayon §. Par suite, en tout point

. , . " d
du domaine D, on peut remplacer dans Péquation précédente 7‘?, Yn et Yoy

par les limites g% et y, et la fonction y(x) satisfait i 'équation différentielle (3).

C’est I'intégrale de I’équation (3), unique d’aprés le théoréme de CaucHy, définie
par les conditions initiales z ==z,, y =y, et prolongée analytiquement dans le
domaine D. Cette intégrale y(x) dépend de la constante y,, arbitraire pourvu
qu’elle soit assez petite.

3. Dans le cas ou les variables et les coéfficients sont réels, M. BENDIXSON
a démontré que lintégrale y(z), définie et continue sur la partie positive de
Paxe réel au voisinage de I'origine, tend vers zéro quand la variable z tend vers
Porigine. M. PICARD a obtenu un résultat plus complet: toutes les courbes
intégrales obtenues, qui aboutissent ainsi & 1’origine de leur plan, y sont tangentes
4 la courbe

"‘?/=f(x:i'/)»

et y ont entre elles un contact d’ordre infini. Ces résultats s’étendent aux va-
leurs complexes des variables et des coéfficients. Nous commencerons par dé-
montrer que, quand la variable z tend vers l'origine dans le domaine D et par

conséquent dans langle A4, le quotient ‘1% tend vers — b, si 'on désigne par

b le coéfficient de z dans le développement de la fonction f(z,y): d’ou il ré-
sultera que l'intégrale y(z) tend vers zéro.

Considérons d’abord le quotient % Par une intégration par parties, on
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peut transformer le second terme de la fonction y,, et mettre le quotienty;‘

sous la forme

1 1 z
Y _ Yo €™ f(x,0)  e™f(x,,0) [ 1}0,
z = 1 -t T+ 1} e é’x(sr:,o)d?c.
xe* xrer xer g,

Quand la variable x tend vers l'origine dans ’angle A4, le premier et le troisiéme
termes de la somme précédente tendent vers zéro; le second tend vers —b.

Enfin le quatriéme terme tend vers zéro. En effet la dérivée %(x, o) est holo-
M' cos «

+p
dans le domaine intérieur D. Dans ce domaine le quatriéme terme de la somme
précédente est en module inférieur a

1
M’feddzt
u
e,

1
ue*

morphe dans le cercle |x| = R: soit la limite supérieure de son module

ou la variable u désigne comme précédemment I'inverse de la partie réelle de
I . . . .
o et tend vers zéro en décroissant constamment quand la variable z tend vers

Vorigine dans le domaine D sur les chemins d’intégration que nous avons définis.
Or 'on a

1 1
—a(u’e“) =e*(1—zu),

. P I
et par suite, pourvu que u soit inférieur & -

o o 1 1
= il uieu__u'zeu’
fe“du</e“du+—————,

1—z2u
u w
u' désignant un nombre fixe compris entre u, et u et inférieur a 5 On déduit
de I
1 1 ' u't e
M| edu M |erdu Mlu——
“ w ue¥
< r t 1—z2u

ue* u e'7
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Quand u tend vers zéro par valeurs positives, les deux termes du second membre
tendent vers zéro.
Done, quand la variable & tend vers 'origine dans le domaine D, le quotient

%1 tend vers —b; quel que soit le nombre positif ¢, on peut déterminer un

second nombre positif u, tel que, dans le triangle mixtiligne D, formé par les
deux cOtés de I'angle 4 et la circonférence u = u,, 'on ait

|‘l-/'+b <e
z

Il nous sera utile, pour simplifier des calculs, de diminuer au besoin %,, et de le
. s LI
supposer inférieur & 5

ty* Y2, 9s,... Yn.

x
Supposons le point z situé dans le triangle D,, et, dans la casle plus compliqué
ou le point z, n’est lui-méme dans le triangle D,, soit x, = g, ¢'® le point du
chemin d’intégration z,z situé sur la circonférence u = u,. On a

Nous allons comparer au quotient 2! successivement les quotxents

('llv-l

z 1
y, — fe;f(xy. — (2,00,
Ty

d’oll, en décomposant le second membre,

z1 1 z

1
2 Y1 = y Y1) 3 .e; ’Ll'—('s)
vy x [elen)—fwol,, , 1 [ClEu—fEol,,

x 1 x? 1 z?
X exz TE8n

On peut écrire
Ha,y) — [, 0)=yo(z,y),

@(x,y) désignant une fonction holomorphe, comme la fonction f(x,y), dans le
domaine |z]<R,|y|<R', et nulle pour =y =o0: si en outre, en un point de

ce domaine, % est en module inférieur ou égal & un nombre fixe, soit |b] + 3¢,
I'expression

a? x z
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e s . Ncosa . . wips
est en module inférieure & un nombre fixe — -, qui ne dépend que des coéffi-

1+ 4

cients de la fonction f(z,y) et du nombre e. Or l'on a dans le triangle D,

|%‘-+b <¢, a fortiori %|<|b|+3s;
d’ou
fx,y)—f(z,0) <NCOSa
z® 1+4
et
w . 1
Tl . u} et
.z ] N}e“du Z\’(u"”—l'T)
i T - ¢/ " N N
— € [f(xayl)2 I(xso)]dx < u . < ue ] u U, R
= €T - I—2U, I—2u, I—2u
xev x uer

Pour étre assuré que l’expression considérée est en module inférieure & &, il

suffit d’admettre que u, ait été diminué au besoin, et rendu inférieur, en méme

\ &

ANz

D’autre part, sur le segment z,z, du chemin d’intégration, qui est situé

f(@, 9) —f(z, 0)

12

kcosa X (r + M) ..y kecosaX(r+ M)
GT+p e , et par suite a 1+ f)a cos*a

supérieur & u, cose. On a par conséquent

bBY I
temps qu’a 5’

dans le domaine D, la fonction est en module inférieure a

, puisque ¢, = u, cosJ, est

Yo

1

z 1 fe'_‘d'u

_E__ ez[f(x’yl)_f(x90)]dx <k(r+M)Xu1 ,
1 x? ul cos?a 1
xex ue*

et a fortiorl

x 1 1 1

IL el ) {0, | it M) eilu—w) ERu, e

< X .
1 x u? cos®a 1 cos® , 1
rern uev u ue

Donc la fonction y’-—z;g‘ est en module inférieure & 2¢, et par suite la
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fonction %+ b & 3¢, dans le triangle D, formé par les cotés de I'angle A et

la circonférence u = w,, si le nombre u, est inférieur & u, et satisfait a la con-
dition

1 i
. 2_* . I » ™ . 7. .z I a
car, %, étant inférieur a S la fonction ue*, qui a comme dérivée ev (1 _E) croit

quand % décroit de u, & zéro.

Supposons u, assez petit pour satisfaire aux deux conditions précédentes,
et le point z intérieur au triangle D,: soit x,— g, €™ le point du chemin d’inté-
gration z,x situé sur la circonférence u =u,. Limitons de méme la fonction

Ys— Y On a
x

z 1

Ys—y _ 1 [ el x,y)—f=z.0)],.

x 1 22 ’
xe*

et

x2 1 z 1
s Y1 .5 H =] 1 ) .ez (x’ yl)_l‘x) O)J
Y; xy:gi e[f(x y.i_z fx o]dx+_11__] (f ) Vg,
xe® xo xet

Y,

Quand le point z est situé dans le triangle D,, |?E est inférieur & |b|+3¢; d’olr

uz R l
1 u? etz
o — 2
Nfe“du‘ N(“ '——1)
< “ < uev < Nu < Nu,
1 1—2u, I—2u, I—21Uu,
uev

z
1

1
_xi ler[f(x,yzy)cz—f(xm)] dz

xeT n

<e&.

D’autre part, sur le segment z,z,, on a comme précédemment

/(x' yz)_f(z, 0)

4

kcosaX(r+ M)(x +k}<kcosax(r+M)(I +~k_),
(1 + Ble: (1 + B)ul cos? a

<

d’ou
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Uy

1
2 1 jei‘du 1
s - R U2
Il 4 [f(x,?/z). f(x,O)]dx <k(r+M)(1 + k) < kRu, e

DAL T T PR e M .
x? u? cos? a 1 cos® o 1

xe* 5 u % u; ue

En continuant de proche en proche, on démontre que, dans.le triangle
D, formé, par les cotés de I’angle 4 et la circonférence u = u,, on a

IS@%’/I <z2¢, et par suite

Yn
= + b|<38,

si I'on a déterminé une suite de nombres positifs u,, u;,...u,, inférieurs a u,,

3

décroissants et satisfaisant aux inégalités successives

1 1 1
ER u, e kR, er kR u, ehn1
costa X 1 TE gogE XS e XS
ul u, e uj g e gy —1 Up €%

Il résulte que, quand la variable xz tend vers l'origine dans 'angle 4, le
quotient yx" tend vers —b, quel que soit n, et que la fonction y, et par consé-

quent la fonction-limite y(r) tendent vers zéro, puisque la suite de fonctions
Yn est uniformément convergente dans le domaine D. Mais il ne résulte pas

y(z)
x

immédiatement que la fonction tende vers — b, car la suite de fonctions

?;—" n'est pas uniformément convergente dans le domaine D au voisinage de

I'origine, et d’autre part il est visible que les nombres u, tendent vers zéro

quand » croit indéfiniment. Pour achever la démonstration, nous devons com-
. eps ) —
parer la décroissance des nombres u, et celle de la différence 1/()70 Yn quand

la variable 2 tend vers lorigine dans Pangle 4.
En un point 2 du domaine D, 'on a

[Yn41 —yul <k* (r 4 M),

lYn+e— Ynpr| <E*H1 (r + M),

Ynsp— Ynip—| < kntP=1(r + M),

Acta mathematica. 41. Tmprimé Ie 30 septembre 1916. 6
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et par conséquent

lynsp—yal <o lr + M) (x4 ket b <FTEID g
d’ou, en faisant croitre p indéfiniment,
Iy(x)_yﬂlﬁkn R,
et
— n BRI
ACIRY M|+|zg+b KR Yn bl.

Si le point x est situé dans le triangle D,, défini par les conditions énon-
cées, et ol I'on a par suite

Yn
Ix + b|<3£,

et si le point x satisfait d’autre part a la condition

n P! n P!
k Rﬁe, ou gZ’C—E,
0 &
on aura en ce point
y—(fl+ b|<4e:
x

pour qu’il existe des points 2 satisfaisant aux deux conditions précédentes, il faut
et il suffit que 'on ait

k"R

Uy >

Or posons u, = E_-}-lT v, est positif puisque u,, u, sont positifs et u, inférieur

1
a wu,; il vient
1

kR u, e ERu,  1+v,
cos? ¢ a1 cos? « o
uj u, e u; et

Pour que le quotient précédent soit inférieur & e, il suffit que I'expression que
I'on obtient en remplagant au dénominateur I'exponentielle par la somme des



Sur les équations différentielles algébriques & points critiques fixes. 43
deux termes d’exposants 4 et 5 de son développement en série soit elle-mé&me
inférieure & &:

kR'u,  24(1+v)u,

cos? « v
vt (I + - )
5U,

< &

ou, puisque u, est inférieur a 5 il suffit que P'on ait
24k R'u, u 1 u
2452 % M g, ou v, =Cuid, et w,— —1—y
cos®ea ot ! : : 1
1 1+ Cu,
en posant
1
C— (z4kR’u0 N
e cos? a
11 suffira de méme que Ion ait
Uy Uy Un—1
Uy == Ty Uy ey gy e
1+ Cu,t 1+ Cuyt 1+ Cub_,

Si 'on fait croitre » indéfiniment, les termes de la suite infinie obtenue %,, u,, ...,
Un, - .., sont positifs et décroissent; ils ont donc une limite positive ou nulle.

Cette limite ne peut &tre positive. En effet 'on déduit des équations
précédentes

Uy
Up = ’

(1 + C’uli) (1 + Cu,%),m: (I + Cui_l

et par suite

Uy
Un <

1 1 L
1+C(u,* + u24+---+u;_1)

Si la limite des nombres de la suite u,, u,,..., %, ..., était positive, la somme
qui figure en facteur de C' au dénominateur de 'expression précédente, croitrait
indéfiniment avec n. et u, devrait tendre vers zéro. Donc I’hypothése considérée
conduit & une contradiction. La limite des nombres u, est zéro.

"

Il résulte que, quand n croit indéfiniment, le rapport " "
n—1

tend vers 1;

n PRI

par conséquent le nombre wu, finit par &tre supérieur an nombre , qui est
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le terme de rang n d’une progression géométrique de raison inférieure a 1.
Donc, si n est assez grand, il existe dans le triangle D, des points ol I'inégalité

ylz) |
- Tt
xr

b| < 4¢,
est vérifiée.
En outre, si n est assez grand, le nombre u,,, est supérieur aussi au nombre

k* R R TR ;
ccos & de sorte que l'inégalité précédente est vérifiée dans toute la partie du

triangle D, extérieure au triangle D,y ;. De méme le nombre wu,,. est supérieur
i R . .

au nombre coose’ et la méme inégalité est vérifiée encore dans la partie du

triangle D,4) extérieure au triangle D,,.. Et ainsi de suite: I'inégalité considérée

est vérifiée dans tout le triangle D,,.

En définitive, si petit que soit le nombre positif ¢ donné & I'avance, on
peut déterminer une circonférence u = w,, tangente & lorigine a l'axe des
quantités purement imaginaires telle que dans le triangle formé par cette cir-
conférence et par les cOtés de l'angle 4, l'on ait

y(x)
T

+b|<4e.

Done la fonction g? tend vers — b, quand la variable x tend vers l’origine dans

Pangle 4.

4. Si lon substitue dans 1’équation (3) une série entiére en = sans terme
constant

(6) y=a,x+ a2+ - +a,2"+ -

et qu'on applique les régles ordinaires du calcul des séries convergentes, on
trouve que l'équation (3) est vérifiée par une série unique de la forme (6): le
coéfficient a, est égal au coéfficient que nous avons désigné précédemment par
—b, et de proche en proche tous les coéfficients a,, a,, ..., @n, ... se détermi-
nent successivement. Toutes les intégrales y(x) que nous avons obtenues, et qui
dépendent de la constante y,, arbitraire pourvu qu’elle soit assez petite, ad-
mettent comme développement asymptotique, quand la variable = tend vers
l'origine dans P'angle 4, cette série de la forme (6) unique qui vérifie formelle-
ment 1’équation (3).
En effet faisons dans 1’équation (3) la transformation

y=a,z+zg, (o, =—0);
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I’équation transformée en z a la méme forme que I'équation (3). A l'une des
intégrales y(z) de I'équation (3), correspond une intégrale de cette seconde
équation, z(r), qui, d’aprés les résultats précédents, est holomorphe et tend
vers zéro quand la variable x tend vers l'origine dans I’angle 4. Donc, dans
cet angle, pour des valeurs de z suffisamment petites, I'intégrale z(z) peut étre
représentée comme limite d’une suite de fonctions analogue & la suite de fone-
tions y,; par suite, quand la variable x tend vers l'origine dans 'angle 4, le
z(x)
Tz

quotient tend vers une limite. Cette limite est égale au coéfficient de x

dans la série entiére en z sans terme constant qui vérifie formellement ’équation
différentielle en z, et par conséquent est égale aussi au coéfficient de x* dansla
série de la forme (6) qui vérifie formellement I’équation en y. On obtient ainsi

=a, + 2,,

SRE

et
y=a,x+a,2®+ 2,2,

la fonction z, tendant vers zéro avec z. En continuant de proche en proche,
on voit que les intégrales y (x) se mettent sous la forme

y(@) =0a,2 + a2 +--- + @G 2" + 252",

la fonction z, tendant vers zéro avec z dans I'angle A.

D’aprés 1’équation différentielle (3), les dérivées y'(z) ont nécessairement
un développement asymptotique dans langle A puisque les fonctions y(x) en
ont un: ce. développement ne peut &tre que le développement des fonctions
y (x) dérivé terme a terme.

5. On démontre par des calculs analogues que la suite des fonctions
L2

1
1/
y,=e'5f eflw, 0,

x?

é
z1
yzze*l‘j e'”f(:; AP
(7) 0 ‘
S .x. L
y,,=e~;5/ e___”f(xézyﬂ ER

0
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qui sont aussi des intégrales des équations linéaires (4), définit une intégrale
y (z) de léquation (3) holomorphe et tendant vers zéro quand la variable x tend
vers l'origine & gauche de ’axe des -quantités purement imaginaires.! Cette inté-
grale y(xr) admet aussi comme développement asymptotique & gauche de I'axe
des quantités purement imaginaires la série entiére en = (6) qui vérifie formelle-
ment Péquation (3).

D’ailleurs 1’équation (3) ne peut admettre plusieurs intégrales holomorphes
et tendant vers zéro quand la variable z tend vers l'origine & gauche de l'axe
des quantités purement imaginaires. Soient en effet y (), z(x) deux telles inté-
grales, et y,, z, les valeurs de ces intégrales, supposées différentes, au point z,.
Faisons varier 2 & partir du point z, & gauche de I'axe des quantités purement
imaginaires, dans le domaine ol y(x) et z(x) sont holomorphes; on a

2y =y + f(z, 9),

222 =z + f(z, 2),
d’ou
(Y —2)=y—z+ f(z,y)— (=, 2),
et

,/f[1+f(”"i,:f(”'.)]§’

Y—z2= (Yo —2) €%

La différence y —z tend vers zéro quand la variable x tend vers le point 2 =o:
nous allons montrer qu’au contraire Pexponentielle du second membre croit
indéfiniment.

Le quotient [z, yy): i (x, 2) peut &tre supposé aussi petit que I'on veut,

! I’intégrale y () tend uniformément vers zéro, et dans le développement
yo=a,x+ ax*+ -+ + anat + zna®,

la fonction zn tend uniformément vers zéro, dans tout angle ayant son sommet & l'origine et
dont les deux cotés sont & gauche de l'axe des quantités purement imaginaires. L'intégrale
y (x) tend vers zéro et le développement asymptotique est valable, & gauche de I'axe des quan-
tités purement imaginaires, sur tout chemin aboutissant & l'origine oun admettant l'origine
comme point-asymptote et non tangent & cet axe, ou méme sur certains chemins tangents a

Lo
cet axe, mais dont l'origine n’est pas un point ordinaire. Tel est le cas des fonctions €7, e;

Certains des énoncés suivants peuvent étre précisés d'une maniére analogue.
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i ; e . af
puisque y et z tendent vers zéro avec z, et que la dérivée partielle 7y est

holomorphe et nulle pour =y =0. D’autre part, si 'on pose z=e’?, d’olt

da __ cos 9dg + ¢sin 9dI + i(g cos 949 — sin {)dg)
x? o*

on voit que la partie réelle de i—f a un signe constant, et que le quotient par

cette partie réelle de la partie imaginaire

d3
A
I+QZ tg J

est borné, pourvu qu’on choisisse comme chemin d’intégration joignant le point z,
au point z, un arc de spirale logarithmique admettant I'crigine comme point-
asymptote et symétrique par rapport & I’axe des quantités purement imaginaires
de 'un des arcs définis précédemment.

Il résulte que sur un tel chemin d’intégration la partie réelle de I'ex-
posant figurant dans l'expression de y—z tend vers + «, comme la partie

réelle de
LR
T

quand Ja variable z tend vers l'origine & gauche de I'axe des quantités purement
imaginaires. Donc I'hypothése considérée conduit & une contradiction.

6. D’une facon générale considérons I’équation

dy
2 n_d __y— f(x
(2) et o —y=[flx,y),
ol n désigne un nombre entier! supérieur a 1, et f(z, y) une fonction des deux
variables z, y holomorphe pour les valeurs x =y = o, et dont le développement au
voisinage de ce systéme de valeurs ne renferme ni terme constant ni terme du
premier degré en y. Au voisinage du point = o, dans chacun des angles out it (27~?)

1 8i l'exposant » est non plus un nombre entier, mais un nombre réel supérieur a I,
ou méme un nombre imaginaire dont la partie réelle est supérienre 2 1, les résultats relatifs
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est positif, les suites de fonctions analogues & la suite (5) définissent une infinité
d’intégrales dépendant d’une constante arbitraire, holomorphes et tendant vers zéro
quand la variable # tend vers le point z = o dans 'angle considéré; dans chacun
des angles ou R (2"1) est négatif, les suites de fonctions analogues & la suite (7)
définissent 1'intégrale unique, holomorphe et tendant vers zéro quand la variable
x tend vers le point x — o dans 'angle considéré. Toutes les intégrales obtenues
admettent comme développement asymptotique dans l'angle correspondant la
série entiére en z unique

{6) y=aq,x+a,x*+ - - +ap2®+ ---.

qui vérifie formellement Péquation (2).

La série de la forme (6) qui vérifie formellement I’équation (z) peut &étre
convergente pour toute valeur de x ou pour les valeurs de z suffisamment
petites, ou n’étre convergente pour aucune autre valeur de x que x=o, c’est-
d-dire &étre une série divergente. On se trouve dans le premier cas quand la
série (6) se réduit & y =o: il faut et il suffit pour cela que dans I’équation (2)
la fonction f(x,0) soit identiquement nulle; d’ailleurs, quand la série (6) est
convergente, et a pour somme S(z), on peut toujours par la transformation
[y, S(z) +y], étre ramené au cas ol cette série se réduit & y=o0. Il y a des
exemples classiques du second cas: ainsi I’équation

x’q—y— =bx

dz

est vérifiée formellement par la série divergente
y=—blx+2*+1.22°+ -+ 1.2... (n—1)2" + --].

On a dit que le second des deux cas précédents est plus fréquent que le
premier, et que la série entiére en z sans terme constant qui vérifie formellement
I'équation (2) est en général divergente. Comme il est arrivé dans des cir-
constances analogues, il faut préciser le procédé que I'on adopte pour dénombrer
les cas considérés.

& l'existence des intégrales sont encore valables. Dans le cas ou l'exposant n est de la forme

Z, p et q désignant deux entiers supérieurs & I (p > g}, ces intégrales admettent comme dé-
1

veloppement asymptotique une série entiére en z?: ce cas se raméne an cas ou 'exposant # est
1

entier par le changement de variable (:ra, a:)
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Ainsi BrioT et BoUuQUET ont considéré I'équation?

®) ]

ol a désigne une constante différente de zéro, et f(x) une fonction de z holo-
morphe pour z=o0. Et ils ont démontré que la série entiére qui vérifie formelle-
ment cette équation est convergente ou divergente suivant que la quantité a
est ou n’est pas l'affixe d’un zéro de la fonction entiére que M. BorEL a appelée
depuis fonction entiére associée® 4 la série entiére f(z). Donc le cas ot I’équa-
tion (8) est vérifiée par une série entiére convergente apparait comme excep-
tionnel.

Mais & un autre point de vue les équations (2) vérifiées par une série de
la forme (6) convergente sont au moins aussi nombreuses que celles qui sont
vérifiées par une série de la forme (6) divergente: car i toute équation

2y
x %—y—f(x,z/)

appartenant a la seconde catégorie on peut faire correspondre I’équation

"4y,

' Journal de I'Ecole Polytechnique, t. XXI, cah. 36, p. 182.
? La fonction entiére associée a la série entiére

by+bix+ 22+ - +bnan +...,
dont le rayon de convergence n'est pas nul, est la fonction entiére définie par ia série

bhr | ba? bnam | .
I kquf t n! +

De méme la série entiére en x qui vérifie I'équation

a8

Yy =albo+ bzt o+ bnan+ o),

est convergente ou divergente suivant que la quantité a est ou n'est pas l'affixe d'un zéro de
chacune des deux fonctions entiéres

2 3
bo+lﬂ+b4m + be x

r trstrs st

l>3_£b+b5w’+ b x*

b+ 2 2.4  2.4.6

+ “ e
Et ainsi de suite.

Acta mathematica. 41. Imprimé le 30 septembre 1918. 7
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qui est vérifiée par la série convergente y =0, et qui appartient & la premiére
catégorie.

Quand la série entidre en x sans terme constant qui vérifie formellement
Péquation (2) est convergente, la somme de cette série y — S (x) représente une
intégrale holomorphe et nulle au point z=o0. C’est nécessairement cette inté-
grale que définissent les suites de fonctions (7) dans les angles ol R (z"—') est
négatif: le résultat obtenu se réduit dans ce cas & une représentation dans les
angles ou R (z"1) est négatif de I'intégrale holomorphe et nulle & P'origine. Au
contraire, parmi linfinité d’intégrales obtenues dans chacun des angles out R (2*)
est positif, 'intég ale holomorphe et nulle & Porigine y = S (x) correspond a la
valeur particuliére S(xz,) de la constante arbitraire y,: la différence y(x)— S (z)
de lintégrale S(z) et d’une autre intégrale y(z) correspondant & une valeur
différente de la constante y, tend vers zéro avec z, et a un développement asymp-
totique suivant les puissances entiéres de x identiquement nul; ce qui correspond
au résultat énoncé par M. BouTroUX: la croissance de la fonction y(x) — S(z)
est du type exponentiel.?

7. Relativement a l’allure des intégrales de I'équation

(2) x”%—y=f(x, y)
dans le plan de la variable complexe au voisinage du point z=o0, on peut
ajouter les indications suivantes. Les intégrales de P’équation (2) qui tendent
vers zéro dans les angles o R (x"~1) est positif, tendent vers d’autres valeurs-
limites dans les angles ol R (z"-!) est négatif, et sont indéterminées dans les
directions ot R (x”1) est nul: tel est le cas dans ’équation simple
:1:2@“£ —y(x—y), don —L— =Ce-‘%’.
dz_ Y Y y—1
Dans le cas général ou le second membre de 1’équation (2) n’est pas un
polyndme du second degré en y, M. BouTROoUX a montré que les points critiques
des intégrales s’accumulent au voisinage du point  — o dans les directions ou
R{z"') est nul. Dans un angle ou R(x"1) est positif, soit y(x) une intégrale
holomorphe au voisinage du sommet x=o0 dans un certain domaine D, et qui
tend vers une valeur-limite quand la variable z tend vers le point x —o dans

! Journal de Liouville. 6e série, t. VI, p. 185—186,
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le domaine D. Suivons cette intégrale le long d’un chemin issu du domaine D,
qui tourne autour d’un point critique situé au voisinage d’un coté de I’angle
considéré et qui revient au voisinage du sommet. L’intégrale y(x), ainsi pro-
longée analytiquement, est holomorphe dans le méme angle au voisinage du
sommet z=o0, dans un nouveau domaine D', et elle tend, quand la variable z
tend vers le point z =0 dans le domaine D', vers une nouvelle valeur-limite.
Cette nouvelle valeur-limite est en général différente de la valeur-limite primi-
tive. Soit par exemple I'équation

a droite de l'axe des quantités purement imaginaires les intégrales y (z) ont

deux valeurs-limites + 1 et —1, qui se permutent autour des points critiques
1
définis par )Véquation e® == —C.

8. Enfin, comme I’a indiqué M. Benpi1xsoN, la méthode des approxima-
tions successives, dirigée de méme, peut &tre appliquée a.'équation

(9) xg_:z_ay:f(x’y)’

ol a désigne une constante différente de zéro, et f(z, y) une fonction des deux
variables z, y holomorphe pour le systéme de valeurs =y = o, et dont le dévelop-
pement au voisinage de ce systéme de valeurs ne renferme ni terme constant ni terme
du premier degré en y. On retrouve ainsi les résultats dont la démonstration
classique est fondée sur 'emploi des fonctions majorantes. Il importe toutefois
de développer en quelques mots I’application & ’équation (g) de la méthode des
approximations successives:! il sera évident ensuite que la méme méthode est
applicable aux équations et aux systémes différentiels d’ordre supérieur au
premier qui généralisent & la fois I'équation (2) pour n > 1 et I’équation (g).
Dans le plan de la variable z, au voisinage du point # = o, nous considérons
des domaines 4 ot &* tend uniformément vers zéro, et des domaines Al ot x4

! M. Goursat a appliqué & l'équation (9) un procédé analogue {Cours d'analyse, 22me éd.,
t. IT, p. 504).

M. Boutroux a retrouvé les résultats classiques relatifs & 1'équation (9) par une méthode
voisine, en introduisant un paramétre dans cette équation, et en développant les intégrales
suivant les puissances de ce paramétre; M. Boutroux a appliqué cette méme méthode & I'équa-
tion (2) (Legons sur les fonctions définies par les équations différentielles du premier ordre,
p- 114, 125; Journal de Liouville, 6e série, t. VI, p. 194).
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tend uniformément vers linfini. Mais nous devons ajouter ici une condition
supplémentaire 4 la définition des domaines A4 et A': la condition. analogue
relative & 'équation (3) se trouvait remplie d’elle-méme par le choix d'un angle
a cOtés rectilignes comme domaine A. Il faut que deux points quelconques
d’'un domaine A ou A' puissent &tre joints par un arc situé tout entier dans
le domaine d’une spirale logarithmique admettant le point x=o0 comme point-
asymptote, et dans laquelle l’angle de la tangente avec le rayon vecteur soit
compris en valeur algébrique entre deux angles y, et y,, fixes et tels que sur
les spirales logarithmiques correspondantes z¢ tende vers zéro dans un domaine
A, et vers l'infini dans un domaine A'.

Considérons au voisinage du point x=o0 un domaine A et la suite de
fonctions

z
o x\ L . (1= 0)
Y="Y» (xo) +z j Z6+1 dz,

Si le point z, est dans le domaine A4 assez voisin du point z=o, et si la
valeur y, est assez petite, les fonctions y,,y,,...¥n,... sont holomorphes et
forment une suite uniformément convergente dans un domaine D limité d’une
part au voisinage du point x =o par la frontiére du domaine 4, et d’autre part
par les deux arcs de spirale logarithmique admettant le point z = o comme point-
agymptote, issus du point z, et dans lesquels les angles des tangentes avec le
rayon vecteur sont respectivement y, et y,. Les calculs sont entiérement ana-
logues aux calculs relatifs & I’équation (3), si 'on prend comme ncuvelle variable

VR Il résulte que la suite de fonctions y, définit une intégrale

I
~ fog [
y(z) de Déquation (g) holomorphe dans le domaine D; et 'on démontre encore
que cette intégrale y(x) tend vers zéro quand la variable x tend vers le point
t=o0 dans le domaine D et par conséquent dans le domaine 4. On obtient
ainsi une infinité d’intégrales y(x) dépendant de la constante y,, arbitraire
pourvu qu’elle soit assez petite.

Si le coéfficient @ n’est pas un nombre entier positif, ’équation (g) admet
une intégrale holomorphe et nulle pour z=o0, y=S8(z), et 'on est ramené par
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la transformation [y, S(z) + y] au cas ou cette intégrale est y=o0. Dans ce cas

f(x, o) est identiquement nul, et la fonction y, se réduit a y, (5)1, il est visible
(1)

que successivement les fonctions ¥,, ¥;,..., ¥n,... sont des séries entieres par

rapport aux quatre variables z, y, (f—) , %o, Y, convergentes si ces quatre variables
0
sont assez petites, et d’ailleurs identiquement nulles pour y, (g) =o0. Donc la
]

o
fonction-limite y (x) est une fonction holomorphe des deux variables x et y, (%) ,
0

.1 .1y z\®
considérées comme indépendantes, holomorphe pour x = y, (x'\ =0, et nulle
N

a
pour y, (%) =o0. Si I'on revient de ’équation transformée a I’équation primitive (g),
[

on obtient pour les intégrales y(x) de cette équation les développements clas-
siques en série double par vapport aux deux variables z et Cz2, C' désignant
une constante arbitraire.

Remarquons d’ailleurs que, quel que soit a, toute série entiere en x sans
terme constant qui vérifie formellement I’équation (g) est convergente: les inté-
grales y(z) de cette équation nulles et non holomorphes pour x = o ne peuvent sur
aucun chemin tendant vers le point z=o admettre comme développement
asymptotique une série_entiére en x divergente.

Si @ est un entier positif, des logarithmes peuvent s’introduire dans les
: ces fonctions, et P'intégrale y(x),

*r

seconds termes des fonctions y,, ¥,,..., ¥n, ..
sont de méme des fonctions des trois variables z, C ¢, 29 log x, considérées
comme indépendantes, holomorphes et nulles pour z = Cz¢=2°log z=0. Pour
qu’une intégrale y (x) de I’équation (g9) soit une fonction holomorphe et nulle pour
x =0, il est nécessaire que les coéfficients de la fonction f(z, y) vérifient une
certaine égalité algébrique; et réciproquement, si cette égalité est vérifiée,
Péquation (9) admet une infinité d’intégrales holomorphes et nulles pour z=o.
Pour a=1, la condition nécessaire est que le coéfficient du terme du premier
degré en z dans la fonction f(x, y) soit nul: alors aucune des fonctions y,, ¥,, . ..
Yn,..., ne renferme de logarithme. Mais pour a > 2, il se peut que ces fonc-
tions contiennent des logarithmes, et que néanmoins la fonction-limite soit
holomorphe en x pour z=o.

Considérons maintenant au voisinage du point x — o un domaine 4' et la
suite de fonctions
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g (. 0)

— yo hld
= ga+l

Y, dz,

3

T
»

Yn = xuj e y”—_]_‘dx:

xu+l
0

Cette suite de fonctions définit une intégrale de I'équation (9) holomorphe et
tendant vers zéro quand la variable z tend vers le point x = o0 dans le domaine
4'. Mais cette intégrale n’est autre que l’intégrale holomorphe et nulle pour

=0, qui existe car le coéfficient a ne peut &tre positif. En effet, comme
nous l'avons fait dans le cas de I’équation (3), on démontre que I’équation (g)
ne peut admettre deux intégrales holomorphes et tendant vers zéro quand la
variable x tend vers le point x =0 dans un domaine 4'.

BrioT et BOUQUET ont obtenu une proposition! analogue: si la partie réelle
du codfficient a est négative ou nulle, 'équation (g) n’admet pas d’autre inté-
grale tendant vers zéro que l'intégrale holomorphe et nulle pour z =o, sur un
chemin dont la longueur et largument restent finis. Le résultat que nous
venons d’énoncer est plus général. D’ailleurs la proposition de BrioT et BouQUET
n’est pas susceptible d’une extension indéfinie. M. Durac a formé 'équation
différentielle?

dont I'intégrale générale y (z) est définie par ’équation
1+ zylogx=Czy:

quelle que soit la constante C, lintégrale y () tend vers zéro quand la variable
z tend vers le point x=o0 dans un domaine ou z log z tend vers I'infini. Sur
un chemin situé dans un tel domaine, il y a nécessairement des points on Fangle

s . 3 .
de la tangente et du rayon vecteur est arbitrairement voisin de 7;: en quoi le

domaine considéré ne satisfait pas & la restriction imposée aux domaines 4'.

! Journal de I'Ecole Polytechnique, t- XXI, 36 cahier, p. 175.
? Journal de I'Ecole Polytechnique, 2®me série, ge cahier, p. 49.
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9. Les divers résultats précédents s’étendent aux équations et aux systémes
différentiels d’ordre quelconque qui généralisent I’équation (1). Considérons par
exemple 1’équation du second ordre

dty dy ( dy)
m+n m —_ % B
(10) gino s —az dx-i—y—f T, y, 2 22

ou m et n désignent deux entiers positifs, k le plus petit de ces deux entiers, a

. . d
une constante, et f(x, y, ¥ %) une fonction des trois variables z, y, z* ﬁ holo-

morphe pour les valeurs x=y=x"3—i=o, et dont le développement au voisi-

nage de ce systéme de valeurs ne renferme ni terme constant ni termes du
premier degré en y et x"%-

Si 'on a n>m>1, on peut transformer 1’équation (10) de fagcon que
I’équation qu’on obtient en égalant & zéro le premier membre de I'équation

7 8

transformée ait deux intégrales particuliéres de la forme =™, =", r et s dé-
signant deux constantes, sans que le second membre cesse de satisfaire aux
conditions énoncées. On peut alors appliquer 4 P’équation transformée la méme
méthode d’approximations successives que M. BENDIXsoN a appliquée & I’équa-
tion (2); les équations différentielles successives s’intégrent de méme par la
méthode de la variation des constantes, et les expressions obtenues se limitent

de méme dans des hypothéses analogues. Au voisinage du point z= o, dans

1) et N (%) sont négatifs, on obtient des intégrales

7
xm—

chacun des angles ol ER(

de P’équation (1o) holomorphes, tendant vers zéro quand la variable z tend vers
le point x=o0, et dépendant de deux constantes arbitraires. Dans chacun des
angles ou ces deux parties réelles sont de signes contraires, on obtient des inté-
grales dépendant d’une seule constante. Enfin, dans chacun des angles ou ces
deux parties réelles sont positives, on obtient une seule intégrale.

Sil'on am>n>1, ou m>1, n=—1, ou encore m >2, n =0, On peut écrire
Péquation (10) sous la forme

dty dy dy
2 —_— -7 = —-—1>
(x3) a0 g Y f(x,y, xpdz)

p désignant un nombre plus grand que 1, qu’on peut supposer entier: s’il ne
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lest pas, il le devient par le changement de variable! (x, 2®). On peut trans-
former I'équation (11) de fagon que I'équation qu’on obtient en égalant & zéro
le premier membre de I'équation transformée ait deux intégrales particuliéres de

r
r 8

_s _r_ 2 p—1
= = —i e L.
la forme ez?7!, ¢2?~! ou de la forme e=?', —oo, et s désignant des con-
x

stantes. Dans le premier cas, les conclusions sont les'mémes que précédem-

) est négatif

ment. Dans le second cas, I'on obtient dans les angles ou R (x:—’
des intégrales dépendant de deux constantes, et dans les autres une seule
intégrale.

D’ailleurs les équations (10) et (r1) n’admettent dans chacun des angles
considérés d’autre intégrale holomorphe et tendant vers zéro que celles qui sont
ainsi obtenues. Et toutes ces intégrales admettent comme développement asymp-

totique dans ’angle correspondant la série entiére en x sans terme constant
y=axr+a,x*+ - +art+---,

qui vérifie formellement 1’équation (10) ou I’équation (11), et qui peut &tre con-
vergente ou divergente.

Si I'on a dans ’équation (10) m =1, » > 1, on peut transformer cette équa-
tion de facon que I’équation qu’on obtient en égalant 4 zéro le premier membre

r
. . , . e s TN n—1
de Péquation transformée ait deux intégrales particuliéres de la forme =",
1
x®, r désignant une constante. Au voisinage du point z=o0, dans les angles

ol ER(

r
an—1

) est négatif, on obtient des intégrales dépendant de deux constantes
si R (a) est positif, et d’une constante si R (a) est négatif. Dans les angles ol

"

xnr__l) est positif, on obtient des intégrales dépendant d’une constante si R (a)

est positif, et une seule intégrale si N (a) est négatif. Dans chacun des angles
considérés, I'équation (10) n’admet pas d’autre intégrale holomorphe et tendant
vers zéro que celles qui sont ainsi obtenues. D’ailleurs, pourvu que le co&ffi-
cient a ne soit pas 'inverse d’un nombre entier positif, ’équation (10) est vérifiée
par une série entiére en r sans terme constant, unique et qui peut{étre
convergente ou divergente. Cette série entiére est le développement asymptotique,
parmi les intégrales obtenues, d’intégrales dépendant d’une constante dans les

! Cf. supra, p. 47, note 1.
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r
" -1

angles ou SR( ) est négatif, et d’une seule intégrale dans les angles ou

ER(x:_l) est positif.!
Soit enfin 1’équation

A a d
(12) x-dxys~axag+by=f(x, y,x%),

! Une méthode d’approximations successives analogue & celle que nous indiquons a été
appliquée par M. Picarp (Traité d’analyse, 2tme ¢éd., t. III, p. 413) & l'équation linéaire du
ppliq ¥ » D 413
second ordre

, b
(@) y'+(ao+%‘+---)y'+(b0+-ml+~-)y=o,

ou les deux expressions entre parenthéses sont des fonctions de x holomorphes pour x =,
A coéfficients réels. Dans le cas ou l'équation en A 2* + a,4 + b, =0 a ses racines réelles et
distinctes, M. Picarp a obtenu, quand la variable z croit indéfiniment sur la partie positive de
l’axe réel, une intégrale y(x) de I'équation (a), dépendant d'une constante, ¢,, et admettant un
développement asymptotique de la forme

€1

5 . Cy ‘n
y=e”'mw“(c°+;+;2+"'+_

)

ou A désigne la plus petite racine de I'équation 4* 4 o4 + b, = 0, et p et les coéfficients ¢; des
constantes. Par les transformations [y, €Lz 1. ( ¢+ i‘ + Z” et (a‘, 2), ¢ désignant une constante
positive, I'équation (a) devient

#) y’ +alt + f@y + 1+ @iy =¢ @),

ot f(x), o(x), ¢ (x) désignent des fonctions de = holomorphes et nulles pour x = 0: I'équation
(8) est de la forme considérée dans le texte avec n=2,r=+1,a=—1. L'intégrale de
I'équation (a) et le développement asymptotique obtenus par M. Picarp correspondent a I'inté-
grale unique de l'équation (8) et au développement asymptotique que nous obtenons au voisi-

nage du point x =0 sur la partie positive de l'axe réel [ER (;ﬂ:—_i) étant positif et R (a) négatif].

Dailleurs le procédé d'intégration par parties par lequel M. Picarp met en évidence le dé-
veloppement asymptotique de l'intégrale y(x) pourrait étre adapté & I'équation (9) et aux équa-
tions qui la généralisent, méme dans des angles, pour les valeurs complexes des variables.

M. Picarn a considéré aussi le cas ont l'équation A%+ @gh+ b,=0 a ses racines
imaginaires (loc. eit., p. 418). A l'axe réel correspond alors dans la transformation Paxe des

guantités purement imaginaires: de sorte que le résunltat obtenu par M. Picarp est relatif dans

I'équation (8) & une direction sur laquelle 9?( ) est nul. Nous avons écarté ces directions

-
.mﬂ—l
de notre discussion.

Enfin M. Corrox a appliqué la méme méthode d'approximations successives a l'étude sur
I'axe réel des intégrales de systémes différentiels d’ordre quelconque auxquels peuvent se ra-
mener l'équation (9) et les équations que nous considérons pour généraliser I'équation (9) (An-
nales de I’Ecole Normale, 1911, p. 473).

Acta mathematica. 41. Imprimé le 30 septembre 1916. 8
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ol b désigne une constante différente de zéro. L’équation linéaire qu’on obtient
en égalant & zéro le premier membre de I'équation (1z) admet deux intégrales
particuliéres de la forme a7, z*, ou a7, 2" log z, r et s désignant des constantes
différentes de zéro. Nous devons imposer aux domaines que nous considérons
dans le plan de la variable z au voisinage du point = o une restriction sembla-
ble & celle que nous avons imposée dans le cas de d’équation (g) aux domaines
A et A', et double s’il y a deux exposants r et s. Alors, dans les domaines ol
a2 et x°, ou 27, tendent vers zéro, on obtient des intégrales de 1’équation (12)
holomorphes et tendant vers zéro, et dépendant de deux constantes; dans le
premier cas, et pourvu qu’aucun des exposants r et s ne soit un entier positif,
les intégrales obtenues sont des fonctions des trois variables z, C’,'x', C,x,
C, et O, désignant deux constantes arbitraires, holomorphes et nulles pour
x=C,2"=C,2° =0: et les développements relatifs aux autres cas peuvent &tre
obtenus par dégénérescence du développement précédent. Dans les domaines
ou a7 tend vers zéro et x* vers l'infini, on obtient des intégrales dépendant
d’une constante, et qui sont des fonctions des deux variables x et Ca” holo-
morphes et pulles pour x = Cz" —o0, pourvu que r ne soit pas un entier positif.
Enfin, dans les domaines ou 27 et z*, ou 27, tendent vers l'infini, on obtient
une seule intégrale, I'intégrale de I'équation (12) holomorphe et nulle pour z=o.

CHAPITRE II.

10. Nous démontrerons d’abord le théoréme suivant.
Théoréme. Soit I'équation différentielle

y' 1+ ey
(13) :'"/—,'2= '—-—:I—/-n—‘!

ot n désigne un nombre supérieur & 1, el &(y) une fonction de y holomorphe et
tendant vers zéro quand la variable y tend vers le point y =o de son plan dans un
angle A ayant son sommet en ce point; Uintégrale générale y(x) n’est pas uniforme.

M. PAINLEVE a démontré le théoréme précédent dans le cas ol la fonction
¢(y) est holomorphe et nulle au point y=o0. Mais nous aurons & appliquer
ce théoréme dans des cas plus généraux auxquels ne s’étend pas la démonstra-
tion! de M. PAINLEVE: par exemple quand la fonction &(y) n’est pas holomorphe

! Bulletin de la Société Mathématique de France, t. XXVIII, p. 214.
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au point ye=o, mais admet dans l'angle 4 une série entiére en y comme dé-
veloppement asymptotique, ou quand la fonction &(y) est de la forme ylogy.
Nous supposerons pour simplifier les calculs Pexposant » égal a 2.
L’équation (13) ne change pas par la transformation (z, az + 8), quelles
que soient les constantes o et 8, et s’intégre par deux quadratures: on a suc-
cessivement

2

¥

¥
fl+e(y) dy l+s{y)d
= (e ¥ y T— Xy = deyey" B

dx
dy

Y., C et z, désignant trois constantes. La fonction &(y) est holomorphe dans
I’angle 4 au voisinage du point ¥y = o0, dans un domaine que nous désignerons
par domaine D; soit y, un point du domaine D. Quand y varie & partir du

point y, dans le domaine D, les fonctions Z—; et z(y) définies par les expressions

précédentes sont holomorphes, et la fonction % est différente de zéro. Nous
allons montrer qu'on peut déterminer dans le domaine D un chemin ouvert
auquel correspond dans le plan de la variable x un chemin fermé.

En premier lieu posons

§ et 7 désignant des quantités réelles, et faisons varier y & partir du point y,
sur la circonférence & =§&,, tangente & l'origine 4 'axe des quantités purement
imaginaires (nous supposons que le point y, n’est pas situé sur cet axe). On a
sur cette circonférence

“_‘% —idn,
d’ou
. 7
dax f(l-f—e)dn i(n)—no)+ifed1]
g_i?/ = (el =(e "o
et

7
b i(n—no)+ifedn
r—x,=—C1 | y?e "o dy.

T
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[P : st proe . . w
Or, quand 7 varie & partir de 5, d’une quantité finie, soit de 7, & 1, + 27 + >
le quotient

¥ Sat i
Yo S + i

est arbitrairement voisin de 1, et le point y ne sort ni de I’angle 4 ni du do-
maine D, si le point y, est dans I'angle A assez voisin de l'origine; l'intégrale
)

’edn est arbitrairement petite, et 'on a

o
Yo

n

x—uw,=—Ciy,? ‘ eiti—nl (1 + ¢')dr,

v
o

¢ désignant une fonction de 5 holomorphe et arbitrairement petite. Si la fonc-
tion &' était identiquement nulle, I’expression précédente serait

X— Ly = —— C’y'; [el'(l/——un) —_ I]:

quand la variable » croit de 7, & 7, + 27¢, le point x décrirait la circonférence
de centre z, + Cy. et de rayon |Cyl|, partant du point z, et revenant en ce
point. &' étant arbitrairement petit, la courbe décrite par le point z, issue du
point z,, différe aussi peu que 'on veut de la circonférence précédente; le point
correspondant & la valeur v, + 27w de la variable est aussi voisin que 'on veut
du point xz,, et la courbe décrite par le point z continue & étre voisine de la
circonférence précédente quand la variable 7 croit au-dela de 7, + 27.
Posons en second lieu

I .

— ¢
- gel s
y

o et 9 désignant des quantités réelles, et faisons varier y a partir du point y,
sur le rayon vecteur 9=39,. On a sur ce rayon vecteur

d .
— Z‘:j — d? et 00’
d’olr
L. ¢ . . 8
d etdof11ado e¥o(o—po)+eidof e de
22— Ce = Ce o° ’
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et
. . g
" e“’ﬂ(g—go)i»e“,gfe do
x——-x,,=-0e"’°] ye & dg.
0o

Or, si g, est assez grand, quand ¢ varie & partir de ¢, d’'une quantité finie, le
quotient f/— —&

” est- arbitrairement voisin de 1, le point y ne sort ni de I'angle
0

[
A ni du domaine D, et lintégrale f edp est arbitrairement petite. On a donc
[14

rT—x, = — Ce‘i"oy’;] et %000 (1 + ¢") dp,
(4]

¢ désignant une fonction de ¢ holomorphe et arbitrairement petite. Si la fone-
tion ¢ était identiquement nulle, I’expression précédente serait

T — 2= — Cy:': [ec"""(‘]—()o) — I],

le point z décrirait dans son plan la spirale logarithmique admettant le point
%, + Cy, comme point-asymptote, passant au point z,, et dans laquelle 'angle
de la tangente et du rayon vecteur est égal & 9,. &' étant arbitrairement petit,
la courbe décrite par le point w, issue du point z,, différe aussi peu qu’on veut
de la spirale logarithmique précédente. D’ailleurs le rapport des variations de

¢ et de z, :{}?, est de I'ordre de grandeur de Cy..
0

Il résulte que, si 'on fait varier ¢ de part et d’autre de g, d’une quantité
finie, I’arc de courbe déerit par le point = coupe nécessairement I’arc de courbe
correspondant & la circonférence §=§, en un point z, correspondant a une
valeur de 7 voisine de 7, + 27z, et situé au voisinage du point z,. On obtient
ainsi davs le plan de la variable x un chemin fermé. Inversement, quand la
variable 2 décrit de z, en z, 'un puis J'autre des deux arcs de ce chemin fermé,

la fonction y(x) est holomorphe, puisque z(y) est holomorphe et g% différent

de zéro; en outre la fonction y(x) part de la méme valeur initiale y,, mais
acquiert au point x, des valeurs finales différentes, puisque le second point
d’intersection de la circonférence £ =&, et du rayon vecteur J = J, est Ie point
y=o0. Donc lintégrale générale y(r) de ’équation (13) n’est pas une fonction
uniforme.
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Le théoréme est encore valable si dans I’hypothése de I’énoncé l’angle 4
est remplacé par un domaine aboutissant au point y = o et dans lequel on peut
inscrire & la distance d du point y = o un cercle de rayon infiniment petit par
rapport 4 ¢ d’ordre inférieur & ; ce domaine peut s’enrouler autour du point
y=o0, ou encore ne satisfaire & la condition précédente que pour des valeurs
de ¢ discontinues, mais aussi petites que Pon veut.

11. On sait depuis longtemps que, si R(y, ) désigne une fraction ration-
nelle en y dont les coéfficients sont des fonctions analytiques de z, et si les
intégrales de I’équation différentielle

y' =Ry, z),

ont leurs points critiques fixes, c’est-a-dire indépendants des constantes d’inté-
gration, la fraction rationnelle R est un polyndme du second degré en y: P’équa-
tion considérée est une équation de Riccari. De méme, si B[y, yn=2), .,
y', y, *] désigne une fraction rationnelle en y»—V dont les coéfficients sont algé-
briques ou analytiques en y®—2,...,9,y,z, et si les intégrales de I’équation
différentielle d’ordre n

Y™ =Ry, =2, ..., 9.y, 2],

ont leurs points critiques fixes, la fraction rationnelle R est un polynéme du
second degré en y»—1), Proposons-nous de généraliser ces résultats.
Considérons d’abord une équation différentielle d’ordre n de la forme

(14) ym = Pyn=D, yn—=2 oy, x],

ou P désigne un polyndme en y=—D, y=2, .. . 4,y & coéfficients analytiques
en z. Nous allons montrer que si les intégrales de l’équation (14) ont leurs
points critiques fixes, le degré du polynéme P par rapport & chacune des
variables y»—V, y»=2 .. ¢ y est limité.

M. PAINLEVE a constitué une méthode qui fournit des conditions néces-
saires pour que les intégrales d’une équation différentielle donnée aient leurs
points critiques fixes, et par cette méthode a obtenu entre autres les résultats
suivants: le polynéme P est du premier degré au plus, non du second, par

rapport & y®»—1; dans I'’équation du second ordre
(15) y'=Pily, 2y + P (y, 2),

les degrés en y des polyndmes P, et P, sont au plus 1 et 3. Insistons sur cette
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derniére circonstance qui ne se présente pas aussi simplement dans les équations
d’ordre supérieur. Si z, désigne un point arbitraire, et si dans I'équation (15)

on substitue une expression de la forme y= on voit que, pour des

(x_'xu)r’
valeurs convenables des constantes r et A, rationnelles et positives de ’exposant
r, on peut établir une compensation entre 3" et le ou les termes prépondérants
du second membre, pourvu que ’équation (15) ne soit pas linéaire. » et b étant
ainsi choisis, Péquation (15) est vérifiée formellement par un développement
ordonné suivant des puissances croissantes et rationnelles de z—z,, dont le

premier terme est =z et qui converge si |[x—=z,| est assez petit. Or sile
%o

degré de y surpasse 1 dans le polynéme P, ou 3 dans le polyndme P,, I'exposant
r est inférieur & 1, et par suite I'intégrale obtenue de I’équation (15) a un point
critique algébrique x = w,.

12. Quand on passe aux équations d’ordre supérieur & 2, une difficulté
d’analyse nouvelle se présente. Il existe des équations du troisiéme ordre non
linéaires, telles que

(16) y'” — yyu — 2y'2,

ou généralement
(17) y' =gy —(n + 1) y*ly, n entier positif,

dont les intégrales n’ont ni points critiques algébriques, ni pdles. Ces intégrales
seraient des fonctions entiéres, si elles n'avaient pas de points singuliers trans-
cendants & distance finie. Mais les résultats obtenus dans le premier chapitre
relativement aux équations différentielles du premier ordre, et Vapplication du
théoréme démontré au début de ce second chapitre permettent de montrer que
I'intégrale générale de I’équation (16) ou (17) n’est pas uniforme, et par con-
séquent posséde des points critiques transcendants.

Soit I’équation (16), qui ne change pas par la transformation & deux para-

métres « et g (x,y; ax + B, 3); Iintégration de cette équation se raméne i

B

Pintégration d’une équation du premier ordre suivie de deux quadratures. Posons

les variables u et ¢ ne changent pas par la transformation précédente, et sont
liées par l'équation du premier ordre
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dt .
(18) ta+7ut+6u—t.
Le changement de variable ¢ =643(1 + v) transforme cette équation du premier

ordre en I’équation

s 4V v

2r Y —_ 2
w o —— 7u —18ud(1 + v),

(19) 6
de la forme (1) considérée par M. BENDIXSON.

En définitive 'équation transformée en u de I’équation (16) est équivalente
au systéme composé de I’équation (1g) et de P’équation

dt de
w' du  u du I
(zo0) = L g
«° t i 1+v u 6ui(1+v)

Dans le plan de la variable u, au voisinage du point » — o, nous avons
mis en évidence au chapitre précédent une infinité d’intégrales de I'équation
(19) dans les angles ou R (u?) est positif, et dans les angles ot R (u®) est négatif
une seule intégrale; ces intégrales v (u) sont holomorphes et tendent vers zéro
quand la variable w tend vers le point u=o0 dans P’angle correspondant, et
admettent comme développement asymptotique la série entiére en u sans terme
constant qui vérifie formellement 'équation (19):

(21) =7u+67u2+

Substituons P'une de ces intégrales v(u) dans le second membre de I’équation
(20): ce second membre prend, au voisinage du point »= o0, dans I'angle corres-
pondant la forme requise pour Papplication du théoréme démontré précédemment.
Il résulte que la fonction u(x) correspondante, et par suite aussi I'intégrale y ()
de I’équation (16), ne sont pas uniformes.?

! On a remarqué souvent qu'une variation simple d'un coéfficient numérique peut changer
profondément la nature d'une fonction analytique: voici un nouvel exemple de ce fait. Parmi
toutes les équations différentielles du troisieme ordre de la forme

ym — ayyu + by",

ol a et b désignent deux constantes numériques, et qui & notre point de vue ne dépendent
que du parametre 3, les seules dont l'intégrale générale soit uniforme sont celles qui se ramé-

nent aux trois suivantes:
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Il importe d’établir que la série entiére en u (21) qui vérifie formellement
Iéquation (19) est divergente; sans quoi le théoréme démontré au début de ce
chapitre serait superflu. Considérons la série entiére

t=6ud+ 42ut + 402U + -+ + @uu” + -

qui vérifie formellement I'’équation (18). Pour = > 5 les coéfficients a, de cette
série sont déterminés par une relation récurrente de la forme

Ap=6(M—2)an—2+ -+ 1832+ 78n-1,

ol les coéfficients du second membre sont tous positifs: donc les coéfficients a,
sont eux-mémes positifs, et satisfont 4 1'inégalité récurrente

G >6(M+ 1)a,_s.

Par conséquent, quand = croit indéfiniment, les coéfficients as, et az,41 croissent
plus rapidement que n!, et les deux séries entiéres ¢(u) et v(u) sont divergentes.

Parmi les équations d’ordre supérieur & 3, il existe de méme des équations
de la forme (14) analogues aux équations (16) et (17). Telle est ’équation du

quatriéme ordre

Yy =alyry' —(n+ 1) 2n+ 1)y Y01+ Byl Yy — (b 1)y Ry
(22 :

) + y[y?ry — (n + 1) 21 y%, (n entier > 1),
dont les intégrales n’ont ni points critiques algébriques, ni poles, quelles que
soient les constantes «, 2, y. La combinaison du théoréme démontré au début
de ce chapitre, et des résultats obtenus dans le chapitre précédent relativement
aux équations d’ordre supérieur au premier qui généralisent I'équation (1) consi-

(a) Yy =—06y"?, dol y=¢x+4;0,B)+C;
) yl=—2yy"—2y", d'oh y=—y'+ Aax+ B;
(T) y”I p— 2 yyn‘_ 3 y'Z;

{ désignant la fonction de WEerersTRaSS, et 4, B, C trois constantes d'intégration. L'intégrale
générale de 1'équation (a) est méromorphe et posséde des poles simples de résidu 1 qui forment
un réseau de parallélogrammes. IL’intégrale générale de l'équation {2) est aussi méromorphe
elle posséde des pbles simples de résidu 1, qui, & mesure que l'on s'éloigne dans le plan de
la variable x, s’approchent indéfiniment d'une droite de ce plan, et, 'un de V'autre, étant les

zéros d’une fonction entidre d'ordre % Enfin I'intégrale générale de I'équation (y) admet comme
ligne singuliére une circonférence ou une droite variable avec les constantes d’intégration, et
n'est définie, suivant les valeurs de ces constantes, qu'a lintérieur ou a l'extérieur de cette
circonférence on d'un coté de cette droite: elle est holomorphe dans la région ol elle est définie.
(Ct. Acta Mathematica, t. 34, p. 345—353.)

Acta mathematica. 41. Tmprimé le 3 décembre 1916. 9



66 J. Chazy.

dérée par M. BENDIXSON permet, comme pour 1’équation (16), d’établir que les
intégrales générales de ces nouvelles équations ne sont pas uniformes. On est
conduit par exemple 3 transformer I'équation (22) de la fagon suivante. On pose

et I’équation transformée en u est équivalente au systéme

Qd!t dt 2 dt 2 9 b 4
Jt du2+t(d—u) +(7n+4)utﬁ+(18n +22n+6)utt+(nt1j(znt+r)(3n+1)ut=
(23) p
l =a[t’7—1—i+(4n+3)ut]+p’m+yt,
dt
v du  nu
(24) Wi Y

1l suffit de faire dans I’équation (23) le« changements de variables

=(n+1)(2n+1)(3n+1)
7

t

u*(x + v) pour y#o,

=(n+1)(2’n +1)(3n + 1)

f (4n +3)a+ 8

wd(r+¢) pour y=o,(4n+3)a+ o0,

ou (u, u®), t= ]/Sza(n+ 1)(2n+1)(3n+1)uP(1+9) pour y=o0,{(4n+3)at+f=0,a%0

pour transformer cette équation en une équation appartenant respectivement &
la deuxi¢me, & la premitre ou & la troisiéme des formes considérées au n°o.
Dans les trois cas, I'équation obtenue posséde au voisinage du point u =o des
intégrales v(u) holomorphes dans des angles et admettant comme développement
asymptotique dans ces angles la série entiére en u sans terme constant qui
vérifie V'équation. Tl suffit de substituer le développement correspondant dans
Péquation (24) pour achever la démonstration comme précédemment.

D’une fagon générale, si les intégrales de I’équation différentielle d’ordre n

yW =P (y=D, ¢, ., Y,y 7)

ol P désigne un polyndme en yin—0, yn=2 ¢,y & coéfficients analytiques en
x, ont leurs points critiques fixes, le degré de ce polyndme P par rapport &
chacune des variables y»~V, yn=2 4 y est limité par la régle suivante: con-
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sidérons chaque dérivée y@ comme de poids égal & P'indice de dérivation aug-
menté d’une unité, et la fonction y comme de poids 1; le poids de chaque terme
du polynéme P ne peut surpasser le poids de y™, n + 1.

Il est & peine besoin de faire remarquer que pour n > 1 la condition précé-
dente est nécessaire, mais non suffisante pour que P'équation considérée ait ses
points critiques fixes. Il existe toutefois des équations & points critiques fixes
contenant des termes dont le poids atteint effectivement la limite indiquée: telle

est I’équation d’ordre n

y" = (y*) b,

qui admet comme équation intégrale dépendant de n— 1 constantes équation
de Riccari

Y =9+ Ppa(2),

P, _5(x) désignant un polyndme de degré n —2 en z a coéfficients arbitraires.

13. Considérons maintenant les equations différentielles & points critiques
fixes de la forme

{25) Y™ = B (yn-0, 42y y, ),

ou R désigne une fraction rationnelle en y=1, y=-2 o' y & coéfficients ana-
lytiques en . Sauf dans un cas d’exception, le degré de la fraction rationnelle
R par rapport & chacune des variables y—1, yn=2 _ _ 4 y est susceptible d’une
limitation analogue & celle que nous venons d’obtenir quand la fraction ration-
nelle B est un polyndme, et cette limitation peut &tre obtenue par les mémes
méthodes, sans qu’on ait & résoudre de difficulté d’analyse nouvelle.

La fraction R étant par rapport & la variable y»—Y un polynéme du second
degré au plus, 'équation (z5) est de la forme

(26) Yy = B, (y2, yn=3, .y, y, 2) [y 4+
2
+ _R2 (y(n-2)’ y(n—3), ey y!’_y, x) y(n—l) + Ra (y(n—2)’ y(n—a), ey yl, v, Z‘),

R,, R,, R, désignant des fractions rationnelles en y»—2, y==3 .. . o', y & coéffi-
cients analytiques en x.

Dans le cas de I’équation du second ordre

y' =R (y,2)y* + R,(y, 0)y + By (y, z),
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M. PAINLEVE a démontré que les poles y =a(x) des fractions rationnelles R,,
R,, R, sont simples, et que le nombre de ces pdles pour I’ensemble des trois
fractions (le point y — o compris) ne peut surpasser 4: par i les degrés en y
des trois fractions R,, R,, R, sont limités. Et le résultat précédent entraine
comme conséquence la limitation du degré en y»—2 des fractions R, R,, R, de
I'équation (26). Ainsi, dans I’équation du troisiéme ordre

(27) Y'=R (4,9, 2) ¥+ R,(y", v, 2) ¥ + B, (¢, y, %),

les poles ' = a(y, ) des fractions R,, R,, R, sont simples, le nombre de ces poles
pour l'ensemble des trois fractions ne peut surpasser 3; enfin les ordres d’in-
finitude des trois fractions R,, R,, R, pour y' = « ne peuvent surpasser respec-
tivement — 1, 1 et 3.

La combinaison de la méthode introduite par M. PAINLEVE et de la méthode
que nous avons appliquée aux équations (16) et (22) permet d’obtenir, en ce qui
concerne les degrés en y des mémes fractions R, R,, R, de ’équation (27), les
résultats suivants.! Chacune des équations différentielles du premier ordre que
Pon obtient en .annulant I'un des facteurs polaires irréductibles des fractions
R, R,, B, a ses points critiques fixes, La fraction R, n’a pas de poles de la
forme y—=a(z), les podles y=a(x) de la fraction R, sont simples, ceux de la
fraction R, sont doubles au plus. Enfin le nombre des pbles y = a(z) de V’en-
semble des deux fractions R, et R, (le point y= o compris) ne peut surpasser
6, sauf dans des équations (27) qui se raménent aux équations fuchsiennes et
kleinéennes.

On sait que les fonctions fuchsiennes et kleinéennes sont uniformes dans
tout leur domaine d’existence, et vérifient toutes une équation différentielle du
troisiéme ordre de la forme

m__ 3 ?ﬁ 13
(28) Y —2y1+f(y)y’
ou f(y) désigne une fonction rationnelle ou algébrique de y. Or Pintégrale gé-
nérale de I’équation (28) est, quelle que soit la fonction f(y), de la forme

Az + B
v=F (g2 i)

4, B, C, D désignant quatre constantes arbitraires, et cette formule permet de
déduire I'intégrale générale d’une intégrale particuliére autre que y = constante.
Les équations (28) vérifiées par une fonction fuchsienne ou kleinéenne constituent

1 Of. Acta Mathematica, t. 34, p. 364.
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donc une classe d’équations différentielles du troisiéme ordre dont Pintégrale
générale est uniforme dans tout son domaine d’existence. L’crdre de la fonction
rationnelle ou algébrique f(y) en l'un de ses poles ou points critiques est — 2,
conformément & la condition que nous avons obtenue pour les pdles de la frac-
tion rationnelle R, de I’équation (27); mais le nombre des poles et points critiques
de la fonction f(y) n’est pas limité.

Ainsi, sauf dans des équations qui se raménent a la classe précédente, les
degrés des fractions R,, R,, R, en y se trouvent limités dans I’équation (27).
Et le résultat obtenu entraine comme conséquence la limitation des degrés en
y*=3 des fractions R,, R,, R, de 1’équation (26), sauf pour des équations se ra-
menant aux équations fuchsiennes et kleinéennes. Sauf pour de telles équations
encore, les mémes méthodes permettent de limiter les degrés en y des coéfficients
de ’équation (26) pour n =4, et ainsi de suite, sans qu’on rencontre de nouvelle
difficulté d’analyse.

Considérons enfin les équations différentielles d’ordre =, algébriques en
y®, y» D, .., ¢, y, analytiques en z, mais de degré supérieur & 1 en y™, et,
parmi ces équations, considérons celles dont l'intégrale générale a ses points
critiques fixes, l'intégrale singuliére ou les intégrales singuliéres pouvant aveir
des points critiques mobiles. Les mémes méthodes s’étendent a ces nouvelles
équations, et, au moins jusqu’au troisiéme ordre et avec le méme cas d’exception,
donnent une limitation analogue, & des transformations birationnelles prés, a
celle qui est valable pour une équation du premier degré en y®, sans qu'on ait
a résoudre d’autres difficultés nouvelles que des difficultés arithmétiques.

Juillet 1914,




