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Es sei T o ein yon einer endliehen Anzahl stetig gekriimmter Kurven, die 
einander weder schneiden noch beriihren, begrenztes einfach oder mehrfaeh zu- 
sammenh~ngendes Gebiet in der Ebene der Variablen X und Y. Die Gesamtheit 

der Begrenzungskurven yon T o sei mit S O bezeiehnet. Es mSgen A, B, C, F 
stetige Funktionen von X und Y bezeichnen; A und B haben in T o und auf So 
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, C und F erfiillen in jedem ganz 

im Innern yon T o ge]egenen Gebiete die I-I6LDER'sche Bedingung 

IC(X  + h, Y + h ' ) - - C ( X ,  Y ) l < ~ [ l h l + l h ' l ]  ~', 
(~) 

IF(X +h, Y + h ' ) - -F(X,  Y)l<fl[lhl+lh'[] z, o < Z < x .  

Hierin bezeichnet fl eine gewisse positive GrSsse. Betraehten wir die Differential- 
gleiehung 

O'~ U O~ U O U O U 
(2) OX ~ + ~ + A~.X + B ~  + C U = F .  

Die Bestimmung derjenigen LSsung der Differentialgleiehung (2), die in T, 
und auf So stetig ist, auf So versehwindet und deren partielle Ableitungen erster 
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und zweiter Ordnung im Innern yon To sieh stetig verhalten, ist von den Herren 

HILB~.RT und PICAI~D auf die AuflSsung einer linearen Integralgleiehung zuriiek- 

gefiihrt worden. 1 Haben die vorgeschriebenen Randwerte, als Funktion der 

Bogenl~inge betrachtet,  stetige Ableitungen der ersten und der zweiten Ordnung, 

so fiihrt die Substitution 

(3) U(X,  Y ) = U I ( X ,  Y ) + v o ( X ,  r ) ,  

worin vo die in T o reguls Potentialfunktion mit gleichen Randwerten bezeiehnet, 

das Problem auf das vorerws zuriick. 

Sind die vorgesehriebenen Randwerte sehlechthin stetig, oder, noch allge- 

meiner, beschr~inkt und integrierbar, so fiihrt, da die partiellen Ableitungen 

~Vo OVo 
~-X' ~ am Rande im allgemeinen nicht existieren, die Substitution (3) nieht 

mehr zum Ziele. 

In einer in den Mathematisehen Annalen ver6ffentliehten Arbeit, sowie in 

einer Note in den Comptes rendus habe ieh den Existenzbeweis der LSsung ffir 

abteilungsweiso stetige Randwerte gefiihrt. 2 In einer weiteren kurz darauf er- 

schienenen Note s habe ich den besonderen Fal] eines Gebietes behandelt, welches 

dureh Vermittelung einer analytischen Funkt ion yon der Form 

(4) z -- Zo = (Z-- Z0) ~ ~ [(Z -- go)" ], ~ (o) # o, v > o 

auf den Einheitskreis konform abgebildet werden kann. Diese Untersuehung 

sell in der vorliegenden Arbeit auf allgemeinere Gebiete mit Eeken ausgedehnt 

werden. 

Das Randwertproblem wird dutch geeignete Modifikation der yon den Her- 

ren HILBEr~T und PICARD zuerst eingefiihrten Methode der teilweisen Integration 

auf die AuflSsung einer linearen Integralgleiehung mit unstetigem Kerne zuriick- 

gefiihrt. Es ist in unserem Falle der Gebiete mit Eeken nieht mSglich, durch 

, Vergl. HILBERT, Grundztige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, 
G6tt. Nachr., I9o4 , S. 248 u. ff., PICARD, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 19o6, S. 
25o--254, und Annales de l'Ecole Normale, I9Ob, S. 5o9 u. ft. 

Vergl., Zur Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnungdes 
elliptischen Typus, Math. Annalen, 19o9, S. Si9--575, ferner, Sur la d4termination des int4grales 

a~u . a'_u . 8u b COU de l'6quation ~ - t -  ay ~ -r a ~  x + ~yy + cu = f  par leurs valeurs le long d'un contour ferm4, 

Comptes rendus, I8. io. I9o 9. 
a~u O~u 8u Ou ' Sur la d6termination des int6grales de l'4quation ~ + 8Y ~- + a ~ -4- b ~y  + cu = f  

par leurs valeurs Io long d'un contour ferm6 dans le cas des pointes, Comptes rendus, 29. II. 
19o9. 
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wiederholte Iteration zu einem stetigen Kerne zu gelangen. Niehts desto we- 

niger fiihrt, wie ieh in der zweiten der soeben genannten Noten zuerst nach- 

gewiesen habe, die FR~DHOLM'sehe Methode unmittelbar zum Ziele. Der Be- 

handlung tier erw~ihnten Integralgleichung, insbesondere der genauen Dureh- 

fiihrung der etwas sehwierigen Iteration ist ein betr~ichtlieher Teil des ersten 

Kapitels gewidmet. In dem zweiten Kapitel wird zun~ichst die GR~E~'sche 

Funktion der Differentialgleiehung (2)gebildet ;  sodann wird ihr Verhalten bei 

einer unendlieh kleinen Aenderung der Form des Gebietes untersucht. Auf die 

Ergebnisse dieser Betrachtungen gestiitzt, wird sehliesslich, in diesem Umfange 

zum ersten Male, die bekannte Fundamentalformel bewiesen, welche die LSsung 

der Differentialgleiehung (2) als Funktion ihrer Randwerte  angibt. Die be- 

kannten Beweise dieser Formel setzen stillsehweigend stetig gekriimmte Gebiete 

und Randwerte,  welehe, als Funkt ion der Bogenl~nge betraehtet ,  stetig sind und 

stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung haben, voraus. 
Hiermit ist das erste Randwertproblem vollst~indig erledigt. Die soeben ge- 

nannte Fundamentalformel gestattet,  wie ich an einer anderen Ste]le gezeigt 

habe, eine Anzahl anderer Randwertaufgaben, darunter  die Bestimmung perio- 

diseher und doppeltperiodiseher LSsungen auf die AuflSsung linearer Integral- 

gleiehungen zuriiekzufiihren. 

Kapitel I. Die Aufl6sung des ersten Randwertproblems. 

w  

Es sei T ein einfaeh zusammenh~ngendes, yon einer endlichen Anzahl Stiieke 

regular analytiseher Linien 1 begrenztes Gebiet ohne Spitzen. ~ Die Randkurwe 

yon T soil mit S bezeichnet sein. 
Wie ich an einer anderen Stelle bewiesen habe, gilt nun der fo]gende Satz: 3 

Es sei z -~ z (Z) = x ( X ,  Y)  § i y  (X, Y) = x § i y  eine analytisehe Funktion, 

dureh deren Vermittelung das Gebiet T in der Ebene (X, Y) auf die Fl~iehe K 

des Einheitskreises in der Ebene (x, y) konform abgebildet werden kann. Die 

Peripherie yon K sei mit C bezeiehnet. Es mSgen ,41 = (X1, Y 1 ) , . . .  Ak  ~ (Xk,  Yk) 

i Durch die Bezeichnung ~regul~r analytisch* soll angedeutet werden, dass jedes Kurven 
stfick fiber die beiden auf ihm liegenden Ecken hinaus analytisch fortgesetzt werden kann. 

Der Einfachheit halber betrachten wir zun~chst nur einfach zusammenhangende Ge- 
biete. Am Schluss dieses Kapitels wird der allgemeine Fall eines mehrfach zusammenh~ngen- 
den Gebietes kurz erledigt werden. 

8 Vrgl. die inzwischen erschienene Abhandlung des Verfassers, (~ber die konforme Ab- 
bildung ebener analytischer Gebiete mit Ecken, Journal ffir Mathematik 1910, S. l(D---l19. 
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die Eekpunkte  yon T sein; c~z . . . .  akx mSgen die Winkel, welche die Seiten 

yon S entspreehend in A~ . . . .  A~ einsehliessen, bezeiehnen. Es ist o < a~ < z  . . . .  

o < a i t < 2 .  Den Punkten Ai, ( i = i , . . . k )  mSgen in der Ebene (x, y) die 

Punkte  Bi ~= (xi, y;), (i = i . . . .  k) entspreehen. Man kann dann setzen 

d z  ~ 1 1 
( 5 t  = - 

i--1 

oder auch 

dz  it 
(6) d Z  = H (z - -  zi)l-~i r3 (z), zi --  Pi + qi i. 

i--I 

Die Funktion ~1 (Z) ist in T reguldr und au] 8 stetig. Desgleichen ist v 2 (z) in 
K reguldr und au/ C stetig. Das Min imum des absoluten Betrages der Funk-  
tionen ~L (Z) und ~=~ (z) ist yon Null  verschieden. 

Es sei jetzt  diejenige in T und auf S besehr~nkte, im Innern yon T mit ihren 

partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige LSsung U ( X ,  Y) der 

Differentia|gleicbung (2) zu bestimmen, die auf Se ine  vorgesehriebene abteilungs- 

weise stetige Folge yon Werten annimmt. ~ Ffihrt man durch die Gleichungen 

(7) x = x ( X ,  Y), y = y ( X ,  Y) 

x und y als neue unabh~ngige Ver~inderlichen ein und setzt man U ( X ,  Y ) ~  
= u ( x ,  y), so geht das zuerst vorgelegte Problem in das folgende fiber: 

Es is~ diejenige in K und auf C beschr/~nkte, im Innern yon K mit ibren 

partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige LSsung u(x ,  y) der 
Differentialgleiehung 

(8) ~x~x~+~yy~+ A ~-~x + B ~-~x ~x + A ~yy + B ~y  ~ + 

rt, xt,+ t xt,] "+ '] 

1 Is t  die Randfunkt ion beschrankt und im LBm:sGu~:'schen Sinne integrierbar,  so lautet  die 
Randbedingung genauer:  die L0sung U(X, Y) sell bei der Anniiherung an den Rand 1/~ngs 
einer  beliebigen, die Begrenzung nicht  ber i ihrenden Kurve,  ausser hOchstens in einer  Punkt- 
mengo vom Masse Null, die vorgeschr iebenen Wer te  annehmen.  Es sei vorf ibergehend die 
Randfunkt ion mi t  ?(s) bezeichnet .  Wie  sich bald zeigen wird, n immt  U(X, Y)jedenfaUs in allen 
denjenigen Punkten  die vorgeschr iebenen Wer te  wirklich an, in denen ~ ( s )d ie  Ablei tung des 
unbes t immten  Integrals  ~f~ (s)ds darstellt,  insbesondere also in allen Stet igkei tspunkten yon ~ (s). 
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zu bestimmen, die auf C eine vorgeschriebene abteilungsweise stetige Wertfolge 

annimmt?  

Wir schreiben zur Vereinfachung 

i)X O Y, OX 
a ( x , y ) = A  ~x + B O~x b ( x , y ) ~ A  ~y 

t-~y-y ! j ,  d(x, y) 

somit 

(zo) O~u O~u 
Ox---~+~-~y~ 

or, r?xl, 
+ c(x'Y)=~ +tOy#/ 

?a(x, y) + Ob(x, y) c(x, y)= 
Ox Oy 

- L t a x l  + toyl JLoX+Us - ~  ' 

O u  8 x  + a ~  +b~+cu-- - - - / .  

Die Funktionen a und b haben im Innern und auf dem Rande von K, 
ausser in den Punkten Bi, ( i =  i . . . .  k), stetige partielle Ableitungen erster 0rd- 

nung. Die Funktionen c, d und / sind in K und auf C, ausser in den Punkten 

Bi stetig; c und / effiillen im Innern yon K die H6LDER'sehe Bedingung. Es 

sei voriibergehend r~ = V(p--p~)~ + (q -- qi) ~ gesetzt. Beachten wir dio Formel 

(6), so finden wir 

�9 k 

(II) a(p, q ) =  I l r ~ - l z ( p ,  q), b(p, q ) = I I  r~ i - l v (p '  q), 
r i--1 

k 
q)= l l  ff(o -,o(p, q), 

i= l  

k k 
2(,i-~) ~(p, q). (re) d(p, q) Ilr~("i-1)!i(p, q), /(p, q ) = I l r ,  

i = l  i=1 

Die Funktionen ~, r ,  O, u, e sind im Innern und auf dem Rande von K 

beschr~inkt und, ausser etwa in den Punkten Bi, stetig. 

Es sei C' der Kreis um den Koordinatenursprung in der Ebene (x, y) vom 

Halbmesser z -  (~. Das yon ihm begrenzte Gebiet sei mit K' bezeichnet. Es sei 

ferner (x, y) ein Punkt  im Innern von K t. Wir bezeichnen mit Gr(x, y; p, q) die 

zu dem Gebiete K' gehSrige GREEN'sche Funktion im engeren Sinne, mit d (x, y) 

diejenige im Innern yon K ~ regul~re Potentialfunktion, die auf C ~ dieselben Werte 

Vrgl. die v o r h e r g e h e n d e  Fussnote .  
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wie die Funktion u(x, y) annimmt. Einer bekannten Formel 

theorie zufolge ist 

u(x, y)= f f  a,(x, 
K' 

Ou Ou 
y;p,q)  a(p, q ) ~ p + b ( p , q ) ~ +  

+ c(p, q)u(p, q)--l(P, q)]dpdq 

der Potential- 

+ v' (x, y), 

oder nach einer teilweisen Integration 

0G'(x, y; p,q) 
(x4) u(x, y ) = - -  ~ ]~IL Op q) a(p, q) + Oq b(p, q) + 

K~ 

s163 + d(p, q)G'(x, y; p, q)]u(p, q)dpdq + v'(x, y ) - - ~ J J l  p q)G'(x, y; p, q)dpdq. 
K' 

Es sei v (x, y) diejenige besehr~inkte, im Innern yon K regul~ire Potential- 
funktion, welehe auf C, ausser in den Unstetigkeitsstellen der Randfunktion, 

die vorgesehriebenen Randwerte annimmt? Es sei ferner G(x, y; p, q)die zu 
K geh5rige GREEN'sche Funktion im engeren Sinne. Lassen wir jetzt die Gr5sse 

gegen Null, somit den Kreis K ~ gegen den Einheitskreis K konvergieren und 

sehen wir zu, welehe die Grenzwerte der einzelnen Glieder auf der reehten Seite 

der Gleiehung (I4) sind. 
Nach einer bekannten Formel der Potentialtheorie ist 

;OG'(x, y; po, qo)[V(po, qo)--d(po, q0)] ( I - -~)d0.  (I5)  V(X, y) - -V ' (X,  y ) =  ~-~ On 

Hierin bezeiehnen: Po, qo die Koordinaten eines variablen Punktes auf C F, 

~--- die Ableitung in der Richtung der Innennormale im Punkte  (P0, q0)- Wir 
On 

lassen jetzt beim festgehaltenen Verh~ltnis P o die GrSsse ~ gegen Null konver- 
q0 

gieren. Alsdann ist zuniichst 

(~6) lim OG'(x, y; Po, qo) OG(x, y; p, ~) po , ~= qo 
a-o On On ' ~ Vp~o § q'~ Vp'o + q'o 

1 Ist die Randfunktion im LEBESGUE'schen Sinne integrierbar, so ist im allgemeinen eine 
gewisse Nulhnenge yon Randpunkten auszuschliessen. Vergl. FATOU, S~ries trigonom~triques 
et s~ries de TA~LOa, Acta Mathematica, Bd. 30 09o6). 
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Die Punkte  (Po, qo) auf C' und (~, ~) auf C liegen auf demselben Halbmesser 
yon / ; .  

Es ist weiter, ausser in den Unstetigkeitspunkten der Randfunktion, 

(17) l im Iv (Po, q o ) - -  v' (Po, qo)] = o. t 
5~0 

Ferner  ist ffir aim hinreiehend kleinen d und alle a 

( I S )  
1 0G'(x, y; Po, qo)] < m .  

On 

I v (po,  q~) - -  v~ (po, qo)l < m2, 

worin ml und m2 gewisse positive Werte bezeichnen. 
Naeh bekannten Siitzen ist 

(19) lim [v (x, y) - -  v' (x, y)] = 
4=0 

I f O G ( x , y ;  ~, ~) lim [v(po, qo)]--d(po,  qo)]dO=o, 
= ~ d On ~=o 

o 

(2o) ]ira v' (x, y) = v (x ,  y).~ 
6--0 

Es sei, wie vorhin, (x, y) ein Punkt  im Innern yon K'. 

Wir sehreiben in der fibliehen Weise 

( 2 i )  IG '(x, y; p, q ) = l o g  i 
i/(p - -  x)' + (q- -y) '  

I 

G(x, y;  p, q) = log V ( p - - x )  2 + ( q - - y ) J  

+ g'(x, y; p, q), 

+ g(x, y; p, q). 

Nunmehr betrachten wit die Differenz 

i(1)=ff/(p, q)G(x, v; p, q )apaq- . ( : / (p ,  q)a'(x, v; p, q) pdq= 
K K'  

* I n  j edem die U n s t e t i g k e i t s p u n k t e  der  R a n d f u n k t i o n  n i c h t  e n t h a l t e n d e n  Teile yon C ist  
der  Grenz t ibe rgang  gleichm~tssig. 

Diese Bez iehung  gilt ,  wie man le ich t  zeigen kann,  auch wenn die R a n d f u n k t i o n  be- 
sch r~nk t  und  im L~BESG~E'schen S inne  in t eg r i e rba r  iat. 
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(22) = f ; / ( p ,  q)a(x,  y; p, q)dpdq + 

K - - K '  

+ f f  /(p,  q)[g(x, y; p, q)--g' (x, y; p, q)]dpdq= I (~) + I (~. 

K '  

G ( x , y ; p , q )  ist, als Funkt ion yon (p, q) betrachtet, in dem Gebiete K ~ K  r 
stetig, die Funktion ](p, q) wird nach (12 ) in  den Punkten  Bi, sofern ai<: i ,  

wie r~("~ -1~ unendlieh. Offenbar wird I (~) mit ~ zugleich gleich Null. Beachten 

wir die bekannte Bedeutung der Funktionen g{x, y; p, q) und g'(x, y; p, q), so 

iiberzeugen wir uns leieht, dass man eine Zahl ~ > o so klein wShlen kann, 

dass fiir alle c$ < ~ in allen Punkten (p, q) von K ~ 

(23) [g(x, y; p, q)--g'(x,  y; p, q)J< ~ 

wird. Daraus folgt aber 

K '  /r 

unter 7 eino Konstante  verstanden. Es wird daher 1 (8), somit auch I o) mit 
zugleich unendlich klein. 

In analoger Weise kann gezeigt werden, dass das erste Integral auf der 

reehten Seite der Gleiehung (I4) fiir ~ ~ o gegen das Integral 

I J ' f  u [ OO(x, y; p, q) OG(x, y; p, q) 
(25) ~ (p, q) a(p, q) i~p + b(p, q) i~q + 

K 

+ d(p, q)G(x, y; p, 9)]dpdq 

konvergiert. Beaehten wir dies, so finden wir durch Grenziibergang 

f l u  [ y; p, q) + b(p, q)  G(z, v, q) u(x, y ) - ~ - - ~  (p, q) a(p,  q) i)p ~?q 
K 

(26) 

+ d ( p , q ) G ( x , y ; p , q )  d p d q + v ( x , y ) - - ~  [ ( p , q ) G ( x , y ; p , q ) d p d q .  

K 

+ 

Wir erhalten somit als erstes Hauptresul ta t  den Satz: 

Jede in K und au/ C beschrdnkte LSsung der partiellen Di//erentialgleich~,ng (io), 
die im Innern yon K mit ihren partiellen Ableitungen der ersten und der zweiten 
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Ordnung sich 8tetig verhdlt und au] dem Rande eine vorgeschriebene abteilung~weiae 
aetige Wert/olge annimmt, 1 iat zugleich eine LSsunq der linearen Integralgleichung (26). 

Der AuflSsung dieser Integralgleiehung wenden wir uns nunmehr  zu. 

w  

In den folgenden Betraehtungen nehmen wir zur Vereinfachung an, dass 
die Anzahl der Punkte  Bi, in denen die Funkt ionen  a (p, q), b (p, q), c (p, q), 
d(p, q), / (p,  q) (flit a t<  I) unendlich gross werden kSnnen, gleieh eins ist. Der 
allgemeine Fall k > I erledigt sich in genau derselben Weise, nur  dass die Rech- 
nungen entspreehend komplizierter werden. Den einzigen singuliiren P u n k t  be- 
zeiehnen wir nunmehr  mit  H ~-(i, j), den zugehSrigen eharakteristisehen Expo- 
nenten m i t a .  Wir nehmen o < a < I  an. Der Fall z~<a_<2 ist betr~ehtlich 
leichter zu erledigen. 

Es sei (x*, y*) der zu dem Punkte  (x, y) in bezug auf  den Kreis K kon- 
jugierte Punkt .  Bekanntl ich ist 

(27) I I G(x, y; p, q)------~ log (x,--p)~ + (y --q)S + g(x, y; p, q) ---- 

I log [(x* - -  p) '  + (v'*-- ~)' {~, ] 
2 L~-Z~p-~u (y-~i ,- + Y')..l" 

g (x, y; p, q) ist, als Funkt ion  von (p, q) betraehtet ,  diejenige in K regul~ire Poten- 

tialfunktion, welche am Rande  die Werte - - i  log i annimmt.  
2 (x - -  p)l + (y __ q)l 

Wie man leioht zeigen kann,  ist 

(28) I 
Iq(x,  y; p, q)l < r + ~llog { ( x -  p)' + (y--q) '}l ,  

unter  Qo eine gewisse positive Zahl verstanden. 
Es ist ferner 

I ~g(x, y; p, q)l < I 
0p =[ (x*__p) l  + (y.__q)S]r 

< I 
[(x - p)S + (y _ #]�89 

l a3(x, u; p, q)[ 
0q 

< I 

[(x--  p)' + (v --  q)']r 

Vrgl .  d i e  F u s s n o t e  a u f  d e r  Se i t e  348. 
Aeto mathsmatiea. 36. Imprimd le U Janvier 1913. 
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daher  

(29) 

Leon Lichtenstein. 

I OG(x,y; p, q)l 2 
~ < [ (2- -  p), + ( y - -  q)~]~' 

[OG(x, y; p, q)]< 2 . 
0 q [(2 - -  p) J + (y - -  q)']�89 

Wir bezeiehnen den Ke rn  der In tegra lg le ichung (26) mi t  K ( x ,  y; p, q). Aus (28) 

und (29) ergibt  sieh die weitere Ungle iehhei tsbedingung 

I [a ~G(x, y; p, q) + b(p,  q)OG(x, y; p, q) 
(30) IK (x, y; p, q ) ] = - ~  (p, q) iJp ~q + 

m 

+ d (p, q) G(x, y; p, q) ] < Pra: -1 �9 I Or2(a_l) p. [(x-- p) '  + ( y - -  q)']~ + ~'~ + 

2(a--l) + Rr#  I log {(x - -  p)2 + (y _ q)2}[ = Ko (x, y; p, q). 

Hier in  bezeiohnet  r#  = r ~  den Ausdruck  

rm = [ ( p - - i ) '  + (q- - i ) ' ] �89  

P ,  Q und R sind gewisse posi t ive Werte .  

Wir  f i ihren zur  Vere infaehung die wei teren Bezeiehnungen 

rip, ---- rp,i ~ [ ( p ' - -  i ) '  + ( q ' -  j)~#,  rpx = r ~  = [ ( p - -  x) 2 + (q - -  y)']�89 ~ 'z  = r~n, = 

[ ( p ' - -  x)' + (q'--y)']�89 r,,i-~ [ ( x - -  i ) '  + (y - - j ) ' ] �89  u. s. w. 

ein und sehre iben demgem~iss 

I R ~ - : }  [ log r~l (3I) Ko(x, y; p, q ) = P r ~ - ' ~  + Qr~- ' )  + . 

Von dem Kerne  K(x ,  y; p, q) gehen wir zu den i ter ier ten  K e rn en  fiber. Es 

soll nunmehr  gezeigt werden,  dass man nach einer endlichen Anzahl yon Itera- 
tionen zu einem Kerne yon der Form 

r~"-a)/(x, y; P, q) 

gelangen wird. Hierin bezeichnet /(x,  y; p, q) eine in K und au] C ,tetige Funk- 
tion yon x, y; p, q.~ 

Neben  dem K e r n e  K(x ,  y; p, q) und  seinen I t e r a t i onen  K(u,  K (~) . . . .  be- 

t r ach t en  wir den Ke rn  Ko (x, y; p, q) und die aus ihm du tch  wiederhol te  I t e ra t ion  

i In meiner zweiten Comptes rendus blote habe ich irrt(imlicherweise angegeben, diese 
Form kame bereits dem zweiten iterierten Kerne zu. 
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entstandenen Kerne Kom, Ko(2),.... Unter  diesen gibt es, wie gleieh gezeigt 

werden soU, einen Kern Ko(~), welcher der Ungleichheitsbedingung 

(3~) ~'~ ~2(a--1) Ko(")(x, y; P, q) < .~,~ , 

unter  O eine gewisse positive GrSsse verstanden, geniigt. 
Betrachten wir den Kern 

JY Kom (x, y; p, q) ----- Ko(x, y; p', q')Ko(p',  q'; p,  q )dp 'dq ' .  

K 

Die Funktion Kom(X, y; p, q) besteht aus einem Aggregat yon Gliedern yon der 
F o r n l  

= r a _  1 l ~ ' r a _ l .  I . I r2( .a_l)  ] ~ "  I a--1 
I ,  ~ t i f f  P'~ r.,~ r~,,v dp'  dq'; I2 = p, f l  ! r f :  " rT"~ dp' dq'; 

If K 

= f f , . o = ,  1, ~, j j  p', r f .  " ] l~  I 4 - - r  ~-~ i {'r~(.-,) . " - - -  , - -  pi ] f p,i rp ,pdp'dq '; 
K K 

(33) 1 5 =  ~i j j  .p,i ~ v ~ ,  1,=r2(~-l)  j,~ ] l ~  

K K 

I 7 =  ,'~-'p, jjf/'r2t~.-alllog,,, r f~] .  rp,p•162 = [ ' r~ ,~-" l logr f , , ldp 'dq ' ;  

K K 

re(,-,~ f f r2(~-u [log I.:= ~ j j  ~, Ilog,'p,,l r f p l d p ' d q ' .  

K 

Wir suchen jetzt diese Ausdriicke einzeln abzuseh~itzen. Es mSgen wl, w~, v 
I I 

positive Zahlen bezeichnen. Ist w~ > w:, so ist - - - -  < - - - - ,  ist dagegen wl < u'2 
Wl ~' W~ ~ ~21+~'  ~ 

I I 
so ist - - - - < -  In beiden F/~llen ist daher 

Wl e W 2 = / 1 1 + ~ "  

(34) ~ < ~-~11~.T. + ~ - "  Wl ~ W~ "W2 l §  

Betrachten wir den Ausdruck It.  Aus (34) folgt, dass 
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I~ < r ~  -~ rC_ ~ �9 d p ' d q '  + ~i  I I r~-~ " 
,.I tl ~r ~'P'P J d ~'x rp,p 

K 
(35) 

r a-I  ; ;  -f 
I~ ri---a 

co 

_ _ .  I_~__dp, dq ,  +r~T1  ; / r 2 ~  " I - - ~ - d p ' d q ' = I , o +  I u .  
rv, p j d ~,~ rp,p 

fo  

In I~0 und I n sind die Integrale fiber die ganze unendliche Ebene zu orstreeken. 

Um den Ausdruck I10 abzusehiitzen, setzen wir voriibergehend r v / = h ,  

p = h ~ ,  q = h ~ t ,  r ~ , ~ I / ( ~ +  (~--q')~ u. s. w. 1 Wir erhalten 

a r~j, h ff-a " ~ " 
r oJ 

Da nunmehr r ~ =  ~ ist, so 

setzen 

r;, i r#~ 
o~ 

ist das Integral reehts eine Konstante. Wit 

r # p d P '  = i . 0 , .  

In analoger Weise linden wir 

(( I i 
r2-_ �9 ~ d p '  dq '  = V-~ " 02" 

r 

0~ bezeichnet ebenso, wie die spiiter vorkommenden Gr5ssen O~, 8 , , . . .  eine ge- 

wisse Konstante. Wit erhalten somit 

I I 
(36) 1, < O, ~ + 0~ 1-a-1-~" 

Wie man sich leicht iiberzeugt, ist 

z 
(37) 12 < Os r~l-~) 

pt 

Es sei a ' <  a eine beliebig kleine positive Zahl. 
einer positiven Zahlgr5sse 0~, k5nnen wir setzen 

Bei geeigneter Festsetzung 

Diese Trans.formation entnehme ich der Abhandlung yon Herrn PETRlSI, Les d4riv~es 
premieres et secondes du potentiel logarithmique, Journal de Math~matiques, I9o9, p. I27-22~. 
Sie leistet auch bei der Absch~ttzung verschiedener anderer Integrale gute Dienste. 
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1 ; (  I I I I t ~ f [  I I I ,  < O, ~ rU_ ~ �9 �9 r~, dp'  dq' < 0, ~ ~ + ,.2-~+~, 4- 
pl d d p'i rf= 1r ~ ,..,,j ~ p'i -p'=~ 

K K 

] + r2~p.+------~ dp 'dq '  < 05 r ~ '  

iT<r~.~/fr~p[z I ] ! I I I r2--2a+a' + 2 - - ~  dp  dq' < Oe ~r~_3~+~, ~ 07 �9 r l _ 2 a + a ,  < 
p' i  r p,x p i  " ~ l - -a  P= 

K 

In iinlicher Weise findet man 

t I I . I , 

I 

p~ 

I , i0(0,0__ I I I I ~ < O , ~  ~,p, I , < 0 , , ~ ,  I , < O , , ~ l ,  

daher scldiesslich 

(38) 
I I I 

K~..  ( x ,  y ;  p ,  q) < 0 , ,  ~ + 0 , ,  - �9 �9 pt ;rl--a 7,l--al ~ 

Wir bilden jetzt den Kern 

(39) K~o2)(x, y; p,  q ) = / f  Kg) (x ,  y; p',  q')K~o~}(lt, q'; p, q )dp 'dq ' .  

R 

Nunmehr haben wir folgende Ausdriicke abzusehiitzen: 

I f {"  I d ,  I " I 
i , ,  = "e,', (t ; . , : = o  �9 ~ j j p,~ r~,, 

K K 

1 , 4 = - ~  ~1-~ " rl-~ dp 'dq  ', 1,5 =r-~_.~ p I rl-~ " 1-~ " r x - . d p ' d q  '' 
d d " fx  p'i ~ ,] d ~'z r~i p'p 
E K 

Die Betrachtungen, die den soeben durchgefiihrten ganz analog sind, ergeben 
die Ungleiehheitsbedingungen 

I I I I I I 

" r l_3  a ' I , ,  < O,s r2_2 ~, I , ,  < O,e I , ,<0,7r~;2 ~, 1,5 < 0,, ~ . ~  + 0 .  r $  ~ 
pl ~ ~ i  - '4a pm 

somit 
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(40) 
I I I 1 

K(o 9} (x,  y; p ,  ~) < 0~o r~ ~ + 0z, - ~ �9 r~_~ .  
In r l - -  px 

Der n~ehstfolgende iterierte Kern 

f f K ~ } ( x ,  y; p', q')K~}(p' q'; p, q)dp'dg' K~}(x, y; p, q ) : .  

K 

effiillt die Ungleichheitsbedingung 

(4I) 
I I I 

K~) (x, y; p, q) < 022 r~(.~_a) + 02s . . . . . . .  jn r ~  - a  rl--Tapx 

So geht man weiter. Nach einer endlichen Anzahl yon Iterationen erh~ilt man 
einen Kern K(~% weleher die Ungleichheitsbedingung erfiillt 

I 
(42) K(g) (x, y; p, q)< O r2(.~_~). 

j n  

Kehren wir nunmehr  zu dem Kerne K(x ,  y; p, q) der Integralgleichung (26) zu- 
riiek. Man iiberzeugt sieh leicht, dass die iterierten Kerne Kin, K('~),... sieh 

stetig verhalten, ausser hSchstens wenn (43) x = p, y = q oder (44) P ~ i, q = 7" 
wird. Uberdies is~ fiir alle ~, 

(45) [ K (~ (x ,  y; p ,  q) l < K9')(x, y; p,  q).  

Der Ausdruek r ~ - a ) K  (')(x, y; p, q) stellt somit eine beschr~nkte Funktion yon 

x, y; p, q dar, die mit etwaiger Ausnahme der Werte (43) und (44) ihrer Argu- 
mente sieh stetig verh~lt. Man iiberzeugt sieh nunmehr leieht, dass der Kern 

(46) KC-+l)(x, y; p, q) = / / K ( , ) ( x ,  y; p', q')K(m (p', q'; p, q)dp'dq' 

K 
in der Form 

(47) K( n+u (x, y; p, q)~-r2(a-l}[ (x, y; p, q) 

1 Die  ffir K{o2) au fges t e l l t en  U n g l e i c h h e i t s b e d i n g u n g e n  ge l ten  ffir a < ! .  I s t  a - ~  ~, 
3 3 

so ist  z. B. K(o2) (x, y; p , q )  < 0 '  I + 0' 2 - ~  ] l o g  rpx [. I s t  a >  -:, so erhi~lt man  
o r2 - -2a  1 r l - v a  

p i  p s  

K(o2) (x, y;  p ,  q) < 0" ~ . 
o r2--.2a 

p t  
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dargestellt werden kann. Hierin bezeiehnet /(x, y; p, q) eine in K und auf C 
stetige Funktion yon x, y; p, q. 

Ist  die Anzahl k der Punkte,  die wit am Anfange dieses Kapitels mit 

Bi---- (pl, ql), ( i =  r , . . . ,  k) bezeichnet haben, mithin die Anzahl der Eekpunkte 
des Gebietes T grSsser als eins, so fiihrt die wiederholte Iteration nach einer 

endlichen Anzahl yon Operationen auf einen Kern yon der Form 

i - k  
(48) K * ( x , y ; p , q ) = / * ( x , y ; p , q ) ~  I ., 

r2{1--ai) 
i -  1 PPi 

Hierin bezeichnet /* (x, y; p, q) eine in K und auf C stetige Funktion. Der Aus- 

druek rpp i ist mit der am Anfang dieses Kapitels mit r~ bezeichneten GrSsse 
identiseh. 

Die Integra]gleiehung (26) ist der Integralgleiehung 

(49) u(x, y) + / / K * ( x ,  y; p, q)u(p ,  q)dpdq=~(x ,  y) 
K 

gquiwlent .  Der Ausdruck ~p (x, y) stellt eine in K und auf C besehriinkte, im 
Innern ~,on K stetige Funktion dar. Am Rande nimmt. ~ (x, y), ausser in den 
etwaigen Unstetigkeitsstellen der Randfunktion, die vorgesehriebenen Werte an. 

Betrachten wit allgemeiner die Integralgleichung 

(50) u(x, y)+~ f f  K*(x, y; p, q)u(p, q)dpdq=.~(x,  y). 
K 

Man bemerkt leicht, dass es nicht mSglich ist, durch wiederholte Iteration zu einem 

I Wir  nahmen o < a i <  I an. Wir  kOnnen daher  die Beziehungen (II) durch die Glei. 

d ( p ,  q)-= 2 , ' 2 ( a i - 1 1  /~, (av, q); f ( p ,  q) = 2 9 2 a i - 1 1  ~ (p, q), worin r~a . . . .  e, gewisse in g und 

auf C beschrankto, in / f  ste~igo Funkt ionen  bezeicb2~en, ersetzen. Hierdurch  wird die Abschit- 
tsung der i ter ier ten Kerne  etwas t ibersichtl icher.  Als Endergebnis  erh~lt  man die Formel (48), 
fiir die man auch ebenso gut  h~ttte 

k 

K.(~, y, p, q) = / , .  (~, y; p, g ) I I , . ~ , ~ ,  ~ 
i -1  PPi 

setzen k6rmen. 
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iiberall stet~en Kerne zu gelan#en; alle i terierten Kerne haben, in der Tat,  die 
G~ tMt  

k 
I 

~ ( x ,  y; p, q) = ](z ,  y; p, q) ~r2~f-_.~ ~ , 
i--1 PPl 

worin ](x, y; p, q) eine in K und auf C stetige Funkt ion  yon x, y; p, q bezeiehnet. 
Nichts desto weniger bleibt, wie sich gleich zeigen wird, die FREDHOr.M'sche 
Theorie au] die Inteqralgleiehunq (50) im rouen Um{ange anwendbar. 

Es mSge zur Abkiirzung 

k 

i - - 1  laPl 

- - - - - - - q g ( p ,  q), K*(x,  y; p, q)= /*(x ,y;  p, q)qD(p, q) 

gesetzt werden. Betrachten wir den FREDHOLM'schen Ausdruck 

(Sx) H ( x ,  y; p,  q; 4) 

x,y ~ /  A,,, (x, y; p , q )  D 4 ; p , q  . 
0 ~ -  

I + A.~ 
, 

1 

Im vorl iegenden Falle ist 

(sz) A=(x,V; p, q ) = / . . . f  

/*(x,  y; p, q)q~(p, q); J*(s,, t,; p, q)qo(p, q); . . . .  

/*(s,n, t,n; p, q)9(p,  q) 

i f ( x ,  y;  s , ,  tl) ~0(s,, t,); l* (s,, tl; s , ,  t,) ~0 (s,, t,); . . . .  

1" (s,,,, t,,,; s , ,  t 3 ,~ ( s , ,  t,) 

i f ( z ,  y; s,, t , )9 ( s , ,  t,); l*(s,,  t,; ,~, t , ) 9  (s, ,  t,); . . . .  

l*(s,,,, t,.; s,, t , )~(s , ,  t,) 

. . . . . . . .  ~ . . . . . . . . . . . . . . . .  

l*(z ,  y; s,., t,,,)cp (s.,, t , , , ); /*(s, ,  t,; s , . ,  t,,,)~o(s,,,, t , . ) ; . . .  
l*(s.,,, t,n; S,,,, t,,,)q~(S,,,, t,.) 

�9 ds, dtt ds, tit2.., ds,,, dtm, Ao (x, y; p, q) = / *  (x, y; p, q) (p (p, q), 

(53) A , , , = / / A ~ ( s o ,  to; So, to)dsodto. 
K 
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Fiir  (52) k6nnen wir auch setzen 

(54) 

/ * ( x ,  y; p,  q); /* ( s , ,  t,; p,  q); . . . .  

/* (s,,, t,,; p, q) 

/ * ( x ,  y; s, ,  t,); /* ( s , ,  t,; s , ,  t,); . . . .  

/* (sin, tm; S,. t,) 

A , ~ ( x , y ; p , q ) ~ q , ( p , q ) [  . . .  / * ( x , y ;  s~,t2); / * ( s , , r  s., t2); 
I 

" /*(sin, t,,,; s~, t~) 

/* (x, y; s. , ,  t.n); /* (S,, t, ; S.,, Ira); . . . .  

/*(era, t,,,; s,,,, tin) 

�9 ~p (s,, t,) cf (s2, t2). �9 �9 tf (s,,, t,,,), ds,  t i t , . . ,  ds , ,d t ,~ .  

Es sei M = M a x  I /* (x ,  y; p ,  q)l ffir alle x, y; 7), q in K und auf C, 

(r = ~f(s, t ) d s d t .  
L t 

K 

Der  bekannte  Determinantensa tz  yon Herrn  HXDA~AnD ergibt,  wie man leicht 
sieht, die Ungleichhei tsbedingungen 

(55) 

Offenbar  ist 

lA in (x ,  y; p ,  q)] , ,+t 
rp(p, q) < (m + I)---2 M " + ' , ;  " ,  

m 

IA . , l<m~ Mma m. 

H(Z, y', P, q; ~.) 
~p (p, q) 

eine in K und auf  C stet ige Funkt ion  yon x,  y; p, q und eine meromorpho  
Funkt ion  yon  it. Wir setzen 

k 
(56) H (x, y; p,  q; )O = h ( x ,  y; p,  q. ).) ~_ " i 

' __~.2(l~-ai ) ' 

i --I PPi 

A e J a  n t a t h s m a t i c a ,  g6. [mpriml le 1I janvier 1913. 4(; 
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Ist )~=I  keine Unendliehkeitsstelle der Funktion h(x,  y; p, q; )~), so l~isst sieh in 
bekannter Weise zeigen, dass die Funktion 

y ) - -  f f H (x, y; p, q; qJ(x, q) dpdq  

K 

die LSsung der Integralgleiehung (49) darstellt. 
Ist it eine Nullstelle yon D(it), so ist die homogene Integralgleiehung 

u(x ,  y) + X ; ; K * ( x ,  y; p, q)u(p,  q ) d p d q = o  
J r 

K 

auflSsbar. Die Ubertragung der bekannten weiteren Sehliisse yon Herrn FRED- 

HOLM bietet keine Sehwierigkeiten. 

w 

Wir haben in w i gezeigt, dass jede beschr~nkte LSsung der Differential- 
gleiehung (Io), die sieh mit ihren partie]len Ableitungen der ersten und der 
zweiten Ordnung in K stetig verh~ilt und auf C eine vorgeschriebene abteilungs- 
weise stetige Wertfolge annimmt, zugleieh eine LSsung der Integralgleichung 
(26) darstellt. Eine auf C versehwindende, in K stetige L6sung der homogenen 

Differentialgleiehung 

#~u O~u Ou 3u 
i) x-~ + i)--yy~ + a ~ + b ~-y + c u = o 

ist insbesondere eine LSsung der zu (26) geh6rigen bomogenen Integralgleichung. 
Es sei jetzt umgekehrt u (x, y) eine LSsung der Integralgleichung (26) oder 

der zugehSrigen homogenen Integra]gleiehnng. Wir wollen zeigen, dass u (x, y) 
im Innern von K stetige partielle Ableitungen der ersten und der zweiten Ord- 
nung hat und entsprechend der Differentialgleichung (io) oder der zugehSrigen 
homogenen Differentialgleichung genfigt. Im ersteren Falle nimmt u (x, y) auf C 
die vorgeschriebenen Randwerte; im letzteren Falle ist u(x,  y) auf dem Rande 
des Gebietes gleich Null. 

Es sei r(p ,  q) eine in K und auf C stetige Funktion. Betrachten wir das 

logarithmische Potential 
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~ / f  I dpdq. R (x, y) = r (p, q) log (x - -  p)~ + ( y - -  q)~ 

K 

Nach einem bekannten Hilfssatze erfiillen die Funktionen 

O R (x, y) 
Ox X f f  r(p, q) O ~ dpdq, = -  2 -~p log ( x -  p)' + ( y -  q)' 

K 

a R (x, y) i / /  O I 
ay =- -~  r(p, q) ~q l o g ( x _ _ p ) ,  + (y__q),dpdq 

K 

in K und auf C die HSLD~R'sche Bedingung 

IOR(x + h, y + h') OR(x, Y)I 
0x --I< '[Ihl+lh'l]h 

OR(z + h, y + h ' ) _ a R ( x ,  y)[ < 7[Ihl + Ih'l] ~, o < Z <  ~, Oy Oy 

unter 7 eine gewisse positive GrSsse verstanden. 1 

Es sei jetzt  K r wie in w I die mit K konzentrisehe Kreisfl~iehe vom Halbmesser 

i - - (~ .  Betrachten wir die Integralgleiehung (26). Das erste Integral rechterhand 

erfiillt, wie aus dem soeben erw~ihnten Hilfssatze geschlossen werden kann, im 

Innern von K die H6LD~R'sehe Bedingung; die beiden iibrigen Glieder besitzen 

daselbst stetige partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung; daher geniigt 

u (x, y) in K der H6LDER'sehen Bedingung. Die Funktionen a (p, q) und b (p, q) 

besitzen im Innern yon K stetige partielle Ableitungen erster Ordnung. Aus 

den bekannten S~itzen der Potentialtheorie folgt nunmehr, dass u(x, y) im 

Innern yon K stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat. 
Wit setzen jetzt  

Ii"I .... I OG(x,y; p, q) OG(x,y; p, q) u(x, y ) = - -  ~ , / d  u(p, q)L.a(P' q) Op + b(p, q) i)q + 
K' 

(57) 
+d(p,q)G(x ,y ;p ,q)  dpdq--  + v ( x , y ) - - ~ J l / p  q)G(x,y;p,q)dpdq, 

K - - I f '  K 

Vrgl. U. Disl, Sur la mdthode des approximations successives pour les dquations aux 
ddrivdes partielles du deuxi~mo ordre, Acta Mathematica, Bd. 25 09o2), S. I85--23o. Siehe 
insbesondere S. I9I--I96. 
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oder naeh einer teilweisen Integration 

2 ~ j j  
K* 

()u(p, q) b(p, q) (]u(p, q) + Op + Oq 

~ i "  [a(p,q) + c(p, q)u(p, q ) ]dpdq- -2 i~ j  / u( p, q) 
K - - K '  

iJG(x, y; p, q) 
iJ p 

(58 ) + b ( p ,  q) 8a(x '  y; P' q) ] 8q + d(p, q)G(x, y; p, q) d p d q - -  

- - +  

. /  . . . .  "u(p, q) G(x, y; p, q) [a(p, q) d q - -  b(p, q) dp]- -  
2~'g 

6 

.j; 2~ /(p, q)G(x, y; p, q)dpdq + v(x, y). 
K 

Eine Wiederholung der zuletzt durchgefiihrten Uberlegung zeigt zun~ehst, dass 

Ou(x,y) und0U(X,_y) in K r der H6LDER'schen Be- die partiellen Ableitungen iJx Oy 

dingung geniigen; daraus folgt aber, dass die LSsung u(x, y) im Innern von 
K r stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung hat. Die fiber C t u n d  K - - K  ~ 
erstreckten Integrale stellen im Innern von K ~ regul~ire Potentialfunktionen dar. 

Nach bekannten S~tzen ist somit, wie behauptet,  

(~2 U (~g i t  

O x ~ + (j y2 
Ou ~)u c(x, y)u +/(x ,  y). a(x, Y )~x - -b ( x '  y)~yy-- 

Nun die Randwerte der Funktion u(x, y). Es sei Bo irgendein Punkt  auf der 
Peripherie der KreisflKche K; insbesondere kann B o mit irgendeinem der Punkte  
Bi, (i-----I,. . .  k) zusammenfallen. In den folgenden Ausfiihrungen nehmen wir 

gerade diesen, offenbar schwierigeren Fall an und setzen etwa B0 = B~. Um den 
Punkt  B o =  B~ beschreiben wir zwei kleine Kreise PI und P2 yon den Halb- 

messern UI und ~]2 < ~-. Die Gebiete, die sie mit K gemoinsam haben, mSgen 
2 

entspreehend mit K 1 und K2 bezeichnet sein. Betrachten wir das erste Integral 

auf der rechten Seite der Gleichung (26): 

I. u(p, q) a(p, q) ~G(x' y; P' q) + b(p, q) i]G(x' y; P' q) 
2 ~  Op Oq 

K 

+ 
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(59) + d(p, q)G(x, y; p, q) d p d q = - -  (x, = 

K 

;/ JY = - -  u ( p , q ) K ( x , y ;  p , q ) d p d f l - -  u ( p , q ) K ( x , y ;  p , q ) d p d q .  

Kt K--Kt 

Es sei e eine beliebig kleine positive GrSsse. Wir kSnnen r~t so klein annehmen, 

dass fiir alle (x, y) im Innern und auf dem R~nde yon K2 

(60) )~ 'u(p, q)K (x, y; p, q)dpdq < ~ 
, 2 

KI 

wird. In der Tat  ist, beispielsweise, 

(61) I / j ' u ( p ,  q)a(p, q) 

Kt 
OG(X,Op y; p' q) dpdq  I < co 

�9 " I I 

Kt 

~,,,i dp dq + dp dq, 
, , .  p p l  �9 "I'P a: 

Kt Kl 

worin ca eine gewisse positive GrSsse bezeichnet. Die beiden zuletzt hingeschrie- 
benen Doppelintegrale konvergieren aber mit r,l gegen Null. 

Die Funktionen OG(x, y; p, q) i)G(x, y; p, q) G(x, y; p, q) sind fiir alle Op ' Oq ' 

(x, y) in Ks und allo (p, q) in K - - K I  (mit Einschluss der Begrenzung der beiden 
Gebiete) stetig. Sie sind fiir alle (x, y) auf dem in P~ enthaltenen Teile yon C 

und alle (p, q) im Innern und auf dem Rande von K - - K ,  gleieh Null. Die 
Funktion u(p,  q) ist beschriinkt. Beaehten wir dies, so sehen wir, dass man bei 
festgehaltem ~it die Zahl ~ so klein wBhlen kann, dass fiir alle (x, y) in Ks 

(62) ISJ I u(p, q)K(x,  y; p ,q)dpdq <~ 
o 

K--Kt 

wird. Aus (60) und 
heitsbedingung 

(62) ergibt sieh ffir alle (x, y) in K. die weiterc Ungleich- 

(63) ] j ' j ' u ( p ,  q ) K ( x ,  y; p, q ) d p d q [ <  e ~. 

K 
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Der Ausdruck (63) konvergiert mit 72 gegen Null, iibrigens, wie eine genauere 
Durcbfiihrung der angedeuteten Reebnungen zeigt, fiir alle Punkte der Kurve C 
in gleichem Grade. Dieselbe Eigensehaft kommt dem Integrale 

' j ' / (p ,  q) G(x,  y; p, q )dpdq 

K 

zu. Hieraus und aus der Gleiehung (z6) folgt, wie behaupte~, dass die Rand- 
werte der LSsung u(x ,  y) mit den Randwerten der Potentialfunktion v(x ,  y) 
iibereinstimmen. 1 Ist insbesondere ](x, y ) =  o, v(x,  y ) =  o, geniigt also u (x, y) 
der zu (26) gehSrigen homogenen Integralgleichung, so ist u(x,  y) eine am Rande 
versehwindende LSsung der homogenen partiellen Differentialgleichung 

O~u OZu Ou Ou 
O x~ + ~y-y~ + a T  x + b iTyy + C U = ~ 

Wir haben zur Vereinfachung das zuerst vorgelegte Gebiet T einfaeh zu- 
sammenh~ingend vorausgesetzt. Es sei jetzt T mehrfaeh zusammenh~ngend. Das 
Gebiet T l~isst sieh dureb Vermittelung einer analytisehen Funktion z -~z (Z ) ,  
deren Verhalten in der Nachbarsehaft der Ecken durch die Gleichungen (5) und 
(5) charakterisiert ist, auf ein yon geschlossenen analytischen, singularit~tenfreien 
Kurven begrenztes Gebiet R konform abbiiden. Hierdurch wird das vorliegende 
Problem auf die Bestimmung derjenigen besehr~inkten, im Innern des Gebietes 
R mit ihren partiellen Ableitungen der ersten und der zweiten Ordnung stetigen 
LSsung der Differentialgleichung (io) zuriickgefiihrt, die auf den, als geschlossen 
und regul~ir ana]ytisch vorauszusetzenden, Randkurven L vorgeschriebene abtei- 
lungsweise stetige Wertfolgen annimmt. Dieses Problem wird mutatis mutandis 
wie das vorhin ausfiihrlich betrachtete speziellere Problem erledigt. Der Kreis 
C' ist hierbei dureh die im Innern des Gebietes R zu den Begrenzungskurven L 
im Abstande 6 gezeichneten gleiehfalls regular analytischen Parallelkurven L' zu 
ersetzen. Die GREEN'sehe Funktion G(x, y; ~, ~) hat nieht mehr die einfache 
Gestalt (27) , sodass die Entwieklungen entsprechend komplizierter ausfallen. Prin- 
zipielle Schwierigkeiten treten indessen nicht auf, weshatb yon der Durchffihrung 
der Rechnungen an dieser Stelle abgesehen werden kann. 

Wir fassen jetzt die Ergebnisse dieses Kapitels in dem folgenden Satze 
zusammen : 

1 Vrgl. die Fussnote auf der Seite 348. 
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Es sei T ein von einer endlichen Anzahl Stiicke reguldr analytischer Kurven 
begrenztes ein/ach oder mehr/ach zusammenhSngendes Gebiet ohne Spitzen. Au /  den 
Randkurven S yon T m6gen abteilungsweise stetige Folgen yon Werten vorgeschrieben 
sein. Es m6gen ]erner A ,  B ,  C und F stetige Funktionen yon X ,  Y bezeichnen. 
A und B haben in T und au/ S stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, C und 
F geniigen in T der H6LDEa'schen Bedingung (i). Alsdann tritt yon zwei mSglichen 
F6llen der eine oder der andere ein. Entweder hat die nicht homogene partielle 
Di / / er ent ialg le ich u ng 

(2) OtU OtU OU OU 
O X ,  + ~-yi + A ~-X + B -j-] + C U = F 

sine und nur sine besvhrdnkte, in T m i t  ihren partiellen Ableitungen der ersten und 
der zweiten Ordnun9 stetige L6sung, welche, ausser in den Unstetiglceitsstellen der 
Rand]unktion, die vorgeschriebenen Werte annimmt, oder die homogene partielle Dq- 
/erevtialgleichung 

(64) 
0 IU  OsU OU OU 

+ + Aw-~ + B-z--~ + C U = o  OX ~ (] .JL O 3 {  

hat sine endliche Anzahl linear unabhdngiger LSsungen, die ira Innern vo, n T 8ich 
mit ihren ersten und zweilen partiellen Ableitungen stetig verhalten und au/ dem 
Rande verschwinden. I m  ersteren Falls hat die homogene Di//erentialgleichung (54) 
keine stetiffe, yon Null  verschiedene, am Rande verschwindende Ldsung. In  dem 
anderen Falls hat die partielle Di/[erentialgleichung (2) nut  /iir spezielle Funktionen 
F (x, y) stetige, am Rande verschwindende Ldeungen, die homocjene Di//erentialgleichung 
(54) ist nut  liar spezielle Randwerte in dem hier gemeinten Sinne 16sbar. 

Die Integralifleichung (z6) lie/err in allen Fdllen alle LSsungen des Randwert- 
problems. 

Der obige Satz gilt, wie man sich leicht fiberzeugt, im vollen Umfange, 
wenn die Begrenzung des Gebietes T aus geschlossenen Kurven S mit durchweg 

stetiger Tangents und abteilungsweise stetiger Krfimmung besteht. Denn man 

kann gewiss T durch Vermittelung einer analytischen Funktion z ~ z (Z), deren 
dz . 

Ab|eitung ~-Z m T and auf S stetig und yon Null verschieden ist, auf ein yon 

geschlossenen regul~ir analytischen Kurven begrenztes Gebiet konform abbilden. 
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Kapitel II .  Die zu dem ersten Randwer tproblem geMirige 

Green'sche Funktion. 

w 

Der Einfachheit halber betrachten wir in diesem Kapitel nur einfach zu- 

sammenh~ngende Gebiete. Wir nehmen ferner die Anzahl der Ecken des 

Gebietes T wieder gleich eins an. 
In  der Ebene (x, y) entspricht T, wie vorhin, der Einheitskreis K; der Dif- 

ferentialgleichung 

O~U OsU OU R O U  
(~) O X  ~ + ~y-~ + A ~ X  + - O T  + C U =  F 

entsprioht dio Differentialgleichung 

8Su O~u Ou b OU 
(2) ;j x--i + ~yiyl + a ~-~ + ~y + cu = [ .  

Wir nehmen 

(3) 

im folgenden an, dass die homogene partielle Differentialgleichung 

0~u O-~u 0u _ 0u 
L ( u ) ~  Ox i + Oy~. § a i~ x + b i~-] + cu  :-= o 

keine von Null verschiedene, im Innern yon K mit ihren partiellen Ableitungen 

erster und zweiter Ordnung stetige, auf C verschwindende LSsung hat. 
Es sei (x~, Yl) ein Punkt  im Innern yon K. Wir suchen eine in K, ausser 

im Punkte  (x,  Yd, mit ihren partiellen Ableitungen der beiden ersten Ordnungen 
stetige, am Rande verschwindende LSsung u*(x, y) der Differentialgleichung (3) 

zu bestimmen, die sich in der N~he von (x~, y~) wie 

verhiilt. Die Differenz 

I 

, ! log ( x - -  x~) ~ + (y --y~)~ 

(4) I I - U* (x,  y) 
u* (x, y) ~ 2 log ( x - -  x,) s + (y - -  y ,p  

soil eine beschriinkte, in K und auf C, ausser vielleicht in (x~, Yl), stetige Funk- 
tion yon x und y darstellen. Die Randwerte  yon U* (x, y) sind gleich 
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I I 
- - -  log 

2 (x - -x , )  ~ + ( y - - y , f  

Fiir U* (x, y) ergibt sich die purtielle Differentialgleichung 

0 ~ U* 0 2 U* 
Ox ~ + Oy~- 

(5) 

oU* oU* U* [ ~ i ] 
+ a ~ -  x + b ~-y + c = L - -~  log ( x ~  x~f  + ( y _ y ~ )  ~ 

a(x - - x , )  + b(y--y , )  i 
( x_x~)  ~ + (y_y l )~  + ~clog [ (x- -x , )  ~ + (y--y,) ']---- O(x, y). 

Die Funkt ion  O(x, y) verh~lt sich in jedem den Punk t  (x~, y~) nicht enthalten- 
den Teile des Gebietes K stetig und erfiillt daselbst die H6LDER'sche Bedin- 
gung. In der Umgebung des Punktes  (x~, yl) wird O(x, y) wie 

1 

[ (x--  x,) ~ + (y - -  y,)~]- ~ 

unendlich. Das DoppelintegrM 

(6) , y j~G(x ,  p, q)O(p, q)dpdq J (x y ) =  y; 

K 

ist, als Funkt ion  von (x, y) betrachtet ,  in K und auf C stetig. Nach den be- 
kannten  S~itzen der Potential theorie sind partielle Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung yon J(x,  y) iiberall in K,  den Punk t  (x~, y~) ausgenommen, vorhanden 

0 J  8 J  
und stetig. In der Umgebung yon (x~, y~) werden die Ableitungen Oxx' Oy 

logarithmisch unendlich2 

Es sei jetzt  U(x,  y) die LSsung der linearen Integralgleichung 

-- I y y ~  [ OG(x, y; p, q) OG(x, y; p, q) 
U ( x , y ) = - - ~  (p,q) a(p ,q)  Op +b(p ,q )  Oq + 

14 

(7) 

+d(p, y; p, q)]dpeq + y,; f j  y., p, q)epeq, 
K 

worin g(xl, Yl; x, y) die durch die Gleichung (27) des Kapitels I definierte Funk-  

Dies liisst sich mit  Hilfe des Verfahrens ,  welches  wir in I w 2 zur Abschit tzung des 
In tegra ls  I io  benutz t  ha t ten ,  le ich t  zeigen. 

Acta mathemaAica. ~ .  Imprim6 le 16 ]anvier 1913. 47 
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tion bezeichnet. Man kann wie in Iw 3 zeigen, dass U(x, y) in K stetig ist und 
in jedem den Punkt  (x~, y,) nicht enthaltenden Tei]gebiete yon K der H6LDE~'- 
schen Bedingung genSgt und daher auch stetige partielle Ableitungen erster 
Ordnung hat. Bei der jetzt folgenden teilweisen ]ntegration (entsprechend der 
Forme] (58) in I w 3) ist (xj, y~) durch einen kleinen Kreis K 'r yon dem Inte- 

0~7 
grationsgebiete auszuschliessen. In K ~ K "  erffillen ~xx und 0Udie  HSLDER'SChe 

Bedingung. In demselben Gebiete hat  daher U(x,  y) stetige partielle Ablei- 
tungen zweifer Ordnung und erffiJlt (lie Differentialgleichung (5)- Offenbar ist 

U(x, y) niohts anderes als die gesuchte LSsung U*(x, y). Wit setzen 

(s) 
U* (x, y) -~y(x~,  y~; x, y), 

I I 
u*(x, y ) ~  ~ log ( x - -  x,)' + (y--y , )~ + 7 (x,, y~ ; x, y) = / "  (x~, y~; x, y). 

r (x~, yl; x, y) ist die zu dem Gebiete K qehSrige CREES'sche Funktion der Di//e- 

rentialgleichung (3). 

w 

Es m6ge jetzt K ~ wie im Kapitel I die mit K konzentrische Kreisfl~che vom 
Halbmesser i - -3  = q  bezeichnen. Wit beweisen, dass es eine Zahl 3~ gibt, so dass 

[i~r alle ~ < ~ die Di[ferentialglefchunq (3) keine yon Null verschiedene, im Innern 
yon K ~ mit ihren partiellen Ableitungen der beiden ersten Ordnungen 8tetige, au] 
dem Rande C t von K r verschwindende L6sung hat. Hieraus wird dann so[oft 

ge/oIgert, dass die zu K r 9ehdrige GRE~N'sche Funktion der Di]/erentialgleichung 

(3) existiert. Wir bezeichnen sie mit 

(9) 
I 

r ' (x , ,  y~; x, y) --= 7' (x~, y,; x, y) + ~, ~ log (x, --x)~ + (y~--y) i '  

worin ietzt (xl, yl) und (x, y) zwei Punkte in K' bezeichnen. Wir beweisen als- 
dann, dass 

(Io) lira 7'(xl, y,; x, y ) -~7(x , ,  y,; x, y). 
Oml 

Es sei, entgegen unserer Voraussetzung, w(x,  y) eine in K t saint ihren 
partiellen Ableitungen der ersten und der zweiten Ordnung stetige, auf C' ver- 
schw~ndende LSsung der Differentialgleichung (3). Fiihren wir durch die For- 
me|n ( i i )  x = Qx o, y ~QYo neue Variablen ein und setzen wit 



Zur Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter 0rdnung. 371 

w(x, y)=Wo(Xo, Yo), Qa(x, y)~au(Xo, Yo), o, b(x, y)~-bo(xo, y.), 
e~c(x, y)= Co(Xo, yo), e"d( x, y)-~do(xo, Yo), 

so geht  die Differentialgleichung (3) fiber in 

(I2) .1 ( w o ) -  O~w~ O~w~ Owo Ow,, 

Nach dem, was wir im Kapitel  I gesehen haben, muss w0(x, y) der linearen ho- 
mogenen Integralgleichung 

wo(x,y) I ; /  [ ~--27~ wo(p, q) ao(p, q) OG(x' y; P' q) + , q) OG(x, y; p, + 

.K 

(~3) + do(p, q)G (x, y; p, q)] dp dq 

genfigen. Nach der Voraussetzung hat  nun die homogene Integralgleiehung 

~' (X,, y) 2:7~I //y~(,p, q)[a(p, q) OG(X,op y; p' q) § q) OG(X,dq y; p' q) § 

K 

(I4) + d(p ,  q) G(x, y; p, q)] dp dq 

keine von Null verschiedene stetige LSsung. Wir zeigen, dass auch die Intc- 
gralgleichung (I3) keine yon Null verschiedene stetige LSsungen haben kann,  
sobald I ~ Q ~ i - - c ? ~ .  Damit  werden bereits die beiden ersten der vorhin ausge- 
sprochenen Behauptungen  bewiesen sein. 

Wir fiihren den Punk t  H o =  ~ i, ~ j = (io, Jo) ein und bezeiehnen die Ent-  

fernung der Punk te  (p, q) und (io, ?o) mit  r ~ .  Die Funkt ionen  ao(p, ~), bo (p, q), 
do(p, q) sind ffir nile Q < i in K und auf C stetig. Die Produk te  

(I5) rl-aa~ o (P, q), ~a-abo(p, q), r2(l-")do(P q) 

sind fiir nile Q, die der Bedingung i =_> q > I -  6', (~'< 1 geniigen, in K und auf 
C dem absoluten Betrage nach kleiner, als eine gewisse positive Zahl Mo. Mit 
verschwindendem ~ = I - - Q  gehen die Funkt ionen  (I5) in jedem den Punkt  H~(i,  j) 
nieht  enthal tenden Teile des Gebietes K gleichmissig fiber in 

1--a 2(l--a) .1 r~-aa(p,q),r~ b(p,q),rT, i d(p,q) 

Wir be t r ach ten  im folgenden,  wie im Kapitel  I, den schwier ige ren  Fall o < ~ < i .  Is t  
I ~ a ~< 2, so sind die Funk t ionen  a,  b, c, d und f im Punkte  H stetig.  
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Wie wir im Kapitel I gesehen haben, geht die Integralgleiehung (i4) nach 
einer endlichen Anzahl von Iterationen in eine Integralgleichung yon der Form 

f j )  ~ (p, q)dpdq o (i6) u(x, y) + (x, y; p, q ) ~ ) u  = 

K 

fiber. Hierin bezeichnet / (x ,  y; p, q) eine in K und auf C stetige Funktion. Gleich- 

zeitig geht die Integralgleiehung (I3) fiber in die G]eichung 

Wo(X,y)+ /o(x,y; p,q) 2(~_~) w o ( p , q ) d p d q = o .  
rp~ 

K 

Durch eine Rechnung, die zwar umst~indlich ist, aber keine wesentlichen 

Schwierigkeiten bietet und daher an dieser Stelle iibergangen werden kann, liisst 
sieh zeigen, dass mit verschwindendem $ = I - -  Q der absolute Betrag der Differenz 

/ (x ,  y; p, q) --/o(X, y; p, q) 

gleichm/~ssig gegen Null konvergiert. 
Denken wir uns in die Integralgleichungen (i6) und (I7) den Parameter  Z 

eingeffihrt und betraehten wit die Nenner D(it) und Do()~) der zu (i6) und (i7) 
geh6rigen FREDHOLM'sehen Quotienten (vergl. die Formeln (5 I) bis (55) des ersten 
Kapite]s). Die Glieder der Reihe D O ()~) gehen ffir ~ = o stetig in die korrespon- 
dierenden Glieder der Reihe D (it) fiber. Die Reihen Do (it)und D (it)konvergieren 
ffir alle endliehen Werte von ]Zl und alle ~, die der Ungleiehheitsbedingung 
o < ~ < ~r < i genfigen, in gleichem Grade. Nach bekannten S~itzen ist daher fiir 

alle endlichen it 
lim Do (4)  = D (it).  

Nach der Voraussetzung ist D( I )  yon Null verschieden. Man kann daher, in der 

Tat., eine Zahl ~1 so klein annehmen, dass fiir alle ~ < ~1 aueh Do ( i ) r  o wird. 

Damit sind die beiden ersten Teile unserer Behauptung bereits bewiesen. 
Betrachten wir nunmehr  die Funktion 7'(x~, y l ;x ,  y), woffir wir der Kfirze 

halber voriibergehend U r(x, y) setzen wollen. Wir ffihren die Substitution 

ein und setzen U ~ (x, y) = Uo (xo, Yo). 
Uo(xo, Yo) stellt eine in K und auf C stetige Funktion von (Xo, Yo) dar, die 

am Rande die Werte 
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I I 
z log (x~__Xo)~ + (y~ __yo)~. + log o 

annimmt. Im Innern yon K, ausser vielleicht im Punkte (x~~ erffillt die 

Funktion Uo(xo,yo) die partielle Differentialgleiehung 

O~Uo O~Uo 0 Uo 

( I S )  

0 U .  ao ~x. - -  x~ + bo (y~ - -  y~ ~_ 
+ bo ~Yo + Co Uo = (Xo-- xD ~ + (yo- -  YD' ' 

I 
+ - co log [(Xo - -  x~) ~ + (Yo - -  Y~)~] + c. log Q = Oo (xo, Yo). 

2 

Offenbar ist Uo (Xo, Yo) eine LSsung der linearen Integralgleichung 

i f f  [ Uo(xo,yo) 2-~r Uo(p,q) a~176176 ~bo(p,q) OG(x~176 P'q) § 

(z9) K 

y~; xo, yo)--:~ Oo(p, (xo, Yo; p,q)dpdq. 
K 

Diese Integralgleiehung ist der Integralgleichung (7) ganz analog. (Wir denken 
uns in jener Gleichung voriibergehend (xo, yo) fiir (x, y) gesetzt.) Die beiden 

letzten Glieder auf der reehten Seite der Gleichung (19) n~ihern sich fiir • ~ I den 

entspreehenden Gliedern der G]eichung (7) fiir alle (xo, Yo) in K und auf C in 
gleiehem Grade. 

Naeh einer endlichen Anzahl yon / terat ionen gehen die Integralgleichungen 

(7) und (19) entspreehend fiber in 

+ jj~/(Xo, i U* (zo) U* (xo, Yo) Yo ; P, q) ~i~_,~ (p, q) d p dq ~- co (xo, Yo), 
K 

(z0 Uo(xo, Yo) + /o(Xo,Y~;P,q):.zt~_,) o(P,q) dpdq~r .~ 
K 

Die Funktion ~%(xo, yo) konvergiert bei verschwindendem ~ I - - Q  in alien 

Punkten in K und auf C in gleichem Grade gegen die Funktion cO(xo,Yo). Die 
15senden Kerne der beiden Integralgleichungen (20) und (21) haben entsprechend 
die Gestalt 

I 

r2(.1--a) /n 
. . . .  O(xo, y~; p, q) und rii;_,)Oo(xo, y~; p, q). 

p*o 

W i r  d e n k e n  u n s  in  d e r  G l e i c h u n g  (7): U* (x,y) fi ir  U(x,y)  gese tz t .  
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Die Funkt ion  O o (xo, Yo; P, q) konvergiert  bei verschwindendem e ~ i - -  ~ fiir alle 
(x, y) und (p, q) in K und auf C in gleichem Grade gegen die Funkt ion  

O(xo, Yo; P, q). Nun ist bekanntl ich 

(22) 

u n d  

= j j ' O  (xo, yo; p , q ) ~ ) ~ o ( p , q ) d p d q  U* (Xo, yo) ~o (Xo, Yo)-- I 
tn 

K 

fj ~O o Uo (xo, Yo) = coo (Xo, Yo) - -  (xo, Yo; 

K 

I 
p, q ) ~(.~_%-) (o o ( p , q )dpdq .  

Hieraus folgt leieht, dass der absolute Betrag der Differenz 

U* (Xo, y,~) - -  Uo (xo, Yo) 

mit ~ gleichm~ssig gegen Null konvergiert.  
Hieraus und aus der Stetigkeit  yon 7(x~, yt; x ,y)  ergibt sich, dass der Aus- 

druck 

] U* (r Qyo)--Uo(xo, yo)l~]U* ( x , y ) ~  U'(x,y)]=]7(x~, y~; x, y)--7'(x~,  y~;x,y)], 

fiir alle (x, y) im Innern  und auf dem g a n d e  jedes ganz im Innern  yon K ent- 
haltenen Gebietes sich mit  ~ in gleichem Grade der Null n~hert. 1 

Auch unsere dritte Behauptung ist hiermit vollsMndig bewiesen. 

w 

Kchren wir jetzt zu der Integralgleichung (7) zuriick. Die Funkt ion  g(x~, y~; x, y) 
hat  auf dem Rande  des Gebietes K stetige partielle Ableitungen erster Ordnung 
0g 0g. 
r 0-y' das Integral J = f f O ( p , q ) G  (x, y; p,q)dpdq hat, ausser im Funkte  H =  (i,j), 

K 

dieselbe Eigenschaft.  In der Niihe dieses Punktes  ist 

(24, ~JI  < O:'rl~i~'~i #Y I <#2:,. r~1-2" 

1 Vgl. die Fussnote auf d. S. 380. 
2 Diese Ungle ichhei t sbedingungen crgeben sich, wentJ man die in tegra le  

G (x, y; p, f f   (p,q)o  (x,y;p, dp eq, f f  q)o d x  Oy 
K K 

wie die Integralausdri icke in I w 2 absch~ttzt. Sie gel tcn ffir a < }. Ffir a = ~ crhitlt man die 

I ' l  I~ Beziehungen ~ <0~811ogrx/I ,  Oy < 02911ogre. i[. 

Ist  a > }, so sind die par t ie | len  Ablei tungen (24) beschr~nkt. 
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OU* OU* 
Wir beweisen ]etzt, da,8 auch die partiellen Ableitungen -b~xx ' 

ausser im Punkte H, stetig verhalten. In der Ndhe dieses Punktes ist 

sich au/ C, 

(25) ,SY-x 

Zu diesem Ende betraehten wir die beidera simultanen Integralgleiohungen 

. ,  I ['fOG(x, y; p, q)[a u,(x, y j ~ - ~ j j  i~x (p ,q )u~(p ,q )+b(p ,q )u2 (p ,q )+c (p ,q )U*(p ,q )Jdpdq- -  

I< 

~ji .... q~ (p,q) OG(x,Y;ox P'q)dpdq + Og(x~, yt ; O x  x,y) , 

K (26) 

K 

[a(p, q)u~ (p, q)+ b(p, q)u~(p, q) +c(p, q) U*(p, q)] d p d q - -  

K 

Man iiberzeugt sieh leicht durch eine Wiederholung der im Kapitel I ange- 
wandten Sehlfisse, dass diese Integralgleiehungen durch eine endliche Anzahl von 
Iterationen der FaEDHOL~'sehen Methode zug~inglich gemacht werden kSnnen. Wir 
bezeiehnen mit ut(x,y) und u2(x, y) das System der LSsungen dieser Integralglei- 
chungen, oder, fails sie nieht stets 15sbar sein sollten, ein System der LSsungen 
der zugehSrigen homogenen Integralgleiehungen. Die Funktionen u~(x,y)und 
u~(x, y) sind in K und auf C, ausser in (x~, Yt) und in H, stetig; in der Nach- 
barsehaft yon H ist sieher 

0 I (27) [u,(x,y)J< ~Or2_~---~, lu~(x,y)[<O, x Irlz7 2a 

Wir setzen 

V(x, y ) = ~ / ) G ( x ,  y; 

K 

(28) 

p, q)[a(p, q)u, (p, q) + b(p, q)u2(p, q) + c(p, q) U* (p, q)]dpdq --  

~ / f f ' G ( x , y ;  p ,q )O(p ,q )dpdq+g(x , , y~ ;x , y ) .  

K 

1 
' Der im Tex t  gegebene  Beweis  de r  Fo rme ln  (2~) gi l t  nur ,  wenn  a > 4 '  oder  wenn  e = o. 

I m  le tz te ren  Falle s iad  a U* 0 U* -~--x ' -~y- in  H beschr~inkt. F~ir a ~ ,  c # o wiirde, da r Yo) sich 

u * ~ u *  o , in H wie ~ ~ verhMt, die FR~1mOLM'sche Theorie auf (36) nicht anwendbar sein. 
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Sind die Integralgleichungen (26) nieht stets 15sbar, so ist fiir (~8) zu setzen 

(28*) V ( x , y ) = ~  f f  G(x ,y ;p ,q)[a(p ,q)u , (p ,q)+b(p ,q)u .~(p ,q)]dpdq .  
K 

0ffenbar  ist in beiden Fi~llen 

(20) u, (x, y) 0 V (x, y) u: (x, y) ~ 0 V (x, y) 
-- Ox ' Oy 

Es ist nun zun~ichst leicht zu zeigen, dass die Integralgleichungen (26) stets 15sbar 

sind. Andenfalls wiirde aus (28*) und (29) folgen 

~ f j  V(p, q) v(p, q) : ~G(x, q) [a(p,q) 0 i)p Oq (30) V(x ,y )  y;p,  +b(p,q)  3 ]dpdq.  

g 
Hieraus wiirde man in bekannter  Weise schliessen, dass 

0 V(x, y) O~V(x'Y) + OzV(x 'Y ) - - - -a (x , y )  OV(x'y) b(x,y) 
(3I) Ox ~ Oy ~ -- Ox Oy 

Da nun V(x, y), wie aus (28*) folgt, auf C verschwindet, so wiirde nach bekannten 

S~itzen V(x, y) in K und auf C identiseh gleich Null sein. 

Aus (28) und (29) folgt nunmehr die Beziehung 

K 

(32) 

c (p, q) U* (p, q)] dp dq-- 

K 

Hieraus wird in bekannter Weise geschlossen, dass 

O~V(x,y) O~V(x,y) 
(33) Ox'- "~ Oy ~ 

OV(x,y) b(x,y)OV(x,y) 
a(x, y) Ox Oy c (x, y) U*(x, y) + O(x, y). 

Wir setzen 

V(x, y ) - -  U*(x, y) • W(x, y). 

Aus (33) und (5) folgt 

O~W(x,y)  O'-W(x,y)  
O x ~ + O y~ 

OW OW 
a(x,y) Ox -- 5(x, y) ~ y .  
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Da nun die Funkt ion  W(x, y) auf C offenbar versehwindet,  so ist sie in K und 
auf C identisch gleich Null. Wir l inden somit 

U*(x, y) u~ (x, y) = 0 U* (x, y) u2 (x, y) = 
~x ' ~]y 

0 U* (x, y), ~ U* (x, y) sind also in K und au/ C, Die partiellen Ableitungen Ox Oy 

ausser in (x~ , YL) und in dem Punkte H stetir geniigen in der Nachbarscha/t yon H den 
Ungleichheitsbedingungen (25) und er/i~llen die beiden simultanen Integralgleichungen : 

OU*(x,y) i ffOG(x,y;p,q)[a(p,q)OU*+b(p, ,OU* q)]dpdq 
Ox - - ~ z J J  Ox Op q) i~q-q +c(p'q)U*(p' --  

K 

z 4 J  .... �9 q)OG(x'-~-~eP' q)dpdq + Og(x~,02 y~; x, y), 
14. 

(34) 
0 U* (x, y) 

/)y 
z ~"~OG(x,y;p,q)[a(p ' r ~)U* . q)]dpdq ~ f l f l  ~y q) i-~p +b(p'q) i~q +c(p,q) U*(p, --  

K 

2z~ (P' q) Oy q) dpdq + Oy " 
K 

Die Beziehungen (34) kann man, wenn man U* als bekunnt  ansieht, als ein 

0 U* 0 U* System linearer Integralgleichungen zur Bes t immung von ~ und - ~ y  auffassen. 

OUo OUo Die partiellen Ableitungen ~xo ' ~ erfiillen die beiden ganz analogen Inte- 

gralgleiehungen 

~) Uo (x0, y0) 
Oxo 

(35) 
0 Uo(xo, Yo) 

~?Yo 

Acta mathematica. 36. 

0 Uo _ ,0 Uo 

K 

2~I ; /Oo(p ,  q)'OO(x~176 P'q)dpdq + 09(x~'y~;x~176 ' 

K 

f foa (2o ,  yo; p, q) OUo OUo+ q)-~p +b. co(p, q) Uo(p, q )~pdq- -  
K 

i / / 0  OG(xo,yo; p, Og(x~,y~; Xo, yo) 
2~ o(P, q) Oy ~ q) dpdq + Oy ~ �9 

K 

Imprim~ le 13 janvier  1913. 4 8  



378 Leon Lichtenstein. 

Der GleichfSrmigkeit der Bezeichnung halber denken wir uns jetzt in den 

Gleichungen (34) vorfibergehend x o, Yo fiir x, y gesetzt. 

Wie schon Herr FREDltOLM bemerkt hatte, l~isst sich ein System von n 

simultanen linearen Integralgleichungen mit n Unbekannten auf eine Integral- 

gleichung mit einer Unbekannten zuriickfiihren. Wir bezeichnen die den Systemen 

(34) und (35) ~iquivalenten Integralgleichungen mit F, und F~. Nach einer end- 

lichen Anzahl von Iterationen gehen F~ und F 2 entsprechend fiber in Integral- 

gleiehungen yon der Form 

(36) 

(Xo,yo)+ ] ]R~(xo  
t / ]  

P P  
9~ Yo) + ] ] R ~ ( x o  

R 

i 
, Yo; P, q) ~ e f t  (P, q) d p d q  = (p, (Xo, Yo), 

/n 

i 
, Yo; P,  q) r ~ . . ~  q~2 (p '  q) d p  dq = ~-'3 (Xo, yo), ~ 

l~to 

worin Rt und R2 Funktionen bezeichnen, die in K und auf C sich stetig verhalten. 

Man beweist nunmehr wie in w 2 dieses Kapitels, dass 

(37) R~ = lim R2. 

Die Funk t i on  R2 nghert sich ihrem Grenzwerte ffir alle Xo, Yo und p, q in K und 

auf C in gleiehem Grade. 

Wir denken u n s u m  den Punkt  (xt, y,) in jeder der beiden Ebenen K einen 

kleinen Kreis vom Halbmesser ~o > 2 ~ beschrieben. Das yon diesen beiden Kreisen 

umschlossene Gebiet bezeichnen wir mit K~. Offenbar liegen die beiden Punkte 

(x ~ y~) im Innern yon K~. Wir beschreiben schliesslich in jeder der beiden 

Ebenen K einen Kreis vom Halbmesser ~o um den Punkt  (i, ]). Das Gebiet, 

welches diese Kreise mit dem Gebiete K gemeinsam haben, sei mit K2 bezeichnet. 

Es sei schliesslich e eine beliebig kleine GrSsse. Es l~sst sich zeigen, dass man 

nach Festsetzung der GrSsse ~o eine Zahl ~., so klein annehmen kann, dass ffir 

alle ~ < r in allen Punkten yon K ~  ~ ' ~ -  K~.~ 

1 Das Integrationsgebiet besteht nunmehr in bek,~nnter Weise aus zwei (ibereinander gela- 
0 U(xo, y~) gerten Einheitskreisen. Ist (xo,yo) ein Punkt in der ersten Kreisfliiche, so ist ~ (xo,yD= Oxo ' 

~ (xo, Yo) = 0 U, (xo,yo); ist dagegen (xo, Yo) derselbe Punkt in der anderen Kreisfli~che, so ist 
(? Xo 

?z (xo,yo)----6 U(xo, Yo) ~2 (xo,yo)= 0 Uo(xo, y~) Die Begrenzung yon K bezeichnen wir mit ~. 
ayo ' Oyo 
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I ~ ,  (zo, yo) - -  ~ (Xo, yo) l < 

379 

wird. Hieraus und aus (37) folgt weiter, dass man eine Zahl 6s so klein w/ihlen 

kann,  dass fiir alle ~ < ~ in K -  K ~ -  K: 

(39) I qJ, (Xo, yo) - -  ~f~ (xo, y0) l < 

wird. Dies bedeutet  nun aber folgendes: In alien Punk ten  im Innern und auf 
dem Rande jedes die Punkte  (x,, y~) und (i, ]) nicht enthal tenden Teilgebietes K* 

t~ Uo 0 Uo mit  versehwindendem yon K n~ihern sich die partiellen Ableitungen 0Xo' 0yo 

OU* OU* 
gleichm~ssig den Werten der partie]len Ableitungen Oxo ' ~Yo an. Hieraus folgt 

nun aber ohne Mfihe, dass in alien Punkten  im Innern und auf dem Rande  jedes 
den Punk t  (xt, yl) nicht  enthal tenden,  ganz im Innern yon K gelegenen Gebietes 

lim i) U' (x, y) = 0 U* (x, y),  lim i) U' (x, y) __ 0 U* (x, y),  
~-1 Ox Ox ,.-1 i]y ~y 

wofiir wir auch sehreiben kSnnen 

(40) Ilim 
8 7 ' ( x , , y ~ ; x , y )  0 7 ( x , , y , ; x , Y )  

~.-1 iJ x Ox 

l imiJ7 ' (x"  Yl; x,  y) /J7(x,, y,; x, y) 
. o -  j icy -- ~J y 

Wir fassen jetzt die Ergebnisse dieses und des vorhergehenden Paragraphen in 
dem folgenden Satze zusammen: 

Es sei Q~ ein positiver echter Bruch. Es sei C' ein Kreis um den Koordinaten- 

ursprung in der Ebene (x, y) ,  dessert Halbmesser der Ungleichheitsbedingung Qo < Q < I 

geniigt. Das yon ihm be qrenzte Gebiet bezeichnen wi t  mit K' .  Es sei C der Einheits- 

kreis, K seine Fldche. Es  sei /erner (xz, y~) irgendein Punkt ,  dessert Ent/ernun9 yon 

dem Koordinatenursprung kleiner ist als eo. 

W i t  gingen yon der Voraussetzung aus, dass die zu dem Gebiete K geh6rige 

GR~.N'  sche Funktion 

(4I) 
I I 

I'(x~,y~; x , y ) -=  ~log(x ~ -  x) ~ + (y~ ~ y f  +7(x~, y,; x, y) 

i Vgl. die F u s s n o t e  a. d. S. 380. 
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existiert. Alsdann haben wit in w 2 bewiesen, dass /fir alle hinreichend kleinen Werte 
yon z - - ~  die zu dem Gebiete K r 9ehSriffe GRv.~N'sche Funktion 

(42) F'(x~, y~; x, y) ~ log (x~ ~ x) ~ + (yt - -  y)~ + 7' (xt, y~ ; x, y) 

existiert und class in allen Punbten (x, y) in K 

(43) lira 7' (x~, y~; x, y) = 7 (x,, y~, x, y). 
o-1 

Die Funktion 7' (x~, y~ ; x, y) nghert sich ihrem Grenzwerte in ]edem den Um/ang nicht 
enthaltenden Teilgebiete yon K in ffleichem Grade. Die Funktion 7(x~, y,; x,  y) hat 
in allen Punkten (x, y) in K und au/ C, die Pun]ere (x,, Yz) und (i, ~) ausgenommen, 

,tetige partielle Ableitungen erster Ordnung. Desgleichen hat die Funktion 7' (x~, y~ ; x, y) 
in K rund au] C r, ausser im Punlcte (x~, y~), stetige Ableitungen erster Ordnung. 

Es sei K* irgendein den Punkt (x~, y~) und die Randlcurve C nicht enthaltendes 

Teilgebiet yon K .  Es ist in allen Punkten (x, y) in K* 

(44) 

lim O7'(x'' y,; x, y ) =  07(xt, y,;  x ,y )  
o-1 Ox Ox ' 

lim 07'(x~' y~; x ,y)  ~ 07(x ~, y~; x , y )  
o-1 Oy Oy 

Die Funktionen hinter dem Limeszeichen in (44) ndhern sich ihren Grenzwerten in 
K* in gleichem Grade. 

Aus den Beziehungen (44) kSnnen wir noch eine weitere Folgerung ziehen. 

Es sei Ct irgendein kleiner, den P u n k t  (i,?') in seinem Inneren en tha l tender  

Bogen yon C. Die E n d p u n k t e  yon C~ denken wir uns mit  dem Kre i smi t t e lpunk t  

durch Radien  verbunden.  Derjenige Teil von C ~, der  innerhalb des so gebildeten 

Kreissektors  liegt, mSge cr~ heissen. Wi t  denken uns voriibergehend diejenigen 

Punkto  yon C - - C ~  und C J -  C',,  die auf  demselben Radius  liegen, e inander  

zugeordnet .  Es sei (~, ~) und (~', ~i) ein Paa r  zugeordneter  Punkte .  Alsdann ist 

(45) 

l i m { O 7 ' ( x t ' y ~ ; x ' Y ) i } O T ( x l ' y t ; x ' Y ) l x = ~ ' o - 1  Ox ,c-2,v.,, = Ox v- ,  

l im{OT ' ( x t , y , ; x ,Y ) ]  } 0 7 ( x , , y , ; x , Y ) ]  
o-1 Oy x-~, = x-•" y- ; d y u-,i 

i In den zu (43) und (44) gehSrigen Aussagen werden beli6bige, die Kurve C nicht ent- 
haltende Teilgebiete yon K eingeftihrt, weil die Funktion "f(xl, yl;x,  y), p < I ftir die Punkte 
(x, y) yon C nicht definiert ist. 
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Die Ausdriicke OT* (X"oxYt; x ,  Y)II v-,l'~'~' und r (x~'ijy y ' '  z ,  y)]_ "l v-~'~'" ~" ndihern sich mit ver- 

schwindendem (} ihren Grenzwerten /iir alIe (~, ~) au/ C -  Ct in 9leichem Grade. 

w  

Wir nehmen jetzt zur Vereinfaehung an, dass die partiellen Ableitungen 
/JA OA OB O B .  
i )X'  i)-Y' OX' i)-Y lm Innern des Gebietes T d e r  HSLD~a'schen Bedingung geniigen. 

~?a r i)b Ob 
Die Funktionen 0x' i~ '  0~' iJy' d haben alsdann im Innern des Kreises K die- 

selbe Eigensehaft. 
Es sei 

O~u 0 ~  O(au) O(bu) 
(46) M(u)~o-~x~ + Oy' Or Oy 

iJ~u O~u iJu b iJu 
+ c u - :_ ~x~ + O y--~ - -  a ox  - -  ~y - -  d u --  o 

die zu (3) adjungierte Differentialgleiehung. Wir haben in diesem Kapitel vor- 
ausgesetzt, dass die partieIle Differentialgleiehung (3) keine yon Null verschiedene, 
in K mit ihren partiellen Ableitungen der ersten und der zweiten Ordnung stetige, 
am Rande verschwindende LSsung hat. Die Di/[erentialffleichung (46) hat dieselbe 
Eigenscha/t. Hiervon kann man sieh, wie folgt, leieht iiberzeugen. 

Es sei, entgegen unserer Behauptung, vo(x, y) eine am Rande yon K ver- 
sehwindende, im Innern mit ihren partiellen Ableitungen der ersten und der 

iJ vo (x , y) 
zweiten Ordnung stetige L6sung yon (46). Die partiellen Ableitungen i]x ' 

Ovo(x, y) sind, wie durch eine den Betrachtungen des w 3 ganz analoge Unter- Oy 

suchung gezeigt werden kann, ausser in dem Punkte  H - - ( i ,  ]), auf dem Rande 
des Gebietes stetig. In der Umgebung des Punktes H ist 

(47) 
l Yvo(x, Y)) I . r2 . -~  

I~ I 
, I z i  t I -(~Y <'Jr')a--1 

worin 7 eine gewisse positive GrSsse bezeichnet. 
Setzen wir nunmehr in der GREE~'schen Formel 



382 Leon Lichtenstein. 

8w at w] dy - - / [w  8t .Sw +btw]dxl 

1(. c c 

fiir t(x, y) und w(x, y)ontsprechend F(x,, y,; x, y) und vo(x, y)ein, so erhalten wir 

v0 (x,,  y , ) - -  o. 

Es sei jetzt H(xt, y,; x,y) die zu dem Gebiete K gehSrige GREE~'sche Funk- 
tion der Differentialgleichung (46), u(x,y) diejenige beschHinkte LSsung der 
Differentialgloichung (2), welche sich mit ihren partiellen Ableitungen der ersten 

und der zweiten Ordnung in K stetig verh~lt und auf C eine vorgeschriebene 
abteilungsweise stetige Folge von Werten annimmt. Wir beweisen nunmehr die 
Fundamental/ormel 

(49) u(x,, y,)-~ 2fl-~ju(x, Y) i)H(x"y';x'Y) /(p,q)H(x,,y,; p,q)dpdq. 

c K 

Hierin bezeiohnen: (x, y) einon variablen Punkt  auf C, ds das Bogenelement, 

die Ableitung in der Richtung der Innennormale im Punkte (x, y). iJn 

Sind die auf dem Umfange yon K vorgeschriebenen Randwerte stetig und 
haben sie in bezug auf die Bogenlgnge stetige Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung, so bietet der Beweis der Formel (49) keine Schwierigkeiten. In der 

Tat, ist durch die vorhergehenden Entwicklungen die Existenz der LSsung u (x, y) 
sichergestellt. Es l~sst sich ferner durch eine den Untersuchungen des w 3 ganz 

Ou(x,y) und Ou(x,y) analoge Betrachtung zeigen, dass die partiellen Ableitungen Ox iJy 

sich auf C, ausser in dem Punkte  H = ( i ,  ]), stetig verhalten, w~ihrend in der 

Umgebung dieses Punktes gewisse den Beziehungen (47) analoge Ungleichheitsbe- 
dingungen erfiil|t sind. Es geniigt nunmehr  in der GRE~.N'schen Formel (48) fiir 
t (x, y) und w(x, y) entsprechend u(x, y) und H(x,, y~; x, y) einzusetzen, um die 

Formel (49) abzuleiten.2 
In dem allgemeinen Falle ist indessen dieser einfache Weg nicht gangbar, 

~u (x, y) 
da die partiellen Ableitungen 0u (x, y) und auf dem Rande im allgemeinen 

8x 8y 
nicht existieren. Um die Formel (49) dennoch zu beweisen, muss ein anderes 

' Vgl. SOM.~ZRFEI,D, Encyklopi~die der Math. Wissenschaften, Bd II, A 7 c, S. 513. 
tiberzeugt sich leicht, dass die Formel (48) im vorliegenden Falle ihre Gfiltigkeit 1)ehiilt. 

Vgl. SOM~ZaFZLD, Encyklopildie d. Math. Wiss., Bd II, A 7 c, S. 516. 

Man 
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Verfahren eingeschlagen werden. Die Hilfsmittel hierzu bieten uns die Siitze, 
die wit in den vorhergehenden Paragraphen abgeleitet haben. 

Wie wir in w 2 dieses Kapitels bewiesen haben, gibt es eine positive Zahl ~'~. 

so dass fiir alle positiven ~ ~$~ die Differentialgleichung (3) keine yon Null ver- 
sehiedene, im Innern yon K ~ mit ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter 

Ordnung stetige, auf C' verschwindende LSsung hat. Es sei Hr(x~,y,; x ,y)  die 

zu dem Gebiete K ~ gehSrige GRE~N'sehe Funktion der Differentialgleichung (46). 

Die Funktion u(x, y) ist im Innern und auf dem Rande yon K ~ mit ihren patti- 

ellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig. Daher ist fiir alle (x~, y~) 
im Innern yon K r 

I ' , r yt;x'o, Yo)ds, (50) u(x , , y , )~  U(Zo, y'o) /(p,q)H'(x,,y,; p, q)dpdq 
f i n '  

C' K' 

Hierin bezeiehnen: (x'0,y'o) einen variablen Punkt  auf C', ds' das Bogenelement, 

~0 die Ableitung in der Riehtung der Normale im Punkte  (X'o, Y'0). Es mSgen 
f )n '  

jetzt Cl, C', diese|be Bedeutung wie am Ende des w 4 haben. Die Liinge des 

Bogens C~ bezeichnen wir mit ~,. Wit bezeichnen ferner mit  (Xo, Yo) denjenigen 
Punkt  yon C, der mit  dem Punkte  (x' 0, Y'o) auf demselben Radius liegt. Es sei 
schliesslich ~ eine beliebig kleine positive Zahl. 

Wie aus unseren friiheren Betraehtungen hervorgeht, ist 

y,o[OH' (x~, y~ ; x' o, Y'o) (x'o, 
On'  

eine fiir alle ~ < ~  und alle (xo, Yo) auf C - -  C1 besehr~inkte Funktion von x' o, Y'o, c)'- 
Abgesehen yon einer endlichen Anzahl yon Punkten  ist fiberdies, wie aus den 

Formeln (4I), (42) und (45) hervorgeht,  

; x'  ' " 0 H  ( x l ,  y , ;  Xo, Yo) lim u(x'o,y'o) i)H'(x''y' ~176 yo) 
,~-o O n  ~ O n  

Nach bekannten S~tzen ist, da der Grenziibergang gleiehm~ssig ist, 

lim t u (x'o, Y'o) OH' (x~, iJn'Yl; x'o, y o) ds' = J  u (xo, Yo) 

C--C~ 

OH(x,, Yl; Xo, Yo) ds. 
~n 

Man kann nun ferner, wie aus den Beziehungen (z5) folgt, ~, so klein wiihlen, 
dass fiir alle 8__< $l die fiber C1 und (jr erstreekten Integrale 
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f �9 j , ,  OH' (x,, y,; X'o, y'o) ds' U (Xo, yo) oH(x" y~ ' Xo, yo) ds , ~u (X'o, y ,o ~ 
O n  

C~ C' t 

dem absoluten Betrage naeh kleiner werden als ~. Hieraus und aus den Be- 

ziehungen (5o) und (51) folgt, wie behauptet,  

~ / u  OH(x"y~;x~176 ~ f f [ ~ )  , (52) u ( x t , y ~ ) =  (Xo,Yo) i ~  -- --2 (l ,q H(x, y j p ,  q)dpdq. 
C K 

OA OA OB OB 
Wit haben bis jetzt vorausgesetzt, dass ~ ,  ~ ,  ~ ,  ~ y  im Innern yon T 

der H6LDER'sehen Bedingung geniigen. Diese Voraussetzung lassen wir nunmehr 
0A 0B 

fallen: ~ . . . .  ~ sollen sehlechthin stetige Funktionen yon X und Y sein. Die 

0a 0a 0b 0b 
partiellen Ableitungen Ox' 0y'  a:x' ay sind alsdann in K sehlechthin stetige Funk- 

tionen von x und y. Alle unsere Schliisse bleiben, wie wit jetzt zeigen wollen, 

bestehen, wenn wir M(u)  durch den Ausdruck 

(53) M ( u ) ~ l i m  i [ O u ( x + h , y )  a u ( x , y ) + a u ( x , y + h )  
n-o h L Ox a x i/y 

ersetzen. 
Betraehten wir noeh einmai die Differentialgleiehung 

(54) O~u a~u Ou b OU 
ax , .+o~ +a~ Tx  + a y + c u = /  

iJuI ,y)l _ 

Oy J 

aU_bOU - 
-- a iJx 8y du 

und nehmen wir voriibergehend an, c und / seien sehlechthin stetige Funktionen 
und erfiillen in K nieht mehr die H6LDER'sche oder eine verwandte Bedingung. 

Wir kJnnen alsdann aus der Gleiehung (26) des I Kapitels nicht mehr schliessen, 
0*u 0*u 

dass die partiellen Ableitungen a x ~ '  Oyy, existieren und dass die Differentialgleich- 

ung (54) erfiillt ist. 
Es sei r(x, y) eine stetige Funktion yon x und y. Wie Herr  PETRI~I be- 

wiesen hat, 1 erfiillt das Integral 

Vgl. H. PETRINI, Les ddrivdes premieres et secondes du potentiel log~rithmique, Journal 
de Mathdmatiques, ITO, [S. I27--223] , S. I33. 
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co(x,y) 2-7r (~,r~) O ( x , y ; ~ , ~ ) d ~ d ~  
g 

die Beziehung 

. IFOco(x+h,y) Oco(x,y) O ~ ( x , y + h )  O~(x ,y ) ]  
l m : /  + �9 = r ( x , y ) .  

h-o hi. Ox • Oy Oy J 

Der hinter dem Limeszeiehen stehende Ausdruek l inkerhand niihert sieh seinem 
Grenzwerte ffir alle (x, y) in K in gleichem Grade. Aus der Gleiehung (58) des 
ersten Kapitels ergibt sieh daher die Beziehung 

lim h[OU(x+h ,y )  Ou(x,y) + O u ( x , y + h  ) Ou(x,y!] 
h-o Ox i/x dy Oy 

+ 

Ou(x,y) Ou(x, y) + c(x,y) u(x,y) = / (x , y )  
+ a (x, y) Oxx + b (x, y) 8y 

I 
Die Funkt ion  h (xl, Yl ; z, y) = H  (xl, y, ; x, y) + 2 log [(xl --  x) ~ + (yt ~ y)~], die 

einer zu (7) analogen Integralgleichung genfigt, hat  nun im vorliegenden Falle 
in jedem (x~, y~) nieht enthal tenden Teilgebiete yon K stetige Ableitungen erster 

Ordnung und erfiillt daselbst die Beziehung M (u) = o. Der Ausdruek hinter dem 
Limeszeiehen n~ihert sieh seinem Grenzwerte in gleiehem Grade. 

Man iiberzeugt sich nunmehr  ohne Mfihe, dass die GBEE~'sehe Formel  (48) 
gfiltig bleibt, wenn man ffir M (w) den Ausdruck M (w) einsetzt. Da nun offenbar 
aueh die grundlegenden Hilfs~itze in w167 2 und 3 ihre Giiltigkeit behalten, so haben 
wir an unseren Schlfissen niehts mehr  zu Kndern. Wir erhalten wieder die Formel 
(52). Das einzige, was wir uns zu merken haben, ist, dass H(xl,  Yl; x ,y)  nieht  

mehr  die Gleiehung (46), sondern die Gleiehung M (u)~-o  erfiillt. 
Gehen wir jetzt von dem Gebiete K vermit tels t  der Transformation 

(55) x = x (z ,  y) ,  Y = Y (x,  y) 

zu dem urspriingliehen, mit  Eeken ausgestat teten Gebiete T zuriiek. Die Diffe- 
rentialgleiehung (z) geht  fiber in die urspriingliehe Differentialgleiehung 

02U 0~U 0U OU 
(56) • + ~yq + A ~ + B-oT + C U =  F, 

die Gleichung (46) in die zu (56) adjungierte  Differentialgleichung 

O' U O~ U 0 X 
(57) OX~+ Oy---~--O ( A U ) ~  ( B U ) + C U = o  

fiber. Die Funkt ion  
Aria matematica. 86. Imprim~ le 16 janvier  lgl~. 49 
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(58) 
ist, 

der Differentialgleichung (57). Die Gleichung (52) geht fiber in 

�9 Y,; Xo, Yo)d8 - (59) U(X,, Y,)=~-zJU(Xo, Yo)OH(X"on 
S 

T 

Leon Lichtenstein. 

H(X, ,  Y,; X, Y ) ~ H ( x , , y , ;  x ,y)  

wie man sofort sieht, die zu dem Gebiete T gehfrige GR~E~'sehe Funktion 

; P, Q) dPdQ.  

Wir haben zur Vereinfaehung in diesem Kapitel das Gebiet T einfaeh zu- 

sammenh~ingend vorausgesetzt. Die Zahl der Ecken haben wir gleich eins ange- 
nommen. Die Formel (59) gilt unver~indert bei mehrfach zusammenh~ngenden 

Gebieten mit einer endlichen Anzahl yon Eeken. Der Beweis whre analog zu 

ffihren. 
Berlin, d. 19. Dezember 1910. 

N a c h t r a g .  

In einer in Verfffentlichung begriffenen grfsseren Arbeit I habe ich die erste 

Randwertaufgabe noeh einmal nach einem von dem obigen abweichenden Ver- 

fahren behandelt. An jener Stelle wird das erste Randwertproblem unter anderem 
ffir alle Gebiete erledigt, deren Begrenzung aus einer endlichen Anzahl Stiicke 
yon Kurven mit stetiger Tangente besteht, die beliebige Ecken oder Spitzen 
miteinander einschliessen. Die Randwerte  werden als abteilungsweise stetig vor- 

ausgesetzt. 
Berlin, d. 17 Oktober 1912. 

1 Vgl. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 1913, Heft I, Randwertaufgaben 
der Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen 
Typus. I. Die erste Randwertaufgabe. Allgemeine ebene Gebiete. 

J L  


