ZUR THEORIE DER LINEAREN PARTIELLEN DIFFERENTIAL-

GLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG VOM ELLIPTISCHEN TY-

PUS. DIE ERSTE RANDWERTAUFGABE FUR ANALYTISCHE
GEBIETE MIT ECKEN.

YON
LEON LICHTENSTEIN

in BERLIN.

Es sei T, ein von einer endlichen Anzahl stetig gekriimmter Kurven, die
einander weder schneiden noch beriithren, begrenztes einfach oder mehrfach zu-
sammenhéngendes Gebiet in der Ebene der Variablen X und Y. Die Gesamtheit
der Begrenzungskurven von 7', sei mit S, bezeichnet. Es mogen 4, B, C, F
stetige Funktionen von X und Y bezeichnen; 4 und B baben in T, und auf §,
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, C und F erfiillen in jedem ganz
im Innern von 7, gelegenen Gebiete die HOLDER’sche Bedingung

IC(X+h, Y+R)—C(X, Y)|<BI|R]+ 7]},
|F(X +h, Y+8)—F(X, V)|<BII|+ W[}, o<i<1.

(1)

Hierin bezeichnet g eine gewisse positive Grisse. Betrachten wir die Differential-
gleichung
>U 02U au iU

(2) ixtirt4x T By

+CU=F.
Die Bestimmung derjenigen Losung der Differentialgleichung (2), die in 7',

und auf 8, stetig ist, auf S, verschwindet und deren partielle Ableitungen erster
Acta mathematica. 36. Imprimé le 10 janvier 1913. 44



346 Leon Lichtenstein.

und zweiter Ordnung im Innern von 7, sich stetig verhalten, ist von den Herren
HirBErT und Prcarp auf die Auflésung einer linearen Integralgleichung zuriick-
gefiihrt worden.! Haben die vorgeschriebenen Randwerte, als Funktion der
Bogenlinge betrachtet, stetige Ableitungen der ersten und der zweiten Ordnung,
so fiihrt die Substitution

(3) UX, I)=U,(X, Y)+ (X, T),

worin v, die in T, reguldre Potentialfunktion mit gleichen Randwerten bezeichnet,
das Problem auf das vorerwihnte zuriick.

Sind die vorgeschriecbenen Randwerte schlechthin stetig, oder, noch allge-
meiner, beschrinkt und integrierbar, so fiithrt, da die partiellen Ableitungen

d J . . e .
a—%, 0?;’0 am Rande im allgemeinen nicht existieren, die Substitution (3) nicht

mehr zum Ziele.

In einer in den Mathematischen Annalen verdffentlichten Arbeit, sowie in
einer Note in den Comptes rendus habe ich den Existenzbeweis der Losung fiir
abteilungsweise stetige Randwerte gefiihrt.? In einer weiteren kurz darauf er-
schienenen Note® habe ich den besonderen Fall eines Gebietes behandelt, welches
durch Vermittelung einer analytischen Funktion von der Form

(4) 2—2,=(Z2—2,)’ BUZ — Z,)"], B(0) %0, v>0

auf den Einheitskreis konform abgebildet werden kann. Diese Untersuchung
soll in der vorliegenden Arbeit auf allgemeinere Gebiete mit Ecken ausgedehnt
werden.

Das Randwertproblem wird durch geeignete Modifikation der von den Her-
ren HILBERT und P1carp zuerst eingefiilhrten Methode der teilweisen Integration
auf die Auflésung einer linearen Integralgleichung mit unstetigem Kerne zuriick-
gefiilhrt. Es ist in unserem Falle der Gebiete mit Ecken nicht méglich, durch

! Vergl. HiLeert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen,
Gott. Nachr., 1904, 8. 248 u. ff., Picarp, Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1906, S.
250—254, und Annales de 1'Ecole Normale, 1906, 8. 509 u. ff.

? Vergl, Zur Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung des
elliptischen Typus, Math. Annalen, 1909, S. §59—s75, ferner, Sur la détermination des intégrales
de l'équation %: + %: + ag—:; + bg—: + cu=f par leurs valeurs le long d'un contour fermé,
Comptes rendus, 18. 10. 1909.

? Sur la détermination des intégrales de I'équation u + 9w +a ou

dx? ay? dx
par leurs valeurs le long d'un contour fermé dans le cas des pointes, Comptes rendus, 29. 11,
1909,

+ba—“+cu=f
dy
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wiederholte Iteration zu einem stetigen Kerne zu gelangen. Nichts desto we-
niger fithrt, wie ich in der zweiten der soeben genannten Noten zuerst nach-
gewiesen habe, die FrREDHOLM’sche Methode unmittelbar zum Ziele. Der Be-
handlung der erwihnten Integralgleichung, insbesondere der genauen Durch-
fiihrung der etwas schwierigen Iteration ist ein betrdchtlicher Teil des ersten
Kapitels gewidmet. In dem zweiten Kapitel wird zundchst die GREEN’sche
Funktion der Differentialgleichung (2) gebildet; sodann wird ihr Verhalten bei
einer unendlich kleinen Aenderung der Form des Gebietes untersucht. Auf die
Ergebnisse dieser Betrachtungen gestiitzt, wird schliesslich, in diesem Umfange
zum ersten Male, die bekannte Fundamentalformel bewiesen, welche die Losung
der Differentialgleichung (2) als Funktion ihrer Randwerte angibt. Die be-
kannten Beweise dieser Formel setzen stillschweigend stetig gekriimmte Gebiete
und Randwerte, welche, als Funktion der Bogenlidnge betrachtet, stetig sind und
stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung haben, voraus.

Hiermit ist das erste Randwertproblem vollstindig erledigt. Die soeben ge-
nannte Fundamentalformel gestattet, wie ich an einer anderen Stelle gezeigt
habe, eine Anzahl anderer Randwertaufgaben, darunter die Bestimmung perio-
discher und doppeltperiodischer Losungen auf die Auflosung linearer Integral-
gleichungen zuriickzufiihren.

Kapitel I. Die Auflisung des ersten Randwertproblems.

§ 1.

Es sei T ein einfach zusammenhingendes, von einer endlichen Anzahl Stiicke
reguldr analytischer Linien! begrenztes Gebiet ohne Spitzen.! Die Randkurwe
von T soll mit 8 bezeichnet sein.

Wie ich an einer anderen Stelle bewiesen habe, gilt nun der folgende Satz:3

Es sei e=2(Z)=2(X, Y) +iy(X, Y)=1z + 1y eine analytische Funktion,
durch deren Vermittelung das Gebiet 7' in der Ebene (X, Y) auf die Fliche K
des Einheitskreises in der Ebene (z, y) konform abgebildet werden kann. Die
Peripherie von K sei mit C bezeichnet. Es mogen A, = (X,, Y,),... dr= Xz, Yi)

! Durch die Bezeichnung »reguliar analytisch» soll angedeutet werden, dass jedes Kurven
stiick iiber die beiden auf ihm liegenden Ecken hinaus analytisch fortgesetzt werden kann.

? Der Einfachheit halber betrachten wir zunichst nur einfach zusammenhingende Ge-
biete. Am Schluss dieses Kapitels wird der allgemeine Fall eines mehrfach zusammenhangen-
den Gebietes kurz erledigt werden.

® Vrgl. die inzwischen erschienene Abhandlung des Verfassers, Uber die konforme Ab-
bildung ebener analytischer Gebiete mit Ecken, Journal fiir Mathematik 1910, S. 100—119.
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die Eckpunkte von 7 sein; ¢, «,...or7w mogen die Winkel, welche die Seiten
von 8 entsprechend in A4,,... A; einschliessen, bezeichnen. Es ist 0 <o, <2,.
o<ap<2. Den Punkten 4;, (¢=1,...%) mogen in der Ebene (x, y) die
Punkte B;=(xi, y), (¢=1,...k) entsprechen. Man kann dann setzen

dz * L
(s) = [[l(Z—z;>as ©(Z),
oder auch

d " .
(6) cé=I]l(z——z;)l—air,(z), zZi=pi+ gt

Die Funktion v,(Z) ist in T requlir und auf S stettg. Desgleichen ist 7,(z) in
K regulir und auf C stetig. Das Minimum des absoluten Betrages der Funk-
tionen v (Z) und 7,(z) ist von Null verschieden.

Es sei jetzt diejenige in 7" und auf S beschrinkte, im Innern von 7' mit ihren
partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Losung U (X, Y) der
Differentialgleichung (2) zu bestimmen, die auf § eine vorgeschriebene abteilungs-
weise stetige Folge von Werten annimmt.! Fihrt man durch die Gleichungen

(7) =z(X, ¥), y=y(X, ¥)

# und y als neue unabhingige Verdnderlichen ein und setzt man U (X, Y)=
=u(z, y), so geht das zuerst vorgelegte Problem in das folgende iiber:

Es ist diejenige in K und auf C beschrinkte, im Innern von K mit ibren
partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Losung u(z, y) der
Differentialgleichung

2y JPu (A X B%’)Ou (A(?X 0Y)(7u

O gt gy 7 Ay TPy

I Rl

iz "

! Ist die Randfunktion beschrinkt und im Lrsrseur'schen Sinne integrierbar, so lautet die
Randbedingung genauer: die Losung U(X, Y) soll bei der Anuniherung an den Rand ldngs
einer beliebigen, die Begrenzung nicht berithrenden Kurve, ausser hochstens in einer Punkt-
menge vom Masse Null, die vorgeschriebenen Werte annehmen. Es sei voriibergehend die
Randfunktion mit v (s) bezeichnet. Wie sich bald zeigen wird, nimmt U(X, Y)jedenfalls in allen
denjenigen Punkten die vorgeschriebenen Werte wirklich an, in denen o (s) die Ableitung des
unbestimmten Integrals /% (s)ds darstellt, insbesondere also in allen Stetigkeitspunkten von ¢ (s).
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zu bestimmen, die auf C eine vorgeschriebene abteilungsweise stetige Wertfolge
annimmt.!
Wir schreiben zur Vereinfachung

0621;/ X JY . [(OX)’ ((7X)”:|'

X

© @ 9=F[[Z)+ ()]t n =220 BEI_ e,y
-7 + G ez + v -]

02y 0%u 0u 0z

somit

(r0)

Die Funktionen ¢ und & haben im Innern und auf dem Rande von K,
ausser in den Punkten B;, ({=r1,...k), stetige partielle Ableitungen erster Ord-
nung. Die Funktionen ¢, d und f sind in K und auf C, ausser in den Punkten
B; stetig; ¢ und f erfilllen im Innern von K die H6LDER’sche Bedingung. Es

sei voriibergehend r;= V(p—p:)? + (¢ — ¢i)® gesetzt. Beachten wir die Formel
(6), so finden wir

k k
(11) a(p, )= [rsi—=n(p, @, bp, ) =T rei—2v (2, 9),

t=l t=]

c(p, @)= Hrz‘“t—”ﬂ(p. 9),

=1

k
(12) d(p, q) = I[rmt—“u (p, 9), f(p, @) =[] 2 Ve(p, 9.

t==] =]

Die Funktionen =, v, 9, u,¢ sind im Innern und auf dem Rande von K
beschrankt und, ausser etwa in den Punkten B;, stetig.

Es sei €' der Kreis um den Koordinatenursprung in der Ebene (z, y) vom
Halbmesser 1 —d. Das von ihm begrenzte Gebiet sei mit K' bezeichnet. Es sei
ferner (z, ) ein Punkt im Innern von K'. Wir bezeichnen mit @' (z, y; p, q) die
zu dem Gebiete K'gehorige GREEN’sche Funktion im engeren Sinne, mit ' (x, ¥)
diejenige im Inuern von K' regulire Potentialfunktion, die auf C' dieselben Werte

' Vrgl. die vorhergehende Fussnote.
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wie die Funktion u(z,y) annimmt. Einer bekannten Formel der Potential-
theorie zufolge ist

(13)  u(@, 9= ff (=, 459, 9) a(p,) +b(pq)aq

c(p, 9)ulp, 9)—f(p, q)]dpdq + v'(z, y),

oder nach einer teilweisen Integration

(14)  ul=, y)___{{[aa' 29020 gy, g) + x,}; 2295 (p, g) +
+d(p, 9@ (z,y; p, q)]u(p q)dpdg +'(x, y ——fflp )G (z,y; p,g)dpdg.

Es sei v(z,y) diejenige beschrinkte, im Innern von K regulidre Potential-
funktion, welche auf C, ausser in den Unstetigkeitsstellen der Randfunktion,
die vorgeschriebenen Randwerte annimmt.! Es sei ferner G(z, y; p, q) die zu
K gehorige GREEN’sche Funktion im engeren Sinne. Lassen wir jetzt die Grosse
0 gegen Null, somit den Kreis K' gegen den Einheitskreis K konvergieren und
sehen wir zu, welche die Grenzwerte der einzelnen Glieder auf der rechten Seite
der Gleichung (14) sind.

Nach einer bekannten Formel der Potentialtheorie ist

2n
(15) v(e, )= (@, y)= & [PEEY P by, g v/ (p,, g}z —0)d.

§
Hierin bezeichnen: p,, ¢, die Koordinaten eines variablen Punktes auf (',

% die Ableitung in der Richtung der Innennormale im Punkte (p,, g,). Wir

lassen jetzt beim festgehaltenen Verhiltnis 20 die Grésse § gegen Null konver-
Q

gieren. Alsdann ist zundchst

(6) lim (0@ Y P g) 06@ 4B, D) 4 R
om0 on dn VP:"J I Vpo +qo

1 Ist die Randfunktion im LeBescur'schen Sinne integrierbar, so ist im allgemeinen eine
gewisse Nullmenge von Randpunkten auszuschliessen. Vergl. Farou, Séries trigonométriques
et séries de TavLor, Acta Mathematica, Bd. 30 (1906).



Zur Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 351

Die Punkte (p,,¢q,) auf C' und (p, g) auf C liegen auf demselben Halbmesser
von K.
Es ist weiter, ausser in den Unstetigkeitspunkten der Randfunktion,

(x7) }51:%1 (v (p,, 90)“‘”'(170: go)]=o0.!
Ferner ist fiir alle hinreichend kleinen ¢ und alle ¢

4Q'(x, y; o, o)

In <My

(18)
I‘U(po, gs) — v, (P, QO)I < My,

worin m, und m, gewisse positive Werte bezeichnen.
Nach bekannten Sitzen ist

(19) lgg; [v(z, y)— V' (x, ¥)) =

25
1 [0G(z,¥; P, ) ¢ o _
= ———T—I;I_J% (9 (Pyr 20)1— ' (D05 2)]1dO =0,
1]
(20) ldim V(z,y)=v(z, y).*
()

Es sei, wie vorhin, (z, y) ein Punkt im Innern von K'
Wir schreiben in der iiblichen Weise

= log L
Vip—2)* + (g—u)*

G(x,y; p, 9 +9x, y; P, @),

(21)
I

0f S + (2, ¥ P, @)
Vo—arra—wr ° P

Gz, y;,p, ¢)=1

Nunmehr betrachten wir die Differenz

1 szf (», 9)G(z, 9, q)dde‘ff/(p, 96 (2, y; p, g)dpdg=
K K

! In jedem die Unstetigkeitspunkte der Randfunktion nicht enthaltenden Teile von C ist
der Grenziibergang gleichmissig.

? Diese Beziehung gilt, wie man leicht zeigen kann, anch wenn die Randfunktion be-
schrinkt und im LeBescve'schen Sinne integrierbar ist.
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(22) =ff/(p,q)0(x,y;p, q)dpdq +

v/ R
K—-K*

+f o, lg(z, y; p, 9 —3d (=, y; p, Q)ldpdg=1® + [®,

G(x,y, p,q) ist, als Funktion von (p,g) betrachtet, in dem Gebiete K — K'
stetig, die Funktion f(p,q) wird nach (12) in den Punkten B;, sofern ;< 1,
wie 72(%=1 unendlich. Offenbar wird I® mit J zugleich gleich Null. Beachten
wir die bekannte Bedeutung der Funktionen g(z, y; p, ¢) und ¢'(z, y: p, q), so
iiberzeugen wir uns leicht, dass man eine Zahl 6, >0 so klein wihlen kann,
dass fur alle 6 < d, in allen Punkten (p, ¢) von K’

(23) lg(x, y50, 90— (x,9; 0, ) <¢

wird. Daraus folgt aber

(24) II‘3’|<efflf(p, qndpdq<ef l{(p, 9)ldpdq = 7,
K K

unter y eine Konstante verstanden. Es wird daher I'®, somit auch I® mit
zugleich unendlich klein.

In analoger Weise kann gezeigt werden, dass das erste Integral auf der
rechten Seite der Gleichung (x4) fur 0 = o0 gegen das Integral

]
(25) ff (», q) atp, 9)° (x(f;’p 29 1 p(p, g LEILY o 2. 9)

+d(p, )G, y; p, q)]dpdq

konvergiert. Beachten wir dies, so finden wir durch Grenziibergang
G
u(z, y) =~~ffu(p |atp, 92 (x(,'z, 2 q>+b(p,q)~(—x%—p n
(26)
+d(p, G (@, y; p, )]dpdq+v(x y)— f[f(zn 9)G(x,y; p, 9)dpdyg.

Wir erhalten somit als erstes Hauptresultat den Satz:
Jede in K und auf C beschrinkte Losung der partiellen Differentialgleichung (10),
die 1m Innern von K mit thren partiellen Ableitungen der ersten und der zweiten
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Ordnung sich stetig verhdlt und auf dem Rande eine vorgeschriebene abieilungsweise
stetige Wertfolge annimmi,! ist zugleich eine Losung der linearen Integralgleichung (26).
Der Auflésung dieser Integralgleichung wenden wir uns nunmehr zu.

§ 2.

In den folgenden Betrachtungen nehmen wir zur Vereinfachung an, dass
die Anzahl der Punkte B;, in denen die Funktionen a(p, ¢q), b(p, q), c(p, 9),
d(p, q), f(p, @) (fir ¢;<1) unendlich gross werden kénnen, gleich eins ist. Der
allgemeine Fall k> 1 erledigt sich in genau derselben Weise, nur dass die Rech-
nungen entsprechend komplizierter werden. Den einzigen singuliren Punkt be-
zeichnen wir nunmehr mit H = (7, j), den zugehérigen charakteristischen Expo-
nenten mit ¢«. Wir nehmen o<a<1 an. Der Fall 1 <a <2z ist betrachtlich
leichter zu erledigen.

Es sei (2*, y*) der zu dem Punkte (x, y) in bezug auf den Kreis K kon-
jugierte Punkt. Bekanntlich ist

(27) @z y;p,g)=7 log (x_p),i(y_q), +tglz.yip.q)=

L jog [(x*~p)’+(y*—q)’

E—prty—gF &7 ”"]'

g(x, y; p, @) ist, als Funktion von (p, g) betrachtet, diejenige in K regulire Poten-

tialfunktion, welche am Rande die Werte —-§— log @—pF _T_ w—ar annimmt.
Wie man leicht zeigen kann, ist
(28) 16(z, 4 9, )l <o + 5 llog {(z—p)* + (y— .
unter g, eine gewisse positive Zahl verstanden.
Es ist ferner

lﬁg(-’c Y P, 9) 1 1 ,

*[(:v"‘—P)’ 0 F (e —pr + (s —

99 (z, y p. 9| I
“e—pr+—'R

! Vrgl. die Fussnote auf der Seite 348.
Acta mathematica. 36. Imprimé le 11 janvier 1013.
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daher
0G(z,y; p, q) 2
(9] l ap |< [E—pF + (s — O

9G(z, y:p, 9] 2 )
dq [(z—p)* + (y—q) '}

Wir bezeichnen den Kern der Integralgleichung (26) mit K (x, y; p, g). Aus (28)
und (29) ergibt sich die weitere Ungleichheitsbedingung

0G(z, y; P, 1G(z, y; p,

I
(30) |K(-’C,y,p, 9)|‘2—7‘t (')p 0q

_ 1
<P GGt y—o

+ Rr¥e=]log {(x —p)* + (y— @)%} | = K, (%, y; P, @).

+d(p, 9)G(z, y; p, q) + Qrieh +

Hierin bezeichnet 7, =r;, den Ausdruck
i =[(p—1)* + (¢ —7j)*}H.
P, Q und R sind gewisse positive Werte.
Wir fithren zur Vereinfachung die weiteren Bezeichnungen
Tip =1 =[(p'—0)* + (¢ =)}, rpe=rep=[p—2)" + (q— Y’ B, 1pe=1ep =

=[{p — 2P +{g —y) W, rai=[z—10)*+ (y— 7P} v s. w.

ein und schreiben demgemiss

1
(31) Ko, y; p, )= Prigt o+ Qrir= + Rrte | log ral.
Von dem Kerne K (z, y; p, q) gehen wir zu den iterierten Kernen iiber. Es
soll nunmehr gezeigt werden, dass man nach einer endlichen Anzahl von Itera-
tionen zu einem Kerne von der Form

re=Vi(z, y; p, q)

gelangen wird. Hierin bezeichnet f(z, y; p, q) eine in K und auf C stetige Funk-
tion von z,y; p,q.!

Neben dem Kerne K (z,y; p,q) und seinen Iterationen KM, K@ ... be-
trachten wir den Kern K, (z, y; p, ¢) und die aus ihm durch wiederholte Iteration

! In meiner zweiten Comptes rendus Note habe ich irrtiimlicherweise angegeben, diese
Form kidme hereits dem zweiten iterierten Kerne zu.
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entstandenen Kerne K, K@ ... Unter diesen gibt es, wie gleich gezeigt
werden soll, einen Kern K™, welcher der Ungleichheitsbedingung

(32) K™ (z, y; p, g <Or¥s~D,

unter O eine gewisse positive Grosse verstanden, geniigt.
Betrachten wir den Kern

KMz, y; p, q) =ijo (,y;9,¢) K, (9. ¢ p, q)dp'dq'.
K

Die Funktion K, (z, y; p, q) besteht aus einem Aggregat von Gliedern von der
Form

a s

1, =r:?‘U’$:‘ . 2dpldg; I, =ri‘.-“"’] | 5 et dwdg’s
K

Tpz Tpp Pz

[

—2tan) [[pa1. T 'dg's I —pa=t [ [ pate—n . T :
=g ([t Nogrplantads L= [ [ -2 av ags
K

(33)  Iy—rte=D f [rroapags L=rg | ] 1266 | log ryp | 4 '
K K
. .
1= | / re— |log 1,7, ’%'pdp'dq'; I, = ra=1 J / r¥e=v|log rye| dp' dg';

o e

K

I, = rf,‘..a—”]frf}?“” | log rpz| |log rpp| dp'dg'.
K

Wir suchen jetzt diese Ausdriicke einzeln abzuschitzen. Es moégen w,, w,, v

. . . s > S
positive Zahlen bezeichnen. Ist w, >w,, so ist —— < — i3 I8 dagegen w, <u,,
2

ww, T U

S0 ist LI ! In beiden Fillen ist daher

< ——.
w,” w, = w,1+”

I I I
wlv W, wll+‘v 1021+1'

(34)

Betrachten wir den Ausdruck 7,. Aus (34) folgt, dass
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2_ —-——dp dq +r“-‘ff ;_a rdp dq' <
p‘z P‘ﬁ

<r;;‘1ffr2ia . EI,—Pdp'dq +r“*‘ffr2_a . —-dp dg=1,,+1,,.
F 43
@

In I,, und I,, sind die Integrale iiber die ganze unendliche Ebene zu erstrecken.
Um den Ausdruck I7,, abzuschitzen, setzen wir voriibergehend rp="5,

I, < r;,.—l

(35)

p="hp, g=hq, 55 =V(p—p)® +(@—q)? u. s. w.!' Wir erhalten
L L 2 Y apdy
[ rtrad =i [

Da nunmehr r; =1 ist, so ist das Integral rechts eine Konstante. Wir

setzen
("1 I I
— «—dp'dg = 5 - b,
J f Ty T Toi
«
In analoger Weise finden wir

I I
. < 0,.
ff g "ppdp 49 = rige

6, bezeichnet ebenso, wie die spater vorkommenden Grissen 6, f,,... eine ge-
wisse Konstante. Wir erhalten somit

I
(36) 1,<8, 1':;2“.*-0&:‘“_7'},?‘
Wie man sich leicht iiberzeugt, ist
1
(37) 1,< 0y za=g
pI

Es sei o <o eine beliebig kleine positive Zahl. Bei geeigneter Festsetzung
einer positiven Zahlgrésse 6,, konnen wir setzen

! Diese Transformation entnehme ich der Abhandlung von Herrn Perrixi, Les dérivées
premiéres et secondes du potentiel logarithmique, Journal de Mathématiques, 1909, p. 127—223.
Sie leistet auch bei der Abschitzung verschiedener anderer Integrale gute Dienste.
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1 1
I o1\ M ’ + ’ +
s < 0‘ r:(il—a) rl—a T p’c P’P 4 2(1—a) 1-2—a+a T2——a+a
K

dp' dq <6 2“_a)

1»2— a+a’]

I I I , I 'AI
17 < r".““ﬁ , [712;;2114-0.' + 7-2—2 a+a’] dp dq < 0 2—3u+a' + 07 rl—a 7'1—2 a+ta’ <
K

pi Tr'p Tpi m T
y I g T
Pogm * iz e
In anlicher Weise findet man
I
1,<86, Ao’ I, <86, ,-2(l—a.)’ 1, <0,0r2(1__a)v I,<0,, 12’(‘1 Si—a)’ 1, <0”1‘2‘1 —a’
D
daher schliesslich
I I I
(38) B (2,95 2, 9 <bis o + i i
pi pi pz
Wir bilden jetzt den Kern
(39) KO, y; p, @)= f f B (z, y: 9\ ) ED (D, 45 p, ) dp/ dg'.
K

Nunmehr haben wir folgende Ausdriicke abzuschétzen:

— _adpdq I,= if]—{ﬁ _adpdq,
== [ )]

1 1 1 (1 1 1
Iu=“:—ff—:' _dpdq I _jjr'l—_'rdpd%
rfn‘ 2aK r;,za Tl a rl aK rp,za rp”a rp pa

Die Betrachtungen, die den soeben durchgefiihrten ganz analog sind, ergeben
die Ungleichheitsbedingungen

I 1 I
Iu < 015 ’_'2__25’ IlS < 010 ;,T_Ia' ’ I“ < 017 rg_ga 115 < 018 1‘2""4”' + 010 7‘1"“ : ,’.1...30,
P pi pz

somit
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I I I
(40) K@ (z, y; p, q) < by ri—%a + by o ;13[1
p p pz

Der niichstfolgende iterierte Kern

K®(x,y;p,9) = [fK‘f’(x, y; 0, ) KPP, ¢;p, 9)dpdg
'K

erfiillt die Ungleichheitsbedingung
1 1

1
(41) K@ (x,y; p, ¢) < by e e i v
p i T

So geht man weiter. Nach einer endlichen Anzahl von Iterationen erhilt man

einen Kern K, welcher die Ungleichheitsbedingung erfillt

1
(42) KP(x,y;p,q)<0O Pi—a)’
pi

Kehren wir nunmehr zu dem Kerne K (z, y; p, ¢) der Integralgleichung (26) zu-
rikck. Man iiberzeugt sich leicht, dass die iterierten Kerne KM, K . . sich
stetig verhalten, ausser hochstens wenn (43) x=p, y=g¢q oder (44) p=1¢, ¢=)
wird. Uberdies ist fiir alle »

(45) K (2, y; 0, I < K¢V (2, y; 9, 9)-

Der Ausdruck s~ K@ (z, y; p, ) stellt somit eine beschrinkte Funktion von

%, y; p, q dar, die mit etwaiger Ausnahme der Werte (43) und (44) ihrer Argu-
mente sich stetig verhédlt. Man iiberzeugt sich nunmehr leicht, dass der Kern

(46) Kot (z, y; p, q) =ffK(")(a:, y; 9, ¢) K™ (9, ¢; p,q)dp dq
J:q

in der Form

(47) Ko (@, y; p, @) =3¢V f(x, y5 P, )

! Die fir K@ aufgestellten Ungleichheitsbedingungen gelten fir a<§. Ist a=§,

ist z. B. K@ (x, y; o1 o
so 18tz Ko @ 9 p, @ < 0:0 r2—2a 21 pl—a
pi i

| log Tz . Ist a> _;«, so erhilt man

(2 . w1
K@, y; p, 9 <07, y2—2a’

pi
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dargestellt werden kann. Hierin bezeichnet f(z, y; p, ¢) eine in K und auf C
stetige Funktion von z, y; p, ¢.

Ist die Anzahl k¥ der Punkte, die wir am Anfange dieses Kapitels mit
Bi= (p;, i), (i=1,..., k) bezeichnet haben, mithin die Anzahl der Eckpunkte
des Gebietes 7' grosser als eins, so fiithrt die wiederholte Iteration nach einer
endlichen Auzahl von Operationen auf einen Kern von der Form

]
I
(48) K*@, 950, @ =140, 0) B ma=ary

=1 PPi

Hierin bezeichnet f*(z, y; p, ¢) eine in K und auf C stetige Funktion. Der Aus-
druck rp,, ist mit der am Anfang dieses Kapitels mit r; bezeichneten Grosse
identisch.

Die Integralgleichung (26) ist der Integralgleichung

(49) u(z, y) +ffK*(x, ¥;p, Q) ulp, q)dpdg=y(z, y)
K

dquivalent. Der Ausdruck ¥ (z, y) stellt eine in K und auf C beschrinkte, im

Innern von X stetige Funktion dar. Am Rande nimmt Y (z, y), ausser in den

etwaigen Unstetigkeitsstellen der Randfunktion, die vorgeschriebenen Werte an.
Betrachten wir allgemeiner die Integralgleichung

(50) u(z, y)HffK*(x, y; . Qulp, g)dpdg=y(z, y)
K

Man bemerkt leicht, dass es nicht moglich ist, durch wiederholte Iteration zu einem

! Wir nahmen o0< ;<1 an. Wir konnen daher die Beziehungen (11) durch die Glei-
chungen a(p, 9)= ngi-lm @ ¢ b 9= Ergc‘—l vi (9, @i e (2, )= RrE=1 by (p, @

dp, 9= 29'3(%'-1) t (p, @) flp, = zr?ﬂr-l) e:(p, g), worin =,,... ¢ gewisse in K und

auf { beschrinkte, in K stetige Funktionen bezeichnen, ersetzen. Hierdurch wird die Abschi-
tzung der iterierten Kerne etwas iibersichtlicher. Als Endergebnis erhilt man die Formel {48),
fiir die man auch ebenso gut hitte

%
K‘(wy Z/v », q)'-_:.fl.(xy ?/; », q)ﬂﬁ(l_-iaﬁ
iml PP;

setzen kénnen.
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iberall stetigen Kerne zu gelangen; alle iterierten Kerne haben, in der Tat, die
Gestalt

k
= = I
K@ y; p.9)=F (29 0. 0) Drzgman’

iml PP§

worin f(x,¥y; p, ¢) eine in K und auf C stetige Funktion von z, y; p, g bezeichnet.
Nichts desto weniger blesbt, wie sich gleich zeigen wird, die FREDHOLM'sche

Theorie auf die Integralgleichung (s50) im vollen Umfange anwendbar.
Es mége zur Abkiirzung

k
D =9, 0, B* @ yip, 0= 12,9 2, 090, 9)

iml PP;

gesetzt werden. Betrachten wir den FREDHOLM’schen Ausdruck

0

2”‘,);:; An(z, y; P, Q) D(l; z y)
. N o — b, 49
(51) H(z,y;p,¢;4)= - =
o D)
v Jm g,
m!

1

Im vorliegenden Falle ist

Fl.y; v, 00, 9); 6t P O)e(p,9); - -
f*(8m, tm; P, Q)P (0, Q)
f* (=, Y; 84, &) p(s,t); * (s, t; 8y, LYo, t); ...
1* (8ms tm; 81, 8) P8y, 8)
(52) Am(x’y;p’q)gf...f ¥ (z, y; &, L) @ (8, 6); [* (81, b5 82, L) (85, 8)5 - -
/* (8"5: tm; 82’ tz)‘l’(sz: tz)

.......................

.........................

¥ (2, ¥; 8m, tm) @ (8m, tm); [*(81, ty5 Smy b} P (8m, tm); - - -
f* (amr tm, Sm, tm)(P(sm: tM)

.ds, dt, ds,dt,.. . demdtm, Az, y; p,q9) =, 92, 99D, 9,

(53) AmcffAm(so: o5 S, tu)dsodtm
K
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Fiir (52) konnen wir auch setzen
2, y; 2, 9); (st P @5 -

f*(Sms tms D, 9)
¥,y 8, 8); [*(si. b st o

f* (8, tms 4. 1)

(54) Aulz, y;p, q)=¢(p, 9)( f ¥ e,y 8, b); X8, 8 8, b)) ...

* (8, tms 83, &)

* (2, y; Smytm); f¥(8, b5 Smy Im); ...

*(Sm;s tm; Sm, Im)

P (8, L) P (Se, ) o o (S, ) A8, dE, .. ASpdity,.

Es sei M = Max |f*(x, y; », q)] fir alle z, y; p, ¢ in K und auf C,

¢ = /{(p(s, t)ydsdt.

[

K

Der bekannte Determinantensatz von Herrn HADAMARD ergibt, wie man leicht
sieht, die Ungleichheitsbedingungen

m+1

| Atz ti 2.0 gy g 2)"E on o,

r(p, q)
(55) .
| Am| < m? Mmam,

Offenbar ist

H(z,y; p,q; 4)
®(p,q)

eine in K und auf C stetige Funktion von z,y; p, ¢ und eine meromorphe
Funktion von i. Wir setzen

6 R ¥
(56) H(x,y;p, q; A)=h(z,y;p,q;/-)zpﬁ_%,.;-

iml PP

Acta mathematica. 36. Imprimé le 11 janvier 1913. 406
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Ist A =1 keine Unendlichkeitsstelle der Funktion %(z, y; p, ¢; 4), so lasst sich in
bekannter Weise zeigen, dass die Funktion

Y (=, y)~j]ﬂ(x, y; 0, ¢ DY{p, ¢)dpdg
K

die Losung der Integralgleichung (49) darstellt.
Ist A eine Nullstelle von D (1), so ist die homogene Integralgleichung

u(z, y)+lffK*(x,y;p,q)u(p, g)dpdg=o0
K

auflosbar. Die Ubertragung der bekannten weiteren Schliisse von Herrn FRED-
HOLM bietet keine Schwierigkeiten.

$3.

Wir haben in §1 gezeigt, dass jede beschrinkte Losung der Differential-
gleichung (10), die sich mit ihren partiellen Ableitungen der ersten und der
zweiten Ordnung in K stetig verhilt und auf C eine vorgeschriebene abteilungs-
weise stetige Wertfolge annimmt, zugleich eine Losung der Integralgleichung
(26) darstellt. Eine auf C verschwindende, in K stetige Losung der homogenen
Differentialgleichung

Py | 0t du du
ppes ('Tyv” +a P + -(,}—y

ist insbesondere eine Losung der zu (26) gehdrigen homogenen Integralgleichung.

Es sei jetzt umgekehrt u (x, y) eine Losung der Integralgleichung (26) oder
der zugehoérigen homogenen Integralgleichung. Wir wollen zeigen, dass u(z, ¥)
im Inpern von K stetige partielle Ableitungen der ersten und der zweiten Ord-
nung hat und entsprechend der Differentialgleichung (10) oder der zugehdrigen
homogenen Differentialgleichung geniigt. Im ersteren Falle nimmt u (x, y) auf C
die vorgeschriebenen Randwerte; im letzteren Falle ist u(x, y) auf dem Rande
des Gebietes gleich Null.

Es sei r(p, q) eine in K und auf C stetige Funktion. Betrachten wir das
logarithmische Potential
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Bz, y)= ff (p, 9) log =~ +(y gidrde-

Nach einem bekannten Hilfssatze erfiillen die Funktionen

f’R(x,?/) I
ff #.9) dp log & —Zy+ (g —gp 4P4T

0R
(x E=y)_ ff (p, @ 69 a(*;‘pj,%z;;“agdpdq

in X und auf ¢ die HoLDER’sche Bedingung

dR(x+ h, y+ 4) OR(z Y)
dx

<y[Al+ 1% |1

|0R(x+k, y+4) dR(=z y) <ylR]+ ¥} o<i<T,

dy dy

unter y eine gewisse positive Grosse verstanden.!

Es sei jetzt K' wie in § 1 die mit K konzentrische Kreisfliche vom Halbmesser
1—d. Betrachten wir die Integralgleichung (26). Das erste Integral rechterhand
erfiillt, wie aus dem soeben erwihnten Hilfssatze geschlossen werden kann, im
Innern von K die HOoLDER’sche Bedingung; die beiden iibrigen Glieder besitzen
daselbst stetige partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung; daher geniigt
% (z, y) in K der HOLDER’schen Bedingung. Die Funktionen a (p, ¢) und b(p, q)
besitzen im Innern von K stetige partielle Ableitungen erster Ordnung. Aus
den bekannten Sitzen der Potentialtheorie folgt nunmebr, dass u(z, y) im
Innern von K stetige partielle Ableitungen erster Ordnung hat.

Wir setzen jetzt

(@, y)—-—-ﬂu(p, q)[ v, 2 “‘032’9 P29 4 p(p, g)° (xdyg P9,

(57)

+d(p, Gz, y; p, q)] dpdq—zinffﬂ(x, y)mg;/f[(p’ 9)G(z,9; p, q)dpdyg,
K-Kx ‘5

! Vrgl. U. Dixy, Sur la méthode des approximations successives pour les équations aux
dérivées partielles du deuxi®me ordre, Acta Mathematica, Bd. 25 (1902), 8. 185—230. Siehe
insbesondere S. 191—196,
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oder nach einer teilweisen Integration

r [ du(p, dulp, q) |
u(z, ?f}“—‘g;rjj Gz, y;p,q)[a(p’ q) f?'t’;ﬁ) + b (p, Q)'ufjl;_g) .
xK

+clp, Qulp, q)]dpdq— EIr)J u(p, 9) [a (P, @) 93@-’0% 229,
EZR

0G ) ; 3 1
(58) +b(p, q) ——(xayTp“q—) +d(p, )Gz, y;p, q)]dpdq—-

—;,—C /wu(p. q) Gz, y; p,q)[a(p, dqg—0b(p, gdp]—
s
I

B f f,f(p, Q)G (. y; p, )dpdg + v (2, y).
/.

2T

Eine Wiederholung der zuletzt durchgefiihrten Uberlegung zeigt zunichst, dass

die partiellen Ableitungen “\*:%) yna ‘7“((?”;’ Y) in K' der Horpewschen Be-

dingung geniigen; daraus folgt aber, dass die Losung u(x,y) im Innern von
K' stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung hat. Die tiber ¢' und K — K’
erstreckten Integrale stellen im Innern von K' regulire Potentialfunktionen dar.
Nach bekannten Sdtzen ist somit, wie behauptet,

ER TN LE) ou du .
W"F W=~_a’(x’ y)@;_b(% ?/)3—37—“0(-’«: y)u“i’/(% .’/)

Nun die Randwerte der Funktion u(z,y). Es sei B, irgendein Punkt auf der
Peripherie der Kreisfliche K; insbesondere kann B, mit irgendeinem der Punkte
Bi, (i=1,...k) zusammenfallen. In den folgenden Ausfiihrungen nehmen wir
gerade diesen, offenbar schwierigeren Fall an und setzen etwa B, = B,. Um den
Punkt B,= B, beschreiben wir zwei kleine Kreise P, und P, von den Halb-

7 . . . . . . e
messern 7, und 7;,<—il. Die Gebiete, die sie mit K gemeinsam haben, mégen

entsprechend mit K, und K, bezeichnet sein. Betrachten wir das erste Integral
auf der rechten Seite der Gleichung (26):

I 16 (2, y; P, Q) 1G(@, y; p. 9)
—m‘ﬂ u(p, q) [a (p, @) ===, Fo(p, @) =5~
K
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(59) +d(p, ) Gz, y; p, q)]dpdq=—-J fu(p, Q) K (x,y; p, ()dpdg =
Kt/

=—ﬂ u(p, q) K(z, y; p, q)dpdq-—}fu(p, q)K(z,y; p,q)dpdg.
xS KK,

Es sei ¢ eine beliebig kleine positive Grosse. Wir kénnen 7, so klein annehmen,
dass fiir alle (x, ) im Tnnern und auf dem Rande von K,

(60) Uu(p, QK (v, y; p, q)dpdq<z
F:o

wird. In der Tat ist, beispielsweise,

(61) lﬂ u(p, 9)a(p, 9) @—@—’%M dpdq'<w U T mdpdg <
P ) r Ypz
K,y

rpr
1

<o / ’ ﬁf_ﬁ“dp dg + o Ifr‘;“i dpdyg,

RV 2 rz
K1 Kl

worin o eine gewisse positive Grosse bezeichnet. Die beiden zuletzt hingeschrie-
benen Doppelintegrale konvergieren aber mit », gegen Null.
0G(x, y;p,9) 0G(z,y,p,9)
dp dq
(z,y) in K, und alle (p, q) in K— K, (mit Einschluss der Begrenzung der beiden
Gebiete) stetig. Sie sind fir alle (z, y) auf dem in P, enthaltenen Teile von C
und alle (p,¢) im Innern und auf dem Rande von K — K, gleich Null. Die
Funktion u(p, ¢q) ist beschrinkt. Beachten wir dies, so sehen wir, dass man bei
festgehaltem #, die Zahl r, so klein wihlen kann, dass fiir alle (z, y) in K,

Die Funktionen » Gz, y; p, q) sind fiir alle

(62) |f’u(p,q)K(w,y;p,q)dpdq <Z

K—K;

wird. Aus (60} und (62) ergibt sich fiir alle (z, y) in K, die weitere Ungleich-
heitsbedingung

(63) Ijju(p, q) K(x,y; p, q)dpdq|< €.
K
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Der Ausdruck (63) konvergiert mit 7, gegen Null, iibrigens, wie eine genauere
Durchfithrung der angedeuteten Rechnungen zeigt, fiir alle Punkte der Kurve C
in gleichem Grade. Dieselbe Eigenschaft kommt dem Integrale

fff(p, 9)G(z,y; p, 9)dpdg
X

zu. Hieraus und aus der Gleichung (26) folgt, wie behauptet, dass die Rand-
werte der Losung % (z,y) mit den Randwerten der Potentialfunktion v(x, y)
ibereinstimmen.! Ist insbesondere f(z, y)=o0, v(x, y)=o0, geniigt also u (z, y)
der zu (26) gehorigen homogenen Integralgleichung, so ist u(z, y) eine am Rande
verschwindende Losung der homogenen partiellen Differentialgleichung

du  0%u du du
Wﬁ-a—ys+aﬁ+b?}-y+cu——o

Wir haben zur Vereinfachung das zuerst vorgelegte Gebiet 7' einfach zu-
sammenhiingend vorausgesetzt. Es sei jetzt 7' mehrfach zusammenhéngend. Das
Gebiet 7' ldsst sich durch Vermittelung einer analytischen Funktion z=2(Z),
deren Verhalten in der Nachbarschaft der Ecken durch die Gleichungen (5) und
(6) charakterisiert ist, auf ein von geschlossenen analytischen, singularitétenfreien
Kurven begrenztes Gebiet R konform abbilden. Hierdurch wird das vorliegende
Problem auf die Bestimmung derjenigen beschrinkten, im Innern des Gebietes
R mit ihren partiellen Ableitungen der ersten und der zweiten Ordnung stetigen
Losung der Differentialgleichung (10) zuriickgefiibrt, die auf den, als geschlossen
und regulir analytisch vorauszusetzenden, Randkurven L vorgeschriebene abtei-
lungsweise stetige Wertfolgen annimmt. Dieses Problem wird mutatis mutandis
wie das vorhin ausfiihrlich betrachtete speziellere Problem erledigt. Der Kreis
(" ist hierbei durch die im Innern des Gebietes R zu den Begrenzungskurven L
im Abstande J gezeichneten gleichfalls regular analytischen Parallelkurven L' zu
ersetzen. Die GREEN’sche Funktion G(z,y; &, ) hat nicht mehr die einfache
Gestalt (27), sodass die Entwicklungen entsprechend komplizierter ausfallen. Prin-
zipielle Schwierigkeiten treten indessen nicht auf, weshalb von der Durchfiihrung
der Rechnungen an dieser Stelle abgesehen werden kann.

Wir fassen jetzt die Ergebnisse dieses Kapitels in dem folgenden Satze
zusammen:

! Vrgl. die Fussnote auf der Seite 348.
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Es sev T ein von einer endlichen Anzahl Sticke reguldr analytischer Kurven
begrenztes einfach oder mehrfach zusammenhdngendes Gebiet ohne Spitzen. Auf den
Randkurven S von T mogen abteilungsweise stetige Folgen von Werten vorgeschrieben
sein. Es mogen ferner A, B, C und F stetige Funktionen von X, Y bezeichnen.
A und B haben in T und auf S stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, C und
F geniigen in T der HOLDER schen Bedingung (1). Alsdann tritt von zwei moglichen
Fdllen der eine oder der andere ein. Entweder hat die nicht homogene partielle
Differentialgleichung

02U U aU U

eine und nur eine beschrankte, in T mit ihren partiellen Ableitungen der ersten und
der zweiten Ordnung stetige Lésung, welche, ausser in den Unstetigheitsstellen der
Randfunktion, die vorgeschriebenen Werte annimmt, oder die homogene partielle Dif-
ferentialgleichung

(64) 7

hat eine endliche Anzahl linear unabhdngiger Lésungen, die im Innern von T sich
mat thren ersten und zweilen partiellen Ableitungen stetig verhalten und auf dem
Rande verschwinden. Im ersteren Falle hat die homogene Differentialgleichung (64)
keine stetige, von Null verschiedene, am Rande verschwindende Losung. In dem
anderen Falle hat die partielle Differentialgleichung (2) nur fir spezielle Funktionen
F(z, y) stetige, am Rande verschwindende Losungen, die homogene Differentialgleichung
(64) ist nur fir spezielle Randwerte in dem hier gemeinten Sinne losbar.

Die Integralgleichung (26) liefert in allen Fallen alle Losungen des Randwert-
problems.

Der obige Satz gilt, wie man sich leicht iiberzeugt, im vollen Umfange,
wenn die Begrenzung des Gebietes 7' aus geschlossenen Kurven § mit durchweg
stetiger Tangente und abteilungsweise stetiger Kriimmung besteht. Denn man
kann gewiss T durch Vermittelung einer analytischen Funktion z—2(Z), deren

Ableitung g—; in T and auf S stetig und von Null verschieden ist, auf ein von

geschlossenen regulidr analytischen Kurven begrenztes Gebiet konform abbilden.
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Kapitel II. Die zu dem ersten Randwertproblem gehirige
Green’sche Funktion.

§1.

Der Einfachheit halber betrachten wir in diesem Kapitel nur einfach zu-
sammenhéngende Gebiete. =~ Wir nehmen ferner die Anzahl der Ecken des
Gebietes T' wieder gleich eins an.

In der Ebene (z, y) entspricht 7', wie vorhin, der Einheitskreis K; der Dif-
ferentialgleichung
@y #rU au dU

it T Aax T By TOUSTF

(1) ix 73

entspricht die Differentialgleichung

By PCu du

du
(2) ;}—:—t—,+5?+a%+b@+cu—f.

Wir nehmen im folgenden an, dass die homogene partielle Differentialgleichung

(3) L(u)—‘:;i;: :—:‘;—:‘f*a?; ! b%—;—kcuv:o
keine von Null verschiedene, im Innern von K mit ihren partiellen Ableitungen
erster und zweiter Ordnung stetige, auf C verschwindende Losung hat.

Es sei (x,,y,) ein Punkt im Innern von K. Wir suchen eine in K, ausser
im Punkte (,, y,), mit ihren partiellen Ableitungen der beiden ersten Ordnungen
stetige, am Rande verschwindende Losung u*(z, y) der Differentialgleichung (3)
zu bestimmen, die sich in der Nihe von (z,, y,) wie

I
(x— 2, + (y —u,)?

;I) log
verhilt. Die Differenz

I
Ty—yy Y

(4) u*(z, y) — ; log (x —x,)

soll eine beschriankte, in K und auf C, ausser vielleicht in (z,, 4,), stetige Funk-
tion von = und y darstellen. Die Randwerte von U*(x, y) sind gleich
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I
r—x) + (y —vy)?

1
— log(

Fiir U*(x, y) ergibt sich die partielle Differentialgleichung
rU* U JdU* JdU* * 1 1 .

gt T oy TG TG, el _L[_E o8 G + (y—yx)z]'“
(5)

=a(x_x1) + b(?/-“?/‘)

(x—x,) + (y —y,)® + -clog[(x—2,)2 + (y—u)t]=D(z, ).

1
2
Die Funktion @ (z,y) verhilt sich in jedem den Punkt (z,, y,) nicht enthalten-
den Teile des Gebietes K stetig und erfiillt daselbst die HOLDER’sche Bedin-
gung. In der Umgebung des Punktes (z,, y,) wird @ (z, y) wie

1
{(x—=,)® + (y— yx)z]— 2

unendlich. Das Doppelintegral

(6) J (z, y>=ff0(x, y: p, 9D (p, ) dpdq
K

ist, als Funktion von (x, y) betrachtet, in K und auf C stetig. Nach den be-
kannten Sitzen der Potentialtheorie sind partielle Ableitungen erster und zweiter

Ordnung von J (z, y) iiberall in K, den Punkt (x,, y,) ausgenommen, vorhanden
. . aJ 9J
und stetig. In der Umgebung von (z,,y,) werden die Ableitungen 7z’ iy

logarithmisch unendlich.!

Es sei jetzt U (z, y) die Losung der linearen Integralgleichung

T 7 4 ; G (z,y; p,
U(x,y):-——;?fo(p,q)[a(p, q)_G(x’—af;’pﬂ_Fb(p,q) __(_“:,0?!/71’_9)_}_
(7) *

+d(p, 9)G(z,y; p, q)]dpdq +g(x,, yp; x, y)—ziﬁfjm(p, q)G(z, y; p, 9)dpdg,
K

worin g(z,, y,; %, y) die durch die Gleichung (27) des Kapitels I definierte Funk-

! Dies ldsst sich mit Hilfe des Verfahrens, welches wir in I §2 zur Abschitzung des
Integrals I,, benutzt hatten, leicht zeigen.
Acta mathematica. 38. Tmprimé le 18 janvier 1913. 47
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tion bezeichnet. Man kann wie in I§ 3 zeigen, dass U (z, y) in K stetig ist und
in jedem den Punkt (x,, y,) nicht enthaltenden Teilgebiete von K der HOLpER’-
schen Bedingung geniigt und daher auch stetige partielle Ableitungen erster
Ordnung hat. Bei der jetzt folgenden teilweisen Integration (entsprechend der
Formel (s8) in I §3) ist (z,,y,) durch einen kleinen Kreis K" von dem Inte-

grationsgebiete auszuschliessen. In K’ — K" erfiillen %g und %g die HOLDER sche

Bedingung. In demselben Gebiete hat daher Ul(x, y) stetige partielle Ablei-
tungen zweiter Ordnung und erfiillt die Differentialgleichung (5). Offenbar ist

U (x, y) nichts anderes als die gesuchte Losung U*(z, y). Wir setzen

U*(x, y) =y (x, Y15 2, ¥),
(8) :

* — E I U A, : == g 5 .
uH(w, y)= log (z-—x,)’+(y—-y,)2+/(x”yl’x’y) >,y 2,9)
I'(z,, y,;5%,y) ist die zu dem Gebiete K gehorige GREEN sche Funktion der Diffe-
rentialgleichung (3).

§ 2.

Es mége jetzt K’ wie im Kapitel I die mit K konzentrische Kreisfliche vom
Halbmesser 1 — ¢ = ¢ bezeichnen. Wir beweisen, dass es eine Zahl d, gibt, so dass
fir alle 6 <J, die Differentialgleichung (3) keine von Null verschiedene, im Innern
von K' mit ihren partiellen Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetige, auf
dem Rande C' von K' werschwindende Losung hat. Hieraus wird dann sofort
gefolgert, dass die zu K' gehorige GREEN’sche Funktion der Differentialgleichung
(3) existiert. Wir bezeichnen sie mit

1

' . — o . I e,
(9) r (xv yl’ Z, y) =7 (xl’ Y: x, y) + 2 lOg (xx —.’2?)2-{’“ (y‘_y)ﬁ

worin jetzt (z,,y,) und (z, y) zwei Punkte in K' bezeichnen. Wir beweisen als-
dann, dass

(10) lirrll 7@,y 2 y) =y (x, Y5 2, ).

Es sei, entgegen unserer Voraussetzung, w(z,y) eine in K' samt ihren
partiellen Ableitungen der ersten und der zweiten Ordnung stetige, auf C' ver-
schwindende Losung der Differentialgleichung (3). Fithren wir durch die For-
meln (11) z =gx,, y = oy, neue Variablen ein und setzen wir
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w(x, y) = w,(x,, yo)s ea (x, y) = ay (T, yo), Qb (z, y)= b, (%, Yo)s
e®c(z, y) = co(Zy, Yo)» di(x’ y) =d, (x,, Yo) s
so geht die Differentialgleichung (3) iiber in

J o
+a,7 w”+b ;U+c,,w°=0.

Sty Pwy %,
(12) A (wo) = iz + ()yo

Nach dem, was wir im Kapitel I gesehen haben, muss w,(z, y) der linearen ho-
mogenen Integralgleichung

(13) +do(p,q)G<x,y;p,q)]dpdq

geniigen. Nach der Voraussetzung hat nun die homogene Integralgleichung

L 4G (x, y; p, q) G (x, y; P, q)
u(z, ~ffu<p, D[atp, 9 “EHELLD sy (p, q) CEELLD
(14) +d(p, 9)G(x,y; p, q)] dpdgq

keine von Null verschiedene stetige Lésung. Wir zeigen, dass auch die Inte-
gralgleichung (13) keine von Null verschiedene stetige Losungen haben kann,
sobald 1>¢>1—4,. Damit werden bereits die beiden ersten der vorhin ausge-
sprochenen Behauptungen bewiesen sein.

Wir fiihren den Punkt H = (g 1 ;7) = (4, J,) ein und bezeichnen die Ent-

fernung der Punkte (p, ¢) und (3, j,) mit r,,. Die Funktionen a,(p, q), b,(p, ¢),
d, (p, ¢) sind fiir alle p< 1 in K und auf C stetig. Die Produkte

(13) Toa (D, @), 7%y (P, @), 130~ dy (P, q)

sind fiir alle ¢, die der Bedingung 1>¢>1—4d', §' <1 geniigen, in K und auf
C dem absoluten Betrage nach kleiner, als eine gewisse positive Zahl M,. Mit
verschwindendem Jd=1-—p gehen die Funktionen (15) in jedem den Punkt H=(s, j)
nicht enthaltenden Teile des Gebietes K gleichméssig iiber in

rl—a a (p q rl—a b (p q r2(il—-a) d (p’ q) . 1

! Wir betrachten im folgenden, wie im Kapitel I, den schwierigeren Fall o < u < 1. Ist
1T a<2, so sind die Funktionen a,b,¢,d und f im Punkte H stetig.
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Wie wir im Kapitel I gesehen haben, geht die Integralgleichung (14) nach
einer endlichen Anzahl von Iterationen in eine Integralgleichung von der Form

(16) u(z,y) +ﬂ f(x.y:p,9) r——'z(;[__a) u(p,q)dpdg=o
»m
K

iiber. Hierin bezeichnet f(x, y; p, ¢) eine in K und auf C stetige Funktion. Gleich-
zeitig geht die Integralgleichung (13) tiber in die Gleichung

(17) wo(x,y)+fffo(x,y;p,q)r-z(_TI—_a)wo(p,q)dpdq=0-
Iy
K

Durch eine Rechnung, die zwar umstindlich ist, aber keine wesentlichen
Schwierigkeiten hietet und daher an dieser Stelle iibergangen werden kann, lasst
sich zeigen, dass mit verschwindendem 0 = 1 — ¢ der absolute Betrag der Differenz

fle,y; 0,9 —f(x, 950, 9)

gleichmissig gegen Null konvergiert.

Denken wir uns in die Integralgleichungen (16) und (17) den Parameter 4
eingefithrt und betrachten wir die Nenner D (i) und D, (%) der zu (16) und (17)
gehérigen FrEDHOLM schen Quotienten (vergl. die Formeln (51) bis (55) des ersten
Kapitels). Die Glieder der Reihe D,(4) gehen fiir § = o stetig in die korrespon-
dierenden Glieder der Reihe D(A) iiber. Die Reihen D, (1) und D (1) konvergieren
fiir alle endlichen Werte von |A| und alle &, die der Ungleichheitsbedingung
0< 0 < d' <1 geniigen, in gleichem Grade. Nach bekannten Sitzen ist daher fir
alle endlichen 4

lim Dy (A)=D(2).

om0
Nach der Voraussetzung ist D(1) von Null verschieden. Man kann daher, in der
Tat, eine Zahl §, so klein annehmen, dass fiir alle d < ¢, auch D, (1) # o wird.
Damit sind die beiden ersten Teile unserer Behauptung bereits bewtesen.

Betrachten wir nunmehr die Funktion y'(z,, y,; ., y), wofiir wir der Kiirze
halber voriibergehend U’(x,y) setzen wollen. Wir fiihren die Substitution

Z=0%,, Y=0¥o; T, =0%],Y,=0Y;

ein und setzen U'(z, y) = U,(2,, ¥,).
U,(x,,y,) stellt eine in K und auf C stetige Funktion von (,,y,) dar, die
am Rande die Werte
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I

I
—=1lo 9
2 Bz )+ () — )

+ logo

annimmé. Im Innern von K, ausser vielleicht im Punkte (2!, y"), erfillt die
Funktion U,(x,,y,) die partielle Differentialgleichung

2U, U, U, U @y (x,— 2°) + b, (yo — 1°)
T3 Tt ta + by e, Uy="22 ol AL o'_L.x_
owy 0y, YOx, T T dy, 'Y (zg— )P+ (yo—yl)?

(18)
+ 2 ¢ log [(, — 22)* + (3o — y2)*] + ¢, Jog 0 = @y (2, ).

Offenbar ist U, (x,, y,) eine Losung der linearen Integralgleichung

7 }G ’ ’ ]
Us(@o, o) = — 5= Uy(p, g) a(, p,q) 6@ PO g ) 0G0 Yo PG)
‘)P (1q
(x9)
+do (p, 9) G (%0, ¥o3 P,Q)]dpdq+Iogg+g(xx,1/‘,x0,y0 [ @, (p, q) G (0, ¥o; P @) dpdg.

Diese Integralgleichung ist der Integralgleichung (7) ganz analog. (Wir denken
uns in jener Gleichung voriihbergehend (z,,y,) fiir (z,y) gesetzt.) Die beiden
letzten Glieder auf der rechten Seite der Gleichung (1g) ndhern sich fiir =1 den
entsprechenden Gliedern der Gleichung (7) fiir alle (,,%,) in K und auf C in
gleichem Grade.

Nach einer endlichen Anzahl von Tterationen gehen die Integralgleichungen
(7) und (19) entsprechend iiber in

(20)  U*(ap 90) + }Jf(xo,?/o;l),q)p(;_—u, U* (p, q)dpdg = w (@, ¥o)»
L5 p’

(21) U, (4, y,) + [[fo(xe,yg;p,q);éﬁl—_—m Uy (p, @) dp dq = wy{x,, Y5).*
o PR
K

Die Funktion w,(,,y,) konvergiert bei verschwindendem ¢=1—¢ in allen
Punkten in K und auf C in gleichem Grade gegen die Funktion w(x,,¥,). Die
losenden Kerne der beiden Integralgleichungen (20) und (21) haben entsprechend
die Gestalt

I I
= O (%0, 23 0, @) und 5050420, 403 P, @)
m Pig

! Wir denken uns in der Gleichung (7): U*(x,) tir Ulx,y) gesetzt.
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Die Funktion @, (z,, ¥,; p, q) konvergiert bei verschwindendem ¢ =1 — ¢ fiir alle
(x,y) und (p,q) in K und auf C in gleichem Grade gegen die Funktion
O (x4, Y,; P, ¢).- Nun ist bekanntlich

.
(22) U* (xo,yo)=(u(xo,yo)—~JJ O (x4, Yo; D» q)mw(p,q)dpdq
v
K

und

N . \
Uy (%, yo) = wy (205 Yo) —‘ﬂ G, (Ty, Yo5 Ps 9);?(.1‘:;) w, (P, ) (lpdq.
Py
K

Hieraus folgt leicht, dass der absolute Betrag der Differenz
U* (xm yo) - Uo (xu: ?/o)

mit J gleichméssig gegen Null konvergiert.
Hieraus und aus der Stetigkeit von y(z,,y,; x,y) ergibt sich, dass der Aus-
druck

[U* (0%, 0y0) — Uy (%, y ) =|U* (&, ) — U' @, )l =7 (21, y15 2, y) —7 (@0, y252, 9l

fiir alle (z,y) im Innern und auf dem Rande jedes ganz im Innern von K ent-
haltenen Gebietes sich mit J in gleichem Grade der Null nihert.!
Auch unsere dritte Behauptung ist hiermit vollstindig bewiesen.

§ 3
Kechren wir jetzt zu der Integralgleichung (7) zuriick. Die Funktion g(x,, y,; 2, %)
hat auf dem Rande des Gebietes K stetige partielle Ableitungen erster Ordnung
99 99,
ax’ ay,
dieselbe Eigenschaft. In der Néahe dieses Punktes ist

aJ
dy

das Integral J = [/’ ®(p,q) G (2,y; p,q)d pdq hat, ausser im Punkte H=(1,7),
K

I o
25 1%
i

aJ 1
(24) |(75| <0y, fi—ga’ <
L2

! Vgl. die Fussnote auf d. S. 380.
? Diese Ungleichheitsbedingungen ergeben sich, wenu wman die Integrale

Ifw (p,q)ﬂﬂ%&'l)@ dq, j:f¢<l’* q)‘ii@éyjﬂ;@dpdq
K f:e y

wie die Integralausdriicke in I § 2 abschiitat. Sie gelten fir « < 4. Fiir =} erhilt man die
a) ] (9
Beziehungen L’;il < gl log vz, Ig%l < Dgg Jlog rz .

Ist « > %, so sind die partiellen Ableitungen (24) beschrinkt.
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. . . . . . au* JU* .
Wir beweisen jetzt, dass auch die partiellen Ableitungen Tz iy sich auf C,
ausser tm Punkte H, stetig verhallen. In der Ndhe dieses Punktes st

dU*
dx

I
26 1~2a’
xi

dU*
dy

I 1

27 y1=3a
xt

<0

(25)

Zu diesem Ende betrachten wir die beiden simultanen Integralgleichungen

ff(’G n P Dia(p, ), (p. ) +b(p, s (p, Q) + e, ) U (p. D) dpdg —

OG:L' (2,95 P,9) 09, Y15 %,Y)
J‘j pye dpdq+——**—dx

(26)

(e )= Jf“%lé’iq’ (a(p, q)u,(p, 9)+b(p, ¢)u.(p, ) +¢(p, ) U*(p, )] dpdg—
b4

~m~jJ o (p, 9 2 xy P9 4pdq +——~——(x"0y§; .9,

Man iiberzeugt sich leicht durch eine Wiederholung der im Kapitel I ange-
wandten Schliisse, dass diese Integralgleichungen durch eine endliche Anzahl von
Iterationen der FREDHOLM’schen Methode zuginglich gemacht werden kénnen. Wir
bezeichnen mit u,(x,y) und u,(z, y) das System der Losungen dieser Integralglei-
chungen, oder, falls sie nicht stets 16sbar sein sollten, ein System der Losungen
der zugehorigen homogenen Integralgleichungen. Die Funktionen u,(x,y) und
u,(x, y)} sind in K und auf C, ausser in (z,, y,) und in H, stetig; in der Nach-
barschaft von H ist sicher

1 1
(27) lux(x’y)'<0ao;.l—_ﬁ’ luz(xa?/)|<0n;;__?,,'
F 3 zi

Wir setzen

V=] [0 50,010,010, (7.0)+ b(p. p,0) + c(p, ) U* (9l dpdg —
K

(28)
*EITrffG(‘”’y; P, q)O(p,q)dpdq+g(x,,y,;2,9).
K

! Der im Text gegebene Beweis der Formeln (25) gilt nur, wenn a > i, oder wenn ¢ =0.

Im letzteren Falle sind %—U—, %I.J— in H beschrinkt. Fir e < %, ¢ # o wiirde, da ¢, (xy, 9o) sich
x y

. s, U AU : . i

in H wie ==, “— verhilt, die FrepaorLM'sche Theorie auf (36) nicht anwendbar sein.

dx dy
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Sind die Integralgleichungen (26) nicht stets losbar, so ist fiir (28) zu setzen

(28%) T (z, y>*~jf oy 9 @) [a(ps @) (9 @) + b (9, 0) % (9, 0)dpdg.

Offenbar ist in beiden Fillen

0V (x, IV (
(29) u, (x’y)=',¥7}(%; y) oV {x, y)

y Uy (T, Y) = ()?/

Es ist nun zunichst leicht zu zeigen, dass die Integralgleichungen (26) stets losbar
sind. Andenfalls wiirde aus (28%) und (29) folgen

Vip,
dp

(30) Vix, y)——f]@x ¥; p,q)[ (p, q) )+b( q) V;Z’Q)]dpdq.

Hieraus wiirde man in bekannter Weise schliessen, dass

2V (z,y) L O *V(x,y) _

0V (z,y)
(31) dx2 dy T

dx

IV(z,y)
0y

—a(x,y) “‘b(x,?/)
Da nun V(z,y), wie aus (28*) folgt, auf C verschwindet, so wiirde nach bekannten
Siitzen V(z,y) in K und auf C identisch gleich Null sein.

Aus (28) und (29) folgt nunmehr die Beziehung

7
(%, y)=; ff 2,95 P, q) (p,9) V({,?,’Q)'er(p, ) V(Z”Q)H(?) 9) U*(p, )]dpdq—
(32) .

—= }fG(x,y; P, 9)@(p, Q) dpdg + gz, 95 2,9)

27T

>1‘\‘

Hieraus wird in bekannter Weise geschlossen, dass

¢V 0 X J s ’
(53) DR DL EVBD_ g (4,) THED)_ g 3,) "0 () U )+ 0y
Wir setzen

Viz,y) —U*(z,y) = W(z,y).
Aus (33) und (5) folgt

PW(z,y) W,y Iw ow.
()x‘*_7+ —Wﬁ——~~-—a(x,?/) '5};'—”(-’0,?/) dy
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Da nun die Funktion W (z,y) auf C offenbar verschwindet, so ist sie in K und
auf C identisch gleich Null. Wir finden somit

oU* (x )]
x

0U*(z,y)

ul(x)y) ()y

’ 2( ,2/)-

JdU* (z, y_)’ dU* (z,y)
dx dy
ausser in (x,,y,) und in dem Punkte H stetig, geniigen in der Nachbarschaft von H den
Ungleichheitsbedingungen (25) und erfillen die beiden simultanen Integralgleichungen :

Die partiellen Ableitungen sind also in K und auf C,

10*(2,y) _ 1 0G(x,y; v, q aU* aU* * ] .
75 = ) [ )T b0 G+ ot 0 U0 0) | dp g
K
(76‘(% y 7,9 99 (@, 415 2, y)
J} P 22 L dpdg +——~————-——0z
(34)
IU*(z, I6G{ \ IU* ay*
,,(f 9. m]f & y 28l Q) (p,q) ap TOPa) T te(p.g) U*(p,q)]dpdq—
f[w aG(x ?/ ox\v, Y, P Q)d dg + - (xnayx;xs@.
Iy y

Die Beziehungen (34) kann man, wenn man U* als bekannt ansieht, als ein
* *
System linearer Integralgleichungen zur Bestimmung von % und %(?J/— auffassen.
v,

]

Die partiellen Ableitungen , ? erfiillen die beiden ganz analogen Inte-

x, 0y,
gralgleichungen

Uy (,, G (xy, Yo
o M: Yo) M[ %i’: P.g [ao(p, +b (p. q) iq +co(p, )U (p.q)]dpdq-

1 xoayo’ (Lo Yo5 P>9) q) dg (3, y1; %, ?/o)
27 f (P, ) dpdq + dx,

K
(35)

?UO(xO’ ?/o aG xO’ yov pr an
7y, P Ty, ao(p,q) p

I G (20, Yo5 P> Q) dg(zy, Y33 o, Yo)
N LY PR CRTENE
K

U
o(P9) Gt T olp ) Us(p, q)]dpdq——

Y,

Acta mathematica. 36. Imprimé le 13 janvier 1913. 48
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Der Gleichférmigkeit der Bezeichnung halber denken wir uns jetzt in den
Gleichungen (34) voriibergehend z,, y, fiir =,y gesetzt.

Wie schon Herr FrEpHOLM bemerkt hatte, ldsst sich ein System von n
simultanen linearen Integralgleichungen mit » Unbekannten auf eine Integral-
gleichung mit einer Unbekannten zuriickfiihren. Wir bezeichnen die den Systemen
(34) und (35) dquivalenten Integralgleichungen mit ¥, und ¥,. Nach einer end-
lichen Anzahl von Iterationen gehen F, und F, entsprechend iiber in Integral-
gleichungen von der Form

P (Zy, Yo) +f[R1 (%4, Yo5 P> Q)JIIT(,}q’l(?’sQ) dpdg= ¥, (2,9,
/. p4d
K

(36)

Pto

’ 1
¥, (%4, Yo) +ffRz(xo: Yo P> 9)1,—26_7)(/"2(?7, g)dpdqg =Y, (x,, %), "
K

worin R, und R, Funktionen bezeichnen, die in K und auf C sich stetig verhalten.
Man beweist nunmehr wie in § 2 dieses Kapitels, dass

(37) R, —=lim R,.

8=0
Die Funktion' R, nihert sich ihrem Grenzwerte fiir alle «,, y, und p, ¢ in K und
auf C in gleichem Grade. .

Wir denken uns um den Punkt (z,, y,) in jeder der beiden Ebenen K einen
kleinen Kreis vom Halbmesser d, > 2d beschrieben. Das von diesen beiden Kreisen
umschlossene Gebiet bezeichnen wir mit K,. Offenbar liegen die beiden Punkte
(23, ) im Innern von K,. Wir beschreiben schliesslich in jeder der beiden
Ebenen K einen Kreis vom Halbmesser d, um den Punkt (7, ). Das Gebiet,

welches diese Kreise mit dem Gebiete K gemeinsam haben, sei mit K, bezeichnet.
Es sei schliesslich ¢ eine beliebig kleine Grosse. Es ldsst sich zeigen, dass man
nach Festsetzung der Grosse 6, eine Zahl 6, so klein annehmen kann, dass fiir
alle 6 <d, in allen Punkten von K — K, — K,

! Das Integrationsgebiet besteht nunmehr in hekannter Weise aus zwei iibereinander gela-
gerten Einheitskreisen. Ist (x,,%,) ein Punkt in der ersten Kreisfliche, so ist o (mo,y0)=g—m‘),

0:!’0
%a(m#y"j; ist dagegen (xo,y,) derselbe Punkt in der anderen Kreisfliche, so ist
Lo

9 U (@, Yo)
a9y, ’

g (T, Yo) =

91 (%o, Yo) = 9 (20, Yo) = %ﬁy_’), Die Begrenzung von K bezeichnen wir mit C.
0
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(38) 1Y (@, yo) — ¢, (xosyo)|<'5

wird. Hieraus und aus (37) folgt weiter, dass man eine Zahl 4, so klein wihlen
kann, dass fiir alle <6, in K — K, — K,

(39) Vo, (20, Yo) — P2 (20, yo) | < &

wird. Dies bedeutet nun aber folgendes: In allen Punkten im Innern und auf
dem Rande jedes die Punkte (x,,#,) und (7, j) nicht enthaltenden Teilgebietes K*

von K nahern sich die partiellen Ableitungen (ag", dag“ mit verschwindendem
] 0
oU* oU*

0 gleichmaissig den Werten der partiellen Ableitungen an.  Hieraus folgt

dx, ' dy,
nun aber ohne Miihe, dass in allen Punkten im Innern und auf dem Rande jedes
den Punkt (x,, y,) nicht enthaltenden, ganz im Innern von K gelegenen Gebietes

JU' * (o P P
tim (U@ y) _0U*@,y) U @y 0U* (),

o=1 dx 0m =1 (’)y (7y

wofur wir auch schreiben konnen

lim 0y @,y zy) 7@,y 2 y)

-

(40) e o= ‘@
lim 27 @0y 2 y) 07 (%0 Y05 2, y)
o=1 dy dy

Wir fassen jetzt die Ergebnisse dieses und des vorhergehenden Paragraphen in
dem folgenden Satze zusammen:

Es sei g, ein positiver echter Bruch. Es sei C' ein Kreis um den Koordinaten-
ursprung i der Ebene (x,vy), dessen Halbmesser der Ungleichheitsbedingung ¢, <o < 1
geniigt. Das von ihm begrenzte Gebiet bezeichnen wir mit K'. Es sei C der Einheits-
kreis, K seine Fldache. Es sei ferner (z,,v,) irgendein Punkt, dessen Entfernung von
dem Koordinatenursprung kleiner ist als o,.

Wir gingen von der Voraussetzung aus, dass die zu dem Gebiete K gehorige
GREEN’sche Funktion

I I
I' . — [ - , ; ,
(41) (x.,yl,x,y)—zlog(x‘ T+ y)g+/(x, Yii %5 Y)

! Vgl. die Fussnote a. d. S. 380.
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existiert. Alsdann haben wir in § 2 bewiesen, dass fir alle hinreichend kleinen Werte
von I — ¢ die zu dem Gebiete K' gehorige GREEN’sche Funktion

I . __E I t .
(42) Fleyys e, y)=_log o= 77 @0 815 2. 9)

existiert und dass in allen Punkten (x,y) in K
(43) lgmly'(xnyl; T, y) =7 (@, 415 %, ).

Die Funktion y'(x,,y,; ,y) ndhert sick threm Grenzwerte in jedem den Umfang nicht
enthaltenden Teilgebiete von K in gleichem Grade. Die Funktion y(x,,y,; x,y) hat
in allen Punkten (z, y) in K und auf C, die Punkte (x,, y,) und (1, j) ausgenommen,
stetige partielle Ableitungen erster Ordnung. Desgleichen hat die Funktion ' (x,,y,; %, ¥)
in K' und auf C', ausser tm Punkte (x,,y,), stetige Ableitungen erster Ordnung.

Es sei K* irgendein den Punkt (xz,,u,) und die Randkurve C nicht enthaltendes
Teilgebiet von K. Es tst in allen Punkten (x,y) in K*

0y (x4, yy; %, 9) ‘7}'(751,%;%,?/)

(44) R
lim 7 @y e y) 7@,y 2.y)
e=1 Iy dy

Die Funktionen hinter dem Limeszeichen in (44) ndhern sich ihren Grenzwerten in
K* in gleichem Grade.! '

Aus den Beziehungen (44) konnen wir noch eine weitere Folgerung ziehen.
Es sei C, irgendein kleiner, den Punkt (7,7) in seinem Inneren enthaltender
Bogen von ¢. Die Endpunkte von C, denken wir uns mit dem Kreismittelpunkt
durch Radien verbunden. Derjenige Teil von €', der innerhalb des so gebildeten
Kreissektors liegt, mége (', heissen. Wir denken uns voriibergehend diejenigen
Punkte von C —C, und ¢'— ", die auf demselben Radius liegen, einander
zugeordnet. Es sei (£,7) und (§',4/) ein Paar zugeordneter Punkte. Alsdann st

lim {w@ R O LE N R
(45) . oz v=r’ vz g
lim {@w . }___Mxn,lyl;w,y) -
o=1 dy gy’ dy y-;,

' In den zu {43) und (44) gehdrigen Aussagen werden beliebige, die Kurve C nicht ent-
haltende Teilgebiete von K eingefiihrt, weil die Funktion y'(xr;, ¥:; 2, ¥), o < 1 fir die Punkte
(@, y) von C nicht definiert ist.
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. ay ; ' ; . . .
Die Ausdriicke ~./__(,_x1~"_?y_:£.’_?Ly_) =g Und ?L_(_x,‘_’_y_‘_i_y_) zm nahern sich mait ver-

, dy ,
Y= Y=
schwindendem O shren Grenzwerten fir alle (§,v) auf C —C, in gleichem Grade.

§ 4.

Wir nehmen jetzt zur Vereinfachung an, dass die partiellen Ableitungen

J J 7 . ..
;,}—;%, ;T‘;;, g—g, :T]IE; im Innern des Gebietes 7 der HoLDER'schen Bedingung gentigen,

. . da da 0b 0 . . .
Die Funktionen s 2%, b ) ib, d haben alsdann im Innern des Kreises K die-
da dy ox dy

selbe Eigenschaft,
Es sei
Pu  Puw dlau) I(bu) dtu P du Ju

W‘f‘@g 0% (,}y Cit:/m"i’ W"—-a%“—*bay

(46) M (u)= —du=:0

die zu (3) adjungierte Differentialgleichung. Wir haben in diesem Kapitel vor-
ausgesetzt, dass die partielle Differentialgleichung (3) keine von Null verschiedene,
in K mit ihren partiellen Ableitungen der ersten und der zweiten Ordnung stetige,
am Rande verschwindende Losung hat. Die Differentialgleichung (46) hat dieselbe
Eigenschaft. Hiervon kann man sich, wie folgt, leicht tiberzeugen.

Es sej, entgegen unserer Behauptung, v,(z, y) eine am Rande von K ver-
schwindende, im Innern mit ihren partiellen Ableitungen der ersten und der

zweiten Ordnung stetige Losung von (46). Die partiellen Ableitungen Mi’—),

dx
r?v_,,éa?f/,_y_) sind, wie durch eine den Betrachtungen des § 3 ganz aunaloge Unter-
suchung gezeigt werden kann, ausser in dem Punkte H = (3, ), auf dem Rande
des Gebietes stetig. In der Umgebung des Punktes H ist

99,(x, y)

ay =1
de | <72

(47)
Ivy(z, y)

gy | <rreh

worin y eine gewisse positive Grosse bezeichnet.
Setzen wir nunmehr in der GrREEN'schen Formel
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" d 7] ]
(48)fj[wL(t)~t;ll(w)]dxdy=f[zoa—;—t3—;0 + alw} dy—-—f[w(%/—tal;—kbtw]dx‘
K c

5
fir ¢(x, y) und w(z, y) entsprechend I'(z,, y,; z, y) und v, (2, y) ein, so erhalten wir
v (2, 41} =0.

Es sei jetzt H(2,,y,; z,y) die zu dem Gebiete K gehorige GREEN’sche Funk-
tion der Differentialgleichung (46), w(x,y) diejenige beschrinkte Losung der
Differentialgleichung (2), welche sich mit ihren partiellen Ableitungen der ersten
und der zweiten Ordnung in K stetig verhdlt und auf C eine vorgeschriebene
abteilungsweise stetige Folge von Werten annimmt. Wir beweisen nunmehr die
Fundamentalformel

1 | dH (x,,y,; %,
(49) u(x,,y1)=;; u(x,y)%ﬂ

ds——zlﬁflf(p’Q)H(xuyl; p,q@dpdg.
2

Hierin bezeichnen: (z, y) einen variablen Punkt auf C, ds das Bogenelement,

k’l%, die Ableitung in der Richtung der Innennormale im Punkte (x,y).

Sind die auf dem Umfange von K vorgeschriebenen Randwerte stetig und
haben sie in bezug auf die Bogenlinge stetige Ableitungen erster und zweiter
Ordnung, so bietet der Beweis der Formel (49) keine Schwierigkeiten. In der
Tat, ist durch die vorhergehenden Entwicklungen die Existenz der Losung u (z, y)
sichergestellt. Es lasst sich ferner durch eine den Untersuchungen des § 3 ganz

4
analoge Betrachtung zeigen, dass die partiellen Ableitungen %%ﬁz und due,y)

Iy
sich auf C, ausser in dem Punkte H =(i,J), stetig verhalten, wihrend in der
Umgebung dieses Punktes gewisse den Beziehungen (47) analoge Ungleichheitsbe-
dingungen erfiillt sind. Es geniigt nunmehr in der GREEN’schen Formel (48) fiir
t(x,y) und w(z,y) entsprechend u(xz,y) und H(x,,y,;*,y) einzusetzen, um die
Formel (49) abzuleiten.?
In dem allgemeinen Falle ist indessen dieser einfache Weg nicht gangbar,
du(zx, du(x,
f? 2 Y und g : y)
nicht existieren. Um die Formel (49) dennoch zu beweisen, muss ein anderes

da die partiellen Ableitungen auf dem Rande im allgemeinen

! Vgl. SommerreLD, Encyklopadie der Math. Wissenschaften, Bd II, A Te¢, S. 513. Man
iberzeugt sich leicht, dass die Formel (48) im vorliegenden Falle ihre Giiltigkeit behilt.
? Vgl. SomuerreLD, Encyklopadie d. Math. Wiss,, Bd II, A 7 c, S. 516.
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Verfahren eingeschlagen werden. Die Hilfsmittel hierzu bieten uns die Sitze,
die wir in den vorhergehenden Paragraphen abgeleitet haben.

Wie wir in § 2z dieses Kapitels bewiesen haben, gibt es eine positive Zahl ¢,
so dass fiir alle positiven ¢ <d,; die Differentialgleichung (3) keine von Null ver-
schiedene, im Innern von K’ mit ihren partiellen Ableitungen erster und zweiter
Ordnung stetige, auf C' verschwindende Lésung hat. Es sei H (z,,y,; =, y) die
zu dem Gehiete K' gehorige GREEN'sche Funktion der Differentialgleichung (46).
Die Funktion u(z,y) ist im Innern und auf dem Rande von K' mit ihren parti-

ellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig. Daher ist fiir alle (z,, v,)
im Innern von K'

' f aH, » l; ', IO ] )
(50) u(x,,y,)=——1]u(m,y'o)——(*———x‘ 4 x“yﬂ)déf—‘lfjf(p,q)H’(xl,y.;p, g)dpdyq.
27T 27
C K'

an'

Hierin bezeichnen: (z'y,y',) einen variablen Punkt auf C', ds' das Bogenelement,
(,}% die Ableitung in der Richtung der Normale im Punkte (2'y,%',). Es mogen

jetzt C,, C'; dieselbe Bedeutung wie am Ende des § 4 haben. Die Linge des
Bogens C; bezeichnen wir mit v. Wir bezeichnen ferner mit (x,, y,) denjenigen
Punkt von C, der mit dem Punkte (#/,, ¥,) auf demselben Radius liegt. Es sei
schliesslich ¢ eine beliebig kleine positive Zahl.

Wie aus unseren fritheren Betrachtungen hervorgeht, ist

0H' (2, y,: 25, 9')

eine fiir alle d <J, und alle (z,, y,) auf C — C, beschrinkte Funktion von z', y',, 0.
Abgesehen von einer endlichen Anzahl von Punkten ist iiberdies, wie aus den
Formeln (41), (42) und (45) hervorgeht,

JH' ol .
lim u(x’oa?/lo)( H' (2, y,; 20, 4') —ul{z,, ?/0)0H(x“5/,;; Zos y“).

=m0 in'

Nach bekannten Satzen ist, da der Grenziibergang gleichmissig ist,

. OH (x,,y,; o,y " JH (z,, Ys; %o, Yo)
(51) })1_%1 } w(@y, y's) —'*—Li%/’n,—ai&vy—i)(ls' =J u (2, yo)——(-'—;7‘yr:——°—- Y ds.
c-cn c—C;

Man kann nun ferner, wie aus den Beziehungen (25) folgt, » so klein wihlen,
dass fiir alle § <d, die iiber O, und C', erstreckten Integrale
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f (g, o) L EE0 Vi3 T0s Y0) g JRCE VH (. ¥0; 20,90 g

iIn
Ci C"y

dem absoluten Betrage nach kleiner werden als ¢. Hieraus und aus den Be-
ziehungen (50) und (51) folgt, wie behauptet,

7H b b 1
(52) u(xl,yl)-:f;;fu(xo, Yo) - (29320 90) 4 ff p.q)H(z,,y,; p,9)dpdg.
C

dn

04 04 9B OB
IX' 9Y 90X 0Y
der HOLDER'schen Bedingung geniigen. Diese Voraussetzung lassen wir nunmehr

Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, dass im Innern von 7'

fallen % . Z]; sollen schlechthin stetige Funktionen von X und Y sein. Die
partiellen Ableltungen ﬂ_a g: 3b %’; sind alsdann in K schlechthin stetige Funk-

tionen von z und y. Alle unsere Schliisse bleiben, wie wir jetzt zeigen wollen,
bestehen, wenn wir M (u) durch den Ausdruck

Ty —1ie I [0 + R, y) du(z,y) 0u(x,y+h)_0u(x,y)]_
(53) M(u)“l,fféh[ ix Uz + dy dy
d
- Jg_b
ersetzen.

Betrachten wir noch einmal die Differentialgleichung

2y 0%y du
(54) i Ty T s +b~+cu f

und nehmen wir voriibergehend an, ¢ und f seien schlechthin stetige Funktionen

und erfiillen in K nicht mehr die HOLDER’sche oder eine verwandte Bedingung.

Wir kénnen alsdann aus der Gleichung (26) des I Kapitels nicht mehr schliessen,
2u 82

i 7y

existieren und dass die Differentialgleich-
ung (s54) erfiillt ist.

Es sei r(z,y) eine stetige Funktion von z und y. Wie Herr PETRINI be-
wiesen hat,! erfiillt das Integral

' Vgl. H. Perrixi, Les dérivées premiéres et secondes du potentiel loganthmlque Journal
de Mathématiques, 1909, [S. 127—223], 8. 133.
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w(x, y)=~—zinffr(§.n) G(z,y;§,n)dEdy
K

die Beziehung

E[é‘w(x +h,y) oz, y) dulz,y+h) dwlz,y)
Oz oz dy dy

lim

Py |

]=r(a:,y).

Der hinter dem Limeszeichen stehende Ausdruck linkerhand néhert sich seinem
Grenzwerte fiir alle (x,y) in K in gleichem Grade. Aus der Gleichung (58) des
ersten Kapitels ergibt sich daher die Beziehung

. 1[0u(z+h,y) du(z,y)  du(z,y+h) du(z,y)
}zlgolh[ dz T e T dy Ty +

Ou(z,y)

ta(@,y)—5 = +b(,9)

WL b o) ) = (2, 9):

Die Funktion (e, y:; #, y)=H (z,, 4; #,9) + - log[(z, — =) + (y, —y)*), die

einer zu (7) analogen Integralgleichung geniigt, hat nun im vorliegenden Falle
in jedem (#,,y,) nicht enthaltenden Teilgebiete von K stetige Ableitungen erster
Ordnung und erfiillt daselbst die Beziehung M () =o. Der Ausdruck hinter dem
Limeszeichen néhert sich seinem Grenzwerte in gleichem Grade.

Man iiberzeugt sich nunmehr ohne Miihe, dass die GREEN’sche Formel (48)
giiltig bleibt, wenn man fiir M (w) den Ausdruck M (w) einsetzt. Da nun offenbar
auch die grundlegenden Hilfsitze in §§ 2 und 3 ihre Giiltigkeit behalten, so haben
wir an unseren Schliissen nichts mehr zu indern. Wir erhalten wieder die Formel
(52). Das einzige, was wir uns zu merken haben, ist, dass H (z,,y,; «, y) nicht
mehr die Gleichung (46), sondern die Gleichung M (u) = o erfiillt.

Gehen wir jetzt von dem Gebiete K vermittelst der Transformation

(55) X=X(z,9), Y=Y(z,9)

zu dem urspriinglichen, mit Ecken ausgestatteten Gebiete T zuriick. Die Diffe-
rentialgleichung (z) geht iiber in die urspriingliche Differentialgleichung

20U 02U au au

(56)
die Gleichung (46) in die zu (56) adjungierte Differentialgleichung
ey U d a

uber. Die Funktion
Acta matematica. 36. Imprimé le 16 janvier 1618, 49
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(58) H(Xn Y X, Y)=H(z,y; %, y)
ist, wie man sofort sieht, die zu dem Gebiete T gehorige GREEN’sche Funktion

der Differentialgleichung (57). Die Gleichung (52) geht iiber in

: IH(X,Y;X,, Y
(59) U(X,,Yo:ziﬂij.,,yo) B T Xo Yoy,
S

)

I ) H .
_E?IIJ F(P,QH(X,,Y,; P,Q)dPdQ.
7

Wir haben zur Vereinfachung in diesem Kapitel das Gebiet 7' einfach zu-
sammenhéngend vorausgesetzt. Die Zahl der Ecken haben wir gleich eins ange-
nommen. Die Formel (59) gilt unverdndert bei mehrfach zusammenhingenden
Gebieten mit einer endlichen Anzahl von Ecken. Der Beweis wire analog zu

fithren.
Berlin, d. 19. Dezember 1910.

Nachtrag.

In einer in Verdffentlichung begriffenen grosseren Arbeit! habe ich die erste
Randwertaufgabe noch einmal nach einem von dem obigen abweichenden Ver-
fahren behandelt. An jener Stelle wird das erste Randwertproblem unter anderem
fir alle Gebiete erledigt, deren Begrenzung aus einer endlichen Anzahl Stiicke
von Kurven mit stetiger Tangente besteht, die beliebige Ecken oder Spitzen
miteinander einschliessen. Die Randwerte werden als abteilungsweise stetig vor-

ausgesetzt.
Berlin, d. 17 Oktober 1912.

1 Vgl. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 1913, Heft I, Randwertaufgaben
der Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen
Typus. I. Die erste Randwertaufgabe. Allgemeine ebene Gebiete.




