MEMOIRE

LE PROBLEME DES TROIS CORPS

PAR
KARL F. SUNDMAN

4 HELSINGFORS.

L’objet du présent Mémoire, rédigé sur l'invitation de M. MITTAG-LEFFLER,
est de présenter une exposition d’ensemble et un résumé des recherches sur le
probleme des trois corps que j’ai publiées dans les Acta Societatis Scientiarum
Fennicae.t

Les coordonnées et les composantes des vitesses des corps, que nous choi-
sissons en premiére ligne comme inconnues du probléme, satisfont a un systéeme
bien connu d’équations différentielles qui les définissent comme fonctions du temps
t. Nous nous bornons & étudier un mouvement réel, c’est & dire un mouvement
ou les coordonnées des corps sont réelles pour les valeurs réelles de ¢.

Ayant défini un tel mouvement en fixant les valeurs des inconnues & I'in-
stant initial, soit ¢ = o, si 'on fait varier { en passant par des valeurs réelles, on
trouve que les inconnues restent fonctions holomorphes de ¢ tant que les trois
distances entre les corps sont plus grandes que zéro. Quand une des inconnues
cesse d’étre réguliére, on dit aussi que le mouvement cesse d’étre régulier. Si
cela se produit quand ¢ converge vers une valeur finie ¢,, alors, comme I’a montré
d’abord M. PAINLEVE,? ou les trois distances convergent vers zéro, ou bien 'une des
distances converge vers zéro tandis que les deux autres convergent vers une

Y Recherches sur le probleme des trois corps, 1. c. tome 34, et Nouvelles recherches sur le pro-
bleme des trois corps, 1. c. tome 35.

* P. Painreve, Legons efc., professées a Stockholm, Paris 1897.

Acta mathematica. 36. Imprimé le 8 juillet 1912, 14
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valeur finie. Done, dans le premier cas, tous les trois corps se choquent, et dans
le second deux des corps. La question soulevée par M. PAINLEVE, de savoir
quelles relations deoivent exister entre les valeurs des inconnues a l'instant initial
pour que les corps se choquent pour une valeur finie donnée ¢,, a été étudiée
par M. LEvi-CiviTA® pour le cas spécial bien connu appelé »probléme restreint»,
et, sous une forme générale, par M. Biscoxcini? pour le cas ol deux seulement
des corps se choquent au temps ¢,. Les équations de condition posées par M.
Bisconcing, et qui s’expriment & l'aide de séries infinies, sont trés compliquées,
et ne sont directement applicables que quand lintervalle de temps qui s’écoule
entre Pinstant initial et ¢, est suffisamment court, condition pour la vérification
de laquelle on ne posséde pas de criterium. On doit encore noter que M. Bis-
CONCINI, pour obtenir ces résultats, avait fait I’hypothése que la vitesse angulaire
du rayon vecteur entre les deux corps qui se choquent reste finie quand ¢ tend
vers ¢,. La limitation qui en résulterait dans les résultats de M. BiscoNCINI
n’est pourtant qu'apparente, car nous avons démontré que ’hypothése en question
est toujours vraie.

Dans le présent Mémoire, nous étudions d’abord le caractére analytique des in-
connues au voisinage d'un instant ¢, ou deux des corps se choquent. D’aprés
le principe du prolongement analytique, nous définissons ensuite d’une maniére
univoque les coordonnées des corps pour les valeurs réelles de ¢ situées au dela
de la valeur #,, et nous obtenons ainsi un prolongement réel du mouvement
aprés le choc. En prolongeant de la méme maniére le mouvement au dela de
chaque nouveau choc entre deux des corps, nous définissons les coordonnées
des corps pour des valeurs de ¢ de plus en plus grandes. Aprés avoir constaté
que les valeurs du temps pour lesquelles on peut ainsi définir les coordonnées
ne sauraient admettre une limite supérieure finie t que si les trois distances

entre les corps tendent toutes vers zéro quand f tend vers i, nous faisons
voir que cette derniére éventualité ne peut se présenter que dans le cas ou les
constantes des aires sont nulles toutes les trois, d’ou résulte enfin que les coor-
données des corps peuvent &tre définies d’'une maniére univoque pour toutes
les valeurs de ¢{ comprises entre — o et + o, si l'on excepte ce cas spécial.

Y T. Levi-Crvira, Traiettorie singolari ed wrti nel problema ristretto dei tre corpi, Annali di
Matematica, Ser. 111, T. 9, 1903.

? G. Bisconcist, Swur le probleme des trois corps, Acta Mathematica, T. 30.

? Au cours de la rédaction définitive de ce travail, M. Mirrac-LerFLER m’a fait part d'une
lettre & Ini adressée par WeierstRASs et en date du 2 févr. 1889, o WEiErsTrASs dit avoir dé-
montré quo les constantes des aires doivent toutes étre nulles pour que les trois corps puissent
se choquer tous en un méme point de I'espace. Cette lettre est publiée pages 55—58 du tome
35 de ce journal.
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En continuant nos recherches, nous démontrons ensuite ce théoréme inté-
ressant:

Si les constantes des aires ne sont pas nulles toutes les trois, on peut, les cir-
constances vnitiales étant données, indiquer une limite positive au dessous de laquelle
les deux plus grandes des distances entre les corps me descendent jamais.

En nous appuyant sur ce résultat, nous arrivons enfin au théoréme suivant,
qui constitue le résultat principal de nos recherches:

Si les constantes des aires dans le mouvement des trois corps par rapport &
leur centre commun de gravité ne sont pas toules nulles, on peut trouver une variable
v telle que les coordonnées des corps, leurs distances mutuelles et le temps soient
développables en séries convergentes suivant les puissances de v qui représentent le
mouvement pour toutes les valeurs réelles du temps, et cela quels que soient les chocs
qut se produisent enire les corps.

Je saisis cette occasion d’exprimer ma vive gratitude a M. ERNST LINDELOF

pour les conseils précieux qu’il m’a donnés concernant la rédaction du présent
Mémoire.

L

Les équations différentielles du mouvement et leurs intégrales connues.

1. Considérons trois corps (points matériels) P,, P,, P,, qui se meuvent
suivant la loi de NEwTON et dont nous supposerons les masses m,, m,, m, toutes
finies et plus grandes que zéro. Soient x;, yi, 2 les coordonnées du corps P; par
rapport & trois axes rectangulaires passant par le centre commun de gravité des
trois corps et ayant des directions fixes dans Vespace.

En désignant encore par ¢ le temps et par r,, r,, r, les distances P, P,, P, P,
et P, P,, les équations différentielles du mouvement seront

dz, 47, T % T, ¥,
dt Fe gg Mgy T
dy, f dy, Yi—Ye Ys—Yo
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%Mx,“ ddai’lzmzxz;—ax,_*_moxor—z;x,,
(1) %sy'l, d‘g‘smzyi;fsﬂJr oy";;y‘
szzt‘—z’l, %z—;l—-mzz’ 2 +moz°;:3z’,
%957, 2, %=mox° 13x2+7n1x,;0—3x2’
%_y,z’ ci_?/t’_z:moynrlsyz+mlylr—oayz,
%3= 'as ddzt'z:;moz“;}zz + m, E‘T-o:;zl-

On a supposé les unités déterminées de maniére & rendre la constante de Gauss
égale & 1.
Les équations (1) admettent les intégrales connues suivantes

12 1= T
(2) dmizi=o0, Xmiyi=o0, JmMz=0,
i=0 i=0 =0
Fe22 =2 =2
r
(3) Dmials =0, Xmiyi=o, X mizi=o,
i=0 =0 im0
T
\ ' r
Domi(@iy's — yias) = ¢,
i=0
i=2
!
(4) Domilyizi—zy) = e,
i=0
i=2
!
zmi(zix'i“xizi) == 0y,
im0
o My, My M m, m, m
(3) zmi(xviz+yri2+zr‘_2)_2-‘?_jll__zU=__°{i__2K,
im0

ol ¢, ¢, ¢, et K sont des constantes d’intégration et ot 'on a

(6) - M + M n M
mety M1y MyT,

2
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(7) M =my+ m + m,.

Les distances r,, r, et r, sont données comme fonctions des inconnues 2,
Yi, % par les formules

rof = (@, — ) + (1, —y)* + (2 —2)%,
(8) 1= (@ — 22)* + (Yo — ¥2)° + (2 —2,)%,
12t = (@, — 20)° + (4, —Y0)® + (2, —20)%
ol I'on doit prendre la détermination positive des r; pour les valeurs réelles de ¢.

2. Dans ce travail nous aurons avant tout & étudier le mouvement des
trois corps quand l'une des distances r,, r,, 7, ou tend vers zéro ou reste petite
par rapport aux deux autres. Supposons pour fixer les idées que r, soit cette
distance. Il sera alors avantageux de prendre pour variables les coordonnées
rectangulaires z, y, z de P, par rapport & P, et les coordonnées rectangulaires
&,v,L de P, par rapport au centre de gravité des corps P, et P,.

Pour abréger les formules, nous poserons

m m
A= L, _—
(9) m, +m, " m, + m,
M M, +m,
(x0) 7= m, (my + my) ’ N My My

Alors on anra entre ces nouvelles coordonnées et les coordonnées du n:o 1 les
relations

m m, . m, +m
xo=‘1x—ﬁ§, xlzyx—ﬁ;, x2=—"'ﬂ1—1§,
m, m, m, + m,
(11) yoz—*ly_ﬂ’% ?/1:!‘?/—][ RN i 7 s
My 5 m, Mmy + m, ..
Zo:—lz‘“ﬁ':, 21=!¢2—jz§, B2 = a7 5

ou réciproquement
szxl——x(ﬂ Y=Y Yo, 2==2—2;

(12)

lé::gmzxza R=gmy Yy, §=gm,z,,

et, d’aprés (8), on trouve
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(13) rof = (§ —ua) + (4 —py)? + (L —uy),
(14) rt=(§+Ax) + (5 +Ay)* + (5 + 4z)°,
(15) rr=r2 =2+ y®+ 2%,

oll nous avons écrit pour abréger r au lieu de r,. En tenant compte de ces égalités
(7)—(15) on tire aisément de (1), (2), (4) et (5) les équations suivantes:

((l;; (m + m,)2 tsm,)z =7 = —myz (ri'* + 7%3) +m, 3 (;{;3 ;113) )
2= M (r% + ‘1—‘5) +hu Mz (;53—7)
(17) ZztgaHz——in;(:—‘}-F %)-{-/‘u[lly(’%——%s),
%LH= ﬂlg(;%-i-%) +l,uMz(’—'I°'3———3)»
7 (s %~y %) + By —n¥) = ghes,
(18) g(y% zggj)+h(n§’—§1;')=gkc“
1(: % —2 32 + he— 1) = ghes,
(10) o[ (G5 + G+ () ]+ meem s+ n—2U—kK,
ol nous avons posé
(2 =i Tma fma

Des équations (16)—(20) on peut tirer réciproquement les équations (1), (2),
(4) et (5).
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3. Désignons par R la quantité positive (ou nulle) définie par I’égalité

2 2 2

T r T
(21) RE="0 41 L2
m, m, Mm,

A Taide des équations (13), (14) et (15) on aura aussi
(21 bis) R*—=gr® + he?,

ol l'on a posé

(22) =gt L,

de fagon que ¢ désigne la distance du corps P, au centre de gravité des corps
P, et P,.

Cela posé, LAGRANGE! a établi une formule fondamentale qui, avec nos
notations, peut s’écrire:

d®R®

(23) ae T2 (U—~K),
ou bien
d*R [dR\®
(24) R ar (E;) =U—K,

et dont on constate aisément I'exactitude en s’appuyant sur les équations (15),
(16), (17), (19), (21 bis) et (22).

Nous tirerons parti de cette formule de LAGRANGE en la combinant avec
une autre, que nous allons déduire de lintégrale des forces vives.

En différentiant les équations (15), (21 bis) et (22) par rapport a ¢, on trouve

dr  dx dy dz

(25) P P TRE FTRAY
dR  dr .
(26) Ra-t——gr;ﬁntkgg,
(27) e =E& + 4y + LT,
ou
do
'“"\"’
(28) C T d

' Lacraxce, Essai sur le probleme des trois corps, Oewvres t. VI, p. 240,
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et 4 'aide de ces expressions on tire des identités

2 2 d d d 2
(x2+y2+z2)[(%) + (‘fi?t’) + (dt) ]—( ‘fierJ‘fl’t’ +zd—f) + x—ﬂ—yi) +

[ dz ay\? (@_ gl—z)’
+(yd—t~—z—7) + {z x ,

(B + 0+ 2 5= (EE + o + L0+ (50 — 8 + (50— L) + (E8' — L)%,
dr dr dr\®
(grz+k92)[ (d) +h9’2:| (grdt+hgg) +gh(rg —th)
les égalités suivantes:

dz\®  [(dy dz dr\® dy dx\* I( dz @)2 1( dz t_lj)z’
(29) (d_t) +(dt) +(dt) (E't) to ( di ’/?ft) talWa—%a) Yo a

(30 Er ot Tt S E O = D) G (D
dr dR h dr
(31) o(qg) +her={G) + el ¢ —eg)

En se servant de ces trois formules, on déduit de ’équation (19) cette nouvelle
forme de l'intégrale des forces vives:

(dR 2

(32) —J?) +P=2U~—K,

ou la quantité

_gh{ , dr\* g dy dx) g( dz d_y)
P"R?(“"“"dt)ﬂ?( at Yar) TeWVarFa) T
(33)

dz\? o, b, . h . e

+ G —a Q)+ B = O Iy E =D

étant une somme de sept termes positifs ou nuls, est elle-méme constamment
positive ou nulle (tant que les variables restent réelles).

En éliminant encore U et K entre les équations (24) et (32), on trouve

&R
(34) ZRW*"(

dR\®
71?) —P—K
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et

(35) Rng—

ZF_P_U‘

Les équations (32) et (34), que nous n’avons pas rencontrées ailleurs, jouent
un rdle trés important dans nos recherches.

IL

Détermination d’une limite inférieure des rayons de convergence des déve-
loppements des coordonnées au voisinage d’un instant ou lIes distances
entre les corps sont toutes plus grandes que zéro.

4. Dans la suite nous aurons souvent i nous servir du théoréme connu
de CaucnY sur Pexistence des intégrales des équations différentielles. En ayant
égard au complément qu’y a apporté M. PicarD, nous pouvons énoncer ce théo-
reme comme il suit:!

Soient Q;(g,, q,, ..., qu) des fonctions qui ne conliennent pas t explicitement et

qui sont développables suivant les puissances croissantes des différences ¢;— q; en
séries qui convergent tant que

(36) |qi_§i|<q'i, (i=1,2"'-’n),
q's désignant des quantités positives. Supposons encore qu’il existe des quantités
positives et finies Q'; telles qu’on ait

IQj(gl’ Qz’---,Qn)l<Q", (j:I,Z,.-.,n),

tant que les variables q; vérifient les inégalités (36).
Dans ces conditions le systéme des n équations différentielles

da; .
d—%=Qi(q“927..., In), (j=1,2,...,m),

admet une et une seule solution qui est telle que les inconnues ¢; lendent vers les
valeurs fintes données g; quand t tend vers une valeur donnée t. Dans cette solution,

les inconnues g; somt développables suivant les puissances croissantes de t—1 en
séries qui convergent, du moins tant que

! Voir p. ex. Picarn, Traité d’Analyse, t. II, Chap. XI.
Acta mathematica. 36. Imprimé le 8 juillet 1912, 15
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I t— ZI = T,

T' désignant le plus petit des quotients

g 4, ¢ q'n

AT Y AT A ? s

Q. Q. Q) Q@

De plus les q; vérifieront les inégalités (36) tant que t vérifie cette derniére inégalité

5. Ayant Dintention d’étudier avant tout un mouvement qui est réel pour
des valeurs réelles du temps, nous ne considérons dans ce travail que les solutions
des équations (1) qui ont les propriétés suivantes:

1) Les coordonnées x;, yi, z: prennent & Uinstant initial t = o des valeurs réelles
el finies, telles que les wvaleurs correspondantes des distances r,, 1., r, soient toules
finies et plus grandes que zéro.

2) Les dérivées «';, y's, 2'; prennent & Uinstant initial t = o des valeurs réelles
et finies.

En vertu des équations (1), (4) et (5) on voit alors immédiatement que
%, Yi, %, *i, y's et 2'; sont des fonctions holomorphes de ¢ & I'instant initial et
que les constantes ¢,, ¢,, ¢, et K ont des valeurs réelles et finies.

En faisant décrire a4 la variable { dans son plan un chemin quelconque
partant du point {=o, on sait que les fonctions z;, y;,..., tant qu’elles restent
holomorphes, vérifient constamment les équations (1) ainsi que les égalités (2),
(3), (4) et (5).

Cela posé, ayant fixé une solution telle qu’il est dit plus haut, faisons va-
rier ¢ par des valeurs réelles 4 partir de la valeur t=o0. Il résulte immédiate-
ment de la forme des équations (1) que les inconnues x;, ¥i,..., resteront des
fonctions holomorphes de ¢ tant que les distances r,, r,, r, resteront supérieures

1

& zéro.
Désignons par x;, y;, %, =5, ¥, 2 les valeurs (nécessairement réelles) vers
lesquelles tendent x;, i, 2z, ', s, 2'; lorsque ¢ tend vers une certaine valeur

réelle et finie ¢, et admettons que les valeurs correspondantes

re=V (@, —a) + (y.—9)* + (2, —2)",

;1 = l/(i‘o_‘iz)2 + (f}o_yz)s + (zo—éz)gy

r, = V(;l '_:;:o)2 + (;/1 _!'10)2 + (51 ___;0)2,
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des distances r,, 7,, r, sont plus grandes que zéro, de sorte qu’on pourra écrire !

(37) To, Ty 6t 1, > 14 7%,

» désignant une quantité positive dont nous disposerons ultérieurement.

Dans ces conditions w;, y;,..., seront développables en séries suivant les
puissances de t—7¢. Nous nous proposons de calculer une limite inférieure des
rayons de convergence de ces développements, et, & cet effet, nous appliquerons
le théoréme du n:o 4.

Nous chercherons donc d’abord des limites supérieures des valeurs que
prennent les modules des seconds membres des équations (1) pour les valeurs
%i, Yi,..., vérifiant les inégalités

loi—ail, lyi—wil et Ja—z)<x, .
(38) B B B (t=o0,1,2),
Jos—ai), lys— i) et |2i—2i) <+,
%, et ', désignant deux quantités positives qu'on doit déterminer de telle sorte
que les développements des dits membres suivant les puissances des différences

¥ — i, Yi — ¥i, ... soient convergents tant que les conditions (38) sont vérifiées.

On voit immédiatement que les seconds membres des équations (1) sont dé-
veloppables suivant les puissances des différences en question tant que les quotients

ri’;l— et Ti le sont. Or on a, d’aprés (8), par exemple
Tt = ;og + 2 (52_51) [(%” iz) —_ (:IJ, - 531)] + [(xz - ;52) - (xx - ;7\)]’
+2 @2"“?_/1)[(3/2 —3—/2) - {?/x —.'_lxu + [(!-/z_‘ ?;'2) - (3/1 —?—/1)]2
+ 2(52 '—21)[(33 _52)_" (21 '—21)] + [(zz _22)'—(21 —'51 )]2,
et comme

lxz"xtl’ |yz_y1| et Izz““leéro’
il en résulte que r,? peut se mettre sous la forme
1 + P, (0, — i, Yi—VYi, %—z),

P, (x;— i, yi— ¥i, zi—2;) étant un polynome par rapport aux différences z; — z;,

i — ¥i, i — z dont le module, méme lorsqu’on y remplace chaque terme par sa

* Le coefficient 14 est introduit pour simplifier certains coefficients dans la suite.
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valeur absolue, reste inférieur & P'expression 127,%, + 12%,® tant que |x,~—z‘.~|,

ly: —yi| et |zi—z] sont plus petits que #,. Donc ; est certainement déve-
o

loppable suivant les puissances croissantes des dites différences tant que leurs
valeurs absolues sont plus petites que x,, si Pon détermine %, de telle maniére que

127y %y + 12 %2 < 18

ou bien

Nous donnerons & %, la valeur particuliére

_n,
(39) %o = 4
qui vérifie I'inégalité précédente et qui est d’ailleurs choisie de maniére & rendre
rationnels les coefficients dans les formules qui suivent. On aura alors

(40) |r,,|>V;°’—12r_oxo—12xo’=§;.,,

- - — — 8,
lxz—x!|;|x2—x1| + Ixz——x2|+ lx,v%l(;ro,

et par suite

Xy — Xy

49_ 1
7.} <z

2
r,d 4%

(41)

b

tant que z;, y; et z; vérifient les inégalités (38).
Mais il résulte de (37) et (39) que

(42) Ay > %

et on aura done, d’aprés (41),

gt

tant que z;, y; et z; vérifient les inégalités (38), ou, selon (42), a plus forte raison
#'ils vérifient les inégalités
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(43) |xi—-';i|, Iyi»—g};l et Iz;—~5,'|<~/., (i=0,1,2),

que nous substituerons désormais aux trois premiéres des inégalités (38).
On trouve de méme que, dans ces conditions, les autres quotients analogues
Z, —

13

a

* qui entrent dans les seconds membres des équations (1) sont tous en

valeur absolue plus petits que ﬁ, et il en résulte immédiatement que les ex-

d d . ’_ 3
dxo dxtl ddiz ..., ont toutes leurs modules inférieurs a

pressions des dérivées
M
4%

En vertu de (37), on peut conclure de (6) que, ¢t tendant vers ¢, U tendra

vers une valeur U qui satisfait 4 Pinégalité

MM, M, U< mym, + m,my + mym,
4%

ou, puisque d’aprés (7)
M2 > 3(m,m, + m,m, + mym,),
a linégalité plus simple

My MMy 75 M
M U=427.

En observant que

my, m, mym, m1mz e
5 | |5 | [k < Sam

on conclut alors de l'égalité (5) que les valeurs i, y'; et 2 satisfont aux
inégalités

lxil ly l et lzt|< ]/“‘7 fl'l I: (’i—:O, 132):

21m/

ol m désigne la plus petite des masses m,, m, et m,. Dés lors, si on fait

WA VA
(44) *o = 2Imx —IKI
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et si «';, y'; et 2/; vérifient les inégalités (38), on aura
|x'¢|,|y',~| et |z',-|<zx'0, (i=o,1,2).

En faisant usage des limites supérieures obtenues ci-dessus pour les valeurs
absolues des seconds membres des équations (1), on voit dono que les quantités
qui, dans les équations (1), correspondent aux quotients Q' ye Q' du théoréme
du n:o 4, sont plus grandes que I'une ou l'autre des deux valeurs

h oy 420K,
2% ot M

Or la premiére de ces valeurs est la plus petite, car on a

e = T (8udy?
M 24, 2Mx’0( o

PRLE % 7 3 (8111

—my =20 +2/|K|—1)

. " o . , . M
ce qui est une quantité positive puisque m est nécessairement < S

En vertu du théoréme du n:0 4 on en conclut la proposition suivante:

Si, quand t tend par des valeurs réelles vers une valeur réelle et finie t, les
coordonnées z;, yi et z; tendent vers les valeurs réelles el finies ;, yi et z;, lelles que
e, T, €& T, satisfassent aux inégalités (37), les coordonnées et leurs dérivées par

rapport au temps sont développables sutvant les puissances croissantes de t—1t en
séries qui convergent du moins lant que

(45) lt—t]l<T=
—~+M|K|

2Irm#«

et les inégalités (43) auront lieu, tant que t vérifie cette inégalité (45).

Les distances r,, r,, r, étant développables suivant les puissances des diffé-
rences x; — x;, y,-—g};, z;—zi, quand les inégalités (43) ont lieu, on voit encore
que, sous les conditions admises dans le théoréme précédent, les distances 1y, r, € r,
sont développables en séries suivant les puissances croissantes de t—t qui convergent
tant que t vérifie Uinégalité (45).

Nous dirons, pour abréger, que le mouvement est régulier dans un intervalle
donné, si les coordonnées des corps sont des fonctions holomorphes du temps
dans cet intervalle.
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III.

Détermination des différents cas qui peuvent se présenter, lorsque le mouve-
ment cesse d’étre régulier, pour une valeur réelle et finie de ¢.

6. Pour embrasser dans nos recherches le mouvement des trois corps de-

puis = — o jusqu'd t= + o, nous devons étudier le mouvement tant pour les
valeurs positives de ¢, en faisant croitre t de ¢t =o0 & ¢t = + «, que pour les valeurs
négatives, en faisant décroitre ¢t de =0 & t= — . Cependant nous pouvons

nous borner 4 considérer les valeurs positives de t. En effet, les équations diffé-
rentielles du mouvement et leurs intégrales (2), (3), (4) et (5) restant invariables
lorsqu’on y change ¢, %, ¥, 2, ¢,, ¢, et ¢, en —t, — s, — Y, — 2, — €, — €,
et —c,, on voit que les résultats qu'on obtient pour les valeurs positives de ¢
s’appliquent également aux valeurs négatives de ¢ (puisqu’ils restent en vigueur
lorsqu’on change les signes de z';, ¢'; et 2’; & linstant initial).

Lorsque ¢ croit par des valeurs réelles depuis {=o0, ou bien le mouvement
restera constamment régulier, quelque grand que soit #, ou bien 'une au moins
des inconnues ;, ¥;,..., cessera d’étre réguliére quand ¢ tend vers une certaine
valeur finie ¢;,. Nous allons étudier de plus prés cette seconde hypothése.

‘On a d’abord ce théoréme connu:!?

St le mouvement est régulier dans Uintervalle de t =0 a t =1, mais cesse de
Pétre a Vinstant t,, la plus petite des distances r,, r,, r, tend vers zéro quand t tend
vers t,.

En effet, si la plus petite des distances r,, r,, 7, ne tendait pas vers zéro
quand ¢ tend vers Vinstant {, on pourrait trouver une constante positive «, telle
qu'on efit par exemple

To, 7 €t 7y, > 14%

pour certaines valeurs de ¢ comprises dans Pintervalle de {,—d, a ¢,, et cela
quelque petite que soit la constante positive d,. En identifiant cette quantité «
3 la quantité x du numéro précédent et en désignant par ¢ I'une des valeurs de
Pintervalle de ¢, —d, & ¢, pour lesquelles les inégalités ci-dessus sont vérifiées, on
conclut du théoréme démontré plus haut que le mouvement serait régulier dans

Vintervalle de ¢ a ¢ + 7', ce qui implique une contradiction si I'on a choisi J,
de telle maniére que 7> 4d,, dou ¢ + T > 1¢,.

! Voir p. ex. P. PaINLEVE, L. ¢. page 585.
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En vertu du théoréme ci-dessus, on peut conclure de I'expression (6) de
U que
lim U=+ «0,

teiy
et il existe par conséquent une quantité positive d,, telle que
U—K>o
pour chaque valeur de ¢ comprise entre t,— 4, et ¢,. L'équation (23) nous montre

, ., dR? . R
dés lors que la dérivée ——— va constamment en croissant lorsque ¢ croit de

dt
s . . . o - d R®
{,—d, & 1, et il existe par suite une quantité positive ¢ (<d,) telle que i

conserve le méme signe et ne s’annule pas dans l'intervalle de ¢,—d & ¢,. Donc
la quantité R? va constamment ou en croissant ou en décroissant dans l'inter-
valle de ¢, —d & #,, et tend par conséquent vers une limite déterminée, nulle ou

positive, quand ¢ tend vers ¢,.
7. Silon a

(46) lim R*=o,

Tty

il résulte de (21) que les trois distances r,, r,, r, tendent chacune vers zéro quand
! tend vers ¢, et que par suite les trois corps se choquent & linstant f, en un

R . . . .., AR ,
méme point de P'espace. Dans ce cas, il est clair que la dérivée -7 Sera néga-

tive dans l'intervalle de ¢, —¢ a ¢,.
Considérons d’autre part le cas ou

lim R%>o.
L=ty

Il existe alors deux constantes positives, k et d,, telles que 'inégalité
(47) R:>k

ait lien dans Dintervalle de t,—d, & ¢,. Désignons pour un instant par r, la
plus petite des distances r,, r;, r,. D’aprés le théoréme du numéro précédent,

on a

lim 7,, = o,
t=t

et il existe par suite une quantité positive J,, telle que

(48) Tm < &
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dans tout Pintervalle de ¢, —d, & ¢#,, la constante ¢ étant prise aussi petite qu’on

voudra. Soit encore § la plus petite des constantes J, et d,. Les inégalités (47)

\

et (48) auront lieu simultanément dans l'intervalle de t,—d & ¢,.

On démontre aisément que, dans Iintervalle de t, —d & t,, r,, désigne une
seule et méme distance, si ’on a pris ¢ suffisamment petit.

En effet, s’il n’en était pas ainsi, il se trouverait dans cet intervalle un
instant ¢ tel que 7, désignerait une certaine des distances 7,, r,, 7, avant et une
autre aprés cet instant. Pour t=1 ces deux distances seraient égales entre elles
et par suite chacune <e&. La troisiéme distance, étant au plus égale & la somme
des deux autres, serait par suite <ze.

Les trois distances r,, r,, r, étant ainsi toutes < z¢ pour £=1¢, on aurait,
d’aprés (21),

R’<482(-I—+'£ + 1y,
m, m, m,
ce qui est visiblement en contradiction avec I'inégalité (47) si ¢ est pris suffi-
samment petit.

C’est par suite une seule et méme distance qui tend vers zéro lorsque t tend
vers t,. En observant que cette distance est supérieure ou égale a la différence
des deux autres, on déduit immédiatement de (21) et (47) que ces deux autres
distances tendent vers la méme limite positive.

En somme nous voyons donc que, lorsque le mouvement cesse d’étre régulier
a un instant fini t,, ou bien les trois corps se chogquent tous en un méme point de
Vespace, ou bien deux des corps se chogquent tandis que leurs distances au troisiéme
tendent vers une limaite plus grande que zéro.

Cette proposition avait été établie d’une autre maniére par M. PAINLEVE
(loc. cit. page 586).

Nous n’étudierons pas dans ce travail le cas ol les trois corps se choquent
tous en un méme point de l’espace &4 un instant fini. Au reste nous verrons
que cela ne peut avoir lieu que dans le cas particulier ou les constantes des aires
¢y, ¢, ¢, sont toutes nulles. Les trois corps se meuvent alors constamment dans
un méme plan passant par leur centre commun de gravité. Quant a leur confi-
guration au voisinage du choc, nous avons établi précédemment ce théoréme.!

Si les trois corps se choguent en un méme point de Uespace, ils tendront, d
mesure qu’ils sapprochent, de plus en plus ou & former un triangle équilatéral, ou
bien a se ranger en ligne droite de telle maniére que les rapports de leurs distances
tendent vers des limites déterminées.

* Recherches sur le probléme des trois corps, page 26.
Acta mathematica. 36. Imprimé le 8 juillet 1912. 16
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Iv.

Cas ou deux des corps se choquent & Pinstant fini ¢, tandis que leurs
distanees au troisiéme tendent vers une limite plus grande que zéro.

8. Supposons que ce soient les corps P, et P, qui se choquent & I'instant
fini ¢,. Cette supposition ne restreint pas la généralité, car les cas ou P, et P,
ou bien P, et P, se choquent & l'instant ¢, résultent évidemment du premier par
un simple changement d’indices.

En employant les coordonnées et les notations du n:o 2, on aura alors

(49) lim r = o,

tety
tandis qu’il existe une constante positive b, telle que
(50) r,>b et 1, >0
tant que { reste dans un certain intervalle
(51) L, —d<t<t,.

En vertu des égalités (13) et (14), on tire aisément des équations (17)

2 2(‘
l’i—nl et Id l M ‘U-’),

der|’

d2E
dtt dt? ro rl

et on aura par suite, d’aprés (50),

|- ] < ] <
det)’ lae ae

quand ¢ vérifie P'inégalité (51). En observant que, selon (1g), les dérivées &', 1/
et ' ont des valeurs finies tant que r,, r, et r=r, sont plus grandes que zéro,
il en résulte successivement que les quantités &', 1/, 7', &, v, L, ¢ et ¢ tendent vers
des limites finies et déterminées lorsque ¢ tend (par des valeurs réelles) vers ¢,.
Comme d’ailleurs

1dir?  dx dty d*z  (dx\* (y (dz)
(52) v vk e () ae

les équations (16) et (19) nous donnent
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d*r? _2(my,+m) 3

(53) dts - r ZL,

ol 'expression

k y)
FE I (B4 B b +yn 20 (S5 -
g Ty T T 7o

(54 L=

z2m, 2m, K

ur, Ary + g

d’aprés ce que nous venons de trouver, tendra vers une limite finie et déterminée
lorque ¢ tend vers ¢,. Le second membre de I’équation (53) sera done, en vertu
de (49), plus grand que zéro quand ¢ passe de ¢, —d' & ¢,, si I'on a choisi §'(< d)
suffisamment petit.

2
On en conclut que la dérivée % croit avec t dans Uinlervalle de t, — &' 4 ¢,.

Mais cette dérivée ne peut pas étre > o pour une valeur {=1 de cet intervalle,

by

uisqu’elle serait alors positive dans l’intervalle de ' 4 ¢,, de sorte que la quantité
puisq p 1 q q

Y

positive r? devrait croitre quand ¢ croit de t=1¢ & t{=¢,, ce qui est incompatible
2
avec ’hypothése (49). Il en résulte que la dérivée % est négative dans Uintervalle de

t,—d' a t, et que, par suite, r diminue constamment quand ¢ passe de t,—d a ¢,.

g. Multiplions maintenant équation (1q) par r et faisons tendre ¢ vers ¢,.
En ayant égard & (6), (49), (50) et en observant que &, 7/, {’ tendent vers des
limites finies, nous obtenons

(55) lim r[(‘;—f)s+ (%)g‘f— (g—:’)n] =2z(m,+ m,),

t=ty

et par suite, en vertu de (29),

. dr
== lim r 5~ =o0.

. dy  dx\ .. dz dy\y .. dz
(56) lim (x ym)—hm( ~)—llm F TRt lim r o

dz__ (z dz dz)
=iy dt t=ty y dt dt t=ty
Or les équations (16) donnent

d*y dix 1 I xn-—-y§ (1 I I
(57) xzﬁi-'ya—ti=m2(x7]—y§)(1:§“";l§):mz(rl_’o) e (;l_s”}'rorl:'l'rosr‘)'

On a
zy—y§ =x(n—pny) —y(§—ux),
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et comme, d’aprés (13) et (15),

|| et |y| <7,
i~ et |p—uy| <o,
on en conclut
|z, —yélZ2rr,,

d’olr suit, en vertu de (50),

6r

ﬂjﬁ(iJr LSRN );bs

Ty rS ot ontn

En observant encore que |r,—r,] <r, on peut done tirer de (57) I'égalité sui-
vante

d [ dy dz\ _ 6m,y,
(58) d‘t(xﬂ“ym)* 5

ri’ (tl~6’ét<tl)’

ou la quantité v, satisfait & l'inégalité

(59) [l <1

En intégrant, on en conclut

¢
@ dx=( dy_ da:) wridt, t,—d<t<t<t),
-t

ATV T\ Ea T Yar b®

""
ou encore, puisque r diminue constamment lorsque ¢ passe de t, —d' a ¢,,

dy dxw( dy dax

T g e’ APy Radhad LW ) 4
Tae T Va4 T \"a ydt),-ﬁw"’ (t—£),

ou

6m
(60) ARt
Faisons tendre ¢ vers ¢,; nous aurons, en vertu de (56),

dy dzx

=y, ri(t,—1), (t,—d' <t<t),

et, en considérant les expressions
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'z dy . d'z  d'z
Yap  *ap P Fap T g

nous trouverons par un calcul analogue

Z: z——~l,ll,r’(t —t),

(62) (t1~6,;t<t1),
dzx dz .
2o e =, — ),

oit les quantités ¥/, et Y/, vérifient les inégalités

6m2

(63) W< o5 et vy < 2

10. Nous déduirons dans ce numéro les valeurs limites, pour f{==¢,, de
certaines expressions que nous aurons & considérer dans la suite.

En différentiant le quotient f, on trouve aisément

'i@z;ls_[z(@ @)_y( dy dx)]

P TR T dt Yar

d’odt résulte, d’aprés (61) et (62)

a(;)
(64) —r =¥t—), (t,,—o' <t<ty),
ou
(65) W”I < I2 m,.

De Pégalité (64) on conclut que ~ Z tend vers une valeur déterminée lorsque
t tend vers ¢, et d’une maniére analogue on trouve qu’il en est de méme des
quotients g et ; Nous pouvons par suite écrire

(66) limZ—g¢, limY—y, hm—_w,
tmiy T tety T bty T
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¢, x et Y désignant des constantes réelles qui vérifient évidemment I'égalité
(67) P =1,

Les égalités (66) expriment analytiquement le postulat de M. Bisconcini
dont nous avons parlé dans l'introduction, et qui se trouve ainsi démontré.

Introduisons maintenant les expressions (61) et (62) dans ’équation (z29).
En faisant ensuite tendre ¢ vers {,, on trouve

. dx\*  (dy\® [dz\*] .. dr\®
i o )+ (af) + () ]t )

et, d’aprés (53),

2
(68) her9=zm%+mm

iy

d’ot suit encore, en observant que r diminue quand ¢ tend en croissant vers {,,

(69) lim V7 97 ——VaGn, ¥ m).

Multiplions par — y I'équation (61) et par z la derniére des équations (62);
en ajoutant les égalités ainsi obtenues, on trouve

dz dr
80 oyl S (¢ —
r 7 xrdt+Nr (t,—1),

od N désigne une quantité qui reste finie quand ¢ tend vers ¢{,. Au moyen des
égalités (66) et (6g) on en tire la premiére des égalités

(i V7 9% — o Va(mg 5 ),
Py dt

o dy R

(70) lim Vr =L — — y V2 (m, + m,),
t=ty dt

. dz —_

lim Vy =2 = —yw V2 (m, +m,),
temiy dt

dont les deux derniéres s’obtiennent d’'une maniére semblable.
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V.
Introduction d’une nouvelle variable indépendante .

11. Nous introduirons maintenant au lieu de { une nouvelle variable u dé-
finie par I’équation

(71) dt =rdu, (t=t, pour u=o),
d’ou suit
t
(71 bis) uadet
4
ou
“
(71 ter) t—t,,=jrdu,
0

t, désignant une constante réelle que nous fixerons d’une maniére convenable
chaque fois que cette variable u sera employée.

En posant
dx dy dz dr
Pt %Yy _4: 8T
(72) FTdw Y w ’ w T T du
ou bien
. dx dy dz dr
U [ e o2 ! e =,
(72 bis) 7o i TR Sl A A T

les équations (16) et (19} donnent

dal 7', (mytm)r
du r r
f f
(73) dy' v (motm)y ey
du r r
%__:;'zr_(mo +m’)z+r’Z,

(74) gEP+ YT +22) + A2 (5 + t + [ =1 (2 U — K).



128 Karl F. Sundman.

R T . . zr z2 I .
Multiplions ces quatre équations par > 3—:—, v ar et faisons la somme; nous

obtiendrons, aprés quelques réductions,

dr'
(75) d~u=mo+m,+rL,
ol
(76) L=zX +yY + 22 4 2Tl b ) “”",;"l‘;j“mlhs’]i(sﬂ+r/*+c'2>~§-
0’0
Posons encore
__’_"xr_(mo+mx)x
=5 r ’
___";’ /___(mo+'m1)y
{77) 46»,3/ >
’izl_(mq+mx)z'
7= r

En différentiant ces expressions et en faisant usage des égalités (73) et (75), on
trouve

’—d-g=er'+Lx’,

du

ag _ ' /
(78) E—Y?"T‘{"Ly,

Q=er’+ Lz

du

Cela posé, les équations (15), (16), (17), (19), (71), ou, ce qui revient au
méme, les équations (1), (2), (5), (8) et (71) peuvent étre remplacées par les
équations simultanées suivantes

dr dr dt
du~" g metmtrl, g =
dzx , d du , ;
d~u:x’ d—u———ai—r’X, au———er + Lo,
d ay d

(79) (Ga=y> Gh=prry,  Qh=YriiLy,
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!
&d%=z’, Z—%zy-#r*Z, d—Z—_—er'-i—Lz',
Qg__ ! d"?__ ! d_;_ I
du "5 G du ="
' ' »
Z—i=r5, %=7H’ Z—;=rﬂ.

Ces dix-huit équations entre les dix-huit inconnues

(1) 'tz 2, ey, y,8,2,2,7,. 8,9, 50,8, 9.0,

déterminent ces inconnues, si I'on donne leurs valeurs pour une certaine valeur
de u.

Soit #, une valeur quelconque de l’intervalle o <t <, et désignons par (I,)
les valeurs des quantités (/) pour ¢t=¢,. Les distances r,, r,, 7, étant supérieures
a zéro pour ¢=1{,, les variables du n:o I et par conséquent aussi les inconnues
(I) sont développables suivant les puissances de t—#¢,, si [t —¢,| est suffisamment
petit. En vertu du théoréme de Caucmy, cité au n:o 4, on conclut alors de
I'équation (71) que la variable ¢ est elle-méme développable en série suivant les
puissances de u quand |u| est plus petit qu’une certaine valeur. En substituant
pour ¢ cette série dans les expressions des inconnues (I), on obtiendra évidem-
ment des fonctions (I) de la variable u qui vérifient les équations (7g9). On a
aingi une solution de ces équations ou les inconnues (I) sont holomorphes et
admettent pour u =0 les mémes valeurs qu’elles avaient pour t=1,.

Mais, d’aprés le théoréme de Caucay, le systéme (79) n’a qu’une seule so-
lution telle que les inconnues soient holomorphes pour u = o et admettent pour
u==0 des valeurs données. Si I'on cherche directement la solution des équations
(79) correspondant aux valeurs initiales (I,) pour « =0, on retombera donc sur
celle que nous venons de déduire de la solution donnée des équations (1). D’ail-
leurs, r étant >o pour ¢=¢,, il résulte de I'égalité (71) que u est aussi déve-
loppable en série suivant les puissances de t—#, quand |t—1,| est assez petit,
et, en substituant cette expression de « dans la solution du systéme, on retrou-
vera la solution des équations (1) d’ott nous sommes partis.

Pour la recherche des quantités (I) on pourra done chaque fois employer
celui des systémes (1) ou (79) ou (16) et (17) qui présente les plus grands avan-
tages. La distance r n’entrant pas en dénominateur dans les seconds membres
des équations (79), ce systéme sera en général préférable quand r devient petit
par rapport aux deux autres distances.

Acta mathematica. 36. Tmprimé le 9 juillet 1912, 17
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12. Le systéme (79) est évidemment plus général que le systéme des équa-
tions (16) et (17) d’ol nous sommes partis, et qui est équivalent au systéme des
équations (1), (2) et (3). Il n’est donc pas sans intérét de faire voir par une
méthode directe que, en choisissant les valeurs initiales (/,) que doivent prendre
les inconnues (I) pour u=o de telle fagon qu’elles vérifient & la fois les égalités
(77) et les égalités

=% 4 y? + 2P, ' =2 +yy + 27,
(80)

9 (o 12 2 ] 2 4 ey 1 I I )__K
2 F Y+ 2%+ A ™+ ® + 1) ZM(moro+m,T1+sz )

[ef. Pégalité (19)], ou K est la méme constante qui figure explicitement dans le
systéme (79), & savoir dans I'expression L, et en introduisant, dans la solution
du systéme (79) qui correspond & ces valeurs initiales, ¢ comme variable indé-
pendante au lieu de u, on aura effectivement une solution de notre probléme
ou la constante des forces vives est égale & K.

On constate d’abord aisément que le systéme (79) admet les intégrales

! _
oty my)
";’r (m9+mn)y)_*
rlg—Ly s etml) g,

Comme les valeurs initiales (I,) vérifient les égalités (77), les constantes «, Z)’ et y
sont toutes nulles, et, puisque r ne sg’annule pas identiquement, il s’ensuit que
les égalités (77) sont vérifiées quel que soit .

En éliminant «, 8 et 7 entre (77) et (79), on retrouve les équations (73),
lesquelles, lorsqu’on introdunit ¢ au lieu de » comme variable indépendante, se
raménent aux équations (16). De méme, si, dans les équations qui figurent dans
les deux derniéres lignes de (79), on rétablit ¢ comme variable indépendante, on
retrouve les égalités (17).

Il nous reste seulement & faire voir que la quantité r, qui figure parmi les
inconnues du systéme (7g), ainsi que la constante K, qui entre dans le méme
systéme, ont bien la méme signification que dans les égalités (16), (17) et (19).
A cet effet, nous posons
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W=rr—za—yy —z2,

(81) q g . 13 12 (& 12 13 M I 1 1
=@ Y F ) FR(E+ R+ ) —2 ﬂTo;;+m1n+sz,

+ K.

A Paide des égalités (x3), (14) et (76) qui définissent r,, r, et L, on conclut
facilement de (79) que les quantités W et G vérifient les équations linéaires

!
d_Wz__’fgq_’LW’
du g r
(82)
a¢d M
du  m,r®

‘Puisque les valeurs initiales (I,) vérifient par hypothése les égalités (80), W et @
s’annulent pour w=o0. Or les équations (82) n’admettent qu’une seule solution
jouissant de cette propriété, qui est évidemment la solution

W=o0, G=o.

Donc W et G s'annulent identiquement ou, ce qui revient au méme, I’équation
(74) et Péquation

(83) o =aa + yy + 27

subsistent pour toutes les valeurs de » ou de ¢.

De I’égalité (83) on conclut en intégrant que la différence
7.2 _(x2 + y! + 22)

garde une valeur constante, et, puisqu’elle s’annule par hypothése pour u=o,
elle est identiquement nulle, de sorte que linconnue r satisfait bien & I'éga-
lité (15).

En introduisant enfin dans I’équation (74) ¢ comme variable indépendante
au lieu de u, on retrouve 1’égalité (19), d’ott I'on conclut que K désigne bien la
constante des forces vives de la solution des équations (16) et (17) qui coincide
avec la solution considérée du systéme (79).
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VI
Etude du cas ol Pune des distances est petite par rapport aux deux autres.

13. Supposons maintenant que le mouvement soit régulier dans Vintervalle
0<t<t, t, désignant un instant fint, et adoptons les variables du n:o 1I.
Soient! '

(K,) ()1, o)y ()i (P)ss 24, Wes 205 @45 41, 24,
1

015 &, LY Cu g, 77’1; C'n ey, Py Vs
les valeurs vers lesquelles tendent les quantités

I, ! 7 F 7
T=7 ¥o, 7, ¥, 2, U, 2, X, Y, =2,

0, §, D) C, §” 77’: gr, a, 3, 7

(K)

quand ¢ tend par des valeurs réelles vers #,. Il est évident que les quantités
(K,) sont fintes si le mouvement est régulier pour { =¢,, et nous verrons dans
le numéro 14 qu’il en est de méme dans le cas ou un choc se produit & I'in-
stant ¢,.

Admettons de plus que

(84) (N <7
ot
(85) 01> 14 %,

x, désignant une constante positive dont nous déterminerons plus tard la valeur.
Nous nous plagons donc dans le cas ol la distance r =r, est petite par rapport
aux deux autres r, et r,.

Nous allons d’abord démontrer que la variable u tend vers une limite finie
u, lorsque t tend vers t,.

Cela est évident, d’aprés (71 bis), dans le cas ou (r), > o, puisque la limite
inférieure de r dans lintervalle ¢, < ¢ <{, est alors positive (on pourra prendre
pour ¢, une valeur quelconque comprise dans l'intervalle o <¢<¢%,).

Si (r); = o0, nous retombons sur le cas étudié aux n:os 8, g et 10, ou la
distance r =r, tend vers zéro quand ¢ tend vers ¢,, les deux autres distances 7,

! Les quantités 1, %, %, &'y, ¥, #1 employées ici ne doivent pas étre confondues
avec les quantités du n:o 1.
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et r, tendant vers une valeur plus grande que zéro. L’équation (69) ayant alors
lieu, il existe une constante 6" (< d') telle qu’on ait par exemple

(86) vy Zt —Vm ¥ m,
pendant que ¢ passe de t,— 0" & ¢,. Ecrivons maintenant l'intégrale (71 bis) sous
la forme

£—0" ¢

[, fa
r r
to Hh—o"

La dérivée g-: étant constamment négative quand ¢ passe de ¢, —d" a ¢,,

on pourra, dans la seconde intégrale, introduire r comme variable au lieu de ¢,
et, en tenant compte de (86), on trouve ainsi

dt
. ar V H_V
[ fl/mo+m, Vr Vmo-i-m,( d ),

h-‘—-b"

ou 7" désigne la valeur de r pour ¢=1¢,—d". Cette inégalité montre que I'inté-
grale qui figure au premier membre tend vers une valeur finie quand ¢ tend vers
t, ou bien r vers zéro. L’intégrale

ti—t?
f dt

.
to

étant finie, » tendra donc bien vers une limite finie, comme nous l'avions
affirmé.

14. Nous voulons maintenant faire voir que les inconnues (I) des équations
(79) et par suite aussi les quantités (K) sont développables suivant les puis-
sances de u—u,, et déterminer une limite inférieure des rayons de convergence
de ces développements. A cet effet nous devons d’abord trouver des limites
supérieures des valeurs que prennent, pour ¢={,, les inconnues (I) ainsi que les
modules des seconds membres des équations (79).

Supposons en premier lieu que (r), >o. Par des considérations géométriques
simples, on voit que

(ro); et (1)), > 0y — (s
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d’ou résulte, en vertu des hypothéses (84) et (8s),

2
(ro)e et (r), >,

et par suite

M + M 2M(my+m,)
Mo(re)y ~ my(r), 27 Moy My %y
En posant
2
(87) g, =M lme tm) K]

27 Mo My %, 49
on conclut dés lors de (6) et (74) P'inégalité
Pty A2 <2 m + m + 2.4, (r)h],

d’ou suit

12 1Yl 12 et (7)) < Va (), [me + m, + 2 A,(r),]
et, d’aprés (77),
ey, 18:) et |7 < 3(mg + my) + 4 A, (r)y.

En vertu de ’hypothése (84), on aura par suite les inégalités

(88) Ix'll’ |?/'x|» Izyll et |(r')1|<l/“1(mo+m1+ A, ),
(89) foul, 18] et I71<3(mg+m)+ 24,7,
ainsi que

7
(90) L2, ]. 1yl et 120 <

Considérons maintenant le cas ou (r),=o pour t=1¢,. On a alors
(91) x, =y, =2z =(r),=o0
et, d’aprés (69), (70) et (72 bis),
(92) ¥y =y,=2,=r,=o0,

et enfin, d’aprés (66), (69), (70), (72 bis) et (77),
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(93) ay={m,+m)p, fi=(m+m)x, y,=I(my+m)y,

d’ou il suit que les inégalités (88), (8g) et (go) sont vérifides aussi dans hypothése
actuelle.

Cherchons maintenant des limites supérieures des modules des seconds
membres des équations (79), en admettant que les inconnues (I) vérifient les
conditions

%

ly_(r)l"‘x’_xxiily'—yll’lz—z1|"§_'§xi>h}—‘m‘ et lg—CiI<-2_’
|7’_‘("")1|, Ix”—xynl’ ly,_y’1| et Izl—'z'l'<k"
1§ =&\ 10—y et [T =T | <,

la_'axl!lﬂ_‘ﬂlletly—71|<;; lt_t1l<7"

(94)

Les constantes k', »', x et 7' sont des quantités finies et positives, dont nous
fixerons plus tard les valeurs.
On trouve, d’aprés (13),

ré=ef+ 25 [ —§)—ule—a)—ur ]+ [E—§)—pulr—z)—ux]
tenll—n)—u@y—y)—pyl+G—n)—ely—y) —pyl
+ 28 [C—C)—uk—2)—puz] + (L) —ulz—2z)—uzl,
ce qu’on peut écrire
(95) =0+ Py,
P, étant un polynome par rapport aux variables
E—x, Y—Uy, 2—2, §—&, y—u,, L =L, 2, ¥, et z,.
En observant que
(96) 1S:ls Iml et S0 < e,
on constate, en vertu des inégalités (go) et (g4), que
|P1<120,% + 12,2,
d’ont il suit, d’aprés (85),

IPlI<%§912-
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D’aprés le calcul qui précéde, cette inégalité aura lien encore si, dans le
polynome P,, on remplace chaque terme par sa valeur absolue, et on voit done
que, sous les conditions (84), (85) et (g94), le quotient r£ est développable suivant

0
les puissances des différences x—2z,, y—vy,, 2—z,, §—§&, 5—, et {—{,. De
Pégalité (g5) et de la derniére inégalité ci-dessus il résulte d’ailleurs aisément
qu’on a, dans les mémes conditions,

(97) brol>> e
7

ou encore, d’aprés (8s),

(98) trol> 4.

En partant de Péquation (14), on conclut d’'une maniére analogue que r,
vérifie I'inégalité

2
(99) Y
7
ou encore
(100) [7 > 42,

et que ;’I— est développable suivant les puissances des différences x —=,, y —y¥,,
1

z2—z,, §—&, n—mu, L —{, du moins tant que les inégalités (84), (85) et (94)
ont lieu.

Les seconds membres des équations (79) étant des polynomes de TE, ;I et
0 1

des inconnues (I), nous pouvons donc affirmer qu’ils sont certainement dévelop-
pables suivant les puissances des différences r—(r),, *—z,,..., si les conditions
(84), (85) et (g4) sont vérifiées.

Les conditions (84), (85) et (94) entrainent encore les inégalités suivantes:

§ U S § n 5 15
Sl sl sl sl 155] et [0l <gry®
7o 7o Ty 7y T 1 64 %,
(101)
I
Z 'ysl’ =1 _a% ] et is <o o
7o 7y 7o 7 7y Ty 64 7,

dont nous avons besoin pour calculer une limite supérieure des modules des
seconds membres des équations (79).
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Démontrons par exemple la premiére des inégalités (101). Il résulte de (g4)
et (85),
1
§“§1<“1=<=ﬂ9p

d’ou suit, en vertu de (g6), ]§|<§e,, ou encore, d’aprés (g7),

sl 735
’7\73’ < 16 ¢," '

et par suite, en vertu de I’hypothése (8s),

li <15

3 s’
7, 64 x,

Les autres inégalités qui figurent dans la premiére ligne de (1o1) se démontrent
d’une maniére analogue.

Les inégalités de la seconde ligne de (101) résuitent immédiatement des
inégalités (98) et (100), en observant qu’on a, d’aprés (go) et (94),

(r02) 121, 1] et J2) <x,.

Cela posé, en remontant aux définitions (16), (17), (76) des quantités X, Y,
Z, 5, H, 1T, L, on déduit des résultats (g8}, (100), (101), (102) et des conditions
(94), par un caleul trés simple, les inégalités suivantes

m,
3
2%t

(z03) 151, 1H] et py< 2L,
2%,

1 X} 1Y) et JZ)<

| L)< 4,
ou

2
(104) l,=2£’3—(3+(m° +m1))+mz(mo+m1)’ mq +my)
1

17 1] f g mz(
g, My m, (Vrt+o6V x+34%)+ e | K{,

la vitesse ¥V, étant donnée par la formule
(r05) Vi=VEr 97+ 00

Cette quantité V, est certainement finie, ce qui résulte de I’égalité (74) dans le
cas ol (r), > o0, et des résultats du n:o 8 dans le cas ou (r), =o.
Acta mathematica. 36. Imprimé le 9 juillet 1912. 18
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Comme d’ailleurs, d’aprés (84), (88), (89), (94) et (r05),

|r|<xn

2], 14|, |2'] et |7'| <& + Vr (m, + m, + A, %),
(L 0] et 1<V + 7,
lal, 18] et |y| <=+ 3(mg+m)+2 42,
les inégalités (103) entrainent les suivantes
|mg+my+rLi<my+m + 4%,

la+ 2 X], |8 +72Y] et |}’+T2ZI<;{+7%2'+3(mo+m1)+2‘4111r

| Xrr'+ La'|, | Yrr' + Ly'| et |Zrr' + L2'|< (l, + 2%’)[10'+ Vi (my + my, + 4,2,)],
1

[7&], |rof| et |rl| < (V,+%),

— M
IrE|, |rH| et |rH|<2_‘l-

En remontant au systéme (79), on en conclut que les quantités qui, dans le cas

! ! !
que nous considérons ici, correspondent aux quotients g1, 92, .., 9» gy théo-

Q. ¢, Q'

réme du n:o 4, sont plus grandes que la plus petite des quantités

% | k , 4
2[k + Vo, (mg + m, + A,2)] Mot mi+ Ao

% 1 2u, % T

(ot Z2) (B 4 Vi lmg ] 20 A
1

f
. i . T .
Pour simplifier, nous donnerons 4 7' une valeur telle que - soit plus grand
1

que les autres quotients, et nous choisirons pour k', ' et x les valeurs

(106) K= Vie,(mg ¥ m, ¥ Aym), # =1 Y i=mm o+ A
1

Les expressions ci-dessus se présentent alors sous la forme
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Vi, (mg +m, + A, 2)  Va,(my, +m, + A, ) Vi (my +m, + A, %)

4(mg + m + A %) m, + m + A %, 7%? b aOng 4+ m) + 34,7,

(107)

an (my + m, + AV{T *

1

2A % +m ’ ::’ M
1 % 2 2V1+*I/_j_l
-1

En désignant par ', la plus petite de ces quantités, le théoréme de CaucnyY
cité au n:o 4 nous permet dés lors d’affirmer:

1) que, dans la solution des équations (79) qui se déduit de la solution donnée
des équations (1), les tnconnues (I) ou plus généralement les quantités (K) sont
développables en séries suivant les puissances crotssantes de u— u;

2) que ces séries convergent tant que
(108) '%_ull<Q,Zv

3) que les inégalités (94) auront liew tant que u vérifie U'inégalité (108).

VIL.
Définition d’une continuation réelle du mouvement aprés un choe.

15. Considérons maintenant plus en détail le cas déja traité au n:o 8, ou
I'une des distances tend vers zéro et ou 'on a

lim R=R,,

tnafy

R, étant une quantité positive. En supposant toujours que ce soit la distance
r =1, qui tend vers zéro, on aura, d’aprés (21 bis),

R,
“=vi
et en posant

R,
14Vh

les inégalités (84) et (85) auront lieu, de sorte que nous nous trouvons dans le
cas traité aux n:os 13 et 14. En vertu des résultats obtenus plus haut, les in-
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connues (I) seront donc développables en séries suivant les puissances de (u—u,).
A l'aide des égalités (91), (92), (93), et en observant que

(roly = (1)), =015

on calcule sans peine les premiers termes de ces séries; on trouve ainsi:

m, + m M(m, + m
§=§l+_.°T__1§!l(u_ul)3+...’ §’=§'1‘——‘(€°e_s*l')§l(u_ul)s+""
1
m, + . M(m,+m
n=1,+ ,;E)ﬂnv‘(u_ul)s+.,.’ ,Il=,71_____(_,6_°&3.__1_),h(u_u1)3+...,
e M m
§=§1+@%—m1§',(u-—u1)3+-", ér_;,vvl____._(ﬁgot_l)g‘(u__ul)a_*_,.,,
()
a=¢xl+..., ﬂ=ﬂ1+’ yzyl+’
(109)
="i'£ﬂ¢(u_u‘),+m’ ' =(my +m)pu—u)+-,
m, +m, . '
y=—_2_ x(u—u)+--, y' = (mg+my) x(u—un)+-,
z=ﬂ:ﬁlw(u_ul),+“" Z=(m, + m)YPlu—u)+--,
mn+m, 3 '
r=——2——(u—ul) t+e r'=(m,+my) (u—u)+--,
(110) t_tl="ﬁ_g."’ﬂ(u_ul)s+...’

tous les coefficients ayant des valeurs réelles. Ces séries convergent tant que %
vérifie 'inégalité (108).

De la derniére équation on peut tirer x« — u, sous forme d’une série suivant
les puissances entidres et positives de (¢—¢,)}, et, en substituant cette série au
lien de u—wu, dans les formules (rog), on trouve que les quantités &, », [,...
sont aussi toutes développables suivant les puissances entiéres et positives de
(t—¢)¥, du moins tant que |¢—¢,| reste plus petit qu’une certaine quantité po-
sitive €. Les quantités u, &, »,..., considérées comme fonctions de ¢, admettent
donc t=1¢, comme un point singulier algébrique autour duquel se permutent
circulairement trois branches de chacune de ces fonctions.

Par les séries ainsi obtenues nous pouvons, en particulier, calculer les valeurs
des quantités r, z, y,... dans le mouvement considéré pour chaque valeur réelle

1

de ¢ comprise dans l'intervalle de ¢, — ¢ & ¢,.
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Mais ces mémes séries nous permettront encore de définir une continuation
du mouvement de nos corps aprés le choc. La seule continuation réelle s’obtient

évidemment en choisissant la détermination réelle et positive de (t—¢,)3. La
valeur de cette expression étant réelle et négative pour les orbites primitives,
on voit done que, pour passer de celles-ci aux nouveHes orbites, il fandra faire
décrire & la variable complexe ¢ un chemin tournant autour du point ¢, de telle
maniére que largument de t—¢, augmente ou diminue de 3. D’ailleurs, si
l'on prend pour variable » au lieu de ¢, les nouvelles orbites seront évidemment
représentées par les développements (109) en y faisant v —u, > o.

D’aprés le principe du prolongement analytique, les coordonnées des corps
vérifieront encore pour ¢>¢, les équations différentielles du mouvement et leurs
intégrales premiéres, de sorte que la constante des forces vives et celles des aires
garderont les valeurs qu’elles avaient avant le choc. De méme, I’égalité (15)
restera constamment vérifiée, et comme, d’aprés (109), la quantité r est positive
aprés le choe, on voit qu’elle représentera toujours la distance P, P,.

%, ; tendent vers
les mémes limites ¢, x, ¥ (qu’on peut supposer différentes de zéro, en orientant
convenablement les axes des coordonnées) lorsque ¢ tend vers ¢,, soit en croissant,
soit en décroissant. On voit donc que les orbites des corps P, et P, présenteront
chacune un point de rebroussement au point ou ces corps viennent se choquer.
Au contraire I'orbite du corps P, restera continue dans le voisinage de I'instant

t, du choc. Les orbites que décrivent ainsi les corps aprés le choc se rattachent

Il résulte des développements (10g) que les rapports :;:

du reste d’une fagon continue aux orbites qu’on obtient en faisant varier d’une
facon continue les valeurs initiales des coordonnées et des composantes des vi-
tesses de ces corps de fagon & faire passer les corps tout prés les uns des autres
sans se heurter.

Il va sans dire que, lorsque nous parlons de la continuation du mouvement
aprés un choc, nous supposons qu’il s’agisse de corps idéaux qui se réduisent a
des points matériels, sans quoi, dans le voisinage de I'instant ¢,, d’autres forces
que leur attraction mutuelle entreraient en jeu.

16. Puisque les coordonnées de nos points idéaux vérifient encore pour
t>1, les équations (1)--(5), les résultats obtenus plus haut resteront vrais aussi
pour le mouvement aprés le choc, qui, en particulier, ne cessera d’étre re-
gulier que lorsque survient un nouveau choc. Supposons que ceci ait lieu a I'in-
stant {,; nous nous proposons de chercher une limite inférieure de I'intervalle
t—1,.
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D’aprés le théoréme démontré au n:o 14, les inégalités (94) auront lieu
tant que |u—u,|<@Q',, et, comme les inégalités (84), (85) et (94) entrainent les
inégalités (98) et (roo), il s’ensuit que les distances r, et r, sont >o quand
Ju—u,]<Q,. Si un choc a lieu aprés l'instant ¢, durant que [u—u,|<@';, ce
sera par suite la distance » qui deviendra nulle.

Faisons croitre u par des valeurs réelles a partir de la valeur u,; il suit
des deux premiéres des équations (79) que r et r', partant tous les deux de la
valeur o, iront constamment en croissant, du moins tant que m, + m, + rL >o.
Mais, selon (103), on a |L|<4, tant que les égalités (94) sont vérifiées, ce qui

. I . . s
a lieu par exemple quand u-—u, < ;Q’Z. Pour les valeurs de r satisfaizant a

I'inégalité

nous aurons donc

I
%(mo+m1)>mo+m1+"L>;(mo+m1)y

du moins tant que u—u, < 2 Q',. Des équations

!
glu=mo+m,+rL,
dr _ at _,
duv ° du

on tire alors successivement les inégalités

‘;i(mo +m)(u—u)>r >§(mo + m,) (u—u,),
(x11) %(mo + m,) (u—ul)’>r>i(m. + m,) (v —u,)?,
(112) t—t,> EI?; (mq + m,) (u— )%,
qui sont valables tant qu’on a simultanément

I
r<i, et u—mu, =< ;Q’,.
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On aura a distinguer deux cas, suivant que 'une ou I’autre de ces inégalités
cesse la premiére d’8tre vérifiée quand u croit depuis w,.

Premier cas: o<r<4i, quand o<u—u, <

L¢,. Lintervalle t,—t, étant
2 2

. . . \ I
certainement plus grand que l’accroissement de ¢ lorsque u croit de v, & u, + 2 @,

on conclut de I'inégalité (112) que

I

t2_t1>96

(mo +m,) @3,

Second cas: r=14, pour u—u, =0 (; 2 Q’z) , tandis que o<r <4, pour
o<u—u,<g.
En mettant r =4, et u—u, = ¢ dans P'inégalité (111), on trouve

4 Ay

0> —— =
3 (mo +my)

ou, en substituant & 1, sa valeur,

U’ > i .

34

La valeur de ¢ pour u = u, + ¢ satisfera par conséquent, d’aprés (112), & I'iné-
galité

m, + m, 2

t=t> 18 4, 3 A

qui sera & plus forte raison vérifiée pour {=t,.
En résumé nous pouvons affirmer que lintervalle de temps entre les deux
chocs considérés est supérieur & la plus petite des quantités

Mo + My 2.
18 4, 34

m, +m
(x13) T

On aurait des résultats analogues si c’était la distance r, ou la distance r,
qui s’annule quand ¢ tend vers ¢,.

17. Lorsqu’on fait croitre ¢ au dela de la valeur ¢,, le mouvement que nous
venons de définir au n:o 15 ou restera constamment régulier, ou bien cessera
d’étre régulier lorsque ¢ tend vers une certaine valeur finie ¢{,. Comme au n:o 7
on démontre que, dans ce dernier cas, ou les trois corps se choquent tous en un
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wéme point de 'espace & I'instant ¢,, ou bien deux des corps se choquent tandis
que leurs distances au troisiéme tendent vers une limite supérieure & zéro. Si
Pon suppose que la quantité R tend vers une valeur positive R, quand ¢ tend
vers #,, c’est ce dernier cas qui aura lieu, et, en procédant comme aux n:os 11—1s5,
on pourra alors définir une continuation réelle du mouvement des trois corps
idéaux au dela de Uinstant {, qui constitue un vrai prolongement analytique de
celui que nous avions défini pour ¢, <¢<¢,, et par suite aussi du mouvement
primitif.

On pourra ainsi continuer le mouvement aprés chaque nouveau choc, a
condition que la quantité B ne s’annule pas.

Dés lors, deux cas sont a priori possibles: ou bien le procédé décrit ci-dessus
permet de définir de proche en proche le mouvement pour toutes les valeurs det;
ou bien les valeurs ¢ pour lesquelles on peut définir le mouvement par notre

procédé admettent une limite supérieure finie t. Nous allons chercher la con-
dition pour que cette derniére circonstance puisse se présenter.

Il est d’abord clair que nous ne pouvons pas continuer le mouvement aprés

un instant ¢ auquel les trois corps se choquent tous en un méme point. Dans
ce cas, on a

(114) lim R=o,

tmt
et il résulte du raisonnement des n:os 6 et 7 qu’il existe une quantité positive

d telle que la dérivée %—? est constamment négative dans Vintervalle de t—da¢t.

Mais la circonstance en question pourrait se réaliser encore d’une autre
maniére. Supposons, en effet, qu’il se produise une infinité de chocs successifs
deux & deux entre les trois corps, et que les valeurs correspondantes

£ by Byyeres byyenn
de la variable ¢ tendent vers la limite finie ¢:

(x15) lim ¢, =1.
Il est évident que notre procédé de continuation ne nous permet pas de

dépasser Vinstant t. Nous allons voir que I'égalité (114) a lieu aussi dans ce cas;
et qu’elle constitue ainsi la condition cherchée.
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18. Supposons donc qu’on ait 1'égalité (115), ¢ étant fini. Le mouvement
cesse nécessairement d’&tre régulier pour ¢t =¢. Il s’ensuit d’abord que la plus

petite des distances r,, r,, r, tend vers zéro quand ¢ tend vers t, ce qu'on démontre
par un raisonnement identique & celui du n:0 6. Comme dans ce numéro, on

tR® is
P est positive et,

2 — -
par suite, la dérivée c_i‘_g_ croissante dans un certain intervalle t—d, <{< ¢, d’ou

il suit encore que la quantité R? variera constamment dans le méme sens pour

en conclut successivement que U — K >o0, que la dérivée

t—Jd<t<t, si d est suffisamment petit, et qu'elle tendra par conséquent vers
une limite déterminée, positive ou nulle, lorsque ¢ tend vers £.1

Si nous démontrons que cette limite de R ne peut étre positive, nous aurons
établi que I’hypotése (1r5) entraine comme conséquence l'égalité (114), et, en

méme temps, que est négative dans Uintervalle de t —J o ¢.

dt
Admettons un moment qu’on ait
lim B >o.
t=T
En raisonnant mot 4 mot comme au n:o 7 (4 cela prés qu’on remplace ¢, par t),

on démontre gu'une seule et méme distance tend vers zéro quand t tend vers t,
tandis que les deux autres tendent vers la méme limite positive.

Admettons encore, pour fixer les notations, que ce soit la distance r=r,
qui tend vers zéro, de sorte qu’on aura

(116) lim r=o0
tmt
et
(117) lim 7, =lim r, = lim ¢ > ,
t=1 t=? t=t

k désignant une constante positive. Il g’ensuit qu’il existe une quantité positive

! Il faut observer que, dans le mouvement de nos corps idéaux que nous avons défini

pour ¢<t¢, les coordonnées de ces corps, et par suite aussi leurs distances et la quantité B

=299 dr + 2kp Z—‘: reste continue

sont des fonctions continues de ¢. De plus la dérivée dE at

2
dt

- . . . R . P .
ausgi au voisinage d'un choc. Le fait que la dérivée seconde — ;- devient infinie aux instants

at
de choc n’a alors aucune influence sur le raisonnement du texte.

Acta mathematica. 36. Imprimé le 9 juillet 1912, 19
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b telle que les inégalités (50) ont lieu tant que ¢ reste dans un certain intervalle

t—Jd<t<t. Comme au n:o 8, on en conclut que

dk d®y a2y M
dt2|’ ‘52 et "dt?|<b2

dans cet intervalle, et que &', 1/, L', &, 71,0, o' et ¢ tendent vers des limites finies

et déterminées quand ¢ tend vers ¢, La vitesse
V=VE&y TR A

tendant donc aussi vers une limite finie et déterminée quand ¢ tend vers ¢, on

pourra trouver une constante V telle qu’on ait
V<V pour t—d'<t<t,

d' désignant une constante positive convenablement choisie.

D’autre part, d’aprés les relations (116) et (117), on peut trouver une quan-
tité positive #, telle que

r<%‘ et o> 14%,

tant que ¢ vérifie U'inégalité
1—-d'<t<t,

d" désignant une constante positive. Soit d la plus petite des quantités J' et 9"
et désignons pour un moment par {, 'instant d’un choc quelconque qui a lieu

entre t—3d et ¢{. En adoptant les notations des n:os 13 et suivants, il est des
lors évident que les inégalités (84) et (85) seront vérifiés et que la quantité V,
[voir la formule (105)] satisfera & Iinégalité

V.<V.

En écrivant dans les expressions (104) et (107) V au lieu de V,, on obtiendra

une valeur 1, de 4, et une valeur @', de @', qui satisfont aux inégalités

7’1 >lly Q’2<Q,27
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d’olt suivent encore les inégalités

My + My g My + My 5 m,,-{-mll/—; my+m Y/ z
> , Bov T/ 2 ST TS 2
96 & 96 s 18 4, 347 181, 34,

Or les résultats du n:o 16 s’appliquent également a [I'intervalle compris
entre I'instant ¢, considéré ci-dessus et I'instant du premier choc qui a lieu aprés
t,. Cet intervalle est par suite plus grand que la plus petite des quantités (113).
En désignant par ;j la plus petite des quantités

mat g gy ety /T
96 18 2, 32,
nous pouvons donc conclure des derniéres inégalités ci-dessus que Pintervalle de
temps entre deux chocs successifs quelconques qui ont lieu dans l'intervalle de

t—3 a ¢ est supérieur 4 j, de sorte que le nombre de ces chocs sera nécessaire-

ment plus petit que le quotient ? Or cette conclusion est en contradiction avec

la supposition (115). Donec I’hypothése

lim R>o
tait

doit étre rejetée, d’ou cette conclusion:
Si Dégalité (115) a lieu, la condition (114) est nécessairement ausss vérifiée.
En résumant nous pouvons énoncer le théoréme suivant:

Le procédé décrit aux n:os 15 et 17 permet de continuer le mouvement jusqu’a

ce qu'on trouve une valeur t telle que

lim B =o.
te=t

De plus, s'il existe une telle valeur t, on peut déterminer la quantité positive J de

.\ , ., dR . L \ . - .5
mantiére que la dérivée ' soit constamment négative dans U'intervalle de t—0d a ¢t.

Nous verrons dans la suite qu'un tel instant ¢ ne saurait exister que dans
le cas particulier ol les constantes des aires sont nulles toutes les trois.
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VIIIL.

Non-existence d’un instant fini z tel que lim R —o dans le cas ol les con-
test

stantes des aires ne sont pas nulles toutes les trois.

19. Dés maintenant nous écarterons constamment de nos considérations le
cas particulier des trois corps ou les constantes des aires sont nulles toutes les
trois. Nous supposerons donc que la quantité

= M 2 4 ~2 1 a3
(118) f—mvco +¢” +ec
vérifie Pinégalité
(119) [>o0.

Cela. posé, nous démontrerons d’abord le lemme suivant:
Lemme: Soient R' (> o), H' et R" (>0), H" les valeurs que prennent les fonc-
tions R et

dRi\? f2
(120) HzR(d—t) +KR+—R

pour t—=1t et t=1". St la dérivée ‘% ne change pas de signe dans Uintervalle de

t at', on aura

H”iH’ ou H”iH’
sutvant que

R'">R ou R'<R.

D’aprés 'expression (33), la quantité P est supérieure ou égale & la somme
des trois expressions

d dx\®* h
et v + e sy

dz ady\* h
Lpi— 2+ Lor—to,
g(,ax UE)’ b _gpm
Lo —a%)  mee—s
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Mais, & Paide de la premiére des équations (18), on trouve, aprés quelques ré-
ductions,

dy  dn* b B het |, g
Gl =5 e e — g = B (e —ng — G o) + T e,

d dz h , he)\? Me 2
g(d—f m)+‘§(§n“c§)2(g'-3)=( . )

my,m,m, R

et, en faisant usage des deux autres équations (18), on trouve de méme

g( dz dy) hor gy ( Mec, )2
(ydt 2]+l —En)r 2 &

My My My
dx az\? & Me 2
ez Bompr_ erne 3 R
( dt dt) +gﬂ(’§ £8) ;(momlmzR)

de sorte que la somme des trois expressions en question est elle-méme supérieure
ou égale &

( M

H4 l%
" 3 ] A A
mom,mzR) (0 +¢," + ¢,7) R

d’olt résulte enfin qu’on peut écrire

(121) P_IT’+F

la fonction F vérifiant I'inégalité
(122) F >o.
En substituant cette valeur de P dans ’équation (34), on obtient P'égalité

dR\® I

qui, multipliée par %dt et intégrée entre les limites ¢ et ¢, nous donne

e [ri2a,
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ou encore, puisque par hypothése la dérivée %? ne change pas de signe dans

3

P’intervalle de ¢ & ¢,
RII

H”—H’=JFdR,

d’ou résulte immédiatement notre lemme.

20. Supposons maintenant que R tend vers zéro quand ¢ tend vers la

valeur finie t. D’aprés le théoréme énoncé & la fin du n:o 18, il existe alors

une quantité positive J telle que la dérivée %1; soit constamment négative dans

\

Pintervalle de t— 4 & &.

Soit ¢ un instant entre £ —J et ¢ auquel le mouvement est régulier. Comme

a cet instant R et %I; sont finis et R > o, il suit de I’égalité (120) que la fonction

H admet également une valeur finie H' pour t=10.

Soit encore ¢’ une valeur quelconque de ¢ comprise entre ¢' et ¢ et R la

valeur correspondante de R. La dérivée iR étant négative dans l’intervalle de

dt

t a4t on aura

R'< .R',

et par suite, d’aprés le lemme du n:o 19,

H'<H'
Puisque, d’aprés (120),
I
Rﬁ + KR”; H”,
on en conclut que P'inégalité
2
RT! + KR”i H!

ubsiste pour toute valeur #' comprise entre ¢' et ¢.

Cela posé, en faisant tendre &' vers ¢, la quantité R" tendra vers zéro,
d’aprés notre hypothése, et le premier membre de 'inégalité ci-dessus tendra
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donc vers linfini, puisque f2>0. Comme H' est fini, cette inégalité implique
donc une contradiction dés que la valeur ¢ est suffisamment rapprochée de ¢.
Donc I’hypothése admise au début de ce numéro doit étre rejetée, ce qui donne
le théoréme suivant:

Si les constantes des aires me sont pas nulles toutes les trois, la quantité R ne
saurait tendre vers zéro lorsque t tend vers une valeur finie t.

En vertu du théoréme obtenu au n:o 18, il s’ensuit que, st les constantes
des aires me sont pas nulles toutes les trois, la méthode dont mous nous sommes servi
plus haut pour continuer le mouvement de nos corps idéaux aprés un choc ne sera
jamais en défaut, et nous permettra donc de définir leur mouvement pour des valeurs
de t ausst grandes qu’on voudra.

D’aprés ce que nous avons dit au commencement du n:o 6, on voit immé-
diatement que tous les résultats que nous avons obtenus en faisant croitre ¢
depuis #=0 sont encore valables si I'on fait décroitre ¢ depuis ¢t =0 vers — co.
En particulier, nous pouvons continuer le mouvement avant des chocs éventuels,
de sorte que le mouvement des corps sera bien déterminé aussi pour les valeurs
de temps comprise entre o et — oo.

IX.

Détermination d’une limite inférieure de R dans Ie cas ou Ies constantes
des aires me sont pas nulles toutes les trois.

21. Soit maintenant ' une valeur quelconque réelle et finie de t. Comme
nous supposons que les constantes des aires ne sont pas toutes nulles, il résulte
de ce qui précéde que R admet nécessairement pour ¢=1{' une valeur R' qui est

finie et plus grande que zéro, et que la dérivée % admet de méme une valeur

i

.. dR . . .
finie 3 pour t=1, qu’un choc se produise ou non a I'instant . La fonction

H admet donc aussi pour ¢t =# une valeur finie H'.

Cela posé, cherchons comment se comporte la quantité B dans le voisinage
de I’instant ¢'.
Si R n’a pas un minimum pour {={¢, on trouvera certainement, avant ou

aprés #, un instant ¢' tel que la dérivée (%E conserve le méme signe et que R

soit inférieur & R' dans lintervalle de ¢' & ¢". D’aprés le lemme du n:o 19, on
aura alors
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H'<H
ou
R (%%”)'Jr KR+ bo<m,
d’out suit
S <H—KR'<H+|K|R
ou bien
(123) R’ .

SHTIRIE

Faisons varier #' de maniére que la valeur absolue de t' —¢' augmente.

L’inégalité (123) restera valable jusqu'a ce que ¢’ passe par une valeur, soit ¢,
ou At change de signe. R admet alors un minimum pour ¢{=1{ et augmentera

lorsque }|#'—#] continue & croitre. L’inégalité (123) sera par suite vraie aussi
& 3 P
pour |¢'—¢'|>|t—¢]| tant que R croit avec |t'—1¢'|, c'est & dire du moins jus-

gu’au moment ol R passe par un maximum.
!

Si R' est précisément une valeur minima de R, de sorte que i

=0,
I'égalité

h 2 2
H’=R’(%‘Z—:~) + KR+ B
nous donne
R'>“_2___.
=H +|K|R

On aura donc encore P'inégalité (123), du moins jusqu’au moment ou R passe
par un maximum. On est ainsi conduit & ce

Théoréme: Si les constantes des aires ne sont pas nulles toutes les trois, on a

12
(x24) B2 i ki®

dans chaque intervalle de temps qui comprend t' et o R n’admel pas de maximum,
sauf peut-étre pour t=1=.
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Si K <o, I'équation (23) montre que la dérivée %itii n’est jamais négative,
d’ol T'on conclut que R n’a pas de maximum. On sait d’ailleurs que, dans ce
cas, R tend vers l'infini quand ¢ tend vers + o ou vers — o, et notre théoréme
donne par suite une limite inférieure de R qui reste valable pour tous les
temps. Il en est de méme lorsque K >o, pourvu que R ne présente pas de
maximum pour les valeurs finies de ¢{. Pour déterminer la limite en question,
nous pouvons faire par exemple t' = o, et notre résultat peut alors se résumer

comme il suit:
o]

Théoréme: En désignant par R° el d£ les valeurs de R et %—1; pour t=o,

on aura toujours

I o
B2 — g

'=(Ro = +

si K<o, et
PR

R 2
)+zKR"+ﬂ

g (Ro dRO
dt

8t K>o0 et st R ne présente pas de maximum pour des valeurs finies de t.

Nous ferons voir dans les numéros suivants que, dans le cas o K >o0 et
ot R admet du moins un maximum pour une valeur finie du temps, on peut
encore trouver une limite inférieure de R valable pour tous les temps et qui ne
dépend que de f et K.

22, Considérons donc le cas ou
(125) K>o

et admettons que R passe par un maximum R' pour ¢=1¢, de sorte qu'on aura

dR'
(126) —dT =0
et par suite
g—gr+L.
RI

Ata mathematica. 36. Tmprimé le 11 juillet 1912, 20
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Comme R' est un maximum, il existe certainement dans le voisinage de '
un instant ¢’ tel que la dérivée %? ne change pas de signe et que R < R' dans

Pintervalle de ¢ & ¢'. D’aprés le lemme du n:o 19 on aura alors

1" Ms 1" L’_ 1 _/i
R(m)+KR4jW;KR+H,

d’ot il suit successivement

K(R—B)2P g — )

f’
K> 5=, KR*>ft,

=R
e{; enfin
2 —
%qu/K.
On aura donc
H<{VK+ KR,

et, en faisant usage du premier théoréme du numéro précédent, on en conclut
que linégalité
(x27) R A

12 > ————————

“ fVE+ KR
a liew depuis le maximum de R qui précéde immédiatement le maximum R' jusqu’au
premier maximum que le suit.

Cette limite inférieure de R deviendrait de plus en plus petite si, / tendant

vers — o ou vers -+ o, on rencontrait des maxima R' de plus en plus grands.

Nous verrons cependant qu’on peut trouver une limite positive fize qui reste
valable quelque grand que soit le maximum considéré R'.

23. Remarquons d’abord que, en vertu de I'égalité (1g), on a toujours

2U~K>o
ou bien
I 1 I K
>,
Mty mr, mr,—2M
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d’oi l'on tire, en désignant comme plus haut par r, la plus petite des di-
stances r;,

ou encore
™m=<q,
en posant
2 M [1 1 1
x28) 0= (et )

En général, le mouvement se passe de telle sorte que tantot l'une tantot
lautre des trois distances r; est la plus petite. Mais, puisque les »; sont des
fonctions continues du temps, il est évident que chaque fois qu’une certaine
distance cesse d’étre la plus petite, elle deviendra égale a une autre distance,

de sorte qu’elles seront toutes les deux < g¢. La troisiéme distance étant alors
<2gq, on voit donc que, au moment considéré, toutes les distances sont < g Vs

(limite trop élevée mais choisie de maniére & simplifier les formules), et que

par suite
R <R,

ou R, désigne la racine positive de I’équation

Jppe IS S A B
(x29) Bl=59 (m.,+m1+m,)

Nous pouvons en conclure que, dans un intervalle de temps ot R > R,, une seule
et méme distance reste constamment < gq.

24. Considérons le mouvement pendant un intervalle de temps ot I'inégalité
(130) R>R,

est constamment vérifice, et admettons, ce qui ne restreint pas la généralité,
que ce soit la distance r, qui, dans cet intervalle, reste inférieure & ¢. En em-
ployant les coordonnées et les notations des n:os 2 et 3, nous aurons alors

(131) r<gq.

Avant d’aller plus loin nous voulons déduire de (130) et (131) quelques

autres inégalités dont nous aurons besoin, et fixer une certaine valeur R, de la
quantité R qui jouera un role important dans la suite.
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A cet effet, nous déterminerons d’abord une constante positive ¢ par la
condition

(129 bis) R!=(g +a'h) g,

g et h étant définis par les égalités (10). En rapprochant cette égalité de ’égalité
(129), on trouve pour ¢' I'expression

4mym, m,® + mym, + m,*?
132 o= s
(x32) AT mlma ) T (g )
d’ou
(133) 0>2.

Nous aurons alors, d’aprés les formules (21 bis), (130), (129 bis) et (131),

(134) e>0q,

d’ou il suit, selon (131),
(x35) r<d,

et, comme 7, >¢—r, r,>0—r, on en conclut pour r, et r, les inégalités

o—1I

Yo > p

e>(—1)g,
(136)
n>"—2¢>(@—1)q.
De méme, I'équation (21 bis), qui peut s’écrire
ho'=R*—gr,
nous donne pour ¢ l'inégalité

R
< —
(137) es

et d’autre part, en remarquant qu’on a, d’aprés (129 bis), (130) et (z31),

gR' . gR
g+o'h=g+a'h

gri<gg’=

I’inégalité
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R
8
(138) e>eim

b

ou la constante

.l / 2
(139) e = __a_hm
g+oth

est plus petite que 1.

Cela posé, nous allons définir la constante R, par I'égalité

(140) R,

2

_ B
T e

d’ott il résulte que R, > R,.
En désignant par ¢,, g, les valeurs de ¢ correspondant respectivement aux

valeurs R, et B, de R, on aura alors, d’aprés (137) et (138),

et par suite ¢, > g, On en conclut que tout intervalle de temps dans lequel R dé-
croit de R, & R,, renferme un instant t oi Vinégalité

de
c‘l—t— <o
est vérifiée.
R, o,... désignant les valeurs que prennent R, g, ... pour un tel instant

t, on aura dés lors, d’aprés les inégalités démontrées ci-dessus,

dé
(141) a1 <0
(142) R,<R<R,,
R, - R
L < =L,
(143) 7 L7

25. Les équations différentielles du mouvement restant invariables lorsqu’on
change ¢ en —1 ainsi que le signe de toutes les dérivées premiéres, on voit aisé-
ment que les limites inférieures indépendantes de ¢ qu’on trouve pour R aprés
un maximum seront aussi valables avant ce méme maximum.
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Etudions donc les valeurs de R aprés un moment ¢’ ot R passe par un
maximum R'. Pour la démonstration il nous sera nécessaire de diviser les maxima
en trois classes, suivant la grandeur du maximum R' et celle du minimum R"
qui le suit immédiatement.

A la premiére classe nous rapporterons les maxima qui vérifient la con-
dition

R < R,.

D’aprés le résultat du n:o 22, on aura

II
.R = =
>/VK+2KR0

depuis l'instant ¢ ol R passe par un tel maximum jusqu’au premier maximum
qui le suit.
La seconde classe comprendra les maxima pour lesquels

R >R, et R'>R,.
D’aprés la définition méme, on aura dans ce cas
R > R,

depuis 'instant ¢ jusqu’au premier maximum de R qui se présente aprés .

Enfin, les maxima de la troisidéme classe satisfont aux inégalités
R'>E, et R'<R,.
Ils seront étudiés de plus prds dans la suite.

26. Considérons donc un maximum de cette troisiéme classe. R diminuera
constamment de R'(> R,) jusqu’a une valeur de R inférieure 34 R,. Nous sup-
poserons de plus que c’est la distance r, qui est petite quand R > R,. D’aprés
ce que nous avons trouvé a la fin du n:o z4, il existe alors un moment ¢ (> ¢
ol ont lieu les inégalités (141), (142) et (143).

Pour trouver une limite inférieure de R, nous allons chercher une limite

supérieure de la fonction H pour t=t. Pour cela il nous faut connaitre une

telle limite pour la valeur absolue de la dérivée d ou bien, puisque

dE
dt’
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(144) R = —=gr=

des limites supérieures pour les expressions

ar
Tdt
dax\? dz dr\?
(E?> *(dt) + (dt) >(¢ﬁ)
et

() i)« &)+ (&) = &)

on tire de (1g) I'inégalité

Vu les inégalités

(146) (Z:) +h(g§)’;2U—K.

Mais on a pour R > R,, en vertu des inégalités (133) et (136),

I I

oM 2M 2 M (_I_ I) r*n—o+1—n—, K <K

mory, myr, (6—1I)q\m, m, I, I, I06—I

m,  my m
et par suite, selon la définition de U,

'ZM

>
m,r

2U—K<

de sorte que linégalité (146) peut s’éerire

o ol <

9\d myr
On en tire
<k
4 gm,r
et par suite
—dr| _ l/zM;
dt gm,

159
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—dr ]/2Mq
dt < gm,

(147) lr

et enfin

Y

27. 11 nous reste & chercher une limite supérieure de

gdtl A cet effet
différentions 'équation (22) deux fois par rapport & ¢, ce qui nous donne

die  [de\*_ @&  d'ny a*l (dn dC)

dt’+(dt) ?i?f+'7dt'+5dt*+(d)+dt)+ ’
et par suite, d’aprés (145),

d e 2§ d d*y

dar
eap 25 gpn T gp

i
ou encore, au moyen de (17),

d2
(148) egt—f;-—M(

i g~tt(x§+y1]+z§) u g’+l(x§+yn+z§))_

ro? o rl’ 7y
Mais on a, d’aprés (13),
rf=g +utrt—2u(xf+yy+2L),
d’o suit
rd =[ —u@E +yn+ 2D + (e — (x5 +yy +20)7,

ou encore, puisque |z& +yn +z2L}<ro,

ero 2|t —u(@E +yy+20)|.
De T’équation (14) on tire d’une maniére analogue
rnzle*+ i@ +yy+20)l

En vertu des deux derniéres inégalités, on conclut de (148)

o, ar(* !_l)
dt22 M(r.,'+r1’,

ou encore, selon (136),
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do C
(149) d—tg + E i o,
avec
Mot
(150) C=G—mp

Pour aller plus loin nous devons considérer séparément:

1) le cas ou Z—f<o durant que ¢ croit de t' & ¢;

2) le cas ol il existe un instant ¢ entre ¢ et ¢, tel quon ait g—f—_—o pour

t=1" et % <o entre £ et t.

Dans le premier cas nous aurons, d’aprés (149), pour les valeurs ¢ comprises

entre ' et ¢

U

3 C
(151) 25T+ G <o,

d’ou il suit, en intégrant entre les limites ¢ et ¢,

d(;)’< (d()’)’ 2C 20C
I < () 2222,
(dt =\dt 0 ¢
ou encore

de\? _ [d¢\*, 2C
(152) la) = (&) +=

Y

Dans le second cas l'inégalité (151) a lien de t" & ¢; en intégrant entre ces

limites, on trouve (g%) étant nul pour t=t”‘)

o\ 2
(g <2C_zC,
0

d’ou Pon voit que I'inégalité (152) est vraie aussi dans ce second cas.

oF f
! Dans ce numéro nous désignerons exceptionnellement par ¢, %, o et % les valeurs de
dr

7, a P et ((ll'—‘t’ pour t=1¢.

Acta mathematica. 36. Imprimé le 15 juillet 1912. 21
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ne
Calculons maintenant une limite supérieure de (%) ; R étant par hypothése

maximum pour {=1¢, on doit avoir < o pour t=1¢, ou bien, d’aprés (23),

e
U<K,

U' désignant la valeur de U pour ¢t=¢. L’inégalité (146) nous donne par con-
séquent

TR

!

iy — o on trouve d’autre part, en différentiant '’équation

Puisque nous avons

(21 bis),

ar' ,

- =0.

De ces deux relations on tire

ou encore, d’aprés (131) et (143),

do'\* _Kgq* _Kgq®
(dt) < =

d’on il suit

et enfin, d’aprds (143),

53 28] /53 2R
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28. En vertu des inégalités (147) et (153), équation (144) nous donne

IR%I< ‘l/zJqu +1/Kgq’+ 2CR,AVh,

d’ott il suit

— -—’ B h
7o (@) <4MI9 L ggar 4 JCR,AVE,

di m,

ou encore, d’aprés (142),

— @2 I 4Mgq ; _ _
R(dt) <Ro(—~—mz +2Kgq +4CRAVE).

En remontant maintenant & I'expression (1zo) de la fonction H, on en con-
clut, d’aprés (142), que

H+ KR<S,,
ou

5’2:_1, M+/2+2Kgq9+4CﬁthE +2KR0,
R,\ m,

et, en faisant usage du théoréme établi au n:o 21, nous arrivons donc a ce ré-
sultat que I'inégalité
R !
> PR
S,
a lieu depuis #' jusqu’au moment ot R passe de nouveau par un maximum.
s o .
On voit immédiatement que R, > g En tenant compte des limites de R
2
indiquées au n:o 25 pour les cas ou le maximum considéré R' appartient & la
premiére ou & la deuxidme classe, on trouve donc que l'inégalité

R I
T

subsiste depuis la valeur ¢ jusqu’au premier maximum apreés t, et cela quelle
que soit la classe du maximum considéré R'.

Pour plus de commodité, nous substituerons a cette limite de R une autre
ol les masses m,, m,, m, figurent d'une maniére symétrique. Désignons comme
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plus haut par m la plus petite de ces masses. En ayant égard aux définitions
des diverses quantités, on trouve successivement les inégalités suivantes

18 6M 5 R, ]/115
Tfiq—Km 3 ﬂiq; m’

1 _Ky/M 6M7/15
Roéa 5’ BegmV

I I I
i,_]/m_]/ 5oy * 7+ Ve
B,V eth ERMENNE g R AT R s
4 m, m; m, My My (Mg + M)

= ISAI 3 !
R, <Km pont C<4 M,

d’olt on tire aisément

S<(8M IK)]/M+ (8V10+15W)%,

et par suite
f2 m! f?

— >
S + VK (8M+f—2—§r’"’2)]/ﬁ;+z(81/m+ 15V3) M Vm + fVEm?

, . M g .
ou encore, en remplagant au dénominateur m par 3 et en simplifiant les coeffi-
cients numériques,

f2 f? ,,n?.

S +{VE~ 64+ LIVEM + L feKMMVM
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En posant enfin

' fm L ¢

S= —

(154) . (8 +E—fVKM) MVM
32

nous arrivons donc 3 ce résultat que Uinégalité B> S a certainement lieu depuis
le maxvmum qui précéde Uinstant U jusqu’aw premier maximum qui le suil.

En considérant les maxima de la troisiéme classe, nous avions supposé que
c’est la distance 7, qui reste inférieure & ¢ pour R > R, (cf. le commencement du
n:io z4). Cependant, comme la limite S est symétrique par rapport aux trois
masses m,, m,, m,, il est évident que le résultat que nous venons d’obtenir reste
vrai aussi dans les cas ou l'on a r,<gq ou r,<gq pour BR>R,. En somme on
aura donc R > 8 dans l'intervalle de temps compris entre deux maxima successifs
quelconques. En observant encore que R ne saurait avoir quun nombre limité
de maxima dans un intervalle fini de temps, et, d’autre part que, si la suite des
maxima de R est limitée dans le sens des valeurs croissantes ou décroissantes de
t, on aura, d’aprés ce qui précéde, R > S dans l'espace de temps infini qui suit
le dernier ou précéde le premier maximum de R, on arrive done & ce résultat
que, dans le cas ot U'on @ K>o et f>o0 Dinégalité B> S subsiste pour toutes
les wvaleurs de t, pourvu que R admette du moins un maximum pour une valeur
' finde de t.

Ce résultat et le dernier théoréme du n:o 21 nous donnent en résumé cet
important

Théoréme: S¢ les constantes des aires ne sont pas nulles toutes les trois, on
aura toujours!

R>1L,
o L désigne la quantité
i

SR
() +1

st K <o, et, st K>o, la plus petite des quantités

S et

PR
) ’
i

! Cette quantité L ne doit pas étre confondue avec la quantité définie par 1'égalité (76).
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dont la premitre est définie par Uégalité (154).
On suppose bien entendu qu’on continue le mouvement aprés chaque choc
comme il a été dit plus haut.

X.

Détermination d’une limite inférieure des rayons de convergence des
développements suivant les puissances de u —u,.

29. Le dernier théoréme ci-dessus entraine comme conséquence le

Théoréme: Si f> o0, les deux plus grandes des distances r,, ry, 7, restent con-
stamment supérieures ¢ la quantité

(155) l=§VﬁL.

En effet, il suit de (21) que

Rg < ro? + r‘ﬁ + ,,.22.

Si le théoréme en question n’était pas vrai, deux au moins des distances 7,, 7y,
r, admettraient & un certain instant des valeurs plus petites que I ou égales al,
et la troisiéme distance, étant au plus égale & la somme des deux premiéres,
serait par suite au plus égale & 21, de sorte qu’on aurait

= - ’

m =m 3

rP+rl+nt 68 2.,

ou encore, d’aprés 'inégalité ci-dessus,
Re<?pe,
=3

ce qui est en contradiction avec le théoréme du numéro précédent.

Arrivé & ce point, nous allons fixer d’'une maniére convenable la constante
#, du n:o 13 et la constante » du n:o s.

D’aprés les conditions (84) et (8s), 7, et r, sont les deux plus grandes des
distances et, par suite, supérieures & I. En observant que ¢>r,—reto>r,—r,
on en conclut que

0> 14%
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tant que
r< ﬂ!
2
si 'on détermine », par I'égalité
2 2
(156) xlc’z‘él=’8—7‘mL,

L désignant la quantité définie & la fin du n:o 28.

Nous fixerons dés maintenant la valeur de x, par cette formule (en supposant
toujours f> o). L’inégalité (84) entraine alors comme conséquence I'inégalité (8s),
de sorte que nous pourrons désormais remplacer les conditions simultanées (84)
et (835) par la seule condition (84), sans rien changer & la validité de nos ré-
sultats.

Afin que les conditions (37) et (84) s’excluent I'une I’autre, nous fixerons la
valeur de » par Uégalité

(157) %=2‘8='—'

30. Considérons un instant ¢, tel que, ¢ tendant vers ¢,, la distance r=r,
tende vers une limite inférieure & %‘, de fagon que nous aurons l'inégalité (84).

Nous avons montré que le mouvement de nos corps est représenté par certains
développements suivant les puissances entidres d’une variable auxiliaire u— u,,
et que ces développements sont certainement convergents pour les valeurs de u
qui vérifient I'inégalité (108). En tenant compte de la signification de @', et de
ce que la distance ¢, est plus grande que la longueur 14%,, on en conclut que
les rayons de convergence des dits développements restent supérieurs & une quan-
tité positive tant que la vitesse V, reste au dessous d’une limite finie, ce qui a
lieu dans chaque intervalle fini de temps. Mais si, lorsque ¢ croit ou décroit
infiniment, la vitesse du corps P,,

V= VB

pouvait prendre des valeurs de plus en plus grandes, il pourrait en étre de méme
de V,, et les rayons de convergence en question pourraient, par le temps, de-
venir aussi petits qu’on voudra. D’aprés (1g), cette éventualité ne peut avoir
lieu que si (r), prend des valeurs de plus en plus petites quand ¢ tend vers — o
ou vers +. Nous démontrerons cependant dans ce numéro que cette éven-
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tualité n’est pas & craindre, et que la vitesse V reste constamment au dessous d’une
.. . . *®
limite finie quand r < ;’

Supposons done que r soit la plus petite distance, d’ou résulte que r, et r,
sont plus grands que I. En posant

=m2 (mﬂ + ml) moml mZ

(158) A 21 4 M

K1,

on peut alors tirer de I'intégrale (19) les inégalités

(159) V'<zg(@§@1+z,4
et
(160) r% ; r% et rd—j <Vahr(mym,+ 2 Ar).

Il résulte de l'inégalité (159) que Y'on aura
r<n';~1 tant que V> D,

ol D désigne 'expression

m, m,

(161) D=4g( +A),

“

et, en vertu de (159) et (160), on en conclut ce résultat:
Les inégalités

4,

(162) r<2

(163) rV< Vgxl(moml + A=),

(164) r%, r%it/ et rgi:|<l/hx,(mo’m,+,4x‘)

ont toujours liew tant que V:> D,
En faisant usage des inégalités (164), on tire d’ailleurs des équations (18)

[§7 —98'|< 4, [nT' —5y/|<B, [{§—&5|<C,

les quantités 4, B, C ayant les valeurs
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Azg(lcol"" 2 V%(moml‘*‘d“l)))

(165) Ba?("’xl"*‘zl/%‘(momn‘*'d"x)):

0=g(lc2|+2l/§k—‘»(mom,+/1x,)).

Comme q>l——i;1, il est évident, d’aprés (30), que linégalité

(166) |g%’l>W>o,
ou
(x67) W — '[/V8 (1—1‘21)2—4@—3*—02,

a nécessairement liew si V vérifie & la fois les conditions
2
(168) v:> D, V'(l——%’) — A — B — (>0

D’autre part, on déduit aisément des équations (17) les suivantes

vle)
d(gdt =V2—~M[_]L98-#(x§+y’7+25)+i9’+l(x§+y1]+z§)]’
dt 7o T, r? 7'1
av:___ Ao, u\ de I I) g , '
at ZM(r—of’+r1“)"EZ+2M7‘*‘(;;s-;§s (x& +yyf +20).

A Paide des inégalités démontrées au n:o 27,
[ —u@E+tyn+20)]<er,
fe* +a@E+yn+el)f<er,

la premiére de ces équations nous donne
deg
2(egs)

dt

;Vs__M<_]_‘.£+ﬁ£),

Yo 7o nr

ou encore, puisque
Acta mathematica. 36. Imprimé le 15 juillet 1912 22
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Q et Q < Q 1 < 1 =§)
o LA %1 % _ 1 2z
e—z 20 T 28
i),
(x69) ~ar >V*—E,
en posant
28 M
(170) E = ;;—l'
2
La dérivée %I;— aura le méme signe que —ggg tant qu’on a
2oyl de LI e

(171) (7‘03 + 1'15) QJZI >|l_u (ros_rﬁ) (& +yy' +200)).

En observant que

i

73

u 1 I
+7—F>l!t(ﬁ+ﬁ)’

¢ i

et d’autre part, d’aprés (163),

[2& +yq' + 20| <rV < Vgu, (mym, + Ax),

on trouve, en vertu de (166), que I'inégalité (171) est vérifiée tant que

W > Vg, (mom, + Ax,).

2
En résumé on voit donc que la dérivée v a le signe de la quantité —

dt
et que Uinégalité (169) a lieuw tant que V vérifie & la fois les conditions

(172)  V*>D et V’(l—%)z—A’—B’——CQEW’igx,(mom,+Ax,).

Soit maintenant @, la plus grande des quantités positives

V2E, VD et 2l—2—x VA* + Bt + Ct + gx,(mym, + Ax,);
1

de

edt

il résulte de ce qui précéde que les conditions (168) et (172z) sont vérifiées et que

Pinégalité (169) peut &tre remplacée par cette autre
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| ey
(169 bis) I >E,
8i V vérifie Pinégalité
(x73) V26,

Cela posé, il est facile de démontrer que V reste toujours plus petit que G,
quand r=r, est la plus petite des distances r,, r, et r,.
En effet, autrement il y aurait un instant, soit ¢, auquel ¥V prendrait une

valeur finie V'(>@,) et, d’aprés (166), on pourrait en conclure que g%—? admet

4
pour ¢==1{ une valeur finie g’% qui vérifie 'une ou l'autre des inégalités
2¢
¢

do'
G

<— W,
> W,

W' désignant la valeur de W pour t=¢, laquelle, d’aprés ce qui précéde, est
plus grande que zéro.
Supposons d’abord qu’on ait

d
9£<'W
En faisant croitre ¢ depuis #, la vitesse ¥, d’aprés la proposition démontrée ci-
dessus, ira constamment en croissant tant que ggg < 0, d’ou résulte que la con-

dition (173) et par suite aussi I'inégalité (169 bis) auront lieu lorsque

1> 1 et gjgio

D’aprés (169 bis), il viendra dés lors nécessairement aprés ¢ un instant ¢’
ol gd~f passera par zéro. Mais, puisque I'inégalité V > G, et par suite aussi les

inégalités (168) sont vérifiées, on aurait au méme instant ¢’ I'inégalité (166), ou

de
Q(ﬁ >0
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- . ., deo . e
Cette contradiction prouve qu’on ne saurait avoir g'a% < — W' a 'instant ¢, et

on démontre de méme, en faisant cette fois décroitre ¢ depuis la valeur ¢, qu'on

do'

ne saurait avoir non plus ¢ it

> W. Nous en concluons que V reste toujours

lus petit que G, quand r=r <Z'—'.
PHIS pen que & 4 P2 C. Q. F. D.

31. Cherchons une limite supérieure simple de G, qui ne change pas par
une permutation des quantités m,, m,, m,. En vertu des inégalités

3 ME 1 mom, M M m,m, M2
< 2 Ly = = 0L
IS Zme Mo < 4 R T mam g I mzmo+m1<4m
M M mem, M2
L 4Mix Mo )
g(mom,+/1ul)<M(2—9—+4m+ElKl) : (29+4m+16u{| ,

A? 4 B® 4 C’;zg”[co’ + ¢, + ¢, 4 -‘% (mgm, + Az,)]<2727l;(00’ + ¢+l +

3M”nl( M )
+ pou 29+4m+ L|K|

qui sont faciles & établir, on trouve que les expressions

V2E, VD et VA* + B: + C* 4 gx,(mom, + Ax,)

sont toutes plus petites que la quantité

+ o+ K|

(174) G = 25 am

oot 402+ 00+ (775 + 20 2w (L4 2 ),

I4%,
d’ott suit qu’on aura aussi

(175) G, <G.

Cela posé, on voit immédiatement que, pour calculer une limite inférieure
de la quantité Q',, c’est & dire de la plus petite des quotients (107), qui soit
valable pour tous les temps, il suffira de prendre



Mémoire sur le probleme des trois corps. 173
Vl = G

dans les expressions (ro4) et (107). On constate d’abord que les quatre déno-
minateurs

4(my +m + A, %), my+m,+ A2, 1%2+4(mo+mx) + 3%y, 240+ m,y

sont tous plus petits que la quantité

M M
L8

M, o M
2. o
AM 2 G+ 3 GV o+ K

et comme d’autre part

I “y

4
me+m+ Ay, > M et ——————=< i
27 2V, + M

%y

’

on trouve que ', est plus grand que la plus petite des expressions

el
M
(176) Q@=— ;
6+ M 3 g, L 9 GV +3|K]x
8m 2m zm 4
et

——I —_—
2G + 1/14{
Zl

Or un calcul facile montre que @ est toujours la plus petite de ces expressions
et on aura donc

(x77) Q.>0Q.

On en conclut que les développements des inconnues des équations (79) suivant les
puissances de uw—u, convergent certainement si u vérifie inégalité

(78) [e—u]<Q.
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XI.
Introduction d’une nouvelle variable indépendante .

32. Dans ce qui précéde, nous avons employé au lieu de ¢ une variable
auxiliaire » dont la définition variait de cas en cas, selon la valeur de la con-
stante ¢, et la distance r,, , ou r, qui était supposée petite. Nous voulons main-
tenant faire voir que la variable unique w définie par les égalités

(x79) dt =Trduw, t=o0 pour w=o,
ou
(180) F=(1-—-e—7) (I—e_T) (I—e_l_),

l étant défini par 1’égalité (155), nous rend a chaque instant le méme service
que la variable » dont nous nous étions servi plus haut.

La fonction I' a une valeur déterminée pour chaque valeur réelle du temps,
et on aura constamment

(181) o<rIr<r,

d’ou résulte que les variables w et ¢ croissent ou décroissent en méme temps.

Il est facile de voir qu’ ¢ une valeur réelle et finie de ¢ correspond toujours
une et une seule valeur réelle et finie de w, et réciproguement.

En effet, I" étant positif quand les distances r,, r,, r, sont toutes plus
grandes que zéro, on voit que w ne peut devenir infiniment grand lorsque ¢ tend
vers une valeur finie, soit #,, que si I'une des distances r,, r,, r, s’annule pour
t=1,. Supposons par exemple que la distance r=r, s’annule pour {=1¢,. Intro-
duisons au lieu de ¢ la variable u définie par 'égalité (71), et désignons par u,

la valeur finie vers laquelle tend u lorsque ¢ tend vers ¢,. On aura

do r

o T,
du I

et en observant que le second membre reste fini quand r tend vers zéro, on en

conclut que w tend également vers une valeur finie quand u tend vers u, ou ¢

vers ¢,. On trouverait encore le méme résultat si c’était la distance r, ou r, qui
s’annule pour ¢=1{,.
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La variable @ sera par conséquent finie lorsque ¢ est fini, et comme d’autre
part |t]<|w]|, d’aprés (179) et (181), la proposition réciproque aura également
lieu. Notre assertion est donc démontrée.

De tout cela il résulte que

lim w= 4o, limw=—w,
t=do fm—m
lm t= 400, lim{=-—c,
Gym- -0 G)=—— 0O

33. Etant donnée une valeur quelconque réelle et finie de w, soit w, nous
allons maintenant montrer que les coordonnées des trois corps, leurs distances
mutuelles et le temps sont développables en séries suivant les puissances de
w—w, et que les rayons de convergence de ces développements restent supérieurs
4 une limite positive, quelle que soit la valeur w.

Deux cas sont & distinguer:

. — . P 2
Premier cas: Pour w=w l'une des distances r,, r,, 7, est inférieure a 2

Admettons par exemple qu’on ait
.
r, < ;’ .

Soit ¢, la valeur de £ pour w =w. En désignant par u, la valeur que prend la
variable w pour t=¢ ou w=uw, on sait, d’aprés les nios 13, 14 et 31, que les
coordonnées des corps, leurs distances mutuelles et le temps seront développables
suivant les puissances de u— u, et que les inégalités (94) auront lien du moins
tant que u vérifie I'inégalité

I U—u, l = Q .
Les variables u et w sont liées par I’équation
(182) gl‘:=$, (u = u, pour w=a),
ou le quotient g, qui est une fonction entiére des quantités r, r,, r,, est déve-
loppable suivant les puissances des différences figurant dans la premiére ligne de
el . X
(94) tant que les valeurs absolues de ces différences sont inférieures & ;‘, et par

suite aussi suivant les puissances de u —u, tant que ju—1u,] < @.
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Pour appliquer le théoréme du n:o 4 & Iéquation (182), nous devons encore

trouver une limite supérieure de lorsque |u—u,| < Q. Nous allons montrer

quon a

r

r

I
3%

En effet, nous avons vu que les conditions (84) et (g4) entrainent I'équation
{(95) ainsi que l'inégalité

|P,|<§—;e,*,

d’olt résulte que la quantité r,* ne devient jamais nulle ou négative et que, par
conséquent, la partie réelle de r, ne change pas de signe. Comme les conditions
(84) et (94) sont vérifiées quand Ju —u,] < Q, et comme la partie réelle de r, est
positive pour % = wu,, on est donc siir qu’elle reste positive tant que |u —u,| < @.

o
H s’ensuit que |e ! |< 1, d’onr

.
I 1—e ! l <z2.
D’une maniére analogue on trouve

1

lx—e ‘|<2,

et, en observant qu’'on a

I
=7

' 1 r r?
=E*E+@*

Ao R
toptent

2
2 < I
=29, Forcl
2 12

on voit donc que

tant que Ju—u,| < Q.
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En vertu du théoréme de Cauchy, nous pouvons done conclure de 1’équa-
tion (182) que u—u, est développable suivant les puissances de w—w du moins
tant que

(183) jo —w]<3@x%,

et que |u—u,| <@ si cette inégalité a lieu. Il en résulte que les coordonnées des
corps, les distances r,, r,, r, et le temps sont développables suivant les puissances de
w—w du moins tant que w vérifie Uinégalité (183).

Comme %, et @ sont des fonctions symétriques des masses m,, m,, m, ce

’ . » . . 7 . “® ®
résultat ne serait pas changé si, au lien de r,<;’, on avait r0<z’ ou r, <;‘
pour w = w.

_ . ‘ % .
Second cas: Pour w=w toutes les distances r,, r,, r, sont ;;‘, ou bien,

d’aprés (157), > 14x.
Ce cas a déja été étudié an n:o 5. Soit ¢ la valeur que prend ¢ pour w = @.
Nous avons trouvé que les coordonnées des trois corps et les distances r,, r,, 7,

sont développables suivant les puissances de t —¢, et que les inégalités (43) ont
lieu du moins tant que ¢ vérifie 'inégalité (45).
En raisonnant comme ci-dessus, on trouve aisément qu’on a dans ce cas

T _n
I1—e ‘P Ji—e ¢

T
et Jlr—e !|<2,
et par suite

Ir|<8,

du moins tant que I'inégalité (45) a lieu. En vertu du théoréme du n:o 4, il suit
alors de (179) que |¢t—¢|< T et que t—¢ est développable suivant les puissances
de w—w du moins tant que jw—w|< %T . Done les coordonnées des trois corps,
les distances r,, r,, r, et le temps sont, dans ce second cas, développables suivant

. _ . —, I
les puissances de w—w du moins lant que |o —w}<=7T.
7 =8

3%,
SV

= M
224 ]/16”—z + 3| K|#,

Acta mathematice. 36. Imprimé le 15 aofit 1912. 23

Comme on a

O\ -
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3%

“1 M
155 e, 4 9 @Vl + 3K
Sm  2m 2m 4

3Q%, =
6 +

nous arrivons donc en résumé i cc résultat final:

Les coordonnées des trois corps, leurs dislances muluelles et le temps sont
développables suivant les puissances enticres de w-—w, quelle que soit la valeur
réelle w, et ces développements convergent certainement tant que

lo—w}< 8,

Vi

™"l
(184) 5 i
8 m

Rappelons que les quantités «, et G sont définies respectivement par les
égalités (156) et (174), et que m désigne la plus petite des masses m,, m,, m,.

34. Les coordonnées des trois corps, leurs distances et le temps sont
ainsi des fonctions réguliéres de w dans une bande de largeur 22 comprise entre
deux droites paralléles & Paxe réel et symétriques par rapport & cet axe. En
introduisant une nouvelle variable z par la transformation bien connue

20 I+
w=""log
7T I—T

’

{185) o)

toutes ces quantités, ainsi que w, seront dés lors développables suivant les puis-
sances de 7 si |[7|<1. Les valeurs réelles de r entre — 1 et + 1 correspondront
univoquement aux valeurs réelles de ¢ entre — « et + . Nous avons par suite
trouvé ce théoréme remarquable:

Si, dans le probléme des trois corps, les constantes des aires ne sont pas foules
nulles, on peut, les coordonnées et les vitesses des corps étant données pour un cer-
tarn moment fini, trouver deux constanies et £, telles que, si Uon introduit au lieu
de t une wvariable v par les équations (179), (180) et (185), les coordonnées des trois
corps, leurs distances muiuelles et le temps seront développables en séries suivant les
puissances entiéres de T, qui convergent pour | 7| < 1 et représentent le mouvement pour
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tous les temps, quels que solent les chocs qui se produisent entre les corps, pourvu
que Uon convienne de continuer le mouvement aprés un choc de la fagon décrite plus
haut.

On peut encore remarquer que les mémes valeurs I et £ conviennent & tout
un groupe de mouvements correspondant & des circonstances initiales différentes,
et qu'on peut calculer les termes des divers développements par des différentia-
tions successives par rapport & ¢ dés qu'on a déterminé les valcurs de ! et de £2.




