
SUR OUELOUES FORMES POSITIVES AVEC UNE APPLICATION 
A LA THI~0RIE ERGODIOUE. 

Par  

ARNE BEURLING 

it U P S A L .  

Les probi~mes que nous allons consid~rer originent  de l 'observation que 

voici. Soit X~, X~, . . .  Xn une suite finie de points darts un espace euclidien _R.~ 

un hombre fini m de dimensions. Ces points ddterminent  n e tr iangles dt~.,., 

Ft, ~ = I ,  2,  . . .  n ,  Otl J n .  ~ ~ - J , , ~ ,  d~signe le tr iangle ayan t  pour sommets l 'origine 

et les points X~, et  X,., et dont  les cbtds out  pour longneurs I Xt, I, ]X-I  et 

I X ~ -  X,  I. A chacun de ces tr iangles on l)eut faire associer une quanti t6 non 

n~g'a~ive, l'exc~s t r iangulaire  de H~,,,,, d~finie ainsi: 

I d~,,I = ! x . I  + l x ,  I -  I X . - -  

La matriee form6e des 61~ments IA'~,~I, ~, ,p== I, 2, es~ ~videm{nent sy- 

m~trique et poss~de la propri6t6 remarquable que la forme quadrat ique 

est positive, et cela pour tout  n e t  pour tout  choix des points X~,. 

Darts cette Note nous d6montrerons d 'abord quelques th6or~mes de ce genre 

et  nous ferons ensuite une application ~ la th6orie ergodique des espaces fonc- 

tionnels L p, I <= p _--< 2. 

Sur  quelques  formes  quadra t iques .  

Par  le symbole {z}, z 6taut  un hombre complexe, nous entendrons 

z pour [z[ ~ I 
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oh 2 d6signe le nom bre  

6v idemment  aux re la t ions  

T h 6 o r ~ m e  I.  

A r n e  Beurling. 

eonjugu6 de z. La. fonet ion ainsi  d6finie sa t i s fa i t  

I{~ll-< 

,t {Tf={~}. 
La forme hermitiem~e 

H.= Z "'~"~'t77J" 
bl=l ~=1 

oh z 1, z~ . . . .  z .  est une suite de hombres complexes. # o, est toujours positive, et de 

plus, &!finie positive si les hombres I ~  [ sont di~.tinets. 

D6monstration. En posan t  

g $ t ~  eu#+irt~, / / .~---  I ,  2 ,  . . . ~ ,  

u.  e t r .  6rant  r6els, on ob t i en t  

d 'oh r6sulte, par  une appl ica t ion  de h~ fornmle  

f 1 d"" d a  - - e - I . l  
r , l + a  ~ 

valable pour  tou t  n o m b r e  r6el u, que 

} f - -  (~ iau ! t+ i r# t_ iauv_ ie ,  d 

i.z, ~ I + a'-'" 

I n t r o d u i s a n t  eet te  expression dans  la forme he rmi t i enne  eonsiddr~e, on ob t i en t  

" I ~ d a - -  b#~ eiaU~t+ivte ., ~ O.  

�9 - -  / ( = 1  I I + ~ "  

P o u r  que l 'on nit H .  = o, il f au t  6v idemment  que le polynome t r igonom6t r ique  

tt 

.f(<~) - -  ~ ~!, e'"",,+'",,< 
~ 1  
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s 'annule ident iquement ,  ce qui ~ son tour  entraine ~l = ~ . . . . . .  ~n = o si les 

u~ sont dist incts  entre eux. C . Q . F . D .  

Thdor~me I I .  Soit f ( t )  une fonetion mesurable sur l'axe r6el et telle que les 

e,sembles or I f l  = o e t  If] = co soient de mesure nulle. Supposons de plus qu'il 

existe une suite de ,ombres Lx-*oo,  telle que l'intdgrale 

f If(t+,)] 1 

2 L x  J t-f- -i,ls, 
- - L  N 

converge vers une .fonetion continue qD (t). Dans ces condition,s, 9 (t) est une fonetion 

d~:finie positire et poss~de en cons(~quence une repr6sentation de la forme 

( x ) gD (t) = . ;  d ~' d I~ (a), 

oh ~(a) est u.ne fonction r6elle non ddcroissante. 
D6monstration. Une fonet ion g0(t), suppos6e continue et hermit ienne,  e'est&- 

dire satisfaisa.nt s la relat ion 9(l)== 9( - - t ) ,  s 'appelle d~finie positive si la forme 

hermit ienne 

(2) 
n *1 

H,,=  .Z Z~,,,~.q~(t,,,- t,,) 

est >--o, et cela pour n =  I, 2 . . . .  et pour tout  choix des nombres r6els t~. 

D'apr~s un th6or~me impor tan t  dfi s M. Bochner, la classe de fonctions ainsi 

d6fiaie est identique ~ la classe de fonctions admet tan t  une rep%sentat ion de la 

forme (I). Pour  d6montrer  le th6or~me 6nonc6, il suffit done de prouver que la 

forme (2) est r6elie et _> o. Posons ~ cet effet 

h~- (~) = 
I 

~ ,  I.~'l-< L,~ ", 

[ o , I s l > L , x , ,  

oo 

~-(t)  = [ / . f ( s  + t! / h~,-(s),ls, 

- -oo  

I~=1  ~ ' = 1  

2 1 - 6 3 2 0 4 6  Acta mathematiea. 78 
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Nous avons par hypoth~se 

Arne Beurling. 

(t) = lira ~ , .  (t), 
N = o o  

d'ofi r&ulte,  s i n  ainsi que les t ,  et les ~g sont fixes, 

H,, = lira H,,, ~v. 
~V~CO 

II s ' ag i t  done de prouver que H,,~- pour N ~ o o  converge vers une valeur r~elle 

et; non n~gative. Duns ee but, consid&ons les nombres 

~o t 
~ .  (t, - t.) = l ~-f(* + t ,~ -  t.)l h~. (.,.) a , .  

J !  2>9 ! 
- - o o  

En remplagant  la variable d ' int~grat ion , par , + t~, on obtient  

or 

~0~(t, - t~) = / "  i f ( * + -  t~)~ h,,.(, + t . ) d , .  
. I  I f ( ,  -~ t.)! 

- - c o  

Si l 'on remplaqe duns cette formule h~-(s + t,) par hx(s), l 'erreur eommise est en 

valeur absolue inf&ieure  ou ~gale '~ 

f i  h.,. (, + t,) - h.,- (.,) t ,t.~ < I t,.__2' ] 
- -  L N "  

I t  s 'ensuit  qu'on peut derire 

oo 

~,,'(tv.- t , . )= f j f ( s  + t~,)~ h~.(s)d, + - i ~ )  

J I f ( ,  + t,)/ ' % . "  
- o o  

l ,  
oa 1+2~1-<~ ~ d~signant le plus grand des nombres It.I. On a u r a  pa~ suite 

-, , . . ,-  E E--,,, Jy(* + t,.)i. , , .  
= " U ' ( *  + ~ J  " "  ~*~ a.,. + ~ 5', ~.,, ~ "(~> ~')' ~/~,  ,), �9 

/ * - - 1  ' ~ 1  /*~--1 . ) ' ~ 1  
- - c o  

Conform~men~ g la condit ion impos~e "~ f ,  les fonetions f ( s  + t~), t t .= I, 2, . . .  ~, 
sont finies et ~ o, sauf sur un certain ensemble de mesure nulle, d'ofi suit, d'apr~s 

le Th6orbme I, que la fonetion g int6grer est presque par tout  > o. Puisque les 

gN) convergent uni form4ment  vers O pour N-~ c~, la l imite H,~ de H , , x  sera 

manifes tement  un nombre r&l  non n4gatif.  C . Q . F . D .  
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Th6or~me I I I .  

R,~, m >-- I, et p u n  nombre sati,sfaisant aux in6galitOs o < p <-- 2. 

ditions, la 3forme quadratique 

H .  = ~_~ ~,~ ~. (I Xt. lP + I X ,  I" - -  I X~ - -  X ,  I ~) 
# ~ 1  ~=1 

est ~ o. 

D6monstration. 

Soient X~, X ,  . . . .  , X n  des points dans un espace euclidien 

Dans ces con- 

P o u r  p - ~  2 le th6orbme est 6vident, ear  on a en ce cas 

I x..I* + I x . I  ~ - I  x ~ -  x.,I-~ = ~ (x . ,  x.) ,  

o5 (X, Y) d~signe le p r o d u i t  scalaire des vecteurs  X et  I7. D6signant  pax x~,i, 

i :  I, 2 , . . ,  m, les coordonn6es rec tangula i res  de X~, on aura  en effet 

//~ = 2 ~ , ~ ( X ~ ,  X , )  = 2 ~ x~,~ - o .  

/ z= l  v ~ l  i ~ l  p = l  

Pour  o < p < 2, d ' au t re  part,  le th6orSme est une eons6quenee d 'une reprfisenta- 
P -~- 

t ion spectrale de la fonc t ion  l X[ p = (x~ + x~ + - . .  + x ~ ) ,  g savoir, 

(3) Ixl = c,,,., f  -oo (x r} d y, 
I rl~§ 

qde nous d~montrerons  donc d 'abord,  Cp,,~ 6 t ,~ t  une cer ta ine  constante  positive 

et  finie. Posons  

(4) f I - -  cos r d r  = Ap, o < p  < 2. 

~ o  

r l W p  
0 

Si Q est un  nombre  r6el, on a ~videmment 

(5) ; '  - -  c~ qr  dr  = AnIQl', 
r l + P  

0 

ce qui 6tabli t  la formule  (3) dans le cas m----I. Dans le cas g6.n6ral posons 

[XI----e,  ] Y ] = r ,  X ~ - - e . X ' ,  Y = r . Y ' .  Les vecteurs X ' e t  Y ' s e t r o u v e n t d o n e  

sur la sphSre unit6 Sm de l 'espace /~m. Si l 'on d~signe par  deo l'616ment d'intd- 

gra t ion  sur S,n, on aura  d Y----r m-~ dr  doJ et l ' int~grale considd%e prendra  la forme 

C p , , ~ f / I -  cos Qr(X' ,  Y') 
r~+p d r  dee. 

% 0  
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Apr~s avoir int~gr~ par rapport h r selon la formule (5), on obtient 

C,,,~ A,, I e l '  f I(X', r')l'do~, 
S m 

Mais, par raison de sym~trie, la derni~re intdgrale est ind~pendante de la position 

du point X' sur S~ e~ repr~sente par suite une certaine constante positive Bp.,n. 

La formule (3) se trouve done dtablie si l'on ddtermine Cp,,~ par la relation 

Cp,~" Ap" Bp,~ = I. 

Pour aehever la d4monstration, il suffit maintenant de remarquer la pro- 

pri~t~ suivante de la fonction f(a) ---- I ~ cos a: 

f(a) + f ( b ) - - f ( a - -  b) = (I -- cos a)(I -- cos b) + sin a sin b. 

En notant  que ( X ~ -  X., Y ) =  (X.,  Y ) -  (X., Y), on aura 

i - cos  ( X . ,  Y)  + i - c o s  ( X . ,  Y)  - I § cos  ( X ~ -  X . ,  X )  = 

= ( [ -  cos(X. ,  r ) ) ( , - - c o s ( X . ,  Y))+ s in (X. ,  Y)sin (X., Y), 

d'ofi r6sulte pour o < p < 2, 

(6) IX. l"  + I X ,  l ~ - -  I X . - -  X , l ~ - -  - 

~-- Cp ~" (I - -  cos (X~,  Y)) (x - -  cos (X,, Y)) + sin (X~,., Y)  s in ( X , ,  Y)  
d Y. 

�9 - j I r l  - §  
R m 

Donc 

/ / .  = O~, , ( I  - 

I_/,(=1 

cos (X., Y) + sin (X~, 
L . - - - 1  

d Y  

O.Q.~'.D. 

Dans le cas m ~ 2, on peut interpreter les X .  comme des nombres complexes 

et les normes I X.I  comme leurs modules, d'ofi dgcoule ce corollaire du Thgo- 

r~me I I I :  La forme quadratique 

/z=l  v = l  

est positive si o<p<--2, z. ~tant des hombres complexes quelconques et [z.] leurs 
modules. 
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Une application ~ la th6orie ergodique des espaces L p, I < -p  <- 2. 

Consid6rons pour  I <--19<--2 l 'espace fonet ionnel  Lp, form6 des fonct ions  

mesurables et  g pi~me puissance sommables sur un certain ensemble E ;  la. norme 

6taut  d6finie par  la re la t ion 
1 

It III = [ f  If(Q)I p d q ]~ .  

Supposons que U t , - - c ~ < t < ~ ,  soit  un groupe c o n t i n u e t  ab61ien de trans- 

format ions  lin4aires et  isom~triques de l 'espaee Lv sur lui-mgme, sat isfaisant  

done aux condit ions:  

I ~ Ut, Ut, f =  Ut, Ut , . f=  U,,+t.~f; ( ] ' o f = f ,  

2 ~ U t ( a f +  b g ) = a U t f +  b Utg; a et b 6rant  des eonstantes ,  

3 ~ II utfll = Ilfll. 

Supposons de plus que la t r ans fo rma t ion  Ut soit  cont inue  en ee sens que 

4 ~ lim II U t f - - f [ I  = o. 
t = 0  

Dens ee qui suit  nous  poserons pour  abr6ger  U t f = f t .  

Cela 6gent, eonsid6rons la dis tance O ( t ) =  I I A - f l l  de l'616ment mobile f i  

l'616ment f i x e f .  C e t t e  fonet ion O est paire, ear  on a, en ver tu  de l ' isom6trie,  

o(t) = IIA - - f l l  = II U - , ( ~ - - f ) l l  = I I f - - Y - t  II = O (-- t ) .  

P e r  une appl icat ion de l ' indgalit~ t r iangula i re  on t rouve de mgme 

IQ(t+~tt)-e(t)l<llft+~,-%ll=llf~t-fll-,o, ~t-~o, 
ee qui met  en 6videnee que Q(t) est ~galement  une fonet ion continue,  qui s'en- 

nule pour  t = o. 

Th~!oreme IV. Dans les hypotl~ses faites sur Ut et p, la distance q (t) admet 

u n e  representation speetrale de la forme 

o o  

e (t) = [ (~ - cos ~ t) d ~ (~), (Z) 
i t /  

0 

oft it(a) est une fonetion r6elle non dderoissante et 

o o  

/ ' 
(8) dr,  (~) = 2~ I1/11- 

0 
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(9) 

D6monstration. 

Arne Beurling. 

l~Ious allons d'abord prouver que 

: ( t )  = f (~ - ~os ~,t)d,,(,~), 
0 

off v ((z) est non d4eroissant et 

(xo)  f d ,  (,)--=- =. I l f l l <  
0 

La repr6sentation (7) 4rant en e~t ;  uae eons6quenee de (9). An lieu de up(t) 
nous allons consid4rer la fone~;ion 

9 (t) = 2 IlfMp - : (t) 

et montrer qu'elle est d6finie positive. Nous savons d~jk que ~0 (t) est r~el, pair 

et eontinu, et il suffit done, en vertu du th~or~me d e  M. Boehner, de montrer 

que la forme quadratique 

I z ~ l  ~ 1  

( I I )  

est ~ O. Nous avons 

~o(t~- t,)= = II/II p- II:~-,~-/II< 

Or, la transformation Ut 6rant  isom6trique et lin~aire, on aura 

I 1 : , , - , . - / l l  p ~ II u d j s : , , - - / ) l l  p = l l : ~ - : . l l  p 

et de m~me 

2 I lf l l  p - -  I1:~ II p + I1: ,  liP,, 

d'ofi r6sulte 

~0 (t~ - t,) = I1:~ tl p + I1: ,  II p - I1:~ - ~,  II p = 

= f (tjS~(Q)Ip + lyi , (Q)lp-  I / i v ( Q ) -  ~,(Q)Ip)dQ. 

I1 s'ensuit que la forme quadratique (II) peut s'~erire 

Sauf sur an certain ensemble de mesure nulle, off l 'une ou l 'autre des fonctions 

/~(Q) devient infinie, la forme sous le signe d'int6gration prend une valeur bien 



Sur quelques formes positives avec une application '~ la th~orie ergodique. 3"27 

dfi~erminde. D'apr~s le corollaire du Th~or~me I I I ,  la fonction sous le signe f 

est presque pa r tou t  > o, la forme H, est par  suite ~ o, et ~p(t), d tan t  r~el et  

pair,  peu t  donc s'ficrire 

(~ 2) ~ (t) = j~ cos t,~ d~ (~,), 
0 

off v(a) es~ non ddcroissant. P o u r  t = o on obtien~ en par t icul ier  

(I3) ~ ( o ) = 2 l l f l l  ~ fd~(~,), 
0 

d'ofi rdsulte 

( ' 4 )  ,p (o) - -  9~ (t) -=  V v (t) = f (1 - -  cos  ta)ely (a). 
o 

Le passage de (14) g la reprdsenta t ion  (7) de Q(t) se fa i r  par  calculs dld- 

mentaires.  Supposons pour  simplifier l 'dcr i ture  2 ][f[[v = I, ce qui est  dvidemment  

permis. Nous aurons  donc q~(o)~--- I, - -  [ < r  I, et  Qv( t )~  I - - ~ ( t ) .  P o u r  

p = [ l e  thdor~me est ddjs dtabli, et  il suffit  en consdquence de considdrer  les 

cas I < p  ~ 2. Posons 's cet  e f e t  0== I]p e t  remarquons  que les coefficients 

(~)  sont  > o  pour  n =  ~, 3 ,5  . . . .  , e t  < o  pour  n = 2 , 4 , 6  . . . .  , s i  b inomiaux 

o < 0 <  I. II s 'ensui t  que 

( ~ - , ~ / ~  I + ~, ( - ~ ) " - -  i -  ~", 
n = l  ~ = 1  

formule  qui nous mont re  en outre  que la s6rie converge  absolument ,  et  par  

consdquent  aussi un i fp rmdment  pour  - -  I ~ x ~ I Nous  avons donc 

I(:)1 0(t) = 1 -  ~ ~n(t). 

Rappelons-nous ma in t enan t  ces deux pr0pridtds des fonct ions  ddfinies positives: 

le p rodui t  de deux fonct ions,  ainsi qu 'une  sdrie, supposde un i fo rmdment  con- 

vergente,  de fonc t ions  ddfinles positives est  encore ddfinie positive. Chaque 

te rme de la sdrie 

o ( t ) = ~  ,, ~:,(t) 
~l~---1 
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est donc d6finie positive, et, par suite, aussi la somme. 

fouction ~p (t) peut s'6crire 

~ ( 0 =  j" cos t . d , ( . ) .  
0 

]~tan~ r6elle et  paire la 

En no tan t  que ~p(o)= I, on obt ient  f inalement 

oo 

Q (t) = ~ (0) --  V 2 (t) = f ( I  --  cos t a) d # (a). 
0 

C. Q. F . D .  

On doit  observer eoncernant  les formules (8) et (Io) que les fonetions # et 

peuvent avoir des sauts s l 'origine, ee qui ne change pas la valeur des int6- 

grales (7) et (9) respectivement.  Si l 'on exige que # et v soient continus pour 

a = o ,  on doi~ 6galement  remplacer dans (8) et ( IO)le  signe d'6galit6 par  les 

signes ~ .  

L 'analyse  spectrale de la fonction Il f t--gll  p, f # g ,  est au point  de rue  

formel beaucoup plus compliqu6e que le c a s  que nous venons de trai ter .  Dans 

ce qui suit,  nous nous bornerons de consid6rer le groupe de t rans la t ions  de l 'axe 

r6el. Ut d6signera en eons6quence l 'op6ration qui t ransforme la fonct ion f(s) 

en f ( s  + t). 

(i5) 

Th6or~me V. La fonction 

f [ f ( s+t ) -  ~l(s)l'ds, 
- -  o o  

oh f(s) et g(s) sont deux fonctions quelconques de l'e,Tace L~(--oo ,  oo), I --<10 ~ 2, 

admet une repr6sentation spectrale de la .forme 

(,6) [[fH ~ § It g II" -- J ~'"' h (=;f, g)da, 

of~ h (a; f ,  g) ---- h (a) est sommable et 

(, 7) j ' l  h (.)l a ~ -< 2 V II fll" II y II ~. 
- - 0 r  

D6monstration. Pour  p = 2 la proposition 6nonc6e est bien connue et r6- 

sulte de ce lemme: 
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Si f et g sont gt carrd sommable sur l'axe rdel, la fonetion 

(~8) 

pos,@de la repr~;sentatio~ 

(x9) 

oi~ h est sommable et 

(20) 

o o  

qD(t) -= f . f ( s +  t)o(s)ds 

~(t) = j 'r  a~, 
- - o r  

Ih(a)ld~<-- If(s)  I-' d s  Ig(.~)ltds. 
- -  0 0  - -  r162 

Dans le cas i < p  < 2, le Th4orbme V e s t  une consequence de la formule (6) 

et du lemme tit6. Posons f(s)=--f~(s) + if~(s) eL g(s)=gl(s)  + ig~(s), f~,f~, g~ 
et g2 6rant  r~els, e$ d6signons par F~ el;. Gs les veeLeurs de l 'espace euclidien 

R~ donL les composantes sont  f l (s)  eL f~(s), eL gt(s) eL g~_(s)respecLivemenK Cela 

4rant, la fonc~ion que nous allons dmdier  est ~ ( t ) =  IIf[I p + Hg l l ' - - I I . /~ -g [ ]  p. 

En no tan t  que Ilfllu = [].]~[l', on aura  en employant  les nota t ions  introdui tes  

( 2 i )  

oO 

qo(t)=f (I F,+,l o + I G I " ~ I  ~',§ GIP)ds, 

d'ofi vient par une application de (6) avec m -  2, 

(22) ~ ( t )=  

= r - cos (Gs, Y)) + sin (F.+t, Y)s in  (G,,, Y)d Yds .  
I y I . . + , ,  

Pour  tout  Y fini les fonc~ions 

--  " - -  (Gs, Y), sin (/;s+t, Y), s in(G, ,  Y) I cos(/~,+, ,  Y), , cos ~" 

sont ~r carr~ sommable par  rapport  h s sur t ' axe  r4el. En etheL, selon les in4 

galiL4s 616mentaires ( I - - c o s x ) ~ < 4 ] x l V  eL sin~x < 4 I x [ P ,  o <p - -<  2, on aura  

(, - -  cos (~+~,  Y>)~) 
sin s ( /5+, ,  Y) [ < 4 [(F,+,,  Y)]P < 4115+,  ] p ] Y{' ,  

(~ - cos(G, Y)7} < ig~l p 
sin~(Gs, Y) - 4 l ( G s '  Y)l t ' -<4  I YI o 

22-632046 Aeta mathematiea, 78 
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Les fonct ions 

(2D 
~01 (t ;  r )  = 6~,2  f ( I  - -  /~'r cos ( ,+t, Y)) (I - -  cos (G~, Y)) ds, 

oo 
q~,(t; Y ) =  C : ,' p , 2 j  sin (/;,+t, Y) s in(G, ,  Y) ds 

soar  par  suite de la forme (~8) et  peuvent  done s'6crire 

(24) 

(t; r ) = ;  d"th~(e; }')de, 

off h t e~ h a sont  sommables  par  rappor t  ~ a sur  l 'a~e r~,el. 

oo  

x , ( r ) - -  c, of  ( - , p,. I cos  (F,  Y))~" ds, 

oo 

J,(r)  = C,.2f (I - -  cos(G, ,  Y))~'ds, 

5 ( r ) =  c,,.,j s,n (l,;, r i d , ,  

J~(Y)  = Cp,~f s in ' (G , ,  i )d~.  

En vertu du lemme on a 

Posons de plus 

(z5) 

Ig0,(t; r)l--- :lh,(q; r)lde<_ Vl,(.Y)J,(r), 
--00 

Iqo,(t; r)l -< ;Ih,(e; Y)lda < V - ] ~ ( Y ) J . , ( y ) .  

Cela 6taut, supposous 

finies et que l 'on ai t  

(26) . ] ( V I ~ ( ~ ' J ' ( ~ d y + f I ~ ] ( ~ ( Y )  ]y--~p 
.R.j R~ 

Dans ce~te hypoth~se, l ' int~grale (22) converge absolument ,  

appl iquant  de nouveau  le lemme et les in~galit~s ci-dessus, 

pour un moment  que les int6grales ci-apr~s soient  

d r ~ z V II/'II" II g II ~. 

car on aura, en 
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f (  . . . .  ~ ' r ) [ d  Cp.2 ( , -  eos(~,+t. Y)) (, --  cos (G,, Y))+  [s,, , ,~,+t, r ) [ l s in(G~.  Y d s <  - 
[ Yp+~' 

-< 2 Vllfll ~ II g II p. 

On peut  done changer l 'ordre d ' intdgration dans (z2), ce qui nous donne, en 

introduisant  les expressions (24), 

(27) d~t(hl(a; Y ) +  h.~(a; Y ) ) d a - -  
dY 

I rl.~+p" 

Or, eerie intdgrale dtant absolument eonvergente d'apr~s (25) et (26), on peut de 

nouveau intervertir l'ordre d'intdgration, d'ofi suit 

o o  

~(t) = f r (28) 

off nous avons posd 

f (  , (29) h (a) == h, (a; Y) + h, (a; Y)), p+p. 
R9 

En vertu d 'un thdorSme bien connu de Fubini, la fonetion h(a) est ddfinie presque 

parlour, et l'on a u r a  d'aprSs (25) et (26) 

o o  o o  

f f f  Ih(alld,~<-- . (Ih,(a; Y)[ + Ih,(~; Y)l)d- I yp+~,<-2VII f l lPl la[I  p. 
- -OO ~ - - 0 r  

Tout revient donc ~ ddmontrer  l'indgalit~ (26). Introduisons dans ce but  les con- 

stantes numdriques 

f (  d~ I - -  COS r)2rl+' p ~- Dp, o < io < 2, 
o 

oo 

f sin ~ d r  
o 

O < p < 2 ,  

et observons les relations suivantes 

(30) f (x - 
R~ 

d Y  cos (x,  r))*,j y Dp Bp,~ I X I s, 
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y ,  d Y  . 
(3i) f sinS (X, ) [ - - t ~  = ~,,B,,,~I XIL 

R,a 

off X est un vecteur quelconque de R2; By,= dtant la constante ddjs introduite 
dans la ddmonstration de la fdrmule (3). 

Cela posd, nous obtenons par une application de l'indgalitd de Schwarz, en 

employant ensuite la relation (3o), 

f {f V I, ( Y) 4 ( Y) I--~Ia+--~ <-- II(Y) I yl,+p J I ( Y ) ~ j  ~--- 
R.., R2 R~ 

O0 O0 

{ f f  f f  = c, .~ ( , - c o ~ ( ~ ; ,  g>)'dsl~ j lop., 0 - c o s ( G . ,  r))'es d r [ *  
t r t , + , j  = 

~0~ ~ 0 0  

En opdrant exactement de la mSme mani~re) on trouve que 

f dr V'~.. ( Y) J2( Y) I y }~+------~ <--- Cp,2B,,~Ep V Hfll ~ IlgH'. 
R2 

II ne reste maintenant qu'g prouver que les constantes numdriques satisfont "~ 
la relar 

C,,,~Bp,,(Dp + E,,)  = 2 .  

D'apr~s la ddfinition de C Jp,  2)  o n  a 

q , , 2 B p , 2 A p  

off A2~ est ddtermind par (4). Donc 

C•,2 Bp,2 (Dp + Ev) = Dp + E e = 
Ap 

0 

I--cosr) s+s in  s rd~ 2 f I - - c o S r d r = 2 .  
- ,.,+p " = ~ / , J  r'+" 

0 

C . Q . F . D .  

(32) 

En prenant g = f  dans le thdor~me prdcddent, on aura 

If(s + t)-- f(s)]Ods= 2 Ilfl,I ~ - f e ' . 'h(=)d. ,  Ih(a)lda <-- 2 II /11".  
- - 0 0  - -  ey~ - - 0 0  
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E~ comparan't cette in6galit6 et la relation 

obtenue en faisant t----o dans (32), on reconnait que h(a) dolt 8tre presque par- 

tout r6el et >---o. On retrouve ainsi les proprMt~s consid6r6es duns le Th6o- 

r~me IV, mais, pour le groupe des translations de raxe  r~el, les fonctions spec- 

trales #(a) et v(a) deviendront absolume~t continues. 

En posant 

II h(f, g)II = f [h(a; f ,  g) l d~ ,  

nous pouvons r6unir les propri6t#s connues de la fonction h (a; f ,  g) en Ies rela- 

tions suivantes: 
h(a; f ,  g) =- h( - -  ~; f, g) 
h (.; f, g) = ~(.; o, f) 
h(a; f i  f )  >- o 

H h (f, f)II = 2 Ilfll. 

II h (f, g)ll ~ VII h(f ,  f) l l  II h(g, g)ll- 

Faisons 6galement une application s la th6orie des s6ries de Fourier. Soit 

L n, I <: p --< 2, l 'ensemble des fonetions pfriodiques de p6riode 2 ~r et s pi~,~e puis- 

sance sommables sur l'intervalle (o, 2 ~r), et soit 

II/II = { f  If(.) 10 d./,, 
0 

la norme de f .  Le g'roupe de translations U t f ( s ) ~ f ( ~  + t) satisfait ~videmment 

aux conditions pos6es, d'ofi rdsulte, conform~ment au Th~or~me IV: 

27t 

f If(s + t ) - f ( s )  I' ds = Z A . ( ,  --  cos . t ) ,  .4. >- o. 
e ]  
6 1 

Par le proc6d6, employ6 d~js deux fois, on trouve de m6me 

off 

2 ~  

f [f(8 + t ) - .q(s) l"  ds = IlJ I{" + I1:1110- ~ A ~ ( f ,  g)e '~ ,  

oO 

IA.(f, g)[-~ 2 V IIJ II. II q II ~. 
- - o 0  
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Supposons enfin que f (s)  soit une fonction presque-p4riodique d~finie sur 

l'axe r~el. On salt alors que la moyenne 

T 

o(t}==li m x f r=~o ~ [f(s + t) - - f ( s )  l d s  
- T  

existe, et qu'elle est 6galement presque-p6riodique. D'aprgs la d6monstration du 

Th6orgme IV, la fonction 2 I[f [ [ -  e(t), off nous avons posd 

T 

Ilfl] = l i ,~ ~ f r = ~  2--T I f ( s )  l d e ,  
- - T  

est d6finie positive, d'o~ r4sulte, q (t) 6tan~ pair et 4gal g o pour t = o, 

oO oO 

o(t)---f (~ -  cos at)dt,(a), f dt~(a)= 211fll,  
0 o 

off / z e s t  non d6croissaut. !~r pour que l'intdgrale soit presque-p~riodique, il 

fau~ que ~ soit une fonetion de sauts, d'ofi suit la repr&entation 

q(t) ~--- ~ A,,(I -- COS a,t), A,  >-- o 
1 

oO 

A., <- 2 Ilfl[, 
1 

Si tous les A,  s'annulent, O (t) est ----o, eL par suite f (s)  uue constante. Sur ce 

fair on peut fonder une d6monstration d u  th6orgme d'unicit6 de la th4orie des 

fonctions presque-p6riodiques, mais la m6thode directe, bas6e sur la fonction 

T 

lira -I- f ~ = 0 0  2 ,  f(s + Of(s) d~, 
- - T  

es~ ~videmment g pr6f4rer. 


