SUR QUELQUES FORMES POSITIVES AVEC UNE APPLICATION
A LA THEORIE ERGODIQUE.

Par

ARNE BEURLING

& UpsSAL.

Les problémes que nous allons counsidérer originent de l'observation que
voici. Soit X, X,, ... X, une suite finie de points dans un espace euclidien R
4 un nombre fini m de dimensions. Ces points déterminent »® triangles 4, .,
W, v=1,2,...n, o A, ,=4d,, désigne le triangle ayant pour sommets I'origine
et les points X, et X,, et dont les cbtés ont pour longueurs | X,.|, | X.| et
| X, — X.|. A chacun de ces triangles on peut faire associer une quantité non

négative, l'excés triangulaire de 4, ., définie ainsi:
|4M,v|:!XM| + lel — | X —

La matrice formée des éléments [, .|, u,v=1, 2, est évidemment sy-

métrique et posséde la propriété remarquable que la forme quadratique

est positive, et cela pour tout n et pour tout choix des points X,.
Dans cette Note nous démontrerons d'abord quelques théorémes de ce genre
et nous ferons ensuite une application a la théorie ergodique des espaces fonc-

tionnels L?, 1 = p = 2.

Sur guelques formes gnadratiques.
Par le symbole {z}, z étant un nombre complexe, nous entendrons
z pour [z]| =1

{z}

=l—; pour |z| =1,
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ol Z désigne le nombre conjugué de z. La fonction ainsi définie satisfait
évidemment aux relations

Hzh] =1
f1]
\zJ

Théoréme I. La forme hermitienne

—

={z
(%4

oit 2y, 2y, ... Zn st une suite de nombres complexes % 0, est toujours positive, et de
plus, définie positive si les nombres |2, | sont distincts.
Démonstration. En posant

gﬂze“‘u"‘i"y’ p=1,2,...1m

1, et r, étant réels, on obtient

[@ — e_lu!‘“""'l"”"'u"i"r’
L2

d'ou résulte, par une application de la formule

valable pour tout nombre réel u, que

o 1+ o

0
J{L‘] _l ' sdlat, +ir, —igu,—~ir _t_l,q__
l I € " " v v
Z
L& ”»—oc

Introduisant cette expression dans la forme hermitienne considérée, on obtient

-]
] 2
—_ Z I euxu‘u+zuy

7 n=1
—®

_da

5 = O.
1+ea°

Pour que l'on ait H, = o0, il faut évidemment que le polynome trigonométrique

n
(Z) = 2 §“ glutg+iv,
u=1



Sur quelques formes positives avec une application 3 la théorie ergodique. 321

s'annule identiquement, ce qui & son tour entraine §, =& = -=&, =0 si les
u. sont distincts entre eux. C.Q.F.D.

Théoréme II. Soit f(f) une fonction mesurable sur Uaxe réel et telle que les
ensembles ot |fl=0 et |f]|= oo soient de mesure nulle. Supposons de plus qu’il
extste une suite de nombres Ly—oco, telle que Uintégrale

L N R

2 1},\ f {f;(::).w)} ds, N-oo

—~N

converge vers une fonction continue @ (f). Dans ces conditions, @ (t) est une fonction
définie positive et posséde en conséquence une représentation de la forme

[

(1) (p(t)Zfe“”dy(a),

— 00

ot pule) est une fonction réelle non décroissante.

Démonstration. Une fonction ¢ (t), supposée continue et hermitienne, c'est-d-

dire satisfaisant & la relation ¢ (f) == @(—t), s’appelle définie positive si la forme

hermitienne
n n _
(2) Hy =" ngt Lo (t# — t“')
p=1v=1
est =o0, et cela pour n=1,2,... et pour tout choix des nombres réels ¢,.

D’aprés un théoréme important di & M. Bochner, la classe de fonctions ainsi
définie est identique & la classe de fonctions admettant une représentation de la
forme (1). Pour démontrer le théoréme énoncé, il suffit donc de prouver que la
forme (2) est réelle et = 0. Posons & cet effet

hx (8) =J2Ly
l o , |8I > Ly,
ox(t) = . {fj(‘s(;—) t\} hy(s)ds,

21632046 Acte mathematica. 78
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Nous avons par hypothése
9 (8) = lim x (1),

1\7_
d’otll résulte, si » ainsi que les t, et les &, sont fixes,
3 L U

H, = lim H, ~.
N=oo
Il s’agit donc de prouver que Hp n pour N—oo converge vers une valeur réelle
et non négative. Dans ce but, considérons les nombres

il

) fls+t.—t)], O ds
x5ty —6) f{————f(s) | hn(s)ds.

- 00

En remplagant la variable d'intégration ¢ par s + t,, on obtient

¢N(f[4 —_ tv) = .{ {ﬁi—m} hN(S‘ + t/v) ds.

- 00

Si 'on remplage dans cette formule hxy (s + ¢,) par hx(s), l'erreur commise est en
valeur absolue inférieure ou égale 4

/ [Bx (s + ) — hx(s)]ds < —l—tf—l
Ly
I1 s’ensuit qu'on peut écrire
(e —t) = (IS 8L, )
¢A (tl‘ tr) “'_i lf(s + fv)J h‘l\ (S) d'g + 6#,"’ ]
ol Iaﬁl"l SLZ , | désignant le plus grand des nombres |f,|. On aura par suite
N

Conformément & la condition imposée a f, les fonctions f(s + 1), u—=1, 2, ... n,
sont finies et £ 0, sauf sur un certain ensemble de mesure nulle, d'ol suit, d’aprés
le Théoréme I, que la fonction & intégrer est presque partout = o. Puisque les
e{(fl convergent uniformément vers o pour N - oo, la limite H, de Hy x sera
manifestement un nombre réel non négatif. C.Q.F.D.



Sur quelques formes positives aveec une application i la théorie ergodique. 323

Théoréme III. Soient X,, X,, ..., Xn des points dans un espace euclidien
Bn, m=1, et p un nombre satisfaisant aux inégalités o < p < 2. Dans ces con-
ditions, la forme quadratique

n n
=3 JEE( X+ X — ]| X, — X, )
w=1r=1

est = 0.
Démonstration. Pour p =2 le théoréme est évident, car on a en ce cas

| X+ | X~ | X — X P =2 (X, X,

ou (X, Y) désigne le produit scalaire des vecteurs X et Y. Désignant par x,,:,

=1, 2,...m, les coordonnées rectangulaires de X,, on aura en effet
n n
anzz 2§/—4§1‘(X{M X,)= 22 (2 Eu %, l) = 0.
u=1r=1 =1 \u=1

Pour o < p < 2, d'autre part, le théoréme est une conséquence d'une représenta-

»
tion spectrale de la fonetion |X|?={a; + a3 + - + x3)¥, & savoir,

I~ X, Y
g X = G [ PRE 0y,

que nous démontrerons donc d'abord, ), n étamt une certaine constante positive
et finie. Posons

-2

I — cosyr
(4) f—*"’ﬁ‘j‘_‘p‘—d?':AP, o<p<z.

0

Si ¢ est un nombre réel, on a évidemment
o0

I—cos 97
() medV:AM(’V’,

0
ce qui établit la formule (3) dans le cas m = 1. Dans le cas général posons
[ X|=09, |Y|=r, X=90-X', Y=r-Y . Les vecteurs X et Y’ se trouvent done
sur la sphére unité S, de l'espace R,. Si l'on désigne par d w 1'élément d'inté-
gration sur Su, on aura d Y =1""'drdw et I'intégrale considérée prendra la forme

Coom ff“""ii’ij i do.

Sp 0
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Aprés avoir intégré par rapport a2 r» selon la formule (5), on obtient

Gpmdplel? [ 1(X, Y do
'8

~“m

Mais, par raison de symétrie, la derniére intégrale est indépendante de la position
du point X' sur Sn et représente par suite une certaine constante positive By, m.
La formule (3) se trouve donc établie si 'on détermine Cp m par la relation
Com*Ap - Bpm=1.

Pour achever la démonstration, il suffit maintenant de remarquer la pro-
priété suivante de la fonction f(a)= 1 — cos a:

fla) + f(b) — fla—b) = (1 — cos a)(1 — cos b) + sin a sin b.
En notant que (X,— X,, ¥)=(X,, Y)—(X,, Y), on aura

1—cos(X,, ¥Y)+1—cos(X,, Y)—1 + cos(X.— X,, X)=
= (1 — cos (X, Y))(1 — cos (X,, Y)) + sin(X,, ¥)sin(X,, Y),

d’'ou résulte pour o< p <2,

6 (Xl +|Xp—|Xu— X, fr=
(1 —cos (X,, Y {1 — cos(X,, Y)) + sin (X,,, ¥)sin (X,, Y)
= Cpm iy,
Rm

I Ylm+p

Done

n ] n 2
H, = Cp,mf{[z E.(1 — cos (X, Y))] + [ &, sin (X, Y)] }‘ ;l‘f;p =0
. u

Rm u=1

=1

Dans le cas m = 2, on peut interpréter les X, comme des nombres complexes
et les normes |X,| comme leurs modules, d’o0 découle ce corollaire du Théo-
réme III: La forme quadratique

n n
S S ablal +lal— o=z
u=1 »=1

est positive st o<p=2, 2z, étant des nombres complexes quelconques et |z,| leurs
modules.
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Une application & la théorie ergodique des espaces L?, 1 <p =<2,

Considérons pour 1 =p=12 l'espace fonctionnel LP, formé des fonections
mesurables et & p'®®°® puissance sommables sur un certain ensemble E; la. norme

étant définie par la relation
Ir=[[17@ Wpaql?

Supposons que U;, —o0o <{ <00, soit un groupe continu et abélien de trans-
formations linéaires et isométriques de l'espace L? sur lui-méme, satisfaisant

donc aux eonditions:

1° Uy U f=Ua U f= Ut f/; Usf =/,
2° Uilaf+bg)=alU;f+ bUig; a et b étant des constantes,

I oesll=1IAA-

Supposons de plus que la transformation U; soit continue en ce sens que
4" lim | U f—fll=o.
=0

Dans ce qui suit nous poserons pour abréger U: f=f;.
Cela étant, considérons la distance ¢(¢) =||f: —f|| de 'élément mobile f; a
I'élément fixe f. Cette fonction ¢ est paire, car on a, en vertu de l'isométrie,

) =MIA—Sll=0U-(h=Nl=If—f-ll = e(—1).

Par une application de l'inégalité triangulaire on trouve de méme

le(t+ 28— oD < fixae — fill = fas — fll = 0, 4t o,

ce qui met en évidence que ¢(f) est également une fonction continue, qui s'an-
nule pour {=o0.

Théoréme IV. Dans les hypothéses faites sur Uy et p, la distance o(¢) admet
une représentation spectrale de la forme

(7) - f ! — cos ad)d ula),

o p(a) est une fonction réelle non décroissante et

&) [aw@ =21
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Démonstration. Nous allons d’abord prouver que

(9) o? ()= [ (1 — cos at)d» (),

ol »(e} est non décroissant et

o0

(10) [dvi@)=2z-||flP.

0

La représentation (7) é4tant en effet mwme conséquence de (9). Au lieu de ¢”(?)
nous allons considérer la fonction

@)= 2|l 7lIF—er(¥)

et montrer qu'elle est définie positive. Nous savons déjd que ¢ (f) est réel, pair
et continu, et il suffit done, en vertu du théoréme de M. Bochner, de montrer
que la forme quadratique

(II) Hn‘_"i igﬂagw?(ty—tv)

pu=1 v=1
est = 0. Nous avons

@ (b — t) = 2 || flIP — I foy—e, — fIIP.
Or, la transformation U, -étant isométrique et linéaire, on aura

I fo—ty — SN =N U fop-t, = )P = Lo, — £, lIP
et de méme
2| £l = liA 12 + N4, 1P,
d’'ou résulte
ot — ) =LA, 1P + A, 1P — A, — S lIP=
— f (@ + £, @F - |£,@ — £, @) 4 Q.

Il s’ensuit que la forme quadratique (11) peut s'écrire

- (2 SaslA@F+1A@F-1f@ —m@l”)) ¢

K u=1 =1

Sauf sur un certain ensemble'de mesure nulle, ot 1'une ou l'autre des fonctions
f:,(Q) devient infinie, la forme sous le signe d'intégration prend une valeur bien
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déterminée. D’aprés le corollaire du Théoréme III, la fonction sous le signe [
est presque partout =o, la forme H, est par suite =0, et ¢(t), étant réel et
pair, peut donc s’éerire

(12) (p(t):fcos tedy(c),

ou (@) est non décroissant. Pour ¢ =0 on obtient en particulier

(13) ) =2|lflP = [ ds(a),
d’ou résulte
(14) p0)— @) =e?(t) = [ (1 — cos ta)dv(a).

Le passage de (14) & la représentation (7) de o(f) se fait par calculs élé-
mentaires. Supposons pour simplifier I'écriture 2 || f||? = 1, ce qui est évidemment
permis. Nous aurons donc gp(0)=1, —1 < @(f) =<1, et ¢?(f)=1— (). Pour
p=1 le théoréme est déja établi, et il suffit en conséquence de considérer les
cas 1 <p=2. Posons a cet effet 6§ —=1/p et remarquons que les coefficients

o 0 .
binomiaux (n sont >o pour n=1,35,..., et <o pour n=2,4,6,..., si

(2

formule qui nous montre en outre que la série converge absolument, et par

o< 8 < 1. Il s'ensuit que

o

(1—ax)f=1 +§(g)(——m)"=1— o

n==1

xt,

conséquent aussi uniformément pour — 1 < x =< 1. Nous avons donc
0
n

Rappelons-nous maintenant ces deux propriétés des fonctions définies positives:

e()=1— D

1

@™ ().

[}

n

le produit de deux fonctions, ainsi gu'une série, supposée uniformément con-
vergente, de fonctions définjes positives est encore définie positive. Chaque

terme de la série
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est donc définie positive, et, par suite, aussi la somme. Etant réelle et paire la
fonction Y (f) peut s'écrire

—-=f cos tadu(a).
0
En notant que ¥ (0) = 1, on obtient finalement

elt)=vy ]wl—costa Ydu(a).
C.Q.F.D.

On doit observer concernant les formules (8) et (10) que les fonctions u et
v peuvent avoir des sauts a l'origine, ce qui ne change pas la valeur des inté-
grales (7) et (g) respectivement. Si l'on exige que g et » soient continus pour
a =0, on doit ézalement remplacer dans (8) et {10) le signe d'égalité par les
signes =.

L'analyse spectrale de la fonction | fi—g||’, /7 ¢, est au point de vue
formel beaucoup plus compliquée que le cas que nous venons de traiter. Dans
ce qui suit, nous nous bornerons de considérer le groupe de translations de l'axe
réel. U; désignera en conséquence l'opération qui transforme la fonction f{s)
en fs + 4.

Théoréme V. La jfonction

(15) jwlf(s-i—t )—gls)|rds,

- 00

ot f(s) et g(s) sont deux fonctions quelconques de Uespace LP(—oo, 00), 1 < p < 2,
admet une représentation spectrale de la forme

(16) LAl + Nglle — [ ef=tha; £, ) da,
ot hie; f, g) = h(a) est sommable et

(17) [1he)|de < 2 VTFTTATP.

— o0

Démonstration. Pour p =2 la proposition énoncée est bien connue et ré-
sulte de ce lemme:
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St f et g sont & carré sommable sur Uaxe réel, la fonction

o0

(18) p)=[fls+t)gls)ds
posséde la reprisentation
(19) p(t)= [ €' h(a)da,

o h est sommable et

o0 oo o0 3
(20) flh(a)[daS{ f1r@rasf |g(.¢)|'ds} .
Dans le cas 1 <p <2, le Théoréme V est une conséquence de la formule (6)
et du lemme cité. Posons [f(s)=f,(s) + 2/, (s) et g(s)=9,(s) + 2g5(s), S1, f2» 0
et g, étant réels, et désignons par F; et G, les vecteurs de 'espace euclidien
R, dont les composantes sont f;(s) et fi(s), et g,(s) et g,(s) respectivement. Cela
étant, la fonction que nous allons étudier est @ (f) =||f[]> + |lgll’— |l —gll*
En notant que [[f]|? = || fi|l’, on aura en employant les notations introduites

o

(21) @)= j (| Fose|? +

- o

Gslp_'l Fort— Gsl")(ls,

d'ou vient par une application de (6) avee m = 2,

(22) @(t)=

et (e - . ,
- 0”""[[([ co8 Iypy, 1) (1 — cos (G, Y)) + sin (Fyys, Y)sin (G, ) )des.

| Y l‘.!+1)

-0 R,
Pour tout Y fini les fonctions
I —cos(Fyr, Y), 1—cos(Gs, Y), sin(Feyr, Y), sin(Gy, Y)

sont & carré sommable par rapport 4 s sur l'axe réel. En effet, selon les iné
galités élémentaires (1 — cosz)®? < 4|z |? et sin®*x < 4|z|?, 0 < p <2, on aura
{1 — cos (Fes, 1)*)

< 4 [(Forr, Y)|P < 4| ForelP | Y I,
sing(I"s.H, Y)I 4[( s+£7})l 4[ 8+tl ‘ '

A

(1 — cos (G4, Y))?
sin® (Gs, Y)

22-632046 Acta mathematica. 78

41(Gs, TP < 4|Gefr| Y
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Les fonctions

oo

’@,(t; Y)= Op_gf(l — cos (Fiyys, Y)) (1 — cos (G5, I)ds,

(23) -
ltpg(t; Y)= C'p,gf sin (Feqr, Y)sin (G, Y)ds

sont par suite de la forme (18) et peuvent donc s'écrire

@:(t; Y) = [ e<thy(a; Tda,

(24) B
s (t; ¥)= [ e hy(a; Y)da,
oi h, et h, sont sommables par rapport & « sur l'axe réel. Posons de plus

o0

I(Y)= Gy [ (1 —cos(F,, Y ds,

-—00

00

Ji(¥) = Cpa (1— cos(Ge, T ds

— 00

I(Y)==C,, gj sin® (I, Y)ds,

J(Y) = Cp,gf sin®(G,, Y)ds.

En vertu du lemme on a

I‘Pl(t; Y=< [hyle; Y)|de< VI (Y)J,(Y),

(25)

§——g 83

lfps(t; Y= |h2(“§ Y)|da$ VI, (Y)dJo(Y).

Cela étant, supposons pour un moment que les intégrales ci-aprés soient
finies et que l'on ait
VI (Y)J,(Y) VI(Y)J(Y) VAT ol
(26) f l Y|2+1p dY+j l Y|2+2p dl =2 “f”p"g“p

2
Dans cette hypothése, l'intégrale (22) converge absolument, car on aura, en
appliquant de nouveau le lemme et les inégalités ci-dessus,
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dY ds=

(1 — cos (Fart, Y {1 — cos (G, Y)) + |sin (Fyie. Y)||sin(Gs. Y)|
2 . | Y|2+p
~% Ry

=zVIflIFllglle.

On peut done changer l'ordre d'intégration dans (22), ce qui nous donne, en
introduisant les expressions (24),

o ) 4y
(27) (p(t)=ffe“"’(hl(a; Y) + hyle; I))dal Yo

Ry —oc

Or, cette intégrale étant absolument convergente d’aprés (25) et (26), on peut de
nouveau intervertir I'ordre d'intégration, d’ou suit

(28) q)(t)=fei“‘h(a)da,
ol nous avons posé

dY
(29) h{a) = f(h (e; ¥) + hyle; Y))l Yo

R,

En vertu d’'un théoréme bien connu de Fubini, la fonction k(e) est définie presque
partout, et I'on aura d’aprés (25) et (26)

flh |da<f f(lhm Dl + |hyte; V) da gz = 2VITPTalP-

Tout revient donc a démontrer I'inégalité (26). Introduisons dans ce but les con-
stantes numériques

o0

dr
f(l-cosr)2m=Dp, o<p<z,
0
og
dr

s — F
fSlIlT)m——— Py o<p<z,
0

et observons les relations suivantes

(30) J 1= eos X, 1 i = D, By X,

B,
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‘ s vy Y
(31) fsun2 (X, Y)|—-Y[2+p=E,,Bp,g|X|P,

&

ot X est un vecteur quelconque de R,; B, . étant la constante déja introduite
dans la démonstration de la féormule (3).

Cela posé, nous obtenons par une application de 1'inégalité de Schwarz, en
employant ensuite la relation (30),

f’ A {f’ lytwf"‘ 7 =

__10,, gfﬁl—cos F,, Y)? olsI YI’“’}”CP 2f w(l——cos((r,,, ) olsl ;l,?;p} =

2—00

= Cpa By Dy{ [ 1 TP s}t { 164 ds)t = Cpa By D, VI TP,

En opérant exactement de la méme maniere, on trouve que

f VLD T (V) e < 2 Ba B, VTP T P

' 17 l2+p

Il ne reste maintenant qu'a prouver que les constantes numériques satisfont &

la relation
Cy,2 Bp,a(Dy + Ep) =2

D’aprés la définition de C, 2, on a
0];,2 .Bp,gAp =1,

ot A, est déterminé par (4). Donec

: Dy + E,
Up,2Bp.2(Dp+Ep)=‘£Z—£=
p
1 w(I—cosr)”-,Lsinzr 2 f1—cosr
_—.:-1—4;“{ P dr —:4';]——1'1—_‘_'1)—"(17 = 2.
0 0
C.QFD

En prenant g =f dans le théoréme précédent, on aura

oo

59 JUle+0—s@ldo=zlsle— [ e=thle)as, [ h(@lda=z2lrlP.

—o0
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En comparant cette inégalité et la relation

o0

[ hl@da=z2]lfl,

—aQ

obtenue en faisant ¢{= 0 dans (32), on reconnait que k(e) doit étre presque par-
tout réel et =o0. On retrouve ainsi les propriétés considérées dans le Théo-
réme IV, mais, pour le groupe des translations de 'axe réel, les fonctions spec-
trales u(e) et »(e) deviendront absolument continues.

En posant

I h (7, )] =_f |h(a; f0)| de,

nous pouvons réunir les propriétés connues de la fonctiom A(e; f, g) en les rela-
tions suivantes: _

hle; f, 9) = h(—a; [, 9)

kla; f, 9) = hie; g, f)

hie; f, f)=o

Ha(f Al =2llAllP

N2 Dl < VIR ARG 91

Faisons également une application a la théorie des séries de Fourier. Soit

L?, 1 < p <2, I'ensemble des fonctions périodiques de période 2 7 et & p'*™® puis-
sance sommables sur l'intervalle (o, 2 x), et soit

1A= {[lre)asp

la norme de f. Le groupe de translations U, f(s) = f(s + t) satisfait évidemment
aux conditions posées, d'oli résulte, conformément au Théoréme IV:

2
flf(s+t)—f(s)l"ds=2An(1-—cos nt), A, =o.
[} 1

Par le procédé, employé déja deux fois, on trouve de méme

flf(s + ) —g@Pds=l/1" + llole — 3 4a(f, 9) e,

o0

DA gl =2VIslllglle.

—0o0
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Supposons enfin que f(s} soit une fonction presque-périodique définie sur
l'axe réel. On sait alors que la moyenne
T
. 1
o) =1im o [1fls+ )= f6)las
=0
-7
existe, et qu'elle est également presque-périodique. D’aprés la démonstration du
Théoréme IV, la fonction 2|[f || — ¢(t), ol nous avons posé

A = tim 27 (1761 s,
-7

est définie positive, d'oi résulte, ¢(f} étant pair et égal & o pour =0,

g(t)zf(x——cos at)du(e), fwdy(a)=2”f||,

ol u est non décroissant. Mais, pour que l'intégrale soit presque-périodique, il
faut que g s0it une fonction de sauts, d'ot suit la représentation

g(t)=iA,(I-—-cosavt), A, =0
S 4 =207l

Si tous les A, s'annulent, ¢(t) est = o0, et par suite f(s) une constante. Sur ce
fait on peut fonder une démonstration du théoreme d’unicité de la théorie des
fonctions presque-périodiques, mais la méthode directe, basée sur la fonction

T
limz—lj, ff(.s'+ 8 f(s)ds,
T

TI=o0

est évidemment 4 préférer.



