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Dans les Comptes-rendus de '’Académie de Berlin de 1875(") M.
KronEckEr a donné des propositions d'une grande importance que jai
pour objet d'établir dans cette note, en me plagant & un point de vue
bien différent de celui de lillustre géométre. Posons avec les notations
de Yauteur:

8,(9) =1— 29+ 2¢* — 2¢° + ...
%,(9) = 2yq + 2y9" + 2y¢” + ...
8,(9) =14 29+ 2¢* + 2¢" + ...
et désignons par F(n) le nombre des classes de formes quadratiques de
déterminant — n dont un au moins des coefficients extrémes est impair,

D

. ;e I .
avec la convention d'écrire F(n) — au lieu de F(n), lorsque n est un

carré. Les théorémes dont je vais m’occuper, consistent dans les relations
suivantes

(A) 4T Fgn + 2)45 = #(0)h(g),
®) 4T Flan + g™ = 8,(0)5(a),
(©€) 8 i;) F(8n + 3)q2"+; = #(q),

(") Uber quadratische Formen wvon negaliver Delerminante, p. 223,
Acta matheinatica. 5. Tmprimé 3 Septembre 1884, 38
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qui révélent une liaison étroite entre la théorie arithmétique des formes
quadratiques et la théorie analytique des transcendantes elliptiques. Deux
voies s'offrent pour conduire & ces beaux résultats, I'une qui les a fait
découvrir, est celle de M. KroNEckEr; elle part de la considération des
modules singuliers qui donnent lieu & la multiplication complexe. Une
seconde que jai indiquée succinctement dans une lettre adressée a M.
LiouviLiE, (") repose plus sur l'analyse que sur l'arithmétique, la notion
de classe s’y trouvant amenée par la considération des formes réduites.
Elle m’a donné déja la démonstration de I'équation (C); je me propose
maintenant d’en tirer d'une maniére plus directe cette méme relation, et
aussi d’établir les théorémes (A) et (B) qui sont du plus grand intérét.
J’exposerai ensuite comme conséquence de cette méthode, quelques ex-

pressions des sommes %F(w + 2), %F(w + 1), ZO:F(Sn + 3), out Ton
verra une nouvelle application de la fonction E(x), représentant l'entier
contenu dans z, qui a été récemment l'objet de plusieurs communications
importantes de M. Bouniaxowsky.

I.

La représentation des différentes classes de formes de déterminant
négatif, s'obtient par des formes particuliéres auxquelles on donne le
nom de réduites, et qui sont caractérisées de la maniére suivante.

Désignons les par (4, B, C), et soit ¢ une quantité du signe de B,
et égale en valeur absolue a l'unité; on aura les conditions:

4<¢0, 2¢B < 4.

Mais faisons pour plus de précision la distinction entre les formes non
ambigues et les formes ambigues. Les premiéres seront (4, + B, C), en
supposant B positif, différent de zéro, et excluant les cas d'égalité dans
les conditions précédentes qui deviennent:

4 <C, 2B < A.

() Sur la théorie des fonctions elliptiques et ses applications & Uarithmetique.
Journal de M. LiouviLLE, année 1862, p. 25.
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Les autres ensuite seront de ces trois espéces:
(4, o, 0) 4 <C,
(2B, B, O) 2B< C,
(4, B, 4) 2B< A,

et cest seulement quand le déterminant changé de signe est un carré
ou le triple d'un carré, qu'on doit prendre:

A=C, ou bien 2B=0C, 2B= 4.

Cette notion des formes réduites doit recevoir une modification légére en
vue des recherches qui vont suivre, ou nous considérerons exclusivement
les formes dans lesquelles I'un au moins des coefficients extrémes est
impair. (%)

Convenons de désigner par a@, @', a”, des nombres impairs, par b, ¥/,
des nombres pairs; elles se répartiront pour un déterminant impair, dans
ces trois catégories:

@ (a, b, a), L) (a, @, b), (IIL) (8, o', a),
et pour un déterminant pair dans les suivantes:
O (a, a"’, a), 1) (a, ¥, b), (ITT) (6, ¥, a).

Supposons maintenant ces formes réduites et admettons que les coef-
ficients moyens soient positifs; je les ramenerai, comme on va voir, au
premier type. En raisonnant, pour fixer les idées dans le premier cas,
jeffectue la substitution au déterminant — 1,

r=X+4+ Y, y=—Y
dans la forme (II). Elle devient:
(@, a—a', a — 2a’ 4 b)

et par conséquent du type (I) mais le coefficient moyen qui reste positif,

(") Ce sera par conséquent l'ordre proprement primitif et ses dérivés lorsque le
déterminant sera impair ou le double d’un nombre impair, seuls cas qui s’offrent dans les
théordmes de M, KRONECKER.
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franchit la limite caractéristique des réduites. Il est en effet Tun des
termes de la suite:

a—k, a—k+2 a—k+4+4,...,0a—1,

\ e . . a .
ot k désigne le plus grand nombre impair contenu dans >-  Toutefois le

dernier coefficient ne cesse pas de satisfaire & la condition: ¢ — 2¢’ + 0 > a,
puisqu’on doit supposer: 2¢’ < b. Le méme résultat s'obtenant a I'égard
de la forme (III), qui est improprement équivalente & (e, a’, b) et par
suite proprement équivalente a: (e, ¢ —a', a— 24’ + ), nous avons cette
conclusion, que toutes les classes de déterminant impair, sont représcentécs

par les formes du type (I), (4, + B, 4’) ou l'on supposera:
B=o, 2, 4, ..., 4—1, et: ALA.

Quant aux formes ambigues, deux cas sont & distinguer, suivant que le
déterminant est = 1, ou = 3 (mod 4). Dans le premier il n'existe que la
seule espéce (4, o, A'), 4 n'étant jamais égal & 4’; mais dans le second
cas, les formes ambigues sont d’une part: (4, o, 4') avec la condition
A < A, puis: (4, B, A) en prenant:

B=o0,2,4,..., 4—1.

On établira de la méme maniére, en considérant les déterminants pairs,
que les formes non ambigues se raménent au premier type: (4, + 4", 4'),
ou Yon doit supposer

A" =1,3,5, ..., A—2, et: A< A;
les formes ambigues sont ensuite:

(4, A, A), avec l'inégalité: A4 < A’
puis: (4, A", 4), en prenant encore.

4" =1,3,5,..., 4d—2.
Cette seconde catégorie ne se présente d’ailleurs que lorsque le déterminant
supposé pair est divisible par 8.

Nous avons exclu dans ce qui précéde, les formes de Vordre im-

proprement primitif, et des dérivées de cet ordre, nous ajouterons a leur
égard, pour les déterminants = 5 (mod8), la remarque suivante. Ces
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formes pour de tels déterminants, sont du type (2¢, ¢”, 2a'); en supposant
a” positif, elles scront réduites sous les conditions:

a’ < a, a<a.

Admettons maintenant que le coefficient moyen soit I'un des termes de
la suite:

i

A" =1, 3, 5, .., 204 — 1,
les formes obtenues en prenant:
' =a+2,a+ 4, ..., 204 — 1

ne seront plus réduites mais elles le deviendront par la substitution précé-

demment employce:
=X+ 7, y=—2=17.

En effet dans la transformée obtenue:
(2a, 20 — a”, 20 — 20¢" + 24)
les conditions caractéristiques:
2¢a —a" < a, 20 —a' <a—a' +a
sont satisfaites, puisqu’elles reviennent i celles-ci:
a<a’, o< a.
Toutefois il sera nécessaire, quand on aura:
a—a’ -+ d <a, cestadire o <a”’
d’employer en outre la substitution X = ¥’, ¥ = X". Soit maintenant:
¢ = a4+ b, a =a+0b,
faisons aussi:
a—b=a;
la transformée précédente devient:
(2a, + 2b, a,, 20, 4 20'),

les nouveaux éléments a,, b, &, étant enticrement arbitraires. On voit
ainsi que cette forme donne deux fois la série compléte des réduites, a
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savoir les réduites elles-mémes, si l'on prend ¥ > b, puis leurs trans-
formées par la substitution X = ¥’, ¥ = X’, quand on suppose &' < b.
Nous avons donc le résultat suivant dont nous ferons bientét usage.
Concevons que a, &, a”, parcourent la série des nombres impairs sous la
condition:

a<da, o’ < 2u;

la forme: (24, «”, 2¢’) représentera d’'une part, les formes ambigues,
(2a, a, 2a'), puis celles-ci: (2a, «, 2¢'), qui se raménent a: (2¢, 2a — d’, 2a);
c'est par conséquent la suite compléte et sans répétition des formes am-
bigues. Il y a & excepter toutefois la supposition de @ = o', c'est-a-dire la
forme dérivée de (2, 1, 2), qui s'offre seulement lorsque N est le triple
d’un carré. Elle représentera en second lieu, et répétée trois fois, la
série des formes non ambigues, équivalentes proprement ou improprement
aux formes réduites dont le coefficient moyen est positif.

IL.

Le théoréme (A) de M. KRONECKER qui consiste dans l'égalité:

il 1
42 F (4n + 2)¢"* 7 = 83(9)8,(q),
g'obtient au moycn de ces séries, ol j'écris pour abréger:

8,, 8, 8, au lieu de 8,(q), 4,(q), &(q):

H(sz) 1
T Z T
292193 —Z—Kw S I__4__~g——27'i‘_1-81n (277' + I)x,
9(7)
o(*F) 8 ()
% (=
T

1

-1 4 4an("+§) [q_4_+ g ‘... + q‘("‘i)] sin (20 4 1)z.
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. , 2kK . 2K .
La premiére est le développement de -—ﬂ—smz—nf, la seconde que

jal donnée sans démonstration, (') a été établie ainsi que d’autres de méme
nature dont je ferai usage, dans une excellente thése de doctorat de M.
Bienrer, (%) & laquelle je renvoie. Multiplions les membre & membre,

s . . o . ’ T
puis intégrons entre les limites zéro et -, en employant les formules:

5
K
-/91(_2—_—%) dr =12, /Sm(zn - I‘)wdx —Z,
N T 2 . sin z 2
0 0

On trouvera ainsi:

si I'on pose pour abréger:

H

§= z _ 2n+l

++

) 1 9 1\e
—2 sy B P O |

Je développe maintenant ces expressions suivant les puissances de g

I
en rempla(,ant — g”"“ par 1+ g™*! 4 g*®"*D .., et jobtiens d’abord:

1,
S=zq2 ’

ol a et &' parcourent la série entiére des nombres impairs. Soit ensuite:
’ @' =1, 3, 5, ..., 20— 1,
et I'on aura:

1(
) A — a?+2ad'—=a''?)
S - 2‘94
1

(*) Sur les théorémes de M. Kromecker relatifs aux formes quadratiques (Comp-
tes-rendus, Juillet 1862).

(*y Sur les développements en séries des fonctions doublement périodiques de troisiéme
espéce (Paris, Gauthier-Villars, 1879).
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Désignant donec par N un nombre impair quelconque, et par ¢(N),
le nombre de ses diviseurs, nous pouvons déja écrire:

1
-
S=2¢(N)g .
En passant a la seconde somme S§;, nous poserons:
a’® + 200’ — a”’* = 2N,

de sorte que 2N sera le déterminant changé de signe de la forme qua-
dratique (e, a”, a + 24'). Cela étant, nous établissons que nous avons
ainsi obtenu le type de nos nouvelles réduites pour un déterminant im-
pairement pair, représenté par (4, A”, A’), en montrant que la différence
A — A’ est nécessairement le double d’un nombre impair. Or on a:

A4’ — A"* = 2N,
et par conséquent:
AA'= 3 (mod 4).
En multipliant par le nombre impair A4’, nous en conclurons:
A= 34" (mod4)
d’oui:
A— A" =24 (modyg)
comme il fallait le faire voir. Soit donc pour un moment: f(2N) le

nombre des classes non ambigues de déterminant — 2N; il est clair qu'on
obtient, puisqu’on exclut les valeurs négatives de A”:

1 ¥
S, =Y - f(2N)g"
et le développement de #;8; s'offre sous la forme suivante:

1
2~1V

99, = 42 [¢(N) + F(2N)]q

Mais le nombre des classes ambigues de déterminant — 2N étant
¢(N), la somme ¢(N) + f(2N), est précisément la fonction F(2N) de
M. Kronkcker, dont la proposition se trouve ainsi démontrée.
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I11.
Le second théoréeme de Villustre géomeétre se tire des séries suivantes:

o2

2 +1

2 Kv)

sin(2n 4 1)x

T

N 1 49
79 79_ = o — L SR
2oa H(zlm) sinz + Zn P

T T
W, :
3 2Kz
6 —
T

En les multipliant membre &4 membre, et intégrant entre les limites

, <2Ka:> ° <2Km
9

1\2
> = Zo:ﬂg(wg) [1 427" 4+ ...+ 2907 sin(2n + 1)z.

’ T ’ . .
zero ct 5> On en déduit cette expression:
&9 = 28 + 48,,
ou l'on a:
1\2
— (n+§) r —1 —n
=g T2 27

(n + ;—)—-FQH +1

8, :2 ’ifqml_[l + o207 o277

o

Cela posé, désignons encore par ¢ un nombre impair quelconque, et
soit b =0, +2, +4,..., +(@¢—1), la premicre série prend cette
nouvelle forme:

1<
— @?—b%)
S=2q¢

et Yon en conclut facilement:

1.
S=Z¢(N)g,

N parcourant la séric des entiers impairs =1 (mod 4). Soit en effet:

2 2
at— b = oy

Acta mathematica. 5. Tmprimé 8 Septembre 1884, 20
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0 et ¢ étant deux diviseurs conjugués de N; on aura nécessairement
0 =¢"(mod 4), ct les deux systémes d'égalités:

(Z—i—[)———‘(/, (l—bzow,
ou bien:

a—>b=g, a+b=7a,

détermineront toujours pour ¢ un nombre impair, ¢t pour b un nombre

pair, qui change de signe en passant de l'un & lautre; le cas ol N est
un carré correspondant a b = o.

La quantité S,, développée suivant les puissauces de ¢, donne ensuite:

S, =Eg

ou Von doit faire:

== T, 3, 5y -

b=o0, +2, +4, ..., +(@a—1),

Soit maintenant:
a® + g4ac — ' = N;

on voit que N sera =1 (mod4), et représente le déterminant changé
de signe de la forme (a, b, @ + 4¢). Nous trouvons ainsi l'expression
(4, + B, A') que nous avons déja considérée, car le produit A4’ étant
=1 (mod 4), la différence A’ — A est un multiple de quatre. Or il a
été Stabli que cette forme donne d'abord la série entiére et sans répétition
des réduites non ambigues, puis les formes ambigues de espéce (4, 0, 4'),
ou Von a: 4 < A’. Clest donc la totalité des diverses formes, moins celles -
qui sont représentées par (4, B, A4), en prenant:

B=o0,2,4,..., 4— 1.

Le nombre de ces derniéres est pour une valeur donnée de N, le
nombre des solutions de 'équation

A* — B* = N,
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avee la condition que B soit positif. On doit done comme tout-a 'heure
poscr en désignant par ¢ ct ¢ deux diviscurs conjugués de 4N

A— DB =g, 44+ D=7,
mais prendre maintenant ¢’ > ¢, de sorte que le nombre cherché est
;5:(1\7 ), lorsque N n'est pas un carré. Dans c¢ dernier on obtient évidem-

ts gﬂ;———lﬁ— 1, ou bien: ﬁ%\%ﬁk—l

résulte que si lon désigne par F(N) le nombre des classes de formes
quadratiques de déterminant — N, on obticnt:

men De ce que nous venons d’établir

1
N

8, = 2IF(N) —Le(N) g

, , . I
en convenant, lorsque N est un carré, de remplacer F'(N) par F(N)— -

Or on a trouvé:

j=

v

S =T

W

nous avons par conséquent:

1
8,08 = 4(S + 28,) = 4 L F(N)g"

comme il g'agissait de Détablir.

IV
Le troisiéme théoréme de M. Kroxkcker, exprimé par l'égalité:

3
2 .
nt h

8L F(8n+3)q = #(q)

se conclut du développement:

e
T T 2 8¢

_sin 202

By H<£g> H, <2Km> ~ sinze + Z [ —- q"‘

T

T
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ou il faut prendre:

M= 1, 3, 5y «u.

et de celui-c
H (Ef—i ) H, (’%l) b s (Y
fy il 42_9,"" [q R N I ? ]sin 2RE

dans lequel # parcourt la série des nombres entiers.
in opérant connue précédemment nous trouverons d'abord:

9 = 8(8 + 281),

ou lon a fait, en supposant & = 1, 3, 3, ...

S zg"" [qﬁé + (1_% 4+ ... 4+q ( IT)J,

a®t2a

Si=2 P el |

1—yq

La premiére suite pouvant s'écrire:

1 .
_(44.',.4‘.')
S =22
@ =1, 3, 5, ..., 2¢— 1,
nous poserons N = 44> — @*; ce sera un entier = 3 (inod 8), et nous dé-
signerons par ¢ et ¢ deux de ses diviseurs conjugués. Cela fait, soit:

26 — @' = 0, 2a4 + a’ = ¢’y

ces conditions détermineront pour @ et a' des entiers impairs, puisqu’on a:
0= 30" (mod 8), et en prenant & < &', «' sera positif. Le coefficient de
1

-y

g* sera ainsi la moitié du nombre des diviseurs de N, et nous écrirons:

1 I—N
§=3 Se(N)g'.
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Le développement de S, suivant les puissances de ¢ étant:

1—(4(1"-{-4111)—«"2)

S =2q

1

- — - l._._. —_—
@=1,3,5, ...;0=2,4,6, ...5@ ==1,3,5, .., 26— 1

ou bien:
1
—(daa’'—a'"?)
S =2q

en posant:
a =a-+0b.
Nous ferons:

N = gad — o',

ce sera donc encore un entier = 3 (mod8), qui se présente comme le
déterminant changé de signe de la forme (24, ¢, 24') ct de ce que nous
avons établi § I, & I'égard de ces formes, donne la conclusion suivante.

Soit pour des classes improprement primitives, (N) le nombre total
des formes ambigues, f(N) la moitié du nombre des classes non am-
bigues, le nombre des solutions de 1'équation:

ad — a"* = N

est: (N) 4 3f(N), en exceptant le seul cas olt N est le triple d'un carré,
la quantité précédente devant étre alors diminuée d'une unité,

On a ainsi:
1

5, = 2N + 3Nl
or on sait que (N) = égp(N), de sorte qu’ayant obtenu:
5= Y ieWe" =T (W

nous en déduisons:

Ly

S+ 28, = 2 3I(N) + 2f(N))g"

et par suite:

8= 24 L [(N) + 2f(N))g "
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Le procédé que je viens d'employer conduit comme on voit au
nombre total des classes improprement primitives de déterminant — N,
représenté par (N) + 2f(N), celui que j'ai donné antérieurcment, (Jour-
nal de LiouviiLe, 1862, p. 23), fournissant sous la forme méme qua
obtenue M. KroNrckkr, I'équation:

1— N
4

ou F(N) désigne le nombre des classes proprement primitives. Du rap-

prochement de ces deux expressions résulte donc la relation des Disqui-
sitiones Arithmeticae

F{N) = 3{(N) + 2f(N)]
et dans le cas ou N est le triple d’'un carré:
F(N) = 3[(N) + 2f(N)] — 2.

M. Lirscurrz a donné de la méme relation, une démonstration arith-
métique aussi simple qu'élégante dans son beau mémoire publié dans le
T. 53 du Journal de COrerre: Einige Sitze aus der Theorie der quadra-
tischen Formen.

V.

Il me reste & indiquer des conséquences arithmétiques des formules
de la théorie des fonctions clliptiques dans lesquclles intervient la fonction
E(x); clles se tirent de la remarque suivante:

J’observe d'abord que si P'on pose:

f(x)=A4, +dx+ ...+ 42+ ...,

le développement suivant les puissances croissantes de la variable du

quotient lf—(m—)—, donne la relation:

Do — o+ (A Aot o+ AoF Ao AN+

I &
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Cherchons pareillement le coefficient de 2" dans le développement
o
@

de la quantité f_(—), ou @ désigne un nombre entier quelconque. Comme
I %

on peut écrire:

f(xa) — ZA xa{t«&-l’

I—2
A=o0, 1, 2,
pH=0, 1, 2,
nous poserons la condition au 4 A = n, qui donne évidemment pour p

n . ‘. ’ .
les valeurs: o, 1, 2, ..., E<;> Soit donc pour abréger écriture:

y = EC—:), il est clair qu'on aura:
%:Z(Ao-i—z{, b A
c’est la relation analytique que je vais employer, et je l'appliquerai

I
d’abord en supposant f(z) = Pt Nous obtenons dans ce cas la formule

e e 3 L) £(;)

sulvante:

h

T'

Multiplions ensuite les denx membres par 2°, b désignant un entier
positif, on en tire:

<T><—_*>=Z[ +8(;) |,

puis en changeant # en % —- b:

b

Ui*;'c&—__ﬁ‘;[l +E(“;b>]m,,‘

On voit que dans cette nouvelle relation il est nécessaire de prendre

n—b e , .
E< - >:= O lorsque »— b est négatif; nous ferons désormais cette
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convention, et en remarquant que: 1 + E(x) = E(x + 1), nous écrirons
plus simplement:
b

i | ntda—0b

Il convient de joindre & cette formule celle qui donne le développe-
b

z

ment de la fraction _, et qu'on obtient par l'identité:

(1 —z)(1 + z)

Zb {Bb(l . xa)

(1—a)1 +29 (1—z)(1 —2z") .

Nous trouvons de cette maniére:

= ) s

ce qui conduit a introduire une nouvelle fonction E, (z), definie par la
condition:

E,(z) = E(x +3) — E().

On a ainsi sous une forme plus simple:

2 n+a—0b\ ,
(1 —a)(1 +m“)=ZE‘< 2a —)w

Je me bornerai 4 remarquer & l'égard de la quantité E (z), qu'elle
est toujours égale & zéro lorsque la différence # — E(z) est moindre que

1 \ ) ., . . y =1 3y
5> et a l'unité si U'on suppose z — E(x) >, c'est ce que montrent les

relations:

l

E(x+ 1)
El<w —l—%)

E (2) = E(22) — 2E(x).

E, (=),

Il

1 — E/(z),



Couséquences arithmétiques des formules de la théorie des fonetions elliptiques. 313

J'appliquerai encore la formule:

I(f) =24+ 4, + ...+ 4)z"

3 14 4 I
a un cas plus général en prenant: f(r) = ——, ot k est un entier

(1 —a)

quelconque. Nous aurons alors:

A_k(k+l) (k+n—l)
1.2.

et I'on sait d'ailleurs que la somme: 4, + 4, + ... + 4, a pour valeur

k+)E+2). ty e D2 @R
1.2...v 1.2...k

11 suffit donc pour obtenir le développement cherché de remplacer v par

E (Z) dans cette expression. Mais soit afin d’abréger I'écriture:

B(z) — E(z)E(+ 1)...E(® + & — 1)’

1.2...k
o
)a

on aura ainsi:

1 n +
(_l — )1 —2%)* :Z:Ek<

puis en raisonnant comme plus haut:

'(‘__';;IEI)[—:”;.SE'—"ZEL(%_FZ__IZ)%"'

Ce résultat établi, nous en tirons la formule relative &4 la fonction:
b b mk

@ ® (I — ) .

4(—*————[ on i en la mettant sous la forme: a0 S Soit par

exemple & = 2, un calcul facile donne la relation:

(I—x)(l+m ZF<n+2a )[I——zEl(n;b)_]x»;

mais on peut suivre une autre voie, et en posant:

I

—=dy+ A 4 ...+ A+ ...
(1 + @)

Acta mathematica. 5. Imprimé 9 Septembre 1884, 40
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chercher la valeur de la somme: 4, + 4, 4+ ... 4+ 4,. 1l suffit pour

cela d'avoir le coefficient de 2’ dans le développement de la fraction

I [d *, " . .
i, et c’est ce que donne la décomposition en fractions simples,

(1 —2)1 + 2)
qui permet d’écrire:
2* I 1 2 2t
(1 — &)1 +a2F ‘—93+ I +4'>+(I +”)’+ T +(I +w)k.

La quantité cherchée s'offre ainsi sous la forme:

__I_’:_}__(——zkl)v[I + 2(11 n I)+ 22(u+ I)(v+2)+.“ + 2,6_1(!J+I)(u+2)...(u-{-k—-— I)];

2 1.2 1.2...(k—1)

le coefficient de 2", dans le développement de 7 est donc

1
1 —a) (1 + 2%

obtenu explicitement au moyen de I'élément y = E(Z), tandis qu’en partant

ak
de la. fonction ( @ ;{w) o ce méme coefficient s’exprimera d'une ma-
I — 2l — &
niére toute différente, au moyen de E(ﬁ> et E(i+ I—). Soit &k = 1,
2aq 2a 2

pour considérer le cas le plus simple, nous aurons la relation:

B2 p(2) =11 4 o E)]

ou plutét:

#2355 = () =3l — @)

. . . n
puis si Yon fait — = «:
2a

E(m +3) — E(=)

11— (= 1™

— sin? #E (2z)

ce qui se vérifie immédiatement.
Je ne m’écarterai point de mon but en cherchant en ce moment a



Conséquences arithmétiques des formules de la théorie des fonctions elliptiques. 315

approfondir les relations de cette nature, et je me bornerai 4 remarquer
que de ces identités fort simples:

. . wa[l + 2 + x?a +...+ w(m—l)a]
(t— a1t =29 (1 — Xt — &™) ’

# e b ]
(l - w)([ — a:")2 ([ _— w)([ — mma)2 ,

on conclut les propriétés suivantes de E(x) et E,(x):

E(x) + E(s +5) + E(v +2) + ... + B(s + 1) = E(ua),

\

Eg(-’ﬂ +;ln)+ 2E2(w+7—i‘)+”_+(,”,&_I)E2<w+m—l)

m

+ E’<x“7;) + 2E‘z<”_%> + ...+ (m— 1)E2<x—m; l)

= E,(mz) — mE,(x).

VI

J’appliquerai les résultats qui viennent d’étre établis en premier lieu
a la série I’EuLEr:

a
z

+1-w—m“+"‘+, -+ ... =2 ¢(n)2"

&

1 —2
ou ¢(n) désigne le nombre des diviseurs de n. La relation:
z" /1
=)
(1 —a)(1 —a") a
donne alors, comme on voit, la proposition arithmétique bien connue

e(1) + 0(2) + ... + ¢(n) ___ZEG)

a =1, 2, 3, «.,
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Et pareillement si I'on pose:

f(De

I —z

+L0% 4+ S TR,
de sorte qu’on ait:
F(n) = f(1) + f(d) + /(@) +
en désignant par d, d’, etc. tous les diviseurs de %, nous obtenons:
F(1) + F() + ... + F(n) =Y E(2) f(a)
a=1,2,3 ...

Supposons en particulier que f(n) soit un polynéme quelconque de degré
k, qu'on pourra écrire ainsi:

f(n)=d + B ¢®0F Dy grled Do G ho b,

Au moyen d’une transformation dont Jacosr a donné des exemples
dans les formules du § 40 des Fundamenta, nous aurons:

fe | fe)e
I —z +

Az" Bx”
=Zl_wa+z([__xa)2+' +z(l a)k+l

a=1,2, 3 ..

L
I — 2

On en conclut I'égalité.

Y EG)(@) =AY B(2) + BYE(Y) + . + KL Bun(2),

et par conséquent celles-ci:
LE()e=TEG)
Y E() 2 =TEG)

qui offrent autant de nouvelles propriétés de la fonction E(z).
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Remarquons encore au sujet de la série d’EuLER qu’elle a été mise
par CLAUSEN sous la forme suivante:

x<:i:>+x“<:im,>++:v“’<—l—+—”a>+,

z 1 —a"

on a donc:

e(1) + ¢(2) + ... + ¢(n) ::2'_1’3(“—%:—“1) + E<n—c;a2>],

et Pon voit que dans le second membre les valeurs de @ ne doivent pas
dépasser 'entier contenu dans \/n, que je désignerai par v, pour abréger.
Remarquons maintenant qu'on peut écrire:

(=)o) 41—
E(*S%) = B(2)—«

v

2 (24— 1) =7,

1

et que l'on a:

nous en conclurons la formule:

(1) + @)+ 4 g(n) = 2 B(L) —»*
a=1, 2, 3, ..., V

dont j'ai donné ailleurs une démonstration arithmsétique. (*)

Aprés la fonction ¢(n) se présentent celles que M. KroNEcKER a
considérées dans son célébre travail, sur le nombre des classes de formes
quadratiques de déterminant négatif (Journal de Borcmarpr, T. 57, p.
248), et qui se rapportent aux sommes des diviseurs des nombres. Elles
sont désignées et définies comme il suit:

X(n) somme de tous les diviseurs impairs de =,
O(n) somme de tous les diviseurs de #,

(") Sur quelques points dans la théorie des mombres: Extrait dune lettre & M. Lip-
sCHITZ, Acta Mathematica, T. 2, p. 299.
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¥'(n) excés de la somme des diviseurs de # supérieurs & n, sur la
somme des diviseurs moindres que n,

@'(n) excés de la somme des diviseurs de n de la forme 8k + 1, sur
la somme des diviseurs de la forme 8k + 3,

¥"(n) excés de la somme des diviseurs 8k + 1, supérieurs & (/n, ct des
diviseurs 8k + 3, moindres que n, sur la somme des diviseurs
8k~ 1 moindres que yn, et des diviseurs 8% + 3, plus grands que y/n.

L'illustre géométre donne ensuite les équations suivantes, ou je sup-
pose pour plus de clarté:

@=1, 3, 5 .-

b= 2, 4, 67 .

¢c=1, 2, 3, .
a savoir:

h

ZMH—WMW=EIJQJ(Q]

[ — qh)‘z

Tor =Y ==Y ’

1_’] [_gc)‘l

s 1

Z q,'(c)qc :z(T%W

So(a) =3 (— " L

[__q‘)a

1 21 a? 2a o
Zfi‘"(a’)q“:z(—— l)g(« ,naq (I + ¢ za q .

I—9q

Nous pouvons par conséquent exprimer au moyen de la fonction
E(z) les diverses sommes

X(1) + X(3) + X{(5) + ...,
X(2) + X(4) + X(6) + ... et (1) + @(2) + O(3) + ..., ete.

Mais parmi les résultats qu'on trouve ainsi, les plus simples et les plus
élégants ont été obtenus pour la premiére fois par M. Lirscnrrz, a qui
j'en dois la communication. En désignant par 4, B, C, des nombres
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entiers de méme nature que @, b, ¢, I'éminent géomeétre a établi, par
une méthode purement arithmétique, les formules suivantes:

X(1) + X(3) + .. =Y E,(£2),
O(1) + 0(2) + ... + 0(C) =}:E,(§),
C’-—-c">.

Et sans nul doute des procédés semblables donneraient aussi les relations
d’une forme moins simple:

F(1) + F@) + ... 4+ ¥(0) = ZE,<

X(2) 4+ X(4) + ... + X(B)
=3 2[e2() + o))
o)+ ¢3) + ... + ¢(4)
S T an(A )
(1) + UG) + e+ V()
X T B ) | (A=) p(AEe)

2a 2a

La derniére peut encore s'écrire:
() 4 43)+ ...+ ¥(4)

=) |- [ L o]
— X[ ar ("))

et I'on devra prendre les deux derniéres sommes, en s'arrétant a la valeur
de a qui est donnée par le plus grand nombre impair contenu dans /4.
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VIIL

Une autre application, a laquelle je m’arréterai un moment, con-
cerne la fonction qui représente le nombre des solutions de I'équation
#* + y> = ¢. En la désignant par f(c¢), la théoric des fonctions elliptiques
donne les relations:

2K

a—1
_ ‘. (=0 "¢
T —§Cf(c)q - I+42—I'77

a—1
4c4+1 ) a
TfBe+2)g * =4 ‘————I‘ig:/q,

dont la premiére nous conduit immédiatement au théoréme d’EISENSTEIN:

Il

() +12)+ ...+ (€)= 42(— I)ETHE@)'

De la seconde nous tirons ensuite:

1(2) + 1(10) + ... + f(8C + 2) = 4 2e(— 1y E(220);

mais ces formules ne sont pas les seules auxquelles méne la théorie des
fonctions elliptiques. JacoBr a obtenu en effet, dans le dernier paragraphe
des Pundamenta, ces développements d’une autre forme:

c’+c
2K (—1)g
a2,
I+ g
2a

_@__4,{2(_1 B 72i_+Q_2;,
T —4q

et le premier devient, si Pon change ¢ en — g¢:

__]r 2cl—c¢ _Ir‘2r+c
42( __) = T 4 (_—)‘_
1

¢ I+q
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Jen ai déduit les formules suivantes, que je me borne & énoncer,
me réservant d’'y revenir dans une autre occasion.

e
1°  Soit: n = E(ﬂ";’ + I>, et posons pour abréger:

4
S BB+ — ()
=B ¢ B0 ¢ h (0

oI aura:

() + 1) + ...+ 1C) = 4| S + 8, — nsin® 77|,

2°  Soit ensuite: n = E<5/—40—+2Lt_1), nous obtenons:

f(2) + f(10) + ... 4+ f(8C + 2)

~8[ B(3)—EB("=2) + B(S23) — oy B (G52 ) | asin 2

3 5 2n—I

Enfin on trouve dans le second volume des oeuvres de Gauss (De
nexu inter multitudinem classium, etc., p. 279), la formule:

(1) + (o) + ... + f(C) = 4 ZE(T—7)
c=0,1, 2, ..., E(yn),

qui est d’'une nature toute différente. La remarque suivante que jem-
ployerai tout-a-I'heure pour un autre objet, en donne une démonstration
facile.

Soit: f(x) = A, + A,x + A2 4 ... + 4,2" + ..., le coefficient
()

d'un terme quelconque du développement de la fonction: - se tire

de Végalité:
f(w) 24 ).
1&) _ 5 4 goe

1—a
pL=0, I, 2, ..
A=0, 1, 2, .
en posant la condition:
w4+ A= n.

Acta mathewmatica. 5. Imprimé 12 Septembre 1884. 41
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Nous avons ainsi les valeurs g = o, 1, 2, ..., E(/n), et en faisant
pour abréger l'écriture, v = E(yn), il est clair qu'on obtient:

%:Z[Ao + A + ...+ 4]

On aurait d’'une maniére plus générale, si l'on désigne par ¢ un entier

quelconque, et qu'on fasse alors y = E(\/ ﬁ):

[+

If(_ii?v == Z(Ao + ‘4'1 + ...+ Af}xn
Soit encore:

f(2) = Adyr + 4,y + ... + 4,ya " + ..

nous trouverons semblablement:

L2 T4+ A, 4 AT

en prenant dans ce cas: y = E(l/ﬂ”_'*;zl_'*:_g

En particulier on remarquera les relations suivantes:

DI R N

I—z

— IZE(\/”)‘,”")

I — % ]

Vet V2 + Vo +...:ZE<\/Z3%_+:I+ 1) ot
0

puis, comme on le verra aisément, en désignant par £ un entier quel-
conque:

(w+w‘+w’+...)x":zE(

I —=z

Vo — k)a"
n=k+1, k+2, kE+3, ..
(Vo + Vo + Vo + .. )d" =2E<\/4n + 1 ;—4k + 1>xn+}

I—2

n=%k, kE+1, k- 2,...

De ces formules résultent les suivantes.
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Soit:
.F(a}) — ['[0 + Alx—l‘— v e + Akxk + e

nous aurons:

(@ 4 &+ 2® + .. ) F(e) : ZAkE(\/m)xn

I —x

n=1, 2, 3y «..
k=o0,1,2, ..., 0—1,

et semblablement:

({/u; + :/&EQ + t/:'waz, + .. )F(J}) _ 2 -_[ E<\/4n +1 _4k+ I)xu-f-}
<tk

I — 2
n==0, 1, 2, ..
k=o0, 1, 2, ..., n.
Supposons dans la premiére de ces deux relations:
Fz)=z+z*+ 2"+ ...

elle donne immeédiatemnent Pégalité:

(& + «* + x4+ .. ) — ZE(\/"' —_ cg)mn,

I—u
n=1,2, 3, ...
c=1, 2, ..., E(yn).

) 4 2
On en conclut le développement de la quantité: (1 + 2 +1 2 w+ )

sous la forme suivante:
Z[1 + 4BG =)o,
n=o0,1, 2, 3, ..
¢c=0, 1, 2, ..., E(/n).

et par suite le théoréme de Gauss:

F(1) + 1(2) + ... + fle) = 4 ZE(CT—¢"):
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Prenons de méme, dans la seconde formule;

F() _Vz Ve + Ve + 25

Ve

nous trouverons la relation:

(Vo + Vo' + ya®® 4 .. ) =2E<\/4n +2—(2c—1)"+ I)xn+;—
2

I — &
n=0, 1, 2, ...
n+ 24
c=1, 2, ..., E<V_4_+_+_>
2
Le résultat suivant qui gen tire:

£(2) + f(10) 4+ ... + f(8C + 2) = 4ZE<\/4n+ Z—a + :>,

2

ou 138 somme doit 3'étendre dans le second membre aux valeurs a=1, 3, 5, ...
en sarrétant a la racine du plus grand carré impair contenu dans 4n + 2,
a été donné par LiouviLLE, dans une courte note qui porte pour titre:
Egalités entre des sommes qui dépendent de la fonction numérique E(x)
(Journal de mathématiques, 2™ Série, T. V, 1860).

VIII.

J’arrive maintenant au point que javais principalement en vue, en
déduisant des beaux théorémes de M. Kronecker, démontrés au com-
mencement de ces recherches, les expressions des trois sommes:

A=FQ)4+ F6) +,..+ F(an + 2),
B=F(1)+ F(5) + ...+ F(4n + 1),
C=FQ3)+ F(i1)+ ...+ F(8n + 3).

Voici, parmi plusicurs autres, deux formes sous lesquelles on peut les
obtenir.

Considérons d’abord le premier théoréme:

-

1
858, = 420217(41& + 2)gw2 ;
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2
je remarque, pour former le quotient Iﬂfsq’ que l'on a:

z9§=§f(80+ 2)qu+§,
8, =14 294+ 29" +....

Nous avons ainsi une premiére partie, dont le développement suivant
les puissances de ¢ est domné immédiatement par la formule:

&
1—q

= 2 f(8¢ + 2)qn+;—.

n=0,1,2, 3, ...

c=0,1, 2, ..., n.

En appliquant cnsuite I'égalité obtenue dans le paragraphe précédent:

e i REDLICIN SNy o1y ¥

I —x

on frouve;

. 0 " n l
wte' +g * B Y 48 + ) En—z)0

m=0,1, 2, 3, ...

w—1
¢=0, I, 2,...,E( )

2

1
La somme cherchée 4, étant le coefficient de ¢ "3 , dans le dévelop-

#d,

pement que nous venons de former de : , hous sommes amenés a la

formule:

44 = 2 f(8¢c + 2) 4 2 X f(8¢ + 2) E(yn— z¢),

ou il faut prendre dans le premier terme: ¢ = o0, 1, 2, ..., n, et dans

- n-—1
le second, ¢ =o, 1, 2, ..., E< )
2
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D’une maniére toute semblable, nous parvenons aux développements

qui suivent:

9:‘} /4n+ I — 4c 4 1 nhr
2 Zf( \ > >q 4’

n=o0,1, 2, ..

c=0, 1, 2, ..., N

(\/4n +1— 8¢ + 1\ s
5 Ja

Y (8¢ + 2)E

I.__
n=0,1, 2, ...,

n
c=o0)1, 2, ..., Eb)

1
. - nig . .
Cela étant, le coefficient de ¢ * duns le premier, et le cocfficient

3
4 — .
de ¢ * dans le second, donnent les expressions des somnmes B et C; on

trouve ainsi:
—4c + 1)

2B = z f(C)E(\/lm = I2 )

=Y f(8¢ + 2)E<‘/W;'——SZ + ‘)

en prenant ¢ = o0, 1, 2, ., B,
Nous obtiendrons les mémes quantités sous une autre forme, dans

laquelle figure uniquement la fonction E(z), au moyen de la série de

Jacosr dont nous avons déja parlé:

14
# = werh— W' 6+ N Z—
ct de celle qu'on en tire en changeant ¢ en \g:
1+ ¢°

. I+
192193 = 2\/(11 4\q s+ 4\, I___qs_-"
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Multiplions a cet effet, membre &4 membre, les deux égalités:

l+q

792‘93::22('—1)24 a
8, = 22\/4“’

il vient ainsi:
l

192193 — 42 — I 2 a2+a21 + q
I-——q

a=1,3,5 ..

’

|

a I, 3, 5y -+

2 ’2
a’— I a”—1 .
et en remarquant que 2 et 2 sont des entiers:

1 a—1 a*+a'2—-2 a
'9;193=4q2z(__ I)‘z q 4 I+q“.
I—gq
Nous avons done:
TN s R
= 4¢° —1)°'q '
r—g 2= (r—g)(1 —¢°)

de sorte que les formules de développement précédemment employées
nous donnent:

19219 —n? —ala—p’?
= 4¢° 2( 1)2 [E(4n+2+4a al—a' >+E an+2—a _a_>]q,,'

40

Or le coefficient de ¢*, se réduit & l'expression plus simple:

4n 4 2 —a’*— a'?
I—|—2E< 40 >’

et comme le premier des deux signes E, se rapporte a tous les systémes
de valeurs des nombres impairs et positifs, e et o/, qui satisfont & la
condition:
4n + 2 + 4a—a’*—a?
b

I,

v
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c’est & dire:
gn 4+ 2 —a’—a’>o,

on voit qu'en posant sous cette condition:

S:——*Z(——- I)a_;}

puis semblalement:

8 =Y (— ,)"T”E<4n +2— a,"'_.a’2>’

4a

on obtient la quantité cherchée, sous cette nouvelle forme:
A=3_8+ 28,

En second lieu, multiplions par

en supposant:
c=o0, + 1, + 2, etc,,
la méme égalité:

88, = 23 (—1)7 igr ot L

On trouvera de cette maniére:

I—Sl

a—1 a’+4c"-—l

1
9,89 = 2qZZ(——— 1) % —:i,ql“’

et si I'on désigne par b le nombre pair 2¢, nous aurons

W _ T e
=2 —1 —_
1—g ¢ (=" (1 — )t — ¢°)
a—l
4 + 1 4 40 —a® —b* fan + 1 —a?—Db\T ,
= 2¢* Z( 1 ( aa >+ B ™ >]q :

Posons donc la condition:

4n + 1 —a’>— b’ >o,
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en supposant que @ soit impair et positif, b ayant des valeurs paires
positives, nulles ou négatives, et soit alors:

a—1

S=%(—1)?%

e . R
y S5 4+ 1—a’—0
S, = Z(_ I) : Ek 40 >,

la quantité B, sera exprimée par la formule:
2B = 8§ 4 28§,.
En dernier lieu nous trouverons par des considérations toutes semblables:

C=8+ 28,
en posant:

a—1

S=2(—1)?
S, = 2 (-— I)a—;l

les deux sommes se rapportant a tous les systémes de nombres impairs
et positifs a et o, satisfaisant & la condition:

E(Sn + 3 —2a’ —a”),
8a

8 + 3 — 24> —a'? > 0.

Je ferai une application de la premiére des formules obtenues, qui
servira en méme temps de vérification, en supposant » = 6. On trouve
alors que la condition posée, & savoir:

26 —a*—a*>o0

est remplie pour les valeurs:

a =1, @« =1, 3,5
a =3, a =1, 3
a = 5, a = 1.

Le nombre a, étant trois fois égal & un, deux fois égal a 3 et une fois
égal a 5, nous avons:

S=2(— I)a_;l———- 2.

Acta mathematica. 5. Imprimé 10 Septembre 1884. 42
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On obtient ensuite:

5, (%) + 1) 5(3) =

La somme A4 des nombres de classes des déterminants: [) = — 2, — 6,
— 10, — 14, — 18, — 22, — 26, est donc égale & 20; clest en effet
ce que donne la table suivante des réduites:

D=— 2, (1,0, 2)
= — 6, (1, 0, 6)2, 0, 3)
= —10, (1, 0, 10)(2, O, 5)
=—14, (1,0, 14\(2 0, 7)(3, 5)
= —18, (1, o, 18)(3, 0, 6)(2, )
= —22, (1, 0, 2)(2, O, 11)

= — 26, (1, 0, 26)(2, 0, 13)(3, + 1, 9)(5, * 2, 6).

Jindiquerai encore en terminant la formule:

FG)+ F(7)+ .:. + Flan + 3) =2 E(n 22;?:?“};

la somme du second membre s'étend h tous les entiers positifs, ¢ et ¢
satisfaisant &4 la condition:

e+ 1)ze 4+ 2¢ + 1) <n + 1,

en convenant de réduire & moitié les termes qui sont donnés quand on
suppose ¢/ = 0. La démonstration de ce résultat sera I'ohjet d'nn travail
qui paraitra prochainement.




