ALLGEMEINE UNTERSUCHUNGEN UBER

RECTIFICATION DER CURVEN

VON

LUDWIG SCHEEFFER

in MUNCHEN.

Die folgenden Untersuchungen wurden veranlasst durch das Studium
einer merkwiirdigen Funktion. Dieselbe ist uiberall stetig, ihr Differential-
quotient (und auch das Quadrat desselben) besitzt aber in jedem noch so
kleinen Intervall dieselbe von o verschiedene Schwankung, sodass dem
bestimmten Integral

fl\/l + f(x)dx

unter Zugrundelegung der Riemanny’schen Definition eine Bedeutung nicht
zukommt. Dennoch geht aus geometrischen Betrachtungen auf das
Unzweideutigste hervor, dass die durch jene Funktion definirte Curve
zwischen je zweien ihrer Punkte eine ganz bestimmte endliche Liange hat.
Daraus folgt, dass der Begriff der Lange einer Curve nicht von dem
Umstande abhangig sein kann, ob jenes bestimmte Integral Sinn hat,
oder nicht. Die von Herrn pu Bois-REvmonD (') gegebene Definition der
Lange einer Curve ist also jedenfalls zu eng.

1 .
(') Mathematische Annalen, B. 15, pag. 287.
Acta mathematica. 5. Imprimé 19 Mars 1884. i
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Hiermit drangt sich die Nothwendigkeit einer allgemeineren Definition
des Begriffes »Lange» und gleichzeitig die Frage nach den nothwendigen
und hinreichenden Bedingungen auf, denen eine Funktion f(z) gentigen
muss, damit die durch die Gleichung y = f(z) definirte Curve zwischen
zweien ihrer Punkte eine bestimmte endliche Lange habe.

Die Beantwortung dieser Frage fiir den Fall, dass die Funktion f()
von x, bis x, eindeutig gegeben ist, bildet den Inhalt dieser Abhandlung.
Es werden dabei weder tiber die Stetigkeit, noch tber die Differentiirbar-
keit von f(x) irgend welche Voraussetzungen gemacht.

Die Resultate, welche in den Theoremen I—VII zusammengefasst
und an Beispielen erlautert sind, zeigen, dass die Existenz der Lange einer
Curve in keiner Weise von dem Umstande abhangig ist, ob die Curve
im Allgemeinen eine Richtung besitzt, oder nicht. Wir werden zur
besseren Beleuchtung dieses Gegenstandes in einer spiteren Arbeit Curven
definiren, welche eine bestimmte Lange zwischen je zweien ihrer Punkte
besitzen, obgleich die Gesammtheit der Stellen, wo keine Tangente existirt,
in jedem Intervall von der Machtigkeit des Lincarcontinuums ist.

Wir geben in dieser Nummer die Definition eciniger Begriffe:

»Langey, »derivirte Funktioneny, »Richtungsschwankungy.

Es sei y = f(z) eine in dem ganzen Intervall x,x, eindeutig gegebene
Funktion. Wir nehmen eine endliche Anzahl von Werthen z an, deren
kleinster x,, deren grosster z, ist und bezeichnen dieselben, nach der
Grosse geordnet, mit x,,, «,,, #,,, ..., die entsprechenden Werthe von
y mit ¥, Y., Yy, ... Is sei ferner

L1 == z V(xl, r41 T ml,r)Q + (.1/1, 41 ?/1, 1')2J

r=0,1,..

wo auf der rechten Seite uber alle z,, von z, bis #, zu summiren ist.
Nun schieben wir zwischen je zwei der Punkte z,, neue, wiederum in
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endlicher Anzahl, ein und bezeichnen die Gesammtheit der schon vor-
handenen und der neu hinzutretenden Werthe z in der Reihenfolge ihrer
Grosse mit =,,, x,,, #,,, ..., die entsprechenden Werthe von y mit
Yg0> Yg1s Ypqs --- LEs sei dann wiederum

L2 = Z V@, r1 —— Ly, r)2 + (‘!/2, re1 7 Yy, ")2’

r=0,1,..

wo die Summe auf der rechten Seite sich iber alle z,, von z, bis 2,
erstreckt. Durch Einschiebung neuer Punkte und Zusammenfassung der-
selben mit den fritheren entsteht eine dritte Reihe z,,, z,,, z,,, .
eine entsprechende Grosse L,. Hiernach ist klar, was unter der Reihe
Zuos Zuis Zugs -«vs Ynoy Yurs Yuys --. und der Grosse L, zu verstehen ist.

Das Gesetz, nach welchem die Theilung der Abscissenaxe fortschreitet,
nehmen wir ganz beliebig an und unterwerfen es nur der einen Be-
dingung, dass alle Differenzen %, ,,, — ®, , mit wachsendem % unendlich
klein werden. Genauer: Nach Annahme einer belicbigen positiven Grisse ¢
soll n immer so zu bestimmen sein, dass die Differenzen ®, .., — x, . simmi-
lich Kleiner als & sind.

Offenbar ist allgemein L,,, > L,. Es nihern sich daher nach einem
bekannten Satze die Grossen I, mit wachsendem % entweder einem be-
stimmten endlichen Greuzwerthe, oder sie werden unendlich gross. Tritt
der erste Fall ein, so bleibt die Moglichkeit offen, dass bei einer anderen
Wahl der Theilpunkte die Grossen L, sich entweder einem anderen endlichen

Grenzwerthe nshern oder unendlich gross werden. Wir geben nun folgende

Definition. Die durch die Gleichung y = f(x) definirte Curve hat
zwischen den Pumkten x,, y, und x,, y, die Linge L, wenn die Grissen
L, sich bei jeder Wakl der Theilpunkte demselben endlichen Grenzwerthe L
ndhern.  Anderenfalls kommt der Curve eine Ldnge wicht zu.(’)

. und

(') Diese Definition der Linge ist im Wesentlichen gleichbedeutend mit der von
DuHAMEL angegebenen. (Vergl. Stovz: Uber die Bedeutung Bovzano’s in der Geschichte
der Infinitessmalrechnung. Mathematische Annalen B. 18 pag. 270). Sie lisst sich
vollstindig auf dieselbe reduciren, wenn man der Auffassung der Curve als eines Continuums
dadurch Ausdruck giebt, dass man die Funktion f(#) an den Sprungstellen alle zwischen
J(@ — ©0) und f(z + O) gelegenen Werthe annehmen lésst. Wir haben es vorgezogen, die
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Die zweite Definition, von welcher im Verlauf dieser Untersuchungen
vielfach Anwendung gemacht wird, ist diejenige der »derivirten Funk-
tionen». Wir werden, abweichend von dem bisherigen Gebrauch, bei einer
ganz willkiirlichen, stetigen oder unstetigen Funktion f(x) an jeder Stelle
von derivirten Funktionen sprechen und darunter die Unbestimmtheits-
grenzen des vorderen und hinteren Differentialquotienten verstehn.

Wenn niimlich die positive Grosse & beliebig angenommen wird, hat
die Gesammtheit der Grossen

Jf@+ b)) — f(»)
I !

wenn &’ alle zwischen o und % gelegenen Werthe erhilt, eine bestimmte
obere und eine bestimmte untere Grenze. Natiirlich jst der Fall, dass
eine dieser Grenzen, oder beide, unendlich gross sind, nicht auszuschliessen.
Bezeichnen wir fur den Augenblick die obere Grenze mit D,, die untere
wmit D;, so ist fur  <h stets D, < D, und D, > D;. Es nihert sich
daher die Grosse D, mit abnehmendem % entweder einer bestimmten end-
lichen Grenze, oder sie ist bestindig 4 co, oder sie nimmt unbegrenzt ab
bis — co. LEbenso n#éhert sich D, entweder einem bestimmten endlichen
Grenzwerth, oder ist bestindig — oo, oder nimmt unbegrenzt zu bis
4 co. In jedem Falle sind die Grenzwerthe

limD, wund lim D,

h=0 h=0

vollig bestimmt. Wir bezeichnen dieselben mit D*f(x) und D, f(x) und
nennen sie die »wvordere obere» und dic »wvordere untere Derivirte> von f(x).
Es ist hiernach ohne Weiteres klar, was unter der »hinteren oberen
Derivirten> D~f(x) und der >hinteren unteren Derivirten> D_f(x) zu ver-
stehen ist.
Der vorwirts genommene Differentialquotient £/, (¢) hat an denjenigen
Stellen z einen bestimmten Werth, wo D* = D, ist, der ruckwarts ge-

Funktion f(«) iuberall eindeutig bestimmt vorauszusetzen und erst vermittelst unserer
eigenthiimlichen Definition der »Linge» die Anschauung von der Continuitiit der Curve an
den Sprungstellen der Funktion f(#) zum Ausdruck zu bringen,
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nommene f__(z) an denjenigen Stellen, wo D~ = D_ ist; und zwar wird
im ersten Falle f’ (z) = D* = D, , im letzten Falle f’ (x) = D~ = D_.(")

Der dritte Begriff, den wir definiren missen, da er in den folgenden
Untersuchungen gebraucht wird, ist derjenige der »Richtungsschwankung.
Wir unterscheiden die » Richtungsschwankung einer Curve an einer Stelle
x, y» von der »Richtungsschwankung in der Umgebung einer Stelle x, y».

Wir sagen, die Richtung der Curve y = f(x) schwanke an der Stelle

%,y 2wischen den Winkeln o und o (—- ;—‘3 «a <=, — ; < a'i—;> , wenn

die grossere der beiden Grossen D* und D~ gleich tga, die kleinere der
Grossen D, und D_ gleich tga' ist. Die Differenz a — o nennen wir die
Richtungsschwankung der Curve an der Stelle x, y.

In dem Intervalle £ — % bis x 4+ kh, aus welchem nur die Stelle x
selbst ausgeschlossen sein soll, hat von den eben definirten Winkeln o
und o der erste eine obere Grenze a,, der zweite eine untere Grehze aj.
Wenn % abnimmt, nimmt «, nicht zu, «, nicht ab, es haben daher beide
Grossen Grenzwerthe fir A = o. Wir setzen

f=1lima, und g = lima,
k=0 k=0
und sagen, die Richtung der Curve schwanke in der Umgebung der Stelle
@, y zwischen  und #. Die Differenz g — ' heisse Richtungsschwankung
der Curve in der Umgebung der Stelle x, y.(*)
Schliesslich nennen wir Gesammischwankung der Richtung im Inneren
eines Intervalles die Grosse y — y/, wenn y die obere Grenze von a, j die
untere Grenze von o' im Inneren des Intervalles ist.

() Herr pu Bois-RevMoND pepnt die Grossen D+, D,, D—, D_ passend »Un-
bestimmtheitsgrenzen» des vorwirts und riickwirts genommenen Differentialquotienten. Wir
haben die neue Bezeichnung »derivirte Funktionenp der grosseren Kiirze wegen eingefiibrt.
Die Symbole D*, Dy, D=, D_ schliessen sich unmittelbar an diese Bezeichnung @n und
sind daher von uns den Symbolen des Herrn Dint A, 2, A, X (Fondamenti per la
teorica delle funwzioni di variabili reali pag. 190) vorgezogen.

*) Die Richtungsschwankung an der Stelle ist keineswegs immer gleich der
s Y

Richtungsschwankung in der Umgebung dieser Stelle. Es lassen sich leicht Beispiele
4

3 . I
angeben, wo die erste gleich O, die zweite gleich 7 ist (z. B. y = a? sin — fir @ = 0).
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2.

Theorem I. Ist die in dem Intervall x x, iberall eindeutiy gegebene
Funktion f(x) stetig und bleiben alle Grissen L, bei irgend einer Wahl der
Theilpunkte unterhalb einer endlichen Grdsse G, so bleiben sie auch bei jeder
anderen - Wahl der Theilpunkte wunterhalb dieser Grisse, und L, hat fiir
n = oo den von der Wahl der Theilpunkte unabhdingigen Grenzwerth L. Die
durch die Gleichung y = f(x) definirte Curve hat also in diesem Falle
awischen den Punkten x,, y, und x,, y, die bestimmte Ldnge L.(")

Theorem II. Ist die in dem Intervall x,x, tlberall eindeutig gegebene
Funktion f(x) unstetig, so ist fir dic Existenz eimer Ldnge, d. h. eines von
der Wahl der Theilpunkte unabhingigen endlichen Grenzwerthes lim L, = L

n=oa0

nothwendig, 1) dass fir jeden dem Intervall angehirigen Werth x die Griossen
fl® 4 &) und f(x — ) mit verschwindendem ¢ sich bestimmien endlichen
Grenzwerthen f(x + o) und f(x — o) ndhern; 2) dass fir jeden Werth von
x der Werth der Funktion f(x) zwischen f(x + o) und f(x — o) liegt oder
mit einer dieser Grossen zusammenfdllt; 3) dass die Werthe x, fir welche
flx + o) wicht gleich f(x — o) ist, eine endliche oder abadhlbar wnendliche
Menge bilder;(*) 4) dass die Summe der absoluten Betrige der Differenzen
flo + o) — f(x — o) endlich ist. Sind umgekehrt diese vier Bedingungen
erfillt, so hat die durch die Gleichung y = f(x) definirte Curve eine Linge
L, wenn die Grissen L, bei irgend einer Wahl der Theilpunkte unterhalb
ciner endlichen Grisse G bleiben.

(') Der von DUHAMEL gegebene Beweis dieses Theorems umfasst nur diejenigen
Curven, welche an jeder Stelle sowohl nach vorwirts. als nach riickwirts eine bestimmte
Richtung haben. Desgl. der Beweis von Herrn Srorz (1. ¢. pag. 27I).

() Unter einer »abzihlbar unendlichen» Menge verstehn wir eine solche, deren Ele-
mente sich den Elementen der natiirlichen Zahlenreihe I, 2, 3, ... eindeutig zuordnen
lassen. Wir bemerken dies ausdriicklich, weil Herr G. CANTOR jenem Begriffe, den er
urspriinglich in der angegebenen Weise definirte, spiter eine erweiterte Bedeutung gegeben
hat (Mathematische Annalen, B. 21, pag. 550, Note).

Es sei noch erwihnt, dass die im Theorem II enthaltene Bedingung 3), genau ge-
nommen, iiberfliissig ist, da sie — was wir erst wihrend des Druckes erkannt haben —
durch die Bedingung 1) bereits mitgegeben ist. Die von Herrn pu Bois-Reymonp (1. c.)
aufgestellte Forderung, dass die Unstetigkeiten nicht ppantachisch» sein sollen, erweist sich bei
unserer Definition der Linge als unwesentlich (Vergl. das Beispiel auf S. 61 dieser Abhandlung).
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Beweis von Theorem 1.

Es entspreche irgend einer Wahl der Theilpunkte die Reihe L,, L, ..
Nach Voraussetzung sind alle in dieser Reihe vorkommenden Grossen
kleiner als G. Da ausserdem allgemein L,,, > L, ist, missen die Grossen
L,, wie schon in § 1 bemerkt wurde, eine obere Grenze haben, der sie
sich beliebig nahern, die sie indess nicht tiberschreiten. Diese Grenze sei L.

Wir nehmen nun irgend welche anderen Theilpunkte an und be-
zeichnen die denselben entsprechenden Grossen mit gestrichenen Buch-

staben: @, @, - ..y Yoy Yu, .-+, L,. Es lasst sich zeigen, dass keine
der Grossen L, grosser als L sein kann.
Sind @, p, ..., %, ,,, die der Grosse L, entsprechenden Theil-

punkte (also x}, = x,, %, ,., = ,), so ist nach der Definition

)4
L;z == ;V(x;, r4+1 T 37;’ 1’)2 + (y;c, 41 T 3/;, r) 2"

Nehmen wir jetzt eine positive Grosse ¢ beliebig an, so konnen wir zu
jeder Grosse w,.(r = 1, 2, ..., p) vermittelst einer Ungleichung

x;r—er<x<x;r+vr

ein Intervall 4, bestimmen, welches erstens eine von o verschiedene Linge
besitzt, die kleiner als g ist, welches zweitens keinen der Punkte x,, z,,, ...
ausser #,, enthalt, und innerhalb dessen drittens die Schwankung von f(z)
kleiner als 13: ist. Ist dies geschehen, so konnen wir ferner die Zahl m

8o gross annehmen, dass in jedem der p Intervalle i,,, i,,, ..., i,, mindestens
zwei Punkte der Reihe #,,, #,,, ... liegen. Dann wird folgende Relation
bestehen :

L, + 2v2¢ > L.

Sind namlich «,, , und #, ,,, zwei auf einander folgende Punkte der
Reihe #,,, 2,,, ..., welche beide im Intervall 4, liegen, und ersetzen wir
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in dem Summenausdruck fur L, das Glied, welches die Entfernung des
Punktes 2,,, 4., vom Punkte z,, ..1, ¥ .41 ausdrickt, durch die Summe der
Entfernungen dieser beiden Punkte vom Punkte 2., y.,; und fithren wir
dasselbe fur alle p Intervalle i, aus, so erfishrt die Summe L, einen
Zuwachs, der kleiner als 2V2¢ ist. Die neue Summe ist aber mindestens
gleich L,, da an der Stelle der geraden Linien, aus deren Langen IL;
zusammengesetzt ist, hier gebrochene Linien stehen. Demnach gilt in der
That die Relation

L, + 2V2¢ > L.
Da L nicht kleiner als L, ist, muss um so mehr
L+ 2y20 > L,
werden. Die Grosse ¢ war aber beliebig angenommen. Also ist auch
L>L,.

Hieraus folgt in Verbindung mit der Relation L,,, > L/, dass die Grossen

L, mit wachsendem # sich einem bestimmten Grenzwerth L’ n#hern.

Wegen der eben gefundenen Relation kann L’ nicht grosser als L sein.

Da wir aber jetzt offenbar in den vorhergehenden Betrachtungen die

gestrichenen und die ungestrichenen Buchstaben mit einander vertauschen

durfen, folgt, dass auch L nicht grosser als L’ ist. Also ist L = L',
Hiermit ist das Theorem I bewiesen.

Beweis von Theorem I11.

Dass die Bedingungen 1) bis 4) fur die Existenz einer Linge nach
unserer Definition nothwendig sind, ist unschwer zu erkennen.
Angenommen, es sei limf(x + ¢) fur irgend einen Werth von z un-

bestimmt. Dann lasst sich eine von o verschiedene Grosse ¢ angeben
von der Art, dass nach Annahme einer beliebig kleinen Zahl ¢ stets
eine noch kleinere Zahl ¢, zu finden ist, fir welche der absolute Betrag
der Differenz f(x + ¢) — f(x + =,) grosser als ¢ wird. Gehen wir nun

von einer Zahl = ans, hestiminen zu derselben e, zu ¢ auf dieselbe
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Weise ¢, u. s. w., so wird die Grosse L,, wenn wir ¢, ¢, ..., £, als Theil-
punkte annehmen, grosser als cn. Es existirt also kein endlicher Grenz-

werth lim E,. Hieraus folgt die Nothwendigkeit der Bedingung 1).

Hat f(x) an irgend einer Stelle einen Werth, der um die von o ver-
schiedene Grosse ¢ grosser als die grossere der beiden Grossen f(x + o)
und f(z — o) (oder kleiner als die kleinere derselben) ist, so wirde, falls
lim L, = L. ware, wenn unter den Theilpunkten der Punkt z nicht vor-

n=aw

kommt, durch Einschaltung dieses Punktes lim L, = L 4 2¢ werden. Der

Grenzwerth wire also von der Wahl der Theilpunkte abhingig. Hieraus
folgt die Nothwendigkeit der Bedingung 2).

Wenn wir eine beliebige Zahl ¢ annchmen, so diirfen diejenigen
Unstetigkeitsstellen, an  welchen der absolute Betrag der Differenz
flx 4+ o) — f(x — o) grosser als ¢ ist, nicht in unendlicher Menge vor-
handen sein, da sonst durch Annahme von Theilpunkten z + ¢ und z — ¢
die Grosse L, beliebig gross gemacht werden konnte. Die Unstetigkeits-
stellen sind also, wenn eine Lange existirt, nach der absoluten Grosse |s|
jener Differenz abzshlbar. Falls sie in unendlicher Anzahl vorhanden

"

2 |s,| offenbar fur

r=1

sind, ist die Summe X |s,| endlich, da die Summe
r=1

beliebiges n kleiner als L ist. Hiermit ist die Nothwendigkeit der Be-
dingungen 3} und 4) nachgewiesen.

Sind aber diese 4 Bedingungen erfullt, und bleiben bei irgend einer
Wahl der Theilpunkte die Grossen L,, L,, ... simmtlich unterhalb einer
endlichen Zahl @, so bleiben sic auch bei jeder beliebigen anderen Wahl
der Theilpunkte unterhalb dieser Zahl und haben einen von der Wahl der
Theilpunkte unabhingigen Grenzwerth L.

Nehmen wir namlich zunichst an, dass an allen Unstetigkeitsstellen
die Funktion f(x) cntweder gleich f(z 4+ o) oder gleich f(x — o) sei, so
lasst sich der fur das Theorem 1 erbrachte Beweis mit einer unbedeu-
tenden Modifikation auf unseren Fall anwenden. Diese Modifikation be-
steht darin, dass eine der dort mit e, und %, bezeichneten Grossen gleich
Null gesetzt wird, so oft z,, ein Unstetigkeitspunkt ist; und zwar die Grosse
e, wenn f(x,) = f(x, + o), die Grosse 7,, wenn f(z,,) = f(z,, — 0) ist.

Hat aber f(z) an den Unstetigkeitsstellen irgend einen zwischen
f(@ 4+ o) und f(x — o) gelegenen Werth, so fihren wir eine zweite Funk-

Acte mathematica. 5. Imprimé 22 Mars 1884, B
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tion f'(z) ein. Dieselbe soll im Allgemeinen gleich f(x) sein und nur
an den Unstetigkeitsstellen andere Werthe haben, welche ebenfalls zwischen
f(x 4+ o) und f(x — o) liegen oder auch mit einer dieser Grossen zu-
sammenfallen. Bilden wir dann bei Zugrundelegung derselben Theilpunkte
der Abscissenaxe die beiden Reithen L,, L,, ... und Li, L;, ..., so
ist lim (L, — L,) = o.

"“Es sei namlich ¢ eine beliebig kleine Zahl. Die Unstetigkeitspunkte
seien nach der absoluten Grosse der Spriinge s, d. h. der Differenzen
fx + o) — f(x — o), geordnet. Dann kann p so bestimmt werden,

dass 21|8r| < ¢ wird. Wir bezeichnen die den Spriingen s, s,, ..., 5,
r=p+

entsprechenden Werthe von z mit «,, 2,, ..., 2,. Nun sind offenbar
in den Summenausdricken fur L, und L. nur diejenigen Glieder
von einander verschieden, welche die Entfernung E eines Unstetigkeits-
punktes von einem anderen Punkte der Curve (der auch Unstetigkeits-
punkt sein kann) ausdriicken. Die Differenz zweier entsprechenden Glieder
von L, und L. ist aber hochstens gleich |s] + |s'|, wenn s und & die
den Endpunkten von E entsprechenden Spritnge sind. Demnach ist die
Differenz von I, und L, micht grosser als 26 plus der Summe der ab-
soluten Betrage derjenigen Differenzen

[\/<wn,r - xn, 1'—1)2 + (yn, r —.yn, r—])2 + \/(xn, r4+1 7 "”'n, r)2 + (.%, r+17 yn, r) 2]
- [\/(xn, r— Ly, 1'—1)2 + (y}l,r - ?/};, r—l)2 + V/(xn, rgl " T, f‘)2 + (y}u r417 ?/}4, ')2] )

in welchen #,, einen der Werthe #,, #,, ..., , hat. Es ist aber
leicht sichtbar, dass #, so bestimmt werden kann, dass fur » > m,
diese letztere Summe, welche hochstens aus p Gliedern besteht, kleiner
als ¢ wird. Man braucht nur #, so gross anzunehmen, dass fir # >,
jedes Glied kleiner als % wird, was immer moglich ist. Demnach wird
fur n > n,

[L. — L,| < 30.

0 war aber willkiirlich. Folglich ist
lim(L, — L,) = o.

n=aw
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Bleibt nun, was in Theorem II vorausgesetzt wird, bei irgend ciner
Wahl der Theilpunkte L, unterhalb der endlichen Zahl G, so ist lim L,

n=00

bestimmt und gleich L. Also wird, da lim (L — L,) = o ist, auch
limL, = L. Geben wir f'(z) an den Unstetigkeitsstellen den Werth
f(x + 0), so wird, wie vorher gezeigt, bei jeder anderen Wahl der Theil-
punkte ebenfalls lim (L)) = L. Folglich wegen der Relation

lim (L) — (L)} = o

wiederum auch lim(L,) = L. D. h. der Werth von lim L, ist von der
Wahl der Theilpunkte unabhéngig.
Hiermit ist das Theorem II in allen Stiicken bewiesen.

3.

Die Untersuchungen tber die Existenz der Lange unstetiger Funk-
tionen lassen sich auf Untersuchungen uber stetige Funktionen zuriick-
fuhren. Hierzu dient das folgende

Theorem II1. Wenn die im Intervall x,x, dberall eindeutig gegebene
unstetige Funktion f(x) den im Theorem II gestellten Bedingungen 1) bis 4)

x
gewiigt, so definiren wir eine Fumktion ¢(x) = 2 s, wo die Summe sich iber
o

alle diejenigen Spriimge s = f(x' + o) — f(&' — o) erstreckt, fir welche
z, < o' < x ist, wozu fiir den Fall, dass x selbst eine Unstetigkeitsstelle ist,
noch die Differenz f(x) — f(x — o) hinzutritt. Dann hat die durch die
Gleichung y = f(x) definirte Curve zwischen den Punkten x,, y, und x,, ¥,
eine Linge L oder wicht, je nachdem die stetige Curve y = y = f(z) — ¢(x)
eine Linge L hat oder wicht; und zwar ist im ersten Falle

L=f4+§5|s|.
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Beweis von Theorem III,

x

Ausser der Funktion ¢(z) = Xs definiren wir cine zweite Funktion
o

¢(x) = X|s|, welche sich von ¢(x) nur dadurch unterscheidet, dass dic

absoluten Werthe der Spritnge s an Stelle ihrer algebraischen Werthe
stehen.  Ferner bezeichnen wir, wenn in der Summe

e(w,) = X5,

r=1,2...
die Spriinge s nach ihrer absoluten Grosse geordnet sind, mit ¢,(z,) die

Summe “Zj,., mit ¢,(z) denjenigen Bestandtheil von ¢(z), welcher
r=p4-1,p4+2...

nur aus Gliedern der Reihe ¢,(x,) zusammengesetzt ist. Die entsprechende
Bedeutung von ¢,(x) ist klar. Ks sei schliesslich
yp = () — [¢(2) — ¢,(2)].
Nchmen wir jetzt drei Punkte 4, B, C, resp. mit den Coordinaten
T, y; ¥y 4+ y,—1¥y,; ¥,y an, so wird
AB— BC < AC < AB + BC.

Ist >, so wird BC jedenfalls nicht grosser als ¢,(z") — ¢,(x), und
wir konnen die vorstehende Relation in dic Form setzen:

V@ — o) + @ — 9,) — [ (2") — ¢, (2)]
X Ca=r i
Vo — ) + (1 — 9,)* + [¢(2) — &, ()]

Geben wir x den Werth «x,,, 2 den Werth 2, ,,, und summiren nach
r, so ergicbt sich hieraus, wenn IL? und L, die den Curven y =y, und
y =y entsprechenden Grossen L, sind, die Relation

LZ — 5[)21(‘”1) é thiLfZ + 5[)11(901)'

Dieselbe gilt bei ganz beliebiger Wahl der Theilpunkte fiir jeden Werth
von % und jeden Werth von p.
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Wird zunachst p = o gesetzt, so geht y, wber in f(x), 1i in L,,
¢p(x,) in ¢(x,), und man erkennt, dass die Curve y = f(x) eine bestimmte
Lange L hat oder nicht, je nachdem die Curve y = y eine bestimmte Lange
L hat oder nicht. Besitzt namlich die letztere Curve die Lange I, so ist
wegen der vorstehenden Relation keine der Grossen L, grosser als L + ¢(x,),
die Grossen L, haben also nach Theorem II einen bestimmten, von der
Wahl der Theilpunkte unabhingigen Grenzwerth L. Hat umgekehrt dic
Curve y = f(x) die Lange L, so ist keine der Grossen L, grosser als
L 4+ ¢(x,) und es folgt wiederum, dass die Curve y = y ecine bestimmtc
Lange L hat.

Die vorstehende Relation zeigt aber auch, dass der Werth von L,
falls ein solcher existirt, sich um keine angebbare Grosse von I -+ ¢(z,)
unterscheiden kann. Denn wenn wir ¢ beliebig klein annchmen, kann p,
immer so gewahlt werden, dass fur p > p,, ¢¥,(z,) < ¢ wird. Es werden
demnach die Grossen L? und L wegen der vorstchenden Relation eine
Differenz haben, die absolut kleiner als ¢ ist. Andererseits ist

])
L= L"+ E;'sp' = L® + ¢(2,) — ¢,(x,),

was unmittelbar ersichtlich ist, wenn man die Curve y = f(x) an den-
jenigen p Stellen, welche den Spriingen s, s,, ..., s, entsprechen, zcr-
schneidet und die Stiicke cinzeln mit den entsprechenden Stiicken der
Curve y ==y, vergleicht. Da hiernach jede der beiden Grossen L + ¢(z,)
und L sich um weniger als ¢ von der Grosse L? 4+ ¢ (x,) unterscheidet,
konnen dieselben von cinander héchstens um 26 verschieden sein. D. h,
sie sind einander gleich, da ¢ beliebig klein angenommen war. Es besteht
also die Gleichung

L=L+ @) =1+ Z]s|.

Hierinit ist das Theoremn III vollstandig bewiesen.

Beispiel xu Theorem III.

Es sei w,, w,, ... eine abzahlbar unendliche Menge beliebiger Grossen,

Syy S, - .. cine abzahlbare Menge positiver Grossen, deren Summe endlich

1?
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und gleich § sei. Dann wird cine Curve defivirt durch die Gleichung

z
Yy = Zws,., in welcher die Summe ftiber alle diejenigen Indices r zu er-
strecken ist, fir welche w, < x ist.

Diese Curve hat nach Theorem III zwischen je zwei Punkten x,, v,
und x,, y, die Linge 5, — z, + y, — y,. Besonders merkwiirdig crscheint
diese Higenschaft in dem Falle, wo die Punktmenge w,, w,, ... uberall-
dicht ist.(') Dann nimlich unterscheidet die Curve sich von den gewdhn-
lichen treppenformigen Curven, welchen dic genannte Eigenschaft zukommnt,
dadurch, dass sie keinc einzige horizontale Linie von angcbbarer Liange
enthilt. Wir kommen auf diese Curven in der nichsten Nummer noch
zuriick.

4.

Fheorem IV. Es scien G und @ zwei Zahlen, von denen wenigstens
eine endlich ist, G > G'. Wenn dann die beiden vorderen (hinteren) Deri-
virten der stetigen Funktion f(x) fir olle inmeren Punkte des Intervalles
xyw, zwischen G und G einschliesslich liegen, so hat die Curve y = f(x)
von m, bis », eine bestimmie endliche Ldinge L. Ist G eine beliebige positive
Grosse, welche nur in dem Falle, dass G wnd G verschiedene Vorzeichen
haben, nicht Fkleiner als der kleinere absolute Werth von G und G sein darf,
so st

=3 I
Lé2\/l +G2($1——w0)—}— Eﬁ"— I'Iyx—yol‘
Ist G grosser als die beiden absoluten Werthe von G und G, so ist ausserdem
L<Vi + @z, — z,).

Haben G und G gleiches Vorzeichen, und ist G kleiner als die beiden
absoluten Werthe von G und G, so ist endlich

L<\/é-2+l'|y1'—yol'

() Herr G. CaNtor hat z. B. gezeigt (BorcHARDTs Journal, B. 77 p. 258),
dass die Menge aller rationalen Zahlen und sogar aller algebraischen Zahlen, welche
offenbar iberall dicht ist, in eine einfache Reihe w,, w

.y «+ . gebracht werden kann.
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Theorem V. Es sei g eine positive endliche Zahl, G und G' zwei
Zahlen, von denen wenigstens eine endlich ist. Wenn dann die willkiirliche
Funktion f(x) fir alle Punkte des Intervalles x,x, absolut kleiner als g ist,
wdhrend die vier Derivirten an allen inneren Punkten des Intervalles x,x,
awischen G und G einschliesslich liegen, so hat die Curve y = f(x) von x,
bis x, eine bestimmte endliche Linge L. Ist f(x) an den Stellen x, und
x, stetig, so liegt L unterhald der im Theorem IV angegebenen Grenzen.

Das Theorem V kann mit Anwendung des in § 1 definirten Aus-
druckes »Richtungsschwankung» auch folgendermassen formulirt werden:

Theorem V a. Wenn die willkirliche Funktion f(z) fir alle Werthe
x von x, bis x, (einschliesslich) absolut kleiner als eine endliche Zahl g ist,
und wenn die Gesammischwankung ¢ der Richtung der Curve y = f(x) im
Inneren des Intervalles x,x, kleiner als w ist, so hat die Curve von x, bis
x, eine bestimmte endliche Ldinge L. Ist f(x) an den Stellen x, und =
stetig, so wird fir ¢ > c

L < 2(x, — x,) secg2 + |y, — yo|cosec%.

Beweis eines Hiilfssatzes.,

Wenn die beiden vorderen (hinteren) Derivirten der stetigen Funktion
f(x) an keiner inneren Stelle des Intervalles x,xz, grosser als die endliche

01
Zahl G sind, so ist bekanntlich auch der Quotient
J(@) —f(z)
x—

niemals grosser als &, welche im Inneren oder auf der Grenze des Inter-
valles x,x, gelegenen Werthe man auch fur z und 2’ annchmen mag.

Lassen wir die Voraussetzung der Stetigkeit von f(z) fallen, nehmen
dagegen an, dass sowohl die vorderen, als die hinteren Derivirten im
Inneren des Intervalles an keiner Stelle grosser als G seien, so besteht

ebenfalls die Relation f—(%;ﬁ@ < G nur dass die Werthe 2, und =,

hamalt
fir # und 2’ ausgeschlossen bleiben. Der Beweis, welcher fur das Theorem
V wichtig ist, gestaltet sich folgendermassen.
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14

Es sel ¢(z) = (G 4+ o)z — f(z), wo & eine beliebige positive Con-
stante ist. Dann sind die 4 Derivirten von ¢(z) an jeder inneren Stelle
des Intervalles z,z, positiv. Ware nun fiir irgend zwei Werthe  und
#', deren grosserer z’ sei, die Differenz ¢(z') — ¢(x) negativ, so wirden
die zwischen z und 2’ gelegenen Werthe z, fur welche ¢(2') — ¢(2) <o
ist, eine obere Grenze " haben. Es ware dann entweder ¢(2') — ¢(2”) <o
oder ¢(2') — ¢(2”) > 0. Im ersten Falle wire 2” < 2’ und es wirden
gegen die Annahme die vorderen Derivirten von ¢(z) an der Stelle z”
nicht positiv sein, da ¢(2” + k) — ¢(2”) fur alle positiven Werthe
h <« — 2" negativ wirde. Im letsten Falle missten beliebig kleine
negative Werthe % existiren, wofur ¢(2') — ¢(2” + k) und um so mehr
¢(x") — ¢(#” + k) nicht positiv wirde, was mit der Voraussetzung posi-
tiver hinterer Derivirten an der Stelle 2” unvertriglich wire. Es ist also
e(2) — o(2)

. > o, und folglich, da ¢ beliebig war,
X — k& _

’
r — &

Aus dem Vorstehenden ergiebt sich leicht folgender
Hiilfssatz.  Bedeuten G wnd &' zwei Zahlen, von denen wenigstens eine

endlich ist, so liegt der Quotient 'ﬁ%);_%(—m—) awischen G und G, wenn fiir

den Fall, dass f(x) stetig ist, die beiden wvorderen (hinteren), fir den all-
gemeinen Fall alle vier Derivirten an allen inneren Punkten des Intervalles
x,x, awischen G und G liegen. x und x' kinnen beliebige innere Werthe
des Intervalles x,x,, und fir den Fall, dass f(x) stetig ist, auch die Grenz-

werthe x, und x, annehmen.

Beweis von Theorem IV.

Aus den im Theorem gemachten Voraussetzungen ecrgicbt sich mit
Benutzung des eben bewiesenen Hiilfssatzes die Relation

G'SM <G fur r, <o <wnm.
— €T & = == ==
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Wir bilden nach den in § 1 gegebenen Vorschriften die Grosse

L?& = Z .\"l‘(‘q’n, rpl == Ly p ’ + (yn, 1T yu,r)z'

r=0,1, ..

Ist dann G einc positive endliche Zahl, welche der im Theorem IV an-
gegebenen Bedingung geniigt, so trennen wir die Glieder der Summe L,
in zwei Gruppen. Zur ersten Gruppe rechnen wir diejenigen, fur welche
der absolute Werth des Quotienten

Yo, r41 = Yu,»
wn, r4+1 7 wn,r
hichstens gleich @ ist, zur zweiten Gruppe die tubrigen. Wir nennen die

Summe aller Glieder der ersten Gruppe L;, die Summe der ubrigen
Glieder L

n°*

Offenbar ist
L:I S (;’1‘-1 — mo) \'.I + 7(;25

und
- a(/rl — .’(50) = z’(ym v = Yu.s) = G(Tx - "r’o) )

wenn die Summe X’ wber die zur ersten Gruppe gehorigen Glieder
erstreckt wird.
Die Glieder der Summe

EI,(?]?I, r41 T :'/n, 7-) ’

welche sich anf die zweite Gruppe bezieht, haben sammtlich dasselbe
Vorzeichen, die Summe selbst ist gleich y, — 3, — X, ihr absoluter Werth
also jedenfalls nicht grosser als |y, —y,| + &(#, —,). Demnach wird

L <~ w4+ G, — o)1V 2 + 1.
Iis ist schliesslich
L, =L+ Ly < Vi + G? <2 (2, — x,) + &L—%—l"—') .
Diese Relation lehrt, dass die Grossen L, niemals cine gewisse end-
liche Grenze uberschreiten. Nach Theorem I existirt also eine Linge L,

welche nicht grosser als die in der vorstchenden Relation angegebene
obere Grenze fur L, ist.

Acta mathematics. 3. Imprimé 2 Avril 1884,

(=]
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Sind beide Zahlen G und & endlich, und wird fiir G eine Zahl
angenommen, die nicht kleiner als der grossere absolute Werth jener
Zahlen G' und (' ist, so enthalt die Gruppe L. kein einziges Glied, es
wird daher L, == L., und wir erhalten die Relation

L<(z, —z,)V1 + G°.

Haben G' und & gleiches Vorzeichen, und ist G absolut kleiner als
beide, so enthalt die Gruppe L, kein Glied, und es wird

L<ly—m)V o+ 1

Beweis von Theorem V.

Aus den im Theorem V gemachten Voraussetzungen ergiebt sich die
Relation

G’if(x’)_f(w)< G for r, <z <.

x — =

Nehmen wir nun zunachst an, dass f(z) an den Stellen z, und =z, stetig
sel, so gilt diese Relation auch noch, wenn z und 2’ die Werthe «, und
x, annehmen. Dann lasst sich der eben fir das Theorem IV gegebene
Beweis in unveranderter Form anwenden.

Ist aber f(z) an den Stellen z, und «, unstetig, so ist aus den im
Theorem gemachten Voraussetzungen leicht ersichtlich, dass f(x, 4+ o) und
f(x, — o) bestimmte Werthe haben. Wir bilden dann die Funktion f'(z),
welche sich nur dadurch von f(z) unterscheidet, dass sie an den Stellen
z, und z, resp. die Werthe f(z, + o) und f(r, — o) annimmt. Die Curve
y = f*(x) hat eine Lange, folglich anch die Curve y = f(z).

Beispiele zu Theorem IV.

1. Es sei w,, w,, ... die Menge aller rationalen Zahlen.(') Der
Reihe w,, w,, ... ordnen wir eine Reihe positiver Gréssen ¢, ¢,, ... so
zu, dass die Summe

(*) Cf. die Note auf Seite 62.
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1

f(x) = gl ¢, (@ — w,)?

fir alle Werthe & von x, bis w, gleichmassig convergirt.(') Man erreicht

*—I————; setzt, wenn + 22 die irreductible
(pr + ¢7) g ' '
Form von w, ist. Die Fuunktion f(z) ist dann stetig und nimmt mit z

bestandig zu, die vorderen Derivirten liegen also immer zwischen o und
+ co. Die Voraussetzungen von Theorem IV sind hiermit erfullt, und
es folgt, dass die Curve zwischen je zwci Punkfen z,, y, und x,,y, eine
bestimmte Lange hat. Das Integral

dies z. B., indem man ¢, =

fdx Vi + f(z)?
durch welches die Lange ausgedriickt zu werden pflegt, ist in diesem
Falle vollstandig sinnlos; denn ohne tiber die Derivirten von f(x) specielle
Untersuchungen anzustellen, erkennen wir unmittelbar, dass an allen
Stellen # = w, ein Differentialquotient existirt und den Werth + co hat.
2. Als Beispiel zu Theorem III hatten wir eine unstetige Funktion

f(x) = X s, definirt. Da diese Funktion mit = bestandig wachst, voraus-

gesetzt, dass die Punktmenge w,, w,, ... tberall dicht ist, entspricht
jedem Werthe von y hochstens ein Werth von ». Lassen wir die Funk-
tion an den Unstetigkeitsstellen in der Weise unbestimmt, dass sie daselbst
jeden Werth von f(z— o) bis f(zr + o) annehmen darf, so entspricht
jedem Werthe von y (innerhalb gewisser Grenzen) wirklich ein Werth
von wx. Die Umkehrung der Funktion f(z) ist also eine iberall be-
stimmte eindeutige und, wie leicht erkennbar, stetige Funktion. Bezeich-
nen wir dieselbe mit ¢, so wird durch die Gleichung y = ¢(x) eine
stetige Curve definirt. Dieselbe gentigt den Voraussetzungen des Theorems
1V, woraus die Existenz einer Lange von Neuem hervorgeht.

Die Funktion ¢(x) hat sehr merkwirdige Eigenschaften. Erstens
giebt es in jedem noch so kleinen Intervall x x, nicht nur einzelne Stellen,

(") Diese Summe ist von Herrn WEIERSTRASS angegeben worden. Cf. CANTOR.
Condensation der Singularititen, Mathematische Annalen B. 19, pag. 591.
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sondern ganze Strecken, in denen der Differentinlquotient bestindig Null
ist. Zahlt man diese Strecken nach ihrer Grosse ab und addirt sie, so
zeigt es sich, dass die Summe um keine angebbare Grosse von der Linge
x, — x, des ganzen Intervalles verschieden scin kann.(') Dennoch wirde
man offenbar sehr irren, falls man glaubte, dic Lange der Curve sei
gleich dem bestimmten Integral

/ dx \"JT‘F?W,

wenn darin ¢’(x) = o gesetzt wird. Die Lange ist vichnchr, wie wir in

§ 3 sahen, gleich z, — x, + y, — y, und kann durch jenes bestimmte Inte-

gral tberhaupt nicht ausgedriickt werden.

Beispiel zu Theovein V.

Es werde mit () die Differenz # — » bezeichnet, wo » die z nachst-
gelegene (grossere oder kleinere) ganze Zahl ist; fur z=n +% sel
(2) = o. Wir bilden die Funktion (?)

*

o) = Y52

)
r=1

Die Curve y == f(x) hat dann zwischen je¢ zwei Punkten
Lange; denn es ist offenbar fur 2’ >«

, und  cine

() — (1) 2 (o’ — ),
also
S — f(e) -2 .

7
& —x =

A
SNE!

(') Dicse Funktion zeigt, dass ein Lehrsatz des Herrn Harxack (Mathematische
Annalen B. 19, pag. 235—279, Lehrsatz 3) nicht unbedingt richtig ist.

(*) Vergl. Riemann: Uber die Darstellbarkeit einer F. d. e. trigon. Rethe.
Ges, Werke, pag. 228,
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Die 4 derivirten Funktionen sind also an keiucer Stelle grosser als %—,
und die Bedingungen von Theorem V sind erfullt, wenn ¢ = -é—, G = — G

angenommen wird.

Diese Funktion ist dadurch interessant, dass sie in jedem Intervall
unendlich oft zu- und abnimmt. Da sie tiberdies in jedem Intervall un-
endlich oft unstetig ist, wiwrde die Existenz einer Lange vermittelst der
bisher bekannten Methoden garnicht nachzuweisen gewesen scin.

Das Theorem III bietet genitgende Hulfsmittel, um die Lange dieser
Curve zwischen zwei beliebigen Punkten 7, und #, wirklich zu berechnen.
Es ist namlich bei Anwendung der dort gebrauchten Bezeichnungen

7]

L= L+ (o) — Plr,)

o

dlr)— ) = 3 4D,

r
r=1

A(r) bedcutet hier die Anzahl der ungeraden Zahlen, die zwischen 2rx,
. 1, . .
und 2rr; liegen, vermehrt um » falls cine der Grossen iy, und 24,
selbst cine ungerade Zahl ist, um 1, falls jeme Grossen beide ungerade
Zahlen sind.
Es wird also schliesslich

9 £

T / )
Lo Tl — ) + Y22

re=1

o\ ®
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J.

Theorem VI. Wenn die Funktion f(x) zwischen x, und ., entweder
stetig ist oder den DBedingungen 1) bis 4) von Theorem II yeniigt; wenn ferner
eine endliche oder unendliche Schaar von Intervallen i, = v’ —2x, (r =1, 2,...)
bestimmt wird, die sdmmitlich ausser einander liegen und das Intervall x,x, so
erfilllen, dass alle im Inneren keines einzigen Intervalles i, gelegenen Punkte
P der Strecke xyx, eine endliche oder abzdhlbar unendliche Menge bilden; so
sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass die Curve
y=f(x) von x, bis x, eine Ldnge besitzst, folgende: Die Curve muss in
Jedem Intervalle i, eine Linge 1, besitzen, und die Summe ;l,. nuss end-
lich sein.

In dem Falle, dass f(x) stetig ist, wird die Ldnge L der ganzen Curve
gleich ;lr.

Dass die angegebenen Bedingungen nothwendig sind, ist ohne Weitcres
klar. Dass sie hinreichend sind, beweisen wir im Folgenden nur unter
Voraussetzung der Stetigkeit von f(z), da der allgemeine Fall durch
Anwendung des Theorems IIl sofort auf jenen Fall szurtckgefiihrt wer-
den kann.

Wir brauchen folgenden

Hiilfssatz. Werden mit y, und y, die 2u x, wnd x, gehorigen Werthe
von y bezeichnet, so gilt unter den im Theorem gemachten Annalmen iiber
die Intervalle i, fir den Fall, dass f(z) stetig und 21, endlich ist, die
Gleichuny

&

y=2 =) +y—4

Lo

in welcher r auf der rechten Seite alle diejenigen Werthe annimmt, fir welche
X und x. kleiner als x ist, wilrend im Falle, dass = innerhall oder auf
der Grenze eines Intervalles i, liegt, noch das Glied y — y; hinzutritt.
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Zunichst ist klar, dass die Summe auf der rechten Seite der Gleichung
einen bestimmten endlichen Werth hat; denn offenbar ist der absolute
Betrag von g’ -—y, kleiner als /,, und X1, ist nach Voraussetzung
endlich  Wir bilden dic Funktion

¢(r) =y — (Z W' —u) +y— ?/5;) -

T

Dieselbe ist stetig, da ihre beiden Bestandtheile stetig sind. Sie ist ferner
im Inneren jedes Intervalles i, constant. Nun sind nach Voraussetzung
diejenigen Werthe x, welche in keinem Intervalle i, liegen, nur in end-
licher oder abzahlbar unendlicher Menge vorhanden. Folglich kann die
Funktion ¢(z) von z, bis 2, tiberhaupt nur eine endliche oder abzihlbar
unendliche Anzahl von Werthen annehmen. Sie ist daher nach einem

Satze von Herrn Caxtor (") constant, und zwar gleich Null, da ¢(z,) = o
ist. D. h.

X

y=X@ =) +y—y.

w. z. b. w.
Da, wie schon bemerkt, .’ — . absolut kleiner als I, ist, geht aus
dem eben bewiesenen Hilfssatze unmittelbar die Gultigkeit der Relation
' ¥
(A) vy —ul < X1,

(v, )

(far 2 beliebige Punkte z, y und 2/, 3 der Curve) hervor, wo die Summe
auf der rechten Seite eine leicht erkennbare Bedeutung hat. Von dieser
Relation wird in der Folge Gebrauch gemacht.

Wir schreiten zum

Beweis von Theorem VI

unter Voraussetzung der Stetigkeit von f(x).

Es sei gl,, endlich. Wir nennen ¢ eine belicbig kleine positive
Grosse. Damn kann p, so bestimmt werden, dass fir p > p, sowohl

(') Uber unendliche, linéare Punktmannigfaltigkeiten (Mathematische Anna-
ten B. 21, pag. 57).
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- @
21, als X, kleiner als ¢ wird. Nach einem Satze von Herrn Caxror (*)
roptl r=p+1

-]
ist X4, =&, —x,. FEs wird also die Summe derjenigen p + 1 Strecken,

r=1
welche itbrig bleiben, wenn die p Intervalle ¢, é,, ..., i, aus der Strecke
x,r, ausgeschieden werden, ebenfalls kleiner als 4. Wir bezeichnen
diesc tubrig bleibenden Strecken (von denen etliche gleich Null sein
konnen) mit 4, &, ..., ¢,, ihre Anfangs- und Endpunkte respective mit
&, &; &, &5 ...5 &, &, dic entsprechenden Werthe von y mit ,, 7;;
T i3 o3 Rpo By

Dann wird
14 14
T@E—3)—2i<d
nnd
» «
' \
.E,l‘)y, — 7/,.' < )El l, < a.
Die letate dieser beiden Ungleichungen ist einc unmittelbare Folge der
vorhin bewiesenen Relation (A), wenn darin fur y und » die Werthe 7,
und . gesetzt werden und tiber # summirt wird. Aus den beiden® vor-
stchenden Relationen folgt

])
TNE =T+ — )< 24

Setzen wir jetzt zuerst p = p, und bilden nach den in § 1 gegebenen
Vorschriften die Grosse I,, indem wir als Theilpunkte die Punkte
&, & &, &5 ...3 &, & und ausserdem heliebig viele im Inneren der
Intervalle i, 4,, ..., i, gelegene Punkte amnmehmen, so wird offenbar

"

L, <20+ ;I],..

Setzen wir dann zweitens p = p, = p, + 1 und bilden die Grosse
L,, indem wir zu den schon vorhandenen Theilpunkten dic beiden Punkte

(') Mathematische Annalen B. 21, pag. 54.
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&, &), und beliebig viele andere im Inneren von i, ¢,, ..., i, gelegene
hinzufiigen, so wird

P
L, <24 + g],..

Durch Wiederholung desselben Verfahrens erhalten wir schliesslich
fiir beliebiges »

I

L, <20 4 2],..

Hieraus ist die Existenz einer oberen Grenze firr alle [, ersichtlich,

@

welehe nicht grosser als 26 4+ 21, sein kanmn.  Nach Theorem I ist also
r=1

0
auch die Existenz einer Lange L erwiesen, die hachstens gleich 20 4 21

r=1

oder, da < beliebig war, gleich 27, ist. Dass L nuicht kleiner als
r=1

o

o
le,. sein kann, ist aber selbstverstaillich, da alle I Bestandtheile von
=

L sind. Es ist daher

L= XI.

r= 1

w. z. h. w.

Bewmerkung zu Theorem VI.

Es liegt hier ein Irrthum sehr nahe. Man konnte nianlich meinen,
wenn mit ¢, 4,, ... irgend eine unendliche Reihe einander ausschlies-
sender, zwischen x, und , gelegener Intervalle bezeichnet wird, deren
Summe den Grenzwerth x, — x, hat, wenn ferner die stetige Curve
y = f(x) in jedemn dieser Intervalle cine bestimmte Linge I, besitzt, und

-
wenn die Summe 2!, cinen endlichen Werth I hat, so habe die ganze

r=1
Curve von x, bis i, die Lange L. Dics wiare ein Irrthum; denn es giebt
nicht nur Curven von der angegebenen Art, deren Lange grosser als L
ist, sondern auch solche, die gar keine Lange besitzen. TFar jeden Fall
ein Beispiel.

Acta mathematiea. 5. Imprime 2 Avril 1854 10
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1. Es sel &, &; &, &; ... (wo allgemein & > &) eine unend-
liche Reihe zwischen x, und x, gelegener Grossen, die beliebig gewshlt
und nur der Bedingung unterworfen sein sollen, dass sie alle von einander

4 Jod

verschieden sind, dass die Intervalle i, = & — &, einander ausschliessen
L]

und dass die Summe X i, gleich #, — ., ist.(*) Es sei ferner ¢(z) eine
r=1

von x, bis wx, stetige, sonst aber ganz willkiirliche Funktion. Wir defini-
ren dann eine Funktion f(x) folgendermassen. Fur alle Werthe z, welche
im Innern oder auf der Grenze eines Intervalles 4, liegen, soll f(z) = ¢(&,)
sein; fur die ubrigen Werthe soll f(x) = ¢(x) sein. Offenbar ist die
Funktion f(z) von x, bis z, stetig, die Lange der Curve y = f(x) ist
aber nicht gleich 2. /,, sondern grosser. Nimmt beispielsweise die Funk-
tion ¢(x) von z, bis x, niemals ab, so ist die Lange der Curve von
x,, y, bis z, y, gleich #, —x, + y, — y,, Was man unmittelbar erkennt,
wenn man bei Aufstellungen der Grossen L, nach den in § 1 gegebenen
Vorschriften die Punkte &,, & als Theilpunkte annimmt und das Theo-
rem I beriicksichtigt.

2. Um sich davon zu tiberzeugen, dass es auch Curven der genannten
Art giebt, die gar keine endliche Lange haben, kann man folgende geo-
metrische Betrachtung anstellen. Es sei #, > 2, und y, > y,. Die Punkte
z,, ¥, und 3 y,, die wir mit 4 und B bezeichnen und durch eine
gerade Linie mit einander verbinden, sollen Punkte der zu construirenden
Curve sein, die Gerade AB nennen wir erste Naherungsform der Curve.
Wir construiren zweitens die 4 Punkte

(*) z. B. es bestehe die Reihe &, &, aus allen rationalen Zahlen von der Form

s __ G Cq Cp—1 !
r= +3~.,.+ oot 31,,_]+ 3
c c Cp— 2
f,o= L4 2 i ol S Wl
w——3+3,+--- 3p-1+3p,
wo die Grossen ¢,, ¢,, ..., ¢;_1 jeden der beiden Werthe O und 2 annchmen und p

alle ganzzahligen Werthe von I bis oo erhilt. (Cf. Canrtor, Mathematische Annalen
B. 22, pag. 590),
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1 2
T =, + '5_(‘171 — %), y=1y + g(-ljl — %)

2
o=y + oo =), Y=Y+ 30— )

v

;E=;170+

oW

1
(ml - xo)’ y=1y, + g(yl —.'/o);

4 1
v =, + ;(xl — &), Y=y, + g(‘!/l — Y3

bezeichnen dieselben der Reihe nach mit €, D, E, F' und zichen die 5 Gera-
den AC, CD, DE, EF, I'B. Diese 5 Geraden bilden dic zweite Naherungs-
form der Curve, und zwar sollen die beiden horizontalen Geraden CD
und EF Bestandtheile der Curve bleiben. Jede der drei anderen Geraden
wird nun wiederum ersetzt durch eine aus 5 Stiicken bestehende ge-
brochene Linie, und zwar nach demselben Gesetze, wie vorher die Linie
ABj; d. h. wenn wir jetzt die Coordinaten des Anfangs- und Endpunktes
irgend einer jencr 3 Geraden mit x,, y, und z,, ¥, bezeichnen, sollen
die Coordinaten von 4 einzuschaltenden Punkten durch die vorher auf-
gestellten Formeln bestimmt werden. So entsteht dic dritte Niherungs-
form, und wiederum sollen die horizontalen Linien Bestandtheile der
Curve bleiben. Setzt man die Construction nach diesem Gesetze in inf.
fort, so erhalt man als dauernde Bestandtheile der Curve horizontale

a0

Linien, deren Gesammtlange 2 1, gleich z, — #
r=1

, ist, da allgemein fur die

n—~1
n* Naherungsform 21, = (z, —xo)<1 — (?) > ist. Die Differenz der
zwei benachbarten Horizontallinien in der »*® Niaherungsform entsprechen-

den Werthe von y ist (, "yo)(%)"ﬂ’ hat also den Grenzwerth Null. —

For jeden im Intervall zjz, gelegenen Werth r, dem auf keiner der
unendlich vielen Horizontallinien ein Werth y entspricht, bilden wir eine
Reihe 2, 2@, ... in inf. von der Beschaffenheit, dass ihre Elemente sich
dem Werthe z in inf. nahern, und dass jedem Werthe 2 ein bestimmter
Werth y® auf einer der Horizontallinien entspricht. Dann nahert sich
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#™ mit wachsendem # einemn bestimmnten Grenzwerth, den man etwa durch
die Caxror’sche Fundamentalreihe

2D () 3\
(D ¥, ...

ausdriicken kann, und wir sctzen y = llmy™. — Dic jetzt vollstandig
nN=w
definirte Curve ist von =z, bis «
ctwa die Linge 21, = », — x,,
Nehmen wir ndmlich die Endpunkte der horizontalen Linien der n'®
I

Naherungsform zu Theilpunkten, so wird offenbar

, stetig. Dennoch hat dieselbe nicht
sondern itberhaupt keine endliche Linge.

(3/1 - 3/0) (;5

Lt ; , 5 \ n—l1
D h<n—n =W (3

L, wiachst also mit » uber alle Grenzen.

6.

Wir wollen die Tragweite des Theorcms VI ctwas ndher ins Auge
fassen.

Wir behaupien, dass dasselbe in Verbindung mit den vorkergehenden
Theoremen Criterien der FEwrxistenz oder Nichtexistenz einer Ldnge fiir alle
diejenigen Curven liefert, fiir awelche sammiliche Stellen, an denen oder in
deren Umgebung die Richtungsschiwankung (cf. § 1) gleich 7 ist, cine end-
liche oder abzihlbar unendliche Menge bilden.

Beweis.

Es sei fir dic Curve » = f(x) im Intervall wrx, die Gesamntheit
derjenigen Punkte P, an denen oder in deren Umgebung die Richtungs-
schwankung gleich 7 ist, endlich oder abzihlbar unendlich. Die Punkte
P bilden ihrer Natur nach eine abgeschlossene Menge, d. h. alle Punkte
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der abgelciteten () Menge P’ sind zugleich Punkte der Menge P. Es
lasst sich dann, wie Herr Canror gezeigt hat,(*) cine endliche oder un-
endliche Reihe von Intervallen i, i, bestimmen, deren Endpunkte
Punkte der Menge P sind, und welche die Kigenschaft haben, dass die
Gesammtheit derjenigen Punkte, welche innerhalb keines der Intervalle
i, liegen, gleich der Gesammtheit aller Punkte P ist.

Dann ist es immer mdglich, jedes Intervall i, in eine endliche oder
abzihlbar unendliche Menge von Intervallen i,,, ¢,,, ... zu theilen, in deren
jedem die Funktion den Bedingungen der Theoreme 1V oder V genugt
und also ecine Laénge [, 1,, ... besitzt. Diese Eintheilung, welche aunf
verschiedene Art vorgenommen werden kann, wird so einzurichten sein,
dass sich die Grosse der Langen [, [,, ... vermittelst der Theoreme IV
und V moglichst leicht beurtheilen lasst. Hier kommt es vorlaufig nur
darauf an, die Mbgfichkeit einer solchen Lintheilung ganz allgemein nach-
zuweisen. Offenbar wird dieser Nachweis geliefert sein, wenn es gelingt,
zu zeigen, dass mach Annahme zweier beliebigen Punkte z, und ) im
Inneren des Intervalles i, die Strecke x/x! immer in eine endliche Zahl
von Intervallen 4, zu theilen ist, in deren jedem die Bedingungen von
Theorem IV oder V erfiillt sind.

Wir bezeichnen mit s die grossere der beiden in § 1 definirten
Richtungsschwankungen « — o' und f— 3. Offenbar kann s zwischen
x, und z.' einschliesslich an keiner Stelle den Werth 7 erreichen. Wir
behaupten, dass auch die obere Grenze von s im Intervall z.z) von =
verschieden ist. Denn sonst mitsste im Inneren oder auf der Grenze der
Strecke x,x," ein Punkt von der Art existiren, dass s in jeder Nihe
désselben jeden beliebig wenig von = verschiedenen Werth annimmt. An
dieser Stelle ware also entweder a— o« oder §— fF gleich z, d. h. s
gleich 7, was gegen die Annahme ist.

Wir bezeichnen dic obere Grenze von s im Intervall z/z! mit C
und nehmen zwei Zahlen G und G’ an, ersterc positiv und grosser als

tgg, letzterc gleich — G. Dann kann die Strecke 2,2, in eine end-

liche Menge von Intervallen getheilt werden, in deren jedem alle vier de-

() Nach der Definition von Herrn CANTOR.
() Mathematische Annalen B. 21, pag. 56.
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rivirten Funktionen D*, D _, D~, D_ entweder itberall nicht grosser als G
oder wberall nicht kleiner als @ sind. Denn sonst misste eine Stelle
existiren von der Art, dass in jeder Nihe die Derivirten zum Theil kleiner
als &, zum Theil grosser als G wiirden, d. h. dass s > C wire; was un-
maoglich ist.

Wir sehen also, dass die Strecke z,z,’ in eine endliche Menge von
Intervallen getheilt werden kann, welche den Bedingungen der Theoreme
IV oder V gentigen, wenn daselbst fiir G und &' die eben angenommenen
Werthe gesetzt werden. Daraus ergiebt sich, wenn wir im Inneren von
i, links von xz. einen neuen Punkt z!”’, rechts von ;' einen neuen Punkt
x;""" beliebig annehmen, die Strecken z.'x; und z,z,’"’ wiederum in
eine endliche Schaar von Intervallen theilen, u. s. w. fort, dass die Strecke
i, ganz und gar in ecine abzihlbare Menge von Intervallen i, ¢, ...
getheilt werden kann, in deren jedem die Curve den Bedingungen der
Theoreme IV oder V geniigt und also eine bestimmte Lange /,, ,, ...
besitzt. Diese Intervalle i,, i,, ... fullen die Strecke i, in dem Grade
aus, dass alle inneren Punkte der letsteren entweder im Inneren oder auf
der Grenze cines Intervalles i,, liegen- Die Gesammtheit aller Intervalle
%, welche nach einem Satze von Herrn Canrtor ebenfalls abzshlbar ist,
fullt daher die ganze Strecke z,7, so, dass die Gesammntheit der nicht
im Inneren eines solchen Intervalles gelegenen Punkte abzahlbar ist. Die
im Theorem VI an die Intervalle ¢ gestellte Forderung wird also von
den Intervallen i, erfullt, und ebenso die Forderung, dass die Curve in
jedem Intervalle ¢ eine bestimmte Linge hat.

Hiermit ist die zu Anfang dieser Nummer aufgestelite Behauptung,
betreffend die Tragweite von Theorem VI, erwiesen.

_n‘/

Eine besonders einfache Anwendung des Theorems VI und der in
§ 6 angestellten Betrachtungen enthalt folgendes

Theorem VII. Wenn die Curve y = f(x) entweder stetiy ist oder den
Bedingungen 1—4 von Theorem II gewiigt; wenn ferner eine solche Constante
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C < 7 existirt, dass die Gesammtheit der im Intervall x,z, gelegenen Stellen
P, an denen oder in deren Umgebung die Richtungsschwankung grisser als
C ist, eine abzihlbare Menge bildet, so ldisst sich eine abzillbare Menge von
Intervallen i , i,, ... von der Art amgeben, dass ausserhald derselben nur
Punkte der Menge P liegen, und dass im Inneren jedes Intervalles i, die
Gesammischwankung der Richtung mnicht grisser als C ist. Werden die
Werthe wvon y, welche den Endpunkten des Intervalles i, entsprechen, mit
Y. und y,' bezeichnet, so hat die Curve von x,,y, bis x,,y, eine Linge oder
nicht, jenachdem die Summe gh/,’.' — y»| endlich ist oder nicht.

Beweis.

Der Beweis fiir den ersten Theil dieses Theorems, betreffend die
Mbglichkeit der Lintheilung in Intervalle ¢, 4,, ..., in deren jedem die
Gesammtschwankung der Richtung nicht grosser als C ist, ist in den Be-
trachtungen von § 6 enthalten, wo die hier i, ,, ... genannten Intervalle
mit ¢, bezeichnet wurden. Der zweite Theil, das Criterium fur die
Existenz der Liange, ist eine Folge des Theorems VI, wenn man die in § 4
angegebene obere Grenze fir die Lange I, beriicksichtigt. Setzen wir
namlich

!

G >t

so ist nach Theorem 1V oder V

L, <vi+ G' (2 (v — ) + L’L!%’EJ&: l) ,

oder auch dirckt nach Theorem Va fur C>C

i2(m1-‘-wr_ +|7/;—-?/1|'

I

cos— sin —
2 2

Ausserdem ist offenbar
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Mit Riucksicht auf Theorem VI folgt aus der letzten Relation, dass das
Theorem VII nothwendige, aus jeder der beiden vorhergehenden, dass es
hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer Linge L enthilt.

Beispiel zuw Theorem VII.

Wir wihlen eine recht complicirte Curve. Es sei
- 1
¢(z) = gc,,(x —w,) + C,

wo w,, w,, ... die Reihe aller rationalen Zahlen ist, wahrend die ¢,
sammtlich positiv und so gewahlt sein sollen, dass die unendliche Sumnme
¢(x) far alle Werthe von x innerbalb eines gewissen Intervalles con-
vergirt. (') Der Constanten C geben wir einen solchen Werth, dass
¢0) = o wird. Es sei ferner

1. i
d(r) = ;rlg;sm <]glg;> .
Dann wird durch die Gleichung

y = f(z) =¢(r)d(r)
cine Curve definirt. Durch Anwendung des Theorems VII lasst sich mit
Leichtigkeit zeigen, dass dieselbe von # =0 bis « = 1 eine endliche
Lange besitzt.
Es ist namlich, da ¢(z) in der Uimngebung jedes Punktes 2 im Inneren
der Strecke o... 1 nach dem Tayror'schen Lehrsatze entwickelt werden kann,

fl@ + h) ~f(x) _ gl + hh~—¢(x) () + ¢(r + B)'(e + oh)

: z + A
— [?(v-&-h}b ¢(#) o(r) + €4 T sc( + e) Ol + o ‘7/)]

—g(r 4 1) [cos (lglg . > + sin ( x + nh> ]

(') Vergl. das Beispiel 1 zu Theorem IV.
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Hat z einen Werth, wofir ¢{z)2 o wird, so hat das erste Glied rechts
’ ¢\ < ’
tur alle Werthe 7 unterhalb einer gewissen Grenze das Vorzeichen von
¢(x); denn ¢(x) ist bestindig positiv und nimmt mit » bestindig zu.
Das zweite Glied aber izt absolut kleiner als (ze¢(1). TFolelich ist
V2¢ bt
S+ h)y—f
h

™) for geniigend kleine Werthe von / grosser als — 2 ¢ (1),

wenn ¢ (x) positiv ist, und kleiner als z¢(1), wenn ¢(z) negativ ist.
Denken wir uns jetzt die Strecke o... 1 in eine abzahlbar unendliche
Schaar von Intervallen 4, i,, ... getheilt, indem wir als Theilpunkte alle
diejenigen Punkte annehmen, fir welche ¢ (2) = o ist, so ist im Inneren
jedes Intervalles i, die Gesammtschwankung der Richtung hochstens gleich

T — . . . .
5 +arctg[y2e(1)]; denn alle vier Derivirten sind entweder durchweg

kleiner als y2¢(1) oder durchweg grosser als — \2¢(1). Die den End-
punkten des Intervalles i, entsprechende Differenz y.' — y, ist aber Null,

folglich auch die Summe Zly;’ —y+|. Also hat die Curve nach Theorem

VII von « = o bis z = 1 eine Lange L, und zwar ist dieselbe nicht

. — 1 2
grosser als 2vi 4 2¢(1)%

Das Integral

[ TE T

ist sinnlos, welche Werthe wir auch den Grossen x, und z, geben mogen;
denn f'(x) wird fur alle rationalen Werthe von x unendlich gross,

Durch das Theorem VI werden, wie in § 6 gezeigt worden ist, alle
Curven erledigt, fuar welche die Stellen, an denen oder in deren Um-
gebung die Richtungsschwankung gleich = ist, eine endliche oder ab-
zihlbar unendliche Menge bilden.

Acta mathematica. 5. Tmprimée 28 Mars 1884 11
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Allgemeine Criterien der Existenz einer Lange fir den Fall auf-
zustellen, dass die Gesammtheit jener Stellen eine hohere Machtigkeit hat,
ist uns noch nicht gelungen. Man wird bei derartigen Curven auf die
Theoreme I—III zuriickgreifen miissen. Wir bemerken nur noch, dass
es Curven dieser Art giebt, denen eine bestimmte Linge zukommt.
Beispiele sollen bei nachster Gelegenheit mitgetheilt werden.

Berlin d. 8'*" December 1883.




