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SUR L’INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES BINOMES

PAR

W. KAPTEYN
% UTRECHT.

En désignant par y une fonction algébrique de la variable z, définie
par Yéquation algébrique irréductible

plx,y)=o0

ABEL a démontré que, si l'intégrale f ydx est elle-méme une fonction

algébrique de =, elle est exprimable par une fonction entitre en y dont
les coefficients sont des fonctions rationnelles de z. Dans les pages sui-
vantes nous mnous proposons de faire une application de ce théoréme re-
marquable qui compte avec quelques autres théorémes de I’éminent mathé-
maticien Norwégien, parmi les sources les plus fertiles du calcul intégral.

1. Supposons que 'équation ¢(z,y) = o0 se réduise & la forme
(1) ¥ = F(%)

q étant un nombre entier et F(z) une fonction rationnelle de z; dans ce
cas le théoréme cité nous apprend que, si I'intégrale f ydx est une fonction
algébrique, on aura

(2) fydx =yf(z) + const.

ol f(x) représente une fonction rationnelle de x. Kvidemment I’équation

(2) ne-sera pas remplie si l'on choisit pour F(z) la fonction rationnelle
Acta, mathematica. 27, Imprimé le 22 janvier 1903. 42



330 W. Kapteyn.

la plus générale. Cherchons donc la forme la plus générale de F(zx) qui
s'accorde avec la condition (2). Pour y parvenir, différentions les équa-

tions (1) et (2) et eliminons % De cette maniére on obtient

af{ry AdF (2

de | da
(3) TR Fie
ou
I
(3) = 19: [(flz) F(x)].
@ qd

Posons, dans cette équation pour f(x)*F(z) la fonction rationnelle la plus
générale

f() F(z) = Blx —a,)(x—a,)". . (x — a)"

=1

= E (z—a)"

o B, a,a,, .., a représentent des constantes arbitraires et 2 ,a,,..,
des nombres entiers positifs ou négatifs. En substituant cette valeur dans
I'équation (3) celle-ci se réduira a

i=1

I I e
f%:}igdr-—a, Z:'c——n

qui fera connaitre la forme la plus générale de f(z) s'accordant avec la
forme adoptée pour f(z)'F(z). Cela posé, I'équation (3) donne la forme
cherchée de la fonction F(z).

En effet, on aura

i=1l t=1

;%IgF(x)zqz‘;f’ ; l/ S A

ou, par intégration
=1 q (=1
A.
F(z < ) II (x — a4

C? désignant une constante arbitraire.
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De cette discussion il résulte que si y satisfait a une équation de la
forme (1) et si la fonction f ydx est algébrique, y doit admettre la forme

(4) y=0C]

ol gA; représente un nombre entier.

Cette condition nécessaire est aussi suffisante, car si y admet la forme
précédente, on aura

(5) [yda = Ol_ill (& — a)™.

2. D’aprés les considérations précédentes, pour savoir si l'intégrale
f ydx, ou y satisfait a une équation (1), est algébrique, on n'a qu'a exa-
miner si ¥ est réductible a la forme (4) ou non.

C'est ce que nous allons faire pour l'expression binéme

(6) y=@—a"(B+ o+ .. + 2y

en supposant
1° que I'équation

(7) Btm+..+i"=o0

n’admet que des racines inégales @, , «a,, .., a,;

2° que a est une constante différente de ces racines;

3° que m et n sont des nombres entiers, dont le dernier est positif;

4° que p est un nombre fractionnaire, dont le dénominateur est le
nombre entier ¢.

D’aprés ces suppositions on voit que l'expression (6) satisfaib & une
équation de la forme (r).

Comme les quantités «; dans la formule (4) sont toutes différentes,
supposons qu’ils contiennent les racines de l'équation (7) et encore une
série @,y;, @upy, .., @, d’autres.

En identifiant maintenant la fonction (6) avec

A A n n Al
O om+ o+ o )

n & — Qny1 T — 0

X (@—a) (@—a, " . . (—a)"(®— a, )" . . (6 —a)"
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il est évident que cette expression doit rester invariable quand on permute
les racines @, , «,, .., a, de toutes les maniéres possibles.
Il s’ensuit qu'on doit avoir

A4 =4,=..=4,.
Or, parce que
B+rz+ ..+ "= Az —a,)(z—a,)..(z—a,)
on aura

1 1

d
fv—-a+x—la+"+ :j;,lg<ﬂ+fx+--+7x");

1 r — Ay

par suite la forme précédente se réduira a

C ( v+ 202 + .. + nier?
1

Antr 4, ]
B+ ye+ ..+ dax® +x-—av,,+1+"+ x— q

X (B4 712+ ..+ 2)h (@ — a0 (o — @)
Cette forme ne saurait étre identique avec la fonction (6) a4 moins que
4, =1+4p.

En effet, on voit d’abord que A4, doit étre différent de zéro, parce que
dans le cas contraire les deux membres de l'identité supposée ne pré-
senteraient pas les mémes points critiques. On trouvera donc

- C + 202 + .. 4+ nlz"1
(x—a) = [ 1r

An+l A‘ :|
T 4 B+ x4+ .. + A2 +a:—a,,+1+"+w———a,

X (B+ire+ ..+ &) o—a,,)" . (6 —a).

Remarquons ensuite, que le premier membre de cette équation est indé-

pendant de @, , a,, .., a,; il faut donc que l'ordre A, —p-—1 des zéros

2
ou des poles @, a,, .., @, du second membre soit aussi zéro. En intro-

duisant cette égalité, 1’équation précédente s'écrit

1

m_ C 7+ 202+ ..+ nie"? Antr A ]
(x—a) —m[(l'l-p)- FH+re+ ..+ A2" +w——a,,+1+"+z———a,

X(B4+7rr+ .. + )@ —au.). . (g —a).
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Le premier membre étant ici une fonction rationnelle, les quantités
4,1, .., 4, doivent représenter des nombres entiers; et comme le premier
membre admet un zéro ou un pdle d’ordre m, selon que m est un nombre
positif ou négatif, il faut que le second membre présente le méme caractére.

Posons, pour satisfaire & la derniére condition

an+1 =
et

4,.,% 0.

Dans cette supposition on aura
4, ,—1=m.

Si, au contraire 4,,,==0, le second membre ne saurait admettre le point
a comme pdle, tandis qu'un zéro d’ordre m ne serait pas impossible. Il
faut donc distinguer deux cas et examiner sous quelles conditions les iden-
tités suivantes peuvent exister.

¢ 7+ 208 + .. 4 niaz"? I+m Apygs 4, ]
() I_,il_+1’[(l+p) B4+re+ ..+ ie" +w—a+w——a”+2+"+w-—a,

X(B+re+ ..+ ") (z—a)(—a,)"". . (z—a)*

m~_____0_ r+26x+..+nlx""‘ ,._A"+2 Al ]
1) e—a" =550 +p e+ 4+

X B+ e+ ..+ &) (@—a, ). . (t—a)*

m étant un nombre positif dans la derniére de ces équations. Comme les
premiers membres de ces équations ne présentent plus de zéros ou de
poles dans les points a,.,, .., @, il faut que l'ordre des zéros ou des poles
Quis, .-, @ dans les seconds membres soit aussi zéro.

Par suite
A,py—1=..=4, ,=o0.

Si donc on pose

(x—anﬂ)..(x—a,):xi-{-41:0"”1 + ..+ 4;
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les équations (I) et (II) se réduisent aux suivantes

h

¢ r v+ 20e + .. + nien! I 4+ m
®) I-;m[(l—'_)) A+re+ ..+ A" x—a

w4 — DA + L+ AiH]
xi + A]évi_l + .. 4 -Ai

Xf+re+ .. + " o—a@ + 427" + ..+ 4)
et

-
1]

m C + 202 + .. 4 izl
(9) @ —ay = | (1 4 p)f

A+ e+ ..+ A"

a1 + (L ——:I).’h{b‘i"? + .. +‘]1,:|
At 44 Ay

X(B+re+ ..+ a4 42 + .+ 4.

La discussion précédente suppose que le polynéme x' + 4,4 7' 4-.. 44,
n’admet que des racines simples a,.,, .., @ différentes de a,, a,, .., a, et

a. Or, I'équation (8) ne saurait étre remplie par un polynome
o A .+ A,

a racines multiples. En effet pour une telle racine ce polynome et sa dé-
rivée s'évanouissant simultanément, le second membre se réduirait & zéro ce
qui serait absurde.

De méme ce polyndéme ne saurait admettre une racine simple @, a,, .., a,.
Quant a l'équation (9) il est également impossible que le polyndéme ad-
mettrait une racine multiple différente de a, ou les racines simples a,, a,, .., @

On conclura donc que l'intégrale f ydx étant algébrique, il doit étre
possible de satisfaire a une des équations (%) ou (9) par un polynéme
¥+ 4,27 + ..+ 4; ne contenant point de racine «.

Réciproquement, si la condition (8) est vérifie, lintégrale s’écrit
d’apres (5)

(1) fydo = (B po+ . AR — ) L )
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et, si la condition (9) est remplie

(11) fydx = Zl%(ﬂ + 2+ . )P A 4L+ A4).

3. En appliquant la méthode précédente au cas ordinaire
y=a"(a + by

on obtiendra aisément les résultats suivants.

L’intégrale f ydx sera seulement algébrique dans les deux cas suivants

1° s1
m I
" +p=—1—7 (r=0,1,2,.)
et alors
_ altm w\i+p n 2n n bt ..
fydx—(I-{-m)a(a_'_bx) m+[+rn.'m-i-I+(r——1)n'm+l+na"x
20 " b=t =1y ]
+-m+1+(a:—1)n'm+l+na’——‘x T+
2° si
I
m: =147 (r=0,1,2,.)
et alors
J— I — \V+p| porn r (1 (r—Din
fydx_n(l+p+'r)b(a+bm) [/B p-}—r'bx
r—1 r oa?® 1 2 r a,’]
Zoplr—=Dn _ » hall
+p+r—1'p+'rb2m -t I)p+l'p+2'p+'rb”'

4. En supposant
y = a"(a + bz" + cx™)’

on trouvera que l'intégrale est seulement algébrique en trois cas. Les
résultats sont ici plus compliqués et se présentent sous les formes suivantes.:
1° Si
m 4+ I

n

+o2p=—2—r (r=1,2,3,.)
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et si les r 4+ 1 équations linéaires a r inconnues
ncd, + (1 + p)nb = o,
2ncd,, + (2 + p)nbd, — (1 4+ m 4 rn)a = o,
3ncdy, + (3 + p)nbd,,—[1 + m 4 (r — 1)n]ad, = o,

’l%cA,,, + (7’ + p)nbA(,_,),. i (I + m + 2n)a-A(r—‘2)n = O)
(1 + 7+ p)nbd,,— (1 +m 4+ n)ad,_,, =0
sont compatibles, on aura
Jydo = s (@t b 4 ed) I 4 4,2 4 A,
2° Si

m<+1

7n

=247 (r=1,2,3,..)

et si les 4+ 1 équations linéaires a r inconnues
(2p+r+1)cd, +(p+r+1)b=0,
(2p + 1)cd,, + (p + )4, + ra = O,
(2p 4+ r—1)cdy, + (p + r—1)bA4,, + (r—1)ad, = o,

(2p + 2)CArn + (.p + Z)Z'A(r—\)n + 2aA(r—?)n = O)
(p + I)bArn + aA(r—])n =0

sont compatibles, on aura

fydx (2p + r + 2)n + 2)1 ( + bx" + cx®)' TP (@™ + 4,857 4+ A,,).

3° 81
2k 4+ 1

p=— > , (k=1,2,3,.)

m = kln —1I, (k=1,2,..,2k)

r= 2k —1
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on aura

f yar = cT(i?(“ + bz" + et 4 A2 .+ 4,,)

cliﬂ” A,, 4, .., 4, satisfont aux r 4+ 1 équations li-

LY

ol les quantités

néaires, dont tous les seconds membres & l'exception d'un seul, sont zéro
r
— CA,, + 2 b= o,
- 20A2n + (2 — I)bAn + rq == O,

—3ed, + (”-;—z)bA2,, + (r—1)ad, = o,

cl+P

—(r—k + 2)¢Appmm + (““‘g +k, — I)bA(,_h“),, + k, aA(,._h)n =5

—vecd,, + <2 —7r I>bA(r—1)n + 204, =0,
—2 bArn + a'A("—l)" = 0.

Pour plus de détails nous renverrons & notre mémoire sur ce sujet, inséré
dans les Comptes Rendus de 1’Académie des sciences d'Amster-
dam, 2° série, t. 17, p. 92.
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