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DETERMINATION DES EOUATIONS RESOLUBLES ALGEBRI(1UEMENT' 

P A R  

IVAI~ BENDIXSON" 
h ST O CKttOLI~i.  

Lc but du travail cst dc montrcr que l 'on peut parvenir h la d6- 

termination des conditions n~cessaires et suffisantes, pour qu'unc 6quaCion 
alg5brique soit r6soluble par radicaux, sans avoir recours ~ la th6orie des 
substitutions, introduite dabs l'Alg~bre par GALOIS. On peut en effet dd- 

terminer les dites conditions par une extension tr~s facile ~t effectuer des 

considerations employ6es par ABEL daBs ses deux M6moires" Mdmoire sur 

une classe particuli&'e d'dquations rdsolubles alg~briquement et Sur la rdsolution 

algdbrique des ~quations. 

2qous dtudierons ~ cette fin los 6quations telles que chaque racine 

puisse s'exprimer en fonction rationnelle de l 'une d'entre riles, chaque 6qua- 
tion pouvant en effet ~tre rdduite h une telle 6quation. Par une fonction 

rationnelle de x, nous entendons toujours ici une fonction formde par de 
seules op6rations arithmdtiques de x et des quantitds R ' , . . . ,  R '  d6finissant 
le domaine de rationalitd donnd. 

Soit 

F( , )=o  

nne telle 6quation, irr~ductible daBs le domaine de rationalit6 donn6. 
Sos racines peuvent alors s'dcrire 

Xm , OXl , . . . ,  0"-1Xl, 

O~X~ , O0~X~ , . . . ,  O"-~O,x,, 

�9 ~ , ~ . . , �9 . . . . .  . , , 

O q _ l X ,  1 , ~ 0 q _ _ l X  1 , ~ jQn--I,Q X 
�9 . . , /  V q - - I  1 

1 Ce m6moire est une reproduction d'un travail puhli~ en su~dois dabs les 0fver- 
sigt af Kongl. Vetenskaps-Akadomiens FSrhandlingar;  I89I. N ~ 3, Stockholm, 
don~ nn r~sum~ a 6~ i)ubli~ dabs les Anna]es de la Facult~ de Toulouse, Tome 7" 

Acta mathe~naticc~. 27, Imprim4 le 13 j~n~,ier 1903. 
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Its fonctions O~ ddsignant des fonctions rationnelles dc x, c~ 0 satisfaisant 
en outre ,t 

O~OXl == O~+~Xl, O"xj  :-= r 1. p-l,".,...) 

[~osons 
I'(~,~) = (:~ .... :h)(,--ox,)...(.,:--o" '.,.,). 

1)'aln'bs un t h&)rhmc, ddmontrd par ABEL dans lc lWcniicr (los mt~nloircs 
citds, les coefficients de f ( x )  peuvent alors s'exprimcr en fonctions ration- 
nelles de la quantitd 

r (t  , x , )  = (t - -  x , ) ( t - -  Ox , )  . . . (t - -  O"- '  x , ) ,  

t ddsignant unc constanfe arbitrairc, et cetf~ quantitd r satisfait h une 
6quation de dcgrd q '~ coefficients rationnels 

(~)  l~(.~') = [ : ~ ' - - r  .~ , ) ] [~ . . ' - - r  r  . . [ . , ' - - r  r  = o. 

L'dquation (~) de degrd qn est done rdduite k une 6quation de degrd q 

(3) F , ( ~ ' )  = o, 

qui est irrdductible (ce que nous prouverons tout ~,l'hcure), et h u n c  dqua- 
tion ab61ienne 

f ( ~ )  = o, 

dour ]es coefficients sont des fonctions rationnclles de l'une des racincs de 
l 'dquation F~ = o. 

Afin de prouver que rdquation (3) est irrdductible, il suffit d'observcr 
que, si 

[~' - -  r (t, 0~ x,)][.~'-- 4, (t, 0.. ~ , ) ] . . .  [~,~' - -  !' it, 0 ~ , ) ] ,  

oh s < q, dtait une fonetion rationnelle, on pourrait en conclure que 

.r o, x , )r  r  (~(t, o.~.x,) 

serait aussi unc fonction rationnelle dans le domaine de rationalitd donnd, 
et cette derni~re fonetion est un diviseur de F ( t )  qui dtait supposCe irrd- 
ductible. 

Si l 'on savait maintenant, que l'une des mcines de F~-= o pouvait 
s'exprimer en fonction rationnelle d'une autre de ses raeines, celles-ci pour- 
raient s'dcrire 
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i ~ ~ I  , �9 �9 �9 , t~ ~I 

1 . , ' :  , , ,~ ' :  , . . . ,  . . . .  ~ ( q l n  1 = q ) ,  
. . . . . . . . . . .  . 

"~Jql ' l i ' ~ q l  ' � 9  Jl ,.t, q l  

oh ~ est une fonction rationnelle telle que l 'on air ),~'x; ~-x;. On pourrait 
alors, de la m~me mani~re que nous l'avons fair pour F~---o, rdduire 
F 1 = o h une dquation de degr6 ql 

P d ~ " )  = o 

et une 6quation abdlienne du degr6 n 1 

f , ( ~ ' )  = ( ~ ' - -  ~;)(~' - -  ~ z ; ) . . .  @ ' - -  ~ ' , - ' x ; )  = o ,  

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de l 'une des racines 
de F~. 

Dans ce cas il existe done une fonction rationnelle 0~ telle que 

ce qui nous donne 
r o ,0~ , )=  ~,r ex,) 

= r ~,~,) 
i * " P " p Mms t grant une quantitd lndetermmee les factetu's du membre gauche 
seront identiques h ceux du membre droit, ce qui fair voir qu'il existe un 
hombre entier a tel quc l 'on air 

(4) ~ Ox~ = 0 ~ 8~ x~. 

De l 'autre c6t6, on volt que, si cette derni~re dquation a lieu, on en tire 

r O,0x,) = r o,x,). 

Or l'dquation (I) dtant irrdductible on eq conclut que 

ce qui nous donne 
p(t, O,O~,)= r O,x,). (~,,~,~, .) 
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L'dquation 

I 
r  OiXI) = ~ [ r  OlXl) "~ r  010;~1~1) JI- �9 " �9 + r OlOn"-lXl)], 

nous prouve alors que ~ ( t ,  01x~)  est une fonetion sym~h'ique de 

Xl , OXl , �9 . . , O" - l  Xl , 

c'est h dire est nne fonetion rationnelle de ~b(t, x~). La eondition n6ees- 
suire et suffisante pour que l'une des raeines de 

F , ( ~ ' )  = o 

puisse gtre exprim6e en fonetion rationnelle d'une autre de ees raeines, e'est 
done qu'il existe un tel hombre a que l 'on air 

01 0X 1 : 0 a 01X 1 �9 

Supposons maintenant que l'dquation (4) soit satisfaite. On saura done que 

r (t ,  o1 ~.,) = ,~r (t, x , )  (o~ ,~", z~ = z;). 

L'irr6duetibilit~ de l'dquation (I) nous donnera aussi 

r  o~,) = , ~ ' r  ~1) 
et en g6ndral 

On en eonelut que 

OU q u e  

r o,~,)= ,~r x,). 

r  rq , , 0 ,  z , l  = r  x , )  

O~'x~ = Olx l  k =  nombre entier < n  

ee qui es~ done encore une eonsdquenee de l'gquation (4). 
Envisageons maintenant l'dquation (2). Si l'dquation (4) a lieu, eette 

6quation peut se rdduire h une dquation abdlienne de degr6 n 1 

r , ( x ' ) - -  [ x ' - - r  x, )] Ex' - -  r (t , 01x,)] . . .  [ .~: ' - - r  o;,- 'x,)] = o 

dont les coefficients sont des fonetions rationnelles de 

x;'  = (t, - -  z;)(t ,  - -  ~ . x ; ) . . .  (t, - z ' , - ' z ; )  

= [ t l -  r "Q~I) ] [ t l -  r  01s [ / ~ I -  ~[)(t, O; ' - I  Xl) ] = r ( t l ,  t ,  z/')q), 
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laquelle expression est elle-m~me racine d'une dquation 

(5) F~(~") = o 

de degr6 q~ ~ coefficients rationnels. 
Les autres raeines de l '6quation (5) seront alors donn6es par ]es fone- 

tions r t,  O,x~). 
La condition n~eessaire, pour qu'une autre racine de l '6quation (5) soit 

une fonetion rationne]le p(x'~) de x~', est done qu'il existe une fonction 02x ~ 
telle que 

r  t ,  02x,) ----- #~bl(t,, t ,  x,), 
ce qui nous donne 

r  t ,  ~26Xl) = # r  t ,  6Xl). 

A l'aide de l '6quation (4) on prouve aisdment ClUe 

r  t, 6x,) = r  t, ~1) 
d'ofi l 'on conclut que 

r t, O~Oxl) = r t, o~ , ) .  

Or la quantit6 t 1 6rant compl~tement ind6terminge, il s'en suit que la fonction 

r , O~Ox,) 

sera 6gale h l 'une des fonetions 

r o~x,), r  o ,6 ,x , ) ,  . . . ,  r  o~,-'o~x,). 

Soit;, pour fixer les id6es, 

r o, o x , ) =  r  o,~%x,). 

Le fair que t est une quantit6 indgtermin6e, met alors en 6vidence que 

020xl 
sera 6gal k l'une des quantit6s 

o~,%x,, 06~,%x1, . . . ,  o"-'o~,%z,. 

On en conclut enfin, qu'il existe un hombre a 2 tel que 

Aeta mathematica. 27. Imprim6 le 14 janvier 1903. 41 
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Mais de l 'autre c6t~ on aura aussi 

r  t ,  o ,o ,x , )  = # r  t,  o,~,,) 

= uO,( t , ,  t ,  x,) 

= r  t ,  o , z , )  

et cette 6quation nous conduit, par des consid6rations t,mt mmlo~ues h celles 
ddveloppdes ci-dessus, ? tune relation 

(6') 

Dans les 6quations (6) et (6') nous avons done obtenu les conditions ~Td- 
cessaires,  pour qu'une racine de l 'dquation (5) soit une fonetion ration- 
helle de x; ' .  

Afin de prouver que ces deux dquations constituent en mgme temps 
les conditions suffisantes, pour que cela air lieu, nous envisageons de nouveau 
la fonction ~b~(tl, t ,  O~x~). 

Les 6quations (6) et (6') eonduisent 6videmment h 

r  t , O~Ox,) = r  t,  x,o,~%x~) 

= r  t, o,~%z,) 

= r  t ,  o, xl). 

On en conclut qu'on aura en g6n6ral 

r  t ,  O.,ff x,)  = r t, 020"-'xl) 

ou que 

r t,  o~xx , )  = r  (t,, t ,  o~x,). 

En appliquant le tMor~me ddjh cit~ d'AnF.L on sait alors que 

r  t,  o~x,) = ~ ( r  x~)), 

(v=1,2,3, ...) 

('.,= 1, % 3....) 

R ddsignant une fonetion rationnelle. 
De la m~me mani~re on prouve aussi que 

~l,~(t,, t , O20~x~) = (-,t(t,, t , O.~xl), 
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ce qui nous donne 
R(r olx,)) = R(r  x,)) 

et en g6n~ral 

323 

(7) 

relations suivantes ont lieu 

01 xl _~- oa~ 01Xa, 

O20x ~ ~ O~ O~ O~ xl , 

0201x~ -~ 0 "O~O~x~, 

0,+ OX l 

O.+ 01 x 1 0 ~ ' 0 ~  . 0 , 

v - - 1  ,~v - - I  v - - 1  

_~ Oa~ 0~,  . . 0 k~ O x 1 OaO~--lxl - -1 �9 ~--1 ' 

�9 o . , . . . . . . . .  , �9 . o o . . . �9 ~ �9 : )  

l'~quation donnde se rdduit alors h une suite d '~uations ab~liennes, et elle 

est par consdquent r~soluble par  radicaux 
Inversement, st l'dquation donnde se rdduit it une suite aPdquations ab~- 

liennes, ses racines sont n@essairement li~es entre elles par  un systOme d'dqua- 

tions de la forme (7). 

R(C(t, o x,) = R(C(t,  x,)). 

On en conclut que la fonction 

r t, 0~xl)= ~ [R(r x,)) + R(r 0 i x , ) ) + . . .  + R(r 0~'-lx,))] 

est une fonction sym6trique de ~b(t,x~), r 0~x), . . . ,  qg(t, 0~,-lx~), c'est 
dire une fonction rationnelle de el(t1, t, x~). c . q . f . d .  

En continuant ainsi on parvient au thdor~me que voici: 

Etant  donnde une dquation dont chaque racine peut s'exprimer en fonc- 

tion rationneUe 8~x~ de l'une d'entre elles x~, si entre les fonctions O~x~ les 
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Jusqu'iei nous n'avons employd que les considerations dent s'est servi 
A.BEL darts le premier des Mgmoires mentionnds, ct l'on volt quc l 'on trouve 
par ces considgrations seules, la classe la plus g6ndrale d'dquations qui 
peuvent se r6duire ~ une suite d'dquations abdliennes. 

I1 nous reste ~ prouver que l'enscmble des dquations (7) forme la con- 
dition ndcessaire pour que l 'dquation (1) soit rdsoluble par radicaux. 

Afin d 'y parvenir, nous ferons usage des considdrations du second Md- 
moire citd d'ABEL. 

Nous avons supposd de l'dquation (I) qu'elle soit rdsoluble algdbrique- 
ment. Une de ses racines peut alors s'dcrire 

�9 i~. E , . . . , v ~ ) ,  �9 , = ~ ( / ~ ' ,  . . ,  , 

oh R' ,  . . . ,  R* ddsignent les quantitds qui dgfinissent le domaine de ratio- 
nalitd, donn6, et oh les quantitds V~ satisfont aux 6quations suivantes 

v,,,--~,(~', ..., ~ ' )  = o,  

v ~ , -  ~,(i~', ,  . . . ,  ~ , ,  v,)  = o,  

�9 . . �9 �9 ) o �9 . . . .  �9 o �9 . . 

v~,--v,(R', . . . ,  R*, v , , . . . ,  v~_,)= o, 

les ~ ,  . . . ,  ~,~, ~ ddsignant des fonetions rationnelles de /~', . . . ,  /~', ef 
des fonetions entibros rationnelles de V~, . . . ,  Vq de degr6 P l - -  I , . . . ,  pq- -  I. 
Je suppose ici, que l 'on air adjoint au domaine de rationalitd donnd les 
quantitds cox, . . .  , eo~ qui satisfont 

~P~-~ 4- o> ~-~ 4- . . .  4- to~ 4- I -= o, <~=~,~ ..... ~) 

que l 'dquation 
v~ ~ - ~ , ( R ' ,  . . . ,  R ' ,  r , ,  . . . ,  L - , ) =  o 

soit irrdductible dans le domaine de rationalitd R' ,  . . . ,  R ~, V ~ , . . . ,  V,_l, 
et que les p~ soient des hombres premiers. 

En mettant % Vq en ~, au lieu de Vq, on obtient une nouvelle racine, 

ce qui nous donne 

~ (n ' ,  . . . ,  R ' ,  V,, . . . ,  V,_,,  ~ V ~ ) =  O~(i~', . . . ,  n ' ,  V,, . . . ,  V,_I, V~), 

et en gdndral 
r I~ s, ~y~..., rq_,, w;~yq)= OVXl. 
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Observons qua l 'on a 
OPqXl = Xl , 

et formons maintenant 

r  ~ ) =  ( t - ~ ) ( t - o ~ , ) ,  . . . ,  ( t - o p ~ - ' ~ , ) =  H(t ,  n' ,  . . . ,  n ~, V,,  . . . ,  V~_,), 

off nous supposons pour plus de simplicitd, que Vq_l soit rdellement con- 
tenue en H. 

En inerrant wq_~Vq_~ uu lieu de Vq_~ duns les dquations ci-dessus, la 
fonction Vq se change en Vq et l 'on obtient une racine 

z~ = ~ ( n ' ,  . . . ,  ~ ,  v , ,  . . . ,  o~_~v~_, ,  ~) 

de l'dquation (I). 
On aura alors 

Comme 

r  . . . ,  R ~, v , ,  . . . ,  ~ _ , v ~ _ , ,  ~ ; r~ )  = 0 % .  

r  x ~ ) =  H ( t ,  R',  . . . ,  R ~, v~,  . . . ,  , , , _ ,v~_ , )  

de r  x~), il faut que x 2 soit une racine diffdrente de tous est dlffereno 
les O~xl. ]?~crivons done 

x 2 = 01 :~  1.  

En inerrant 

-~- ~ s  . . .  (/)q__l Vq__l) ,  1 J = I  " P q - - l "  y~ n ( t , n ,  . . . ,  , E ,  , 

chaque fonction cyclique de Yl, . . . ,  Yp,-, est inddpendante de Vq_l. L'dquation 

( u - -  ~ , ) ( u - - ~ 2 ) . .  �9 (y - -y , ,_ , )  = o 

sera done une dquation abdlienne duns le domaine de rationalitd R ' , . . . ,  R ~, 
V 1 , . . .  , Vq_:, ce qui nous permet d'affirmer que 

(s) y, = i ( y , ,  n , ,  . . . ,  n , ,  v~,  . . . ,  v~_:), 

ddsignant une fonction rationnelle. 
Mais l 'dquation 

n ( x ,  n ' ,  . . . ,  n ' ,  v , ,  . . . ,  v ,_ , )  = o 

est dvidemment irrdductible duns le domaine de rationalitd R ' , . . . ,  R', 
V 1, . . . ,  Vq_l, ce que l 'on prouve uisdment, en observant que V~ ' -  •q est 
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irr6ductible dans ce domaine, et que _pq est un hombre premier. L'dqua- 
tion (8), qui peut ~tre derite 

r  o , z , ) =  ~[r  x , ) ,  .n', . . . ,  .R', r , ,  . .  : ,  v~_:], 

a donc pour consdquence 

r  0,0~.,) = ~ [ r  0x,) ,  R',  . . . ,  R ' ,  V, ,  . . . ,  V~_~] = r  0,x,). 

De cette derni~re relation on conclut enfin que l'on a 

Les ddveloppements de la page 32o nous permettent alors d'affirmer que 

~b(t, O,x,) = ,~r x,) ,  

d6signant une fonction rationnelle de R ' , . . . ,  R' ,  t, x~. De r~quation 

y~ = ~(y,) 

on conclut en outre que 

et ainsi de suite, de sort~ que l 'on obtient 

,V'-'iy~) = y,, 
ce qui nous donne 

r (t , ~ : - ' z , )  = r  , z , )  

ou que 

O['-'xl = 6~xt, k ~ nombre entier. 

Mettons maintenant ~oq_~Vq_2 au lieu de Vq_~ dans les expressions de ~ et 
de H.  La fonction Vq_l se change en Vq-1, x, en x~ et l 'dquation 

•(t, n ' ,  . . . ,  R,, v, ,  . . . ,  L -~ ,  ~,_,vq_,) = ~[H(t, ~ ' ,  . . . ,  R', VI, ...,  V,_~L_,)] 

se change en 

H(t ,  R', . . . ,  R' ,  V,, . . . ,  , , ,_ ,V,_ , ,  ~ _ , ~ = , )  

----- ,~[n(t,  R', . . . ,  ~ ' ,  V,,  . . . ,  ,,~_:V~_~, G - , ) ]  

= ~r x,) 

- -  r  0,~,). 
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On aura de la m~me mani~re 

t 2 - -  H ( t ,  I t ,  . . .  ,it., 5 ,  . . .  , ,,,q_, v~_~, ~,q_, v,_~) 

- -  [H( t ,  in', . . . .  , R., v , ,  . . . ,  , ,q_, vq_ , ,  , , , q _ , ~ _ , ) ]  

- -  ~ ' r  x,)  

= r  ~x3)  

et en g6n6ral 

! v - -  ~ ( t ,  I t ,  . . . ,  I t , ,  v , ,  . . . ,  ,,~_2 v~_2, ,,,,_, vq_,) = r  ~x~).  

Formons enfin la fonction 

r t, Xl)= [ ~ 1 - - r  X l ) ] [ t l - - r  , ~ l X l ] . . .  [ t l - - r  ~ I P ' - ' - - l x l ) ]  

= H , ( t , ,  t ,  It', . . .  ,it', v , ,  . . .  , v~_~) 

off nous supposerons pour plus de simplicitd, que lu fonction Vq_s soit 
rdellement contenue duns t l  I. 

On aura alors 

r  , . , . ,eoq_sVq_2). 

Les fonctions r  t ,  x3) et r  t ,  x,) n'dtant alors pas identiques, il 
s'en suit que xa est une racine diffSrente de tous les 

6~0~xl, a,  fl ddsignant des nombres entiers. 

Mettons 

X 3 ~--- 6~X 1 

et envisageons une fonction cyclique des quantitds 

r  , O~xi) ~--- H,(t, ,  t ,  It', ..., It', V,,  . . . ,  oJq_= V~_2), v-----o, I, . . . ,Pq-2- -  I, 

on suit qu'une telle fonction est une fonetion rationnelle de It', . . . ,  It ', 
V ~ , . . . ,  Vq_3, ce qui fai~ voir que les quantites #(t~, t, O~x,) sont les ru- 
cines d'une 6quation ab61ienne ~ coefficients rationnelles en I t ' ,  . . . ,  /~', 
V,,  . . . ,  V~_~. 

On aura donc 

(9) r  t ,  o~x,) = ~ ( r  t ,  ~,) ,  I t ' ,  . . . ,  in ' ,  v , ,  . . . ,  v~_~)). 

tt d6signant une fonction rationnelle. 
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Or chaque fonction H(t, R', . . . ,  R ~, V~, . . . ,  w~_, V,,_,) 6tant irr6ductible 
dans le domaiue R' , . . . ,  R ~, V1,.. . ,  Vq_l, on com'lut que la fonction 

I I l t ( t , R ' , . .  R', V~, ,~,~ V~_,)= / / , (o, t ,R' ,  ,R ' ,  V,, V~_2) 
v ~  1 �9 , �9 " �9 q - - 1  . . . . . .  , 

est irr6ductible dans le domaine de rationalit6 R' , . . . ,  R ~, V~,...,  Vq_2. 
L'5quation (9) est par cons6quent satisfaite si l'on v remplace x~ par l'une 
quelconque des racines ~0l'~X~. 

On aura alors 

r  t ,  O, Ox,)  = I t ( r  t ,  O x , ) ,  R ' ,  . . . , R " ,  V , ,  . . . , Vq_3) 

= r  t ,  O~x, ) .  

D'une mani~re analogue on obtient 

r (t,, t, r  t, 

Ces deux 6quations mettent e n  dvidence que les 6quations (6) et (6') 
ont lieu. 

Les autres relations (7) se d6montrent d'une maniSre analogue, et l'on 
peut enfin affirmer qu'elles constituent les conditions ndcessaires et suffi- 
santes pour que F(x) soit rgsoluble alg6briquement. 

Ces 6quations (7) sont 6videmment identiques h celles que l'on obtient 
par la mdthode de (~ALOIS. 


