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DETERMINATION DES EQUATIONS RESOLUBLES ALGEBRIQUEMENT !

PAR

IVAR BENDIXSON

a4 STOCKHOLM.

Le but du travail est de montrer que l'on peut parvenir a la dé-
termination des conditions nécessaires et suffisantes, pour quune équation
algébrique soit résoluble par radicaux, sans avoir recours & la théorie des
substitutions, introduite dans 1’Algébre par GarLols. On peut en effet dé-
terminer les dites conditions par une extension trés facile a effectuer des
considérations employées par ABEL dans ses deux Mémoires: Mémoire sur
une classe particuliére d'équations résolubles algébriquement et Sur la résolution
algébrique des équations.

Nous étudierons a cette fin les équations telles que chaque racine
puisse s’exprimer en fonction rationnelle de l'une d’entre elles, chaque équa-
tion pouvant en effet étre réduite a une telle équation. Par une fonction
rationnelle de x, nous entendons toujours ici une fonction formée par de
seules opérations arithmétiques de z et des quantités R', ..., B définissant
le domaine de rationalité donné. | '

Soit
(1) Flr)=o0

une telle équation, irréductible dans le domaine de rationalité donné.
Ses racines peuvent alors s'écrire

-1
%y , B, , e, 07y
T —1

...............

0

1
1%y, 00, 12, , ..., 0" 0,17,

! Ce mémoire est une reproduction d’un travail publié en suédois dans les Ofver-
sigt af Kougl. Vetenskaps-Akademiens Forhandlingar; 1891. N° 3, Stockholm,
dont un résumé a été publié dans les Annales de la Faculté de Toulouse, Tome 7.
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les fonctions 0, désignant des fonctions rationnelles de @, et @ satisfaisant
en outre a
F0x, = 0tz 0, =7, =12,

Posons -
[(@) = (o ) — ). — )

D’aprés un  théoréme, démontré par ABEL dans le premier des mémoires
cités, les coefficients de f(x) peuvent alors s’exprimer en fonctions ration-
nelles de la quantité

P, 2)=(t—ux)t—0r)...(t—6"x),

t désignant une constante arbitraire, et cette quantit¢ ¢ satisfait a une
équation de degré q a coefficients rationnels

(2) F(x)=][z
L’équation (1) de degré gn est donc réduite d une ¢quation de degré ¢
(3) F\(z')=o,

qui est irréductible (ce que nous prouverons tout a l'heure), et a unc équa-

Gt x )l — it 0,x))... [+ — (¢t 6, x,)] =o.

tion abélienne

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de lune des racines de
Iéquation F, = o.

Afin de prouver que I'équation (3) est irréductible, il suffit d’observer
que, sl

(2" —¢(t, 0, 2)][2 — (¢, 0,2)] ... [2"— &t 0,3,)],
oll 8 < g, était une fonction rationnelle, on pourrait en conclure que
O, 0,2)¢(t,6,2)...4(,0,x,)

serait aussi une fonction rationnelle dans le domaine de rationalité donné,
et cette dernidre fonction est un diviseur de F(f) qui était supposée irré-
ductible.

Si l'on savait maintenant, que l'une des racines de I, = o pouvait
s’exprimer en fonction rationnelle d’'une autre de ses racines, celles-ci pour-
raient s’écrire
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x, o, Ay, ..., AnTlag
Xy 5 My , ov, AN
(qlnl '-_—Q),
’ ’ n—1 .7
Zgyy My y ooy ATy

ol A est une fonction rationnelle telle que 1'on ait A"2] ==x;. On pourrait

alors, de la méme maniére que nous l'avons fait pour F = o, réduire
~ V4 . rd

F| = o0 & une équation de degré g,

Fa(x”) =0
et une équation abélienne du degré n,
fi(e) =@ — ) —Azy). .. (' —A"'xy) = o,

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de 1'une des racines
de F,.

Dans ce cas il existe donc une fonction rationnelle 6, telle que
¢, 0,2) = Alt, x),
ce qui nous donne
¢(t, 0,0x,) = AD(t, Ox,)
= ¢, 6,2,).

Mais ¢ étant une quantité indéterminée les facteurs du membre gauche
seront identiques a ceux du membre droit, ce qui fait voir qu'il existe un
nombre entier a tel que l'on ait

(4) 0,0x, = 6°0,x,.
De T'autre c6té, on voit que, si cette derniére équation a lieu, on en tire
O{t, 6,0x) = ¢(¢, 0,2,).
Or P'équation (1) étant irréductible on en conclut que
o, 0,6x)=(t, 0,07 2) ¢=1,2,3,..)

ce qui nous donne :
‘ Sb<t: ﬂlavxx,) = S!’(t: 01m1)' (v=1,2,3,...)
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L’équation
¢(t’ 01‘7;1) = ;I«;[Sb(ta 01x1) + ¢(f ' 010561) + ...+ 9[’(t> 010““1:”1)]:

nous prouve alors que (¢, #,x,) est une fonction symétrique de

n—1
z, , 0z L 0,

1y * ¢

cest & dire est une fonction rationnelle de ¢(f, z,). Ta condition néces-
saire et suffisante pour que l'une des racines de

F

1(93’):"0

puisse étre exprimée en fonction rationnelle d’une autre de ces racines, c¢’est
donc qu'il existe un tel nombre a que l'on ait
0,0z, = 0°6,x,.

Supposons maintenant que l'équation (4) soit satisfaite. On saura do{nc que

ot, 0x)=2(t, z,) (ot A"z = a7).
Llirréductibilité de I'équation (1) nous donnera aussi

g, Oiw) = 1¢(t, z,)
et en général

ot 01w,) = XY, 3,).
On en conclut que

g1, Opr,) = dit, w,)

ou que
Opx, = @'z, I = nombre entier <n

ce qui est donc encore une conséquence de l'équation (4).
Envisageons maintenant 1’équation (2). Si I'équation (4) a lieu, cette
équation peut se réduire & une équation abélienne de degré »,

fle) =o' —¢(t, )]z — ¢, 6,2)]...[2" — $(t, 607 '@)] =0

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de

2 = (b — @), — 2}) . .. {ty — ")

= [t —¢(t, 2)][th — ¢, Oiz)] .. . [ — ¢, 07 x)] = di(t, ¢, @),
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laquelle expression est elle-méme racine d'une équation

(5) Fya") =0

de degré g, a coefficients rationnels.

Les autres racines de I'équation (5) seront alors données par les fonc-
tions ¢, (¢, ¢, 0,x,).

La condition nécessaire, pour qu'une autre racine de I’équation (5) soit
une fonction rationnelle u(x;) de x;’, est donc qu’il existe une fonction 6,x,
telle que

Sbl(tl ) 8y 02.%1) = /‘S['l(tl by xl)’
ce qui nous donne

¢l(tl b t) 020.”1) = #Sbl(tl i t) 0%1).

A Taide de V'équation (4) on prouve aisément que

Sbl(tu ¢, 0501) = Sbl(tl) ¢, '771)
d’olt I'on conclut que
¢1(t1 b t) 020x1) = ¢1(t1 ) t) 02w1)'

Or la quantité ¢, étant complétement indéterminée, il s’en suit que la fonction

o, 0,0x)
sera égale a l'une des fonctions
o(t, 0,x) , ¢, 0,6,2,), ..., H(t, 007 60,2).
Soit, pour fixer les idées,
(t, 0,01)=(t, 026,,).
Le fait que ¢ est une quantité indéterminée, met alors en évidence que

0,0z,
sera égal & lune des quantités

070,2, , 00%:6,x, , ..., 6" 10%0,z,.
On en conclut enfin, qu’il existe un nombre a, tel que

(0) 0,0z, = 0%6%0,x, .

Acta mathematica. 27, Imprimé le 14 janvier 1903, 41
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Mais de 'autre c6té on aura aussi

., ,t,0,0x)=pd(,t, 0r)
=uh (b, ¢, 7))
= ¢, (¢, 1, 0,x,)
et cette équation nous conduit, par des considérations tout analogues it celles
développées ci-dessus, & une relation

(6") 0,0,7, = 0°:67:0,1,.

Dans les équations (6) et (6') nous avons donc obtenu les conditions né-
cessaires, pour qu'une racine de 1'équation (5) soit une fonction ration-
nelle de z;".

Afin de prouver que ces deux équations constituent en méme temps
les conditions suffisantes, pour que cela ait lieu, nous envisageons de nouveaun
la fonction ¢, (¢, ¢, 0,,).

Les équations (6) et (6’) conduisent évidemment &

(6, 8, 0,0x) = it , t, 62070,x,)
= ¢i(t, ¢, 076,7,)

== Sb (tl 3 t 023!11
On en conclut quon aura en général

¢1(t1’ t’ 020‘1x]) - Sbl(tl ) t, 0201!'11:1) (¥=1,2,8,...)

ou que
ity ¢, 0,0°,) = NS 0,,). =1,23...5

En appliquant le théoréme déja cité d’ABEL on sait alors que

¢1(¢1, t; 02.771) - R(sb(t’ xl));

R désignant une fonction rationnelle.
De la méme maniére on prouve aussi que

Sl’l(tlx t, 0,0,7,) = ¢’1(f1, t,0,r),
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ce qui nous donne
R(J(t, 6,x,)) = R(Y(¢t, x))
et en général

On en conclut que la fonction

il t, 6,8) =[RSt ) + B, 6,2)) + ... + R, 677'w,)]

1

est une fonction symétrique de ¢(¢,z,), ¢(t, 6,2), ..., P(t, 007 x,), c'est
a dire une fonction rationnelle de ¢ (¢, ¢, @,). c. q. f. d.

En continuant ainsi on parvient au théoréme que voici:

Etant donnée une équation dont chaque racine peut s'exprimer en fonc-
tion rationnelle 6,5, de Uune d'entre elles x,, si entre les fonctions 0,x, les
relations suivantes ont liew

0, = §%6,x,,

0,0, =660z,

6281391 = azﬁf‘éﬂle,
aV ﬁy kll

(7) 0,6z, =6"¢"...6" 6z,

2, of, k,

60z =6"0"..60" 0z,
a:—! /Syv—l k:—l

0a0a 1= ¢ 01 0u—1 0vw1’

Uéquation donnde se réduit alors & une suite d'équations abéliennes, et elle
est par conséquent résoluble par radicaux

Inversement, si 'équation domnée se réduit & ume suite d équations abé-
liennes, ses racines sont mécessairement lides entre elles par un systéme d’équa-
tions de la forme (7).
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Jusqu'ici nous n’avons employé que les considérations dont s’est servi
ABEL dans le premier des Mémoires mentionnés, et I'on voit que I'on trouve
par ces considérations seules, la classe la plus générale d’équations qui
peuvent se réduire a une suite d’équations abéliennes.

I1 nous reste a prouver que 'ensemble des équations (7) forme la con-
dition nécessaire pour que l'équation (1) soit résoluble par radicanx.

Afin d’y parvenir, nous ferons usage des considérations du second Mé-
moire cité d’ABEL.

Nous avons supposé de l'équation (1) qu'elle soit résoluble algébrique-
ment. Une de ses racines peut alors s’écrire

z, =¢R,..., B, Vi, ..., V),

ou R, ..., R désignent les quantités qui définissent le domaine de ratio-
nalité donné, et on les quantités V, satisfont aux équations suivantes

Vo—gB, ..., R)=o,
V;’—ng(R;, ey R‘; Vl)= )

qu_foq(Rl) <ty Ra’ Ifl) ] Ifq—])’:—oy
les ¢,,..., ¢, ¢ désignant des fonctions rationnelles de R, ..., R’, et

des fonctions entiéres rationnelles de V,,...,V, de degré p,—1,..., p,—1.
Je suppose ici, que l'on ait adjoint au domaine de rationalité donné les

quantités @, , ..., o, qui satisfont a

o' o+ to,+1=0, G=1,20,0)
que 1'équation
VY —oR,..., R, V,,...,V,)=0
soit irréductible dans le domaine de ratiomalité R', ..., R, Vy,..., V.4,

et que les p, soient des nombres premiers.
En mettant w,V, en ¢ au lieu de V,, on obtient une nouvelle racine,
ce qui nous donne

¢R, ..., R, V), ...,V

q

~1) quq)=0¢(R,) teey RS, Vl) ey V. 1) V))

et en général
R, ..., R, Vy, ...,V ., wV)=02.

q
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Observons que l'on a
0w, =,

et formons maintenant
Ot,5)=(t—2x)t—0r),.., ¢t—0""0)=H¢t R,.. B, V,.., V)

ol nous supposons pour plus de simplicité, que V,_, soit réellement con-
tenue en H.

En mettant w, ,V,_; au lieu de V,_; dans les équations ci-dessus, la

fonction V, se change en 7, et I'on obtient une racine
‘,’62 :¢(R” sty 'RS) If]’ tery wq——qu—l) _Vq)
de 1'équation (1).
On aura alors
(R, ..., B, V,, ..., 0,,V,_|, 0;V,) = 0w,.
Comme

Sb(t’xa):H(t,Rl) ceey -Rs) -V1’ ceey wq—IVq—l)

est différent de ¢(f, ), il faut que x, soit une racine différente de tous
les ¢’x,. Herivons done

x, =0,2,.

En mettant

y=HE¢ R,...,R,V,..., 021V,), V=1 ., P

g—1
chaque fonction cyclique de ¥,, ...,¥,,, est indépendante de V,_,. L’équation

Y—9)y—9,). .. —Y,.) =0

sera donc une équation abélienne dans le domaine de rationalité R', ..., R’,

V,,..., V,_,, ce qui nous permet daffirmer que
(8) y2=i(yl7R’)"'7'R5)V1)""VQ’-2))

2 désignant une fonction rationnelle.
Mais 1'équation

Hw,R,..., BV, ...,V,)=o0

est évidemment irréductible dans le domaine de ratiomalité R', ..., R,
V,y..., Vo1, ce que l'on prouve aisément, en observant que Vi — o, est
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irréductible dans ce domaine, et que p, est un nombre premier. I/équa-
tion (8), qui peut étre écrite

o, 0x) =2, ), R, ..., B, V,..., V]

—
a donc pour conséquence
O, 0,0x)=12[¢(t, 02),R,..., B, V,,..., V,,]=¢lt, 6,).
De cette derniére relation on conclut enfin que I'on a
0,0z, = 6°0,x,.
Les développements de la page 320 nous permettent alors d’affirmer que
bit, 0,) = Ap(t, 3,),

A désignant une fonction rationnelle de R',..., R’ ¢, z,. De I'équation

¥, = A9
on conclut en outre que

Y = Ay,)

et ainsi de suite, de sorte que 1'on obtient

quq(yl) =Y,

ce qui nous donne

¢, G- my) = (¢, 2,)

ou que
oz, = ¢ x,, k = nombre entier.

Mettons maintenant w, ,V,_, au lieu de V,_, dans les expressions de ¢ et

de H. La fonction V,_, se change en ¥,_,, Z, en x, et 1'équation
Ht,R, .. BV, . Vs 0, V,_)=2AHER,. . 6 EV,. ,V,,V,_)]
se change en

Ht,R,....R, V..., 0,,V, 5, 0, .V,

=AMH{¢,R,...,R,V,,...,0,,V, 2, V,.)]

= M(¢, x,)

= ¢(t, ,r,).
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On aura de la méme maniére
Ht,R,...,B, Vi, ...,0, .V, , 0}V, )
=[HE,R,....,R, Vy, ..., 0,5V, s, 0,1 7,)]
= A'¢ (¢, )
= (¢, Oiz,)
et en général
Ht,R,...,RB,Vi,...,0,.V,_,, &, \7,_) = (¢, Ox,).

Formons enfin la fonction

‘/’1(t1 b w) = [tl _ 50(15, xl)][t1 — (e, 01x1] oo [tl —ﬁl’x(t, 0{@_1—1951)]
ZHI(tl,t’R,,---,RJ,K,--',Vq_‘z)
ot nous supposerons pour plus de simplicité, que la fonction V,_, soit

réellement contenue dans H, .
On aura alors

Gty o)=H(@E ,t,R,. ..., R, V..., 0,,V,.).
Les fonctions ¢, (¢, £, x,) et ¢,(¢,, ¢, x,) n'étant alors pas identiques, il

s'en suit que z, est une racine différente de tous les

¢*0ix,, a,f désignant des nombres entiers.

Mettons
z, = 0,x,

et envisageons une fonction cyclique des quantités
¢, ¢, ) =H(t,,t, R, ..., B,V ,..., 0, ,V, ), v=0,1,...,0,_,—1,

on sait qu'une telle fonction est une fonction rationnelle de R, ..., R’,
Vi, ...y Vo, ce qui fait voir que les quantites ¢, 1, O;x,) sont les ra-
cines d'une équation abélienne a coefficients rationnelles en R', ..., R',
.Vl) R | Vq—a-

On aura done

(9) ¢l(t1) t) 02x1) zﬂ'(sbl(tl) t’ xl)’ R’) ] RS} Ifl) MR Vq—3))'

p désignant une fonction rationnelle.
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Or chaque fonction H(¢(, R',...,R,V,,..., 0
dans le domaine R',..., R, V,,..., V.

7

q—1

) étant irréductible

-1
on conclut que la fonction

) g—1
Pq-1
gfi(t,R',...,R‘, Viyoon, 0.V, )= Ho,t, R, ...,R, V..., V)
est irréductible dans le domaine de rationalité R', ..., B V,, ...,V .

L/équation (9) est par conséquent satisfaite si 'on y vemplace x, par l'une
quelconque des racines 667 x,.
On aura alors

s[}](tl) t) 020x1)=#(¢1(t1) t) 0.’))'1), R,) A Rx’ Ifl) MR ‘V’q_s)
= ¢1(t1 ot 02'/”1)'

D’une maniére analogue on obtient

¢, 8, 0,0,2) = (¢, ¢, 0,,).

Ces deux équations mettent en évidence que les équations (6) et (6')
ont lieu.

Les autres relations (7) se démontrent d’'une maniére analogue, et 'on
peut enfin affirmer qu’'elles constituent les conditions ndécessaires et suffi-
santes pour que F(z) soit résoluble algébriquement.

Ces équations (7) sont évidemment identiques & celles que I'on obtient
par la méthode de Garos.



