163

UBER DIE METACYKLISCHEN GLEICHUNGEN VON PRIMZAHLGRAD

VON

A. WIMAN

in UPSALA.

§ 1. Referat iiber die Arbeiten von Abel, Kronecker und
Herrn Weber.

Wie lebhaft sich Aser fiir das Problem der algebraischen Auflosung
der Gleichungen interessiert hat, ist aus wiederholten Ausserungen in seinen
Briefen ersichtlich." Zuniichst war es ihm gelungen den ersten vollstin-
digen Beweis zu erbringen, dass die allgemeinen Gleichungen von hoherem
als dem vierten Grade nicht durch Radikale auflosbar oder, wie wir mit
Herrn WzBsr sagen wollen, nicht metacyklisch sind. Durch eine Ver-
tiefung der hierbei angewandten Methode wollte er alsdann zeigen, wie man
.alle metacyklischen Gleichungen aufstellen kann.” Seine diesbeziiglichen
Untersuchungen waren leider bei seinem friihzeitigen Tode unvollendet. So
hat er die wichtigen Sitze, vermittelst deren die Aufgabe auf primitive
metacyklische Gleichungen von Primzahlpotenzgrad reduziert wird, ohne
Beweis hinterlassen (Oeuvres II, p. 222). Beziiglich der metacyklischen
Gleichungen vom 5. Grade hat er in einem Briefe an CrrLLe (Oeuvres
I, p. 266) die allgemeine Gestalt der Wurzeln angegeben. Eine ent-
sprechende Darstellung fir die Wurzeln einer metacyklischen Gleichung

' In einem Briefe an Hormsor (Oeuvres 1I, p. 260) bezeichnet er diese Aufgabe
als sein »Théme favori».

* Hier lassen wir unerdrtert die wichtigen Klassen von speciellen metacyklischen
Gleichungen, welche ABEL entdeckt hat, wie die nach ihm benannten ABEL’schen, sowie
die damit verwandten Gleichungen der komplexen Multiplikation.

Acta mathematia, 27. Imprimé le 5 janvier 1903.
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von einem beliebigen Primzahlgrade p wurde von KRONECKER bei seiner
Wiederaufnahme des Problems gegeben.! Hierbei treten als Endradikale die
p*" Wurzeln aus gewissen Grossen r auf, welche ihrerseits einer cyklischen
Gleichung vom Grade n geniigen, wobei n einen Teiler von p — 1 bedeutet.
In seiner spiteren Note gab Krowecker fiir diese Grossen r explicite Aus-
driicke durch Kreisteilungsgrissen, wobei er den freilich erst in neuerer
Zeit von den Herren WEBer und HiLBerT bewiesenen Satz benutzte, dass
alle im absoluten Rationalititsbereiche AsBEL'schen Korper Kreisteilungs-
korper sind. Es war aber noch kein Beweis gegeben, dass die Wurzeln
einer metacyklischen Gleichung von Primzahlgrad sich wirklich in der an-
gegebenen Weise darstellen lassen. Ein solcher wurde erst von Herrn
WeBer erbracht.? Die Form der Wurzeln, um welche es sich bei diesem
Beweise handelt, ist jedoch in gewissen Fillen nicht als die eigentlich
naturgemiisse zu betrachten. In der Tat hatte schon KRONECKER, wie oben
angedeutet wurde, eine Fallunterscheidung eingefithrt. Die verschiedenen
Fille beziehen sich, wie wir hier zeigen wollen, in ziemlich komplizierter
Weise einerseits auf die Gruppe der Gleichung, anderseits auf die ver-
schiedenen Moglichkeiten betreffend den gemeinsamen Unterkorper des durch

die Wurzeln der Gleichung gebildeten Korpers und des Kérpers der p'®
Einheitswurzeln.

§ 2. Die Gruppe des Korpers R(z,c).

Es sei mit R der zu Grunde gelegte Rationalititsbereich bezeichnet.
Die Wurzeln x,,x,, ...%, , der Gleichung bestimmen einen Korper R(x)
ither B. Werden hierzu noch die p** Einheitswurzeln adjungiert, so er-
hélt man einen Korper R(x, ).

Die am Ende des vorigen Paragraphen besprochenen Verhiltnisse be-
ruben nun darauf, das die einzelnen Radikale, welche in den Awusdriicken
fir die Wurzeln auftreten, nicht dem Kérper R(z), sondern erst dem
Korper R(z, c) angehoren. Da es sich also um Grossen in diesem Korper

! Berl. Ber. 1853, p. 365; 1856, p. 203. Doch ist es, nach den unvollstindigen
Notizen zu urteilen, welche aus dem Nachlasse ABEL’s hieriiber publiziert worden sind
(Oeuvres II, p. 233—243), hochst wahrscheinlich, dass schon ABEL die fragliche Dar-
stellung gekannt hat.

? Marb. Ber. 1892, p. 3; Algebra I, Abschn. 18.
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handelt, so ist zundchst die zugehérige Gruppe zu bestimmen. Da die
Gleichung irreduktibel sein soll, so lassen sich die Wurzeln in solcher
‘Weise ordnen, dass fiir

(S) w:l = Zi41
(T) @ = ZLige (1=0,1, ...,p—1)

die Gruppe G des Kérpers R(wx) durch die Substitutionen § und T erzeugt
wird,* wobei die Indices nach dem Modul » genommen werden sollen, g
eine Primitivzahl nach p, und e einen Teiler von p — 1 bedeutet. Die

Gruppe G hat dann die Gradzahl p—(p-e:ﬁ.
27i

Die Grosse ¢ = e® bestimmt bekanntlich iiber den Korper der ratio-
nalen Zahlen einen Korper k(e) vom Grade p — 1, dessen Gruppe durch
die Substitution U= (¢ : &%) erzeugt wird. Der Einfachheit halber machen
wir, falls nicht ausdriicklich anderes vorausgesetzt wird, die Annahme, im
Rationalititsbereiche R sei kein héherer Unterkorper von k(e) als der
Korper der rationalen Zahlen enthalten. Der Korper R(e) itber B hat
dann ebenfalls den Grad p — 1, und die Gruppe I dieses Korpers lisst
sich durch U erzeugen.

Den gemeinsamen Unterkérper, welchen die itber R aufgebauten Kérper
R(z) und R(e) gemein haben, bezeichnen wir mit B(e), wo o eine den Korper
bestimmende Grosse bedeutet. Dieser Korper muss zu ausgezeichneten Unter-
gruppen von sowohl G als I gehoren, welche je von gleichem Index sein
sollen. Die ausgezeichneten Untergruppen von G sind nun den Teilern
von —e_ .

zugeordnet, so dass zu jedem solchen Teiler e, eine durch S und

T* erzeugte Gruppe gehort. Den gleichen Index e, besitzt die durch U*
erzeugte Untergruppe von I'. Sowohl durch 7' als durch U wird offenbar
die Reihe der zu o conjugierten Gréssen e, o, , ..., ., cyklisch verschoben,
und es giebt fiir ¢, > 1 immer eine Operation U’, wo [ eine relative Prim-
zahl gegen e sein muss, welche dieselbe Verschiebung wie T bewirkt.
Die Gruppe A des Korpers B(x, ¢) lasst sich durch die Substitutionen
ausdriicken, denen bei ihr die den Korper bestimmenden Grossen z und e
unterworfen werden. Wie sofort ersichtlich, diirfen bei A nur solche Sub-

! Vergl. Garois, oeuvr., p. 47.
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stitutionen in R(x) und R(e) gleichzeitig ausgefiihrt werden, bei denen
die Grésse o in dieselbe conjugierte Grosse iibergefithrt wird. Umgekehrt
muss auch A alle Operationen von dieser Eigenschaft enthalten, denn

—1
£ mal so gross als der
1

Grad von G. Dies muss aber der Fa.ll sein, weil der Korper R(x,e) in
Bezug auf R(z) den Relativgrad £— " besitzt, welche Tatsache aus dem

Umstande folgt, dass R(z) keinen hoheren Unterkorper von R(e) als R(o)

vom Grade e, enthalten darf. Bezeichnen 2. bez. 21 die beiden oben

besprochenen ausgezeichneten Untergruppen von G bez. I', so lassen sich
o P2

anderenfalls wire der Grad von A nicht

: 2 Operationen von A in der folgenden Weise darstellen:

(1) (2, Z2); (T2, U'Z)); .. (T°7X, U™X),

wo die Substitutionen von X und X, auf alle moglichen Weisen kom-
biniert werden.®

§ 3. Die Resolventen.

Vermittelst der symmetrischen Funktion

Lo+ o+ ...+ 2, =

und der sogenannten LaGrAaNGE'schen Resolventen

(e, @o)=a+ 'z, + ... + Vg, |
giebt man bekanntlich die Wurzeln der Gleichung in der Gestalt:

i=p—1
(2) [A+ Z e (e, oc)]
Man hat also in diesen Ausdriicken die p** Wurzeln aus den Grossen

O = (ei’ m)p

! In dem allgemeineren Falle, wo R einen Unterkérper von k(¢) vom Grade &
—1

)

! als Grad von R(e). Es muss dann ¢, auch Teiler von £

g2
sein, und die Gruppe A besitzt den Grad p—(pe—ejs—l—)— .

1

enthélt, hat man P
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zu ziechen. Wir wollen nun zunichst die Gruppe des durch diese Grissen p
bestimmten Korpers R(p) ermitteln und dann nachweisen, wie die Radikale
(¢, #) durch ein einziges von ihnen und Grossen im Korper R(p) sich
rational ausdriicken lassen.

Erstere Aufgabe erledigen wir, indem wir untersuchen, welchen Kin-
fluss die Substitutionen von A auf diese Grossen p ausitben. Bleiben
namlich alle Gréssen o bei einer Untergruppe A,, welche innerhalb A
ausgezeichnet sein muss, invariant, so ist die fragliche Gruppe als Faktor-

gruppe 2— zu charakterisieren. Hierbei haben wir, da § offenbar keine

Vertauschung unter den p bewirkt, nur Substitutionen von der Gestalt
T*U* in Betracht zu ziehen. Eine solche Operation fithrt

(3) D= [xo + zeihxh]p
in
) 5+ T 0,0 = (1, + T 0f = popa

iber. Nehmen wir noch auf den spiter zu beweisenden Satz Bezug, dass [fiir

p— el = o(mod p—1)] wenigstens zwei Grossen p, und p,u—er von einander

verschieden sind, so konnen wir jetzt den Satz aussprechen, dass die Gruppe
- ,

von p-— 1 bedeutet, welcher bei jeder zuldssigen Kombination von p und A

in u— ek aufgeht. Nach (1) 18t p=kl 4 ke, A=1F + k,e;, also p—eA

=k(l —e) + ke,— k,ee,, wo die ganzen Zahlen k,%, und %k, nach den

von R(p) cyklisch ist und den Grad > besitat, wo e, den grossten Teiler

beziiglichen Moduln ¢, , £ —; * und 2 ; ! beliebig genommen werden kénnen.

Hieraus ersiecht man, dass e, den grdssten gemeinsamen Teiler von e, und

e—1 darstellen muss. Die Grossen p zerlegen sich in e, Systeme von je

p—1
e

2

conjugierten Grossen, so dass die Grossen p,, pye , - - . Pgp—1—e jedes-

mal zu demselben Systeme gehéren, wobei natiirlich die Indices ¢, ig*, ...
nach dem Modul p zu nehmen sind.

Bei der Auflosung einer metacyklischen Gleichung vom Grade p sind
also von Bedeutung:

1) die Gradzahl £ —~ (p D der Gruppe der Gleichung; hier giebt es so
v1ele Moglichkeiten, wie p— 1 Teiler besitzt;
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2) der Grad e, des gemeinsamen Unterkérpers von R(z) und R(e);
die Anzahl der Moglichkeiten ist hier gleich der Anzahl der verschiedenen

. — I
Teiler von p—e—;

3) fir e, > 1 der Exponent [ in der Operation 7'U’, welche in der
Gruppe des Korpers R(x, ¢) auftritt; da ! nach dem Modul ¢, und zwar
als relative Primzahl, zu nehmen ist, so giebt es hier ¢(e,) Moglichkeiten.

Ist eine Grosse p = o0, so verschwinden nach den Grundsitzen der
Gavois'schen Gleichungstheorie auch die iibrigen Grossen p, welche dem-
selben conjugierten Systeme angehoren. Es muss aber mindestens ein
System von Grossen p geben, dessen Glieder nicht identisch verschwinden;
anderenfalls wiren ja nach (2) die Wurzeln z gleich gross und rational.
Es lisst sich immer durch geeignete Wahl der Indices der Wurzeln er-
reichen, das p, = (¢, )’ nicht verschwindet.

Wir wollen jetzt beweisen, dass die micht verschwindende Grisse p, bei
keiner Operation von A, welche in A, nicht enthalten ist, ungeiéindert
bleiben kann, also eine primitive Grisse in dem zu A, gehirigen Unter.
korper von R(x,¢) darstellt, so dass alle Grossen des fraglichen Unterkorpers
sich rational durch p, ausdriicken lassen. :

Nach (3) und (3') geniigt es fiir unseren Beweis, falls wir nachweisen
koénnen, dass p, von jeder anderen Grisse p, verschieden sein muss. Nun
bleibt der Ausdruck
(4) o

(z, )

sowohl bei & als bei jeder Operation von der Gestalt T'U?, also bei allen
in A, enthaltenen Operationen, invariant. Es gelten mithin Relationen
von der Gestalt

(5) (Eiz .’/U) = 7',-(5 b x)iy

wo die 7; solche Grossen des Korpers R(z, ¢) bedeuten, welche die Opera-

tionen von A, zulassen. Wére nun fir ein besonderes ¢
i =
(8 ) x)P == (° ) x)p’
80 hitten wir eine Relation
i
, (¢, ») =¢&%(e, 2),
woraus nach |35)
a

(e, 2)7 'y = &%,
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Da
i == 1 (mod p)

so lassen sich die ganzen Zahlen % und %k, so bestimmen, dass

ki—1)=14Fkp.
Aus der Relation
(e, 200 = o

wiirde man dann erhalten
by ek
(5, x) =p1 kW'i Eka.

Man hitte also fiir (¢, ) einen Ausdruck, dessen simmtliche Faktoren bei
der Operation S ungeéindert bleiben sollten. Dasselbe wiirde dann auf
Grund der Relationen (5) fir simmtliche Resolventen (¢, z) gelten, und
mithin nach (2) fir die Wurzeln 2. Wir sind also durch unsere Annahme
o= p; auf die Ungereimtheit gestossen, dass die Wurzeln x die Operation
S zulassen sollten.

Nach der jetzt bewiesenen Eigenschaft der Grosse p,, dass sie eine
primitive Grosse des zur Gruppe A, gehérigen Unterkérpers von R(z, ¢)
liefert, konnen wir den Relationen (5) die folgende Form geben:

(6) (', 2) =Fi(o)le, 2,

wo die f; rationale Funktionen bedeuten. Fithrt man in einer Relation (6)
die Substitutionen von A aus, so erhélt man

iaVes ve, i —1
(7) (ew )m)zfi(loo“"?)(sg )x) (y:o) IJ”')}J_—'__I);

und zwar hat man p— 2 solche Systeme von Relationen (7), da man in
(6) fiir ¢ irgend eine von den Zahlen 2,3,...,p— 2 setzen kann.

Acta mathematica. 27. Imprimé le 5 janvier 1903, 92
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§ 4. Die Wurzelformen.

Die folgenden Relationen erhilt man direkt aus (6) und (7), indem
man die Bezeichnungsweise etwas éndert:

(e,ez, x)(e, x)_geg =k,

(8)

...............

Hierbei ist, wenn %, = k(p,) gesetzt wird,
kl = k (pv"') ]

so dass die %, ein System von conjugierten Grossen des Korpers R(p) bilden.
Wenn wir diese Funktionen %,,%,,...,%,_,— 1 der Reihe nach zu

den Potenzen ¢*~'~* g*~'=*: ... 1 erheben und dann multiplizieren, so
heben sich im Produkt der linken Seite von (8) alle Resolventen mit Aus-
nahme von (¢, z) heraus, und man bekommt

(9) (e, @) =R TRk
Wir wihlen g, was immer moglich ist, so, dass
g l'—1=—p (mod p’.

Es sei ndmlich fiir eine besondere Primitivzahl g, nach p
F'—1=lp (mod p’).

Wir setzen dann

g=g,+ mp,
so dass

Fl—1=g""—14mp—1)F"p=(l—mg")p (mod p’),

und es ldsst sich immer eine ganze Zahl m so bestimmen, dass die Kon-
gruenz

| —mgt~ = —1 (mod p)
befriedigt wird.



Uber die metacyklischen Gleichungen von Primzahlgrad. 171
Nachdem wir durch die Relationen:
1 —»y’“’ =p—hp’; 9" =pg,+7,,0<1r,<p  =01..p-1
die ganzen Zahlen %, g, und 7, ermittelt haben, setzen wir
| (€, @) Kir—1—ekle—1—20 = K\(p,).
Es geht dann (9) in |
(o) (e, of = [Ho(p))) kp—1—eskip—1—2 .. Ky

iiber.

Es lisst sich beweisen, dass die Grdssen k, primitive Grissen des Kor-
pers R(p) darstellen, so dass keine zwei unter ihnen einander gleich sein
kénnen. = Gehorten niimlich diese Grossen schon zu einem Unterkérper von

R(p) vom etwaigen Index P e_; * . so wiirden sie die Substitution (o, : o)
zulassen. Man hétte also
ki = ki+e3 == ki+2e3 == ki+p;1

wo wir ¢ < ¢, annehmen wollen. In (9) wire mithin %, zu der Potenz
gp—l—iez _|_'gp—1—'ie2——e3e2>+ . +g¢3€2'—f32

erhoben. Diese Summe ist aber durch p teilbar. Es sind ja die betreffenden
p—1 ’

€6y

Glieder Wurzeln der Kongruenz

p—1 (es—D(p—1)

=g (mod p).
Offenbar ist dann auch die Summe der zugehérigen Reste

rp—l—iez + rp—l—iez—eaez + LI + Te,e,—iez

durch p teilbar. Man wiirde also, falls man in (10) beiderseits die p'
Wourzeln auszieht, fiir (¢, #) einen rationalen Ausdruck durch ¢ und Grossen
des Korpers R(p) erhalten. Wir hatten aber schon im vorigen Para-
graphen Gelegenheit, den Widerspruch bei einer solchen Folgerung hervor-
zuheben.
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Werden in (10) die Substitutionen von A ausgefiihrt, so erhélt man

p—1
e,

— 1 neue Relationen:
2

(I I) (sng’ x)p = [I(O(IO(I“‘Z)]pk’:’_1—%]‘::«:’;’-_1l--,ez k'—l (y= I,2,.. )p —! _ I)l

wo die Indices » + i nach dem Modul 2= genommen werden.

)

Schreiben wir zur Abkiirzung
(12) 5=k

so ergiebt sich aus (10), indem man rechts und links die p** Wurzeln
auszieht,

(13) (e, @) = Ky(p)r,p 7o P % g,y

In entsprechender Weise erhalten wir aus (11)

» 1 1 —1I
(14) (ag“f., x) = KO(IOO"‘?)T:I, ' ezT:ill L. Ty—1 (y =1,2, --'>p e —I))
2

wo die Radikale 7, in derselben Weise genommen werden konnen wie in

14

(13). Nach (8) hat man ja

(7, a)e, @)y " =k _ kLR
Man ersieht aber aus den in diesem Paragraphen gegebenen Relationen
leicht, dass diese Identitit nicht bestehen wiirde, falls bei der obigen
Wahl der 7, auf der rechten Seite von (14) noch eine Potenz von ¢ als
Faktor hinzukime.
Finen #hnlichen Ausdruck erhilt man fiir jede Resolvente (<, z).
Zunichst ldsst sich setzen

i=g""" (mod p) [o§p<e,, o§u<p—l].

€,

Aus den Relationen (6), (7), (13) und (14) erschliesst man dann, dass
Identititen von der Gestalt

+-
(15) (€77, 1) = K, (ppe) Cr-tmesbng/omt=tetn . Tk
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bestehen miissen, wo eine gegenseitige Abhingigkeit zwischen den e, Funk-
tionen K, K,, ..., X, , nicht stattfindet. Der Wurzelausdruck (2) nimmt

2

jetzt die folgende Gestalt an:

p—1 »—1
po=eg—-1 v=—-ez——1 i=—ez——1
I Tl (§
(I 6) 5 A + zo Zo K# (Pgm) [I;) TV:,_,; I—(i41)es+p .
p= = X i=

Es ist unmittelbar ersichtlich, dass (16) in einen Ausdruck von der-
selben Schreibweise iibergeht, falls man irgend eine Operation der Gruppe
A ausfithrt. Man findet auch, dass der Ausdruck nur p Werte annehmen

1

kann, wie man auch die Radikale 4% = z, bestimmen mag. In der Tat,
2kmi

multipliziert man das Radikal 7, mit dem Faktor e ? , so hat dies dieselbe

)
2kmi

Wirkung, als ob man dem Radikale 7, den Faktor ¢ * "~ hinzufiigt.
Man erhdlt mithin alle moglichen Werte von (16), indem man unter belicbiger
Fizierung der ibrigen Radikale dem Radikal 7, seine p verschiedenen Werte beilegt.

Bei seiner Herleitung der Wurzelform betrachtet Herr WEeBER zu-
nichst x,,®,, ..., 7,_, als unabhingige Variable. Erst nachdem die nétigen
Sétze iiber die LacraNGE'schen Resolventen entwickelt worden sind, macht
er die Festsetzung, dass die Variablen z die Wurzeln einer irreduktibeln
metacyklischen Gleichung vom Grade p sein sollen. In solcher Weise er-
hilt er eine in allen Fillen giiltige, von der Rolle, welche die p'" Einheits-
wurzeln gegeniiber dem Korper R(x) spielen, unabhingige Wurzelform,
und zwar von der Gestalt (16) fir den speciellen Fall e, = 1. Diese Ver-
schiedenheit in den Endresultaten darf natiirlich nur scheinbar sein. Bei
Herrn Weser sind die p—1 Gréssen k,, %,,..., k,_, die Wurzeln einer
cyklischen Gleichung. Diese Gleichung braucht aber nicht irreduktibel zu
sein, sondern kann in e, verschiedene Faktoren zerfallen, wo e, einen be-
liebigen Teiler von p—1 bedeuten kann. Der Korper, welchem die

Grossen %, angehoren, besitzt mithin den Grad 2 : . Wollte man nun

die in der Wurzelform des Herrn WeBEr auftretenden Gréssen %, und K,

durch ein conjugiertes System von Z e_ ! Grossen des fraglichen Korpers
2

darstellen, so wiirde man eben auf unsere Fallunterscheidungen gelangen,
s0 weit sie in (16) ihren Ausdruck finden.
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Es dringt sich noch die Frage auf, wie man, wenn die Grossen £;
oder p, gegeben sind, also aus der Beschaffenheit einer Wurzelform (16),
die Eigenschaften des zugehorigen Korpers R(x) ablesen kann. In erster

Linie handelt es sich dabei um den Grad li(ﬁ;_l der Gruppe G, sowie

um den Grad e, des gemeinsamen Unterkérpers R(s) von R(z) und R(e).
Die Erledigung dieser Fragen beruht auf zweierlei Erwiigungen. Zu-
nachst ldsst sich beweisen, dass der gemeinsame Unterkérper E(z) von

E(p) und R(e) den Grad 6@& besitzt. In der Tat muss jede Operation

derjenigen Untergruppe A, von A, zu welcher der Korper E(y) gehort,
sich durch Kombination zweier Operationen erzeugen lassen, von denen
eine auf die Grossen in R(p), die andere auf die Grossen in R(e) keinen
Einfluss iibt. Hieraus erschliesst man, dass A, sich durch Kombination von

A, und T* erzeugen lisst und folglich als Untergruppe von A den Index %e—’

2
besitzen muss. Diesen Umstand kénnen wir benutzen, um das Produkt ee,

zu ermitteln.

Als Unterkérper von R(p) gehort R(y) zu der durch die Substitution
(01: pyee) erzeugten Gruppe. Nun wissen wir aus § 3, dass eine Operation
T*U*, welche ja e durch & ersetzt, p, in p e iberfithrt. In Bezug auf
die Grossen des Korpers R(7) ist also die Operation nur dann mit (p, : o)
dquivalent, wenn A durch e, teilbar ist. Dann soll aber e, ebenfalls Teiler
von g sein, und wir haben, um ¢, zu bestimmen, nur darauf Riicksicht
za nehmen, dass die Operationen (p,:p,) und (z:<*") dieselbe Umordnung
unter den Grossen des Korpers R(y) bewirken, und dass es fiir 6 < e, kein

Paar in solcher Weise dquivalenter Operationen (0,:p0,:) und (e: s"a) giebt.!

& 5. Rationale Transformation der Wurzeln.

Wir kénnen die K, und k, als ganze Funktionen der jedesmal zu-
gehorigen Grisse p annehmen; nach bekannten Methoden kann man ja die
Nenner rational machen. Etwaige Faktoren, welche zur p** Potenz in den
k, auftreten, lassen sich aus dem Wurzelzeichen entfernen und den Funk-
tionen K, zufiigen. Allerdings erreicht man hiermit nicht immer eine ein-

! Vergl. KRONECKER, Berl. Ber. (1856), p. 214.
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zige bestimmte Normalform fiir die Funktionen %,, wie Verhiltnisse bei
Zahlkérpern lehren, welche ausser Hauptidealen noch Nebenideale besitzen.
4 : ! befriedigen, so kann

Da die Grossen p eine Gleichung von Grade

man die Fanktionen K, und %, als hochstens vom Grade © : ~ — 1 betrachten.

Die e, Funktionen X, enthalten also als Koefficienten der Potenzen der
beziiglichen Grossen p insgesammt p — 1 rationale Parameter.
Unterwirft man nun die Wurzeln z einer rationalen Transformation

(17) y=a+ar4 ...+ a 277,

80 ersiecht man ohne Schwierigkeit, dass die y sich in eben derselben Ge-
stalt (16) wie die x ausdriicken lassen, doch so, dass bei ungeiéindert ge-
bliebenen %, die XA, in andere Funktionen iibergefithrt werden. Da die
Transformation (17) p rationale Parameter enthilt, so kann man dem Aus-
druck, in welchen (16) iibergeht, » Bedingungen auferlegen, z. B.:

(18) A=o; K,=1;K,=K,=...=K, ,=o.

In der Tat hat man, um diese Bedingungen zu erfiillen, nur ein System
von p linearen Gleichungen fir a,,a,, ..., a, , aufzulésen, und die Deter-
minante dieses Systems darf nicht verschwinden, weil dann eine Wurzel
einer Relation von niedrigerem als dem p'** Grade geniigen sollte. Da
also die metacyklischen Korper von Primzahlgrad nur von der Art abhdingen,
wie das conjugierte System von Funktionen k, gewdhlt wird, welche threrseits
2u cyklischen Korpern niedrigeren Grades gehiren, so haben wir hier ein ge-
eignetes Mittel, um alle metacyklischen Zahlkiorper von Primzahlgrad aufzustellen
und zu Klassifizieren, sowie die Kompositionseigenschafien zweier Kirper zu
studieren, welche in Bezug auf einen gemeinsamen Unterkorper relativ-ABEL’sch
sind. Bei Benutzung dieses Ausgangspunktes wird man ohne Zweifel die
schonen Resultate verallgemeinern koénnen, welche zuerst von KRONECKER
und dann von den Herren WEeBErR und HiLerT iiber die ABEL’schen Zahl-
korper gegeben worden sind.




