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SUR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE

PAR

R. LIOUVILLE

a PARIS.

ABEL a consacré quelques pages (Oeuvres, tome 2, n° 35), a I'étude
des cas dans lesquels on sait intégrer 1’équation suivante,

(1) (y+8)%+p+qy+wﬁ=o,

ol p,q,r,s désignent des fonctions de .

Ce type d’équations différentielles, le plus simple de tous ceux du
premier ordre, aprés celui de Riccati, présente, pour cette raison, un vé-
ritable intérét et, depuis les travaux d’ABEL, il a 6té, & plusieurs reprises
et sous des formes diverses, I'objet d’assez nombreuses recherches.

On peut, en ce qui le concerne, se placer a deux points de vue bien
différents et presque opposés, selon que l'on s'attache & reconmaitre s’il
existe une intégrale, dépendant de y d'une facon indiquée, par exemple
algébrique, ou bien & trouver les caractires essentiels de la relation établie,
d’aprés la nature méme de I'équation proposée, entre linconnue y et la
constante arbitraire qui s’y trouve impliquée, abstraction faite d’ailleurs du
choix adopté pour la variable z.

Voici comment on peut concevoir ce qu’il y a d’essentiel dans une
relation de cette espéce: il est clair que, si la formule

(I) y=f(w,c),

définit, quel que soit ¢, une solution de l'équation (1), il est permis de
substituer & ce parameétre une fonction ¢(c), quelconque, ne renfermant
pas z; aprés cette substitution, l'inconnue, y, conserve certaines propriétés
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inaltérées, parce que c'est en fait une fonction de deux variables; ces
propriétés doivent étre regardées comme des caractires propres au type
d’équations différentielles qu’'on étudie; ils sont visiblement liés a la nature
de ses invariants, mais, pour découvrir cette liaison si cachée, les moyens
dont on dispose ne possédent jusqu'd présent auncune généralité. Tout se
réduit donc encore & la discussion de quelques cas particuliers, les plus
nombreux et variés que l'on sache construire, afin de préparer des vues plus
¢tendues sur la question.

Cest ainsi que, dans le Mémoire cité, Aper déduit ’hypothéses di-
verses, relatives au multiplicateur, des ecas d'intégration, qui semblent méme
d’abord former une suite indéfinie. J’aurai 'occasion de donner un peu
plus de précision a ces résultats.

D’autres, dépendant d'une analyse toute différente, ont été signalés
dans des travaux plus récents ou le seront dans cet article.

Je wm'attacherai surtout a faire ressortir ce qui est spéeial au type
d’équations différentielles dont il s'agit.

Enfin, j'aurai quelques remarques a présenter au sujet d’une de ces
équations, dont lintégrale n’est pas connue ct ne peut étre algébrique,
bien que l'on en sache trouver unc propriété simple et enticrement explicite.

§ 1. Invariants et forme canonique.

Au sujet de I'équation générale (1), ABer démontre d’abord qu’elle

peut &tre réduite a la suivante

zdz

(2) ;l‘r+p+q3::0)
ou a celle-ci

, dz -0
(2) (p+ a9 5. +2=0,

p et g btant des fonctions de la scule variable z. Dans ce qui va suivre,
nous adopterons une forme un peu différente. Si 'on établit entre l'in-
connue définic par 1'équation (1), et une autre inconnue, z, cette relation

(3) y+8=§,
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on reconnait sans peine que la fonction 2z est déterminée par une équation
de cette espece,

d
(4) d—; + a2 + 30,2° + 30,2+ a, = o,

dans laquelle o, a,, ..., @, ne dépendent que de z; c’est & cette forme
que nous nous arréterons d’ordinaire, mais il va de soi que cette maniére
de représenter les équations différentielles dont il s’agit n’est d’aucune im-
portance.

Le type (4) se conserve 1° quand on change la variable d'une fagon
arbitraire, la nouvelle, x,, étant liée & l'ancienne par la relation

2° lorsqu’on remplace l'inconnue, #, par une autre, 2, qui lui est liée par
la formule,

(2) 2= np+ ¢

¢ et ¢ étant des fonctions quelconques de z. J’ai montré déja (Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences, 6 septembre 1886), que, pendant
‘ces transformations, I'expression

3
(6) S5 = @y 0 — G0y + G}4, — 30,0,05 -+ 203
est un invariant relatif, de poids 3, c’est a dire se reproduit, multiplide

! 8
par <£> et ne contient pas ¢; en outre, si S,, , représente un invariant,

r

de poids 2m — 1, il en existe un autre, donné par ’expression

) Sampr = yShny — (2m — 1)@} + 3(a2 — 0,09)]Sm_1.

Celui-ci est de poids 2m + 1 et il est clair que les relations (6) et (7)
permettent de construire des invariants absolus, en nombre aussi grand que
l'on veut et de définir ainsi les caracteres essentiels de chaque équation
analogue a (4), par une relation entre deux de ces invariants, (Comptes
Rendus de 1'Académie des Scilences, 12 septembre 1887).

En reprenant ces recherches pour I'équation (4) et les étendant a
d’autres types moins particuliers, M* AprPELL adoptait le méme point de

vue dans son Mémoire Sur les invariants de quelques équations différentielles,
Acta mathematica. 26 bis. Imprimé le 7 aodt 1902, 8
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(Journal de Mathématiques, tome 5, 1889). Il donnait alors le moyen
de réduire I'équation proposée i la forme canonique,

(8) =¥ 4 UX),

dont le seul coefficient variable, J, est un invariant absolu.

Toutefois ce n’est point ce que j'ai appelé un invariant proprement dit,
je veux dire qu'il ne se déduit pas de a4, a,, ..., «, par de simples opéra-
tions algébriques et différentielles; il exige au contraire une quadrature.
Par suite, quand les coefficients de I'équation proposée, (4), sont des fonc-
tions algébriques de x, sa représentante, (8), ne jouit pas, en général, de
cette propriété. C’est pour éviter cet inconvénient que nous emploierons
une autre équation canomique; voici comment on y parvient.

Soit ¢ = sjs;®, un invariant absolu, qui sera pris pour la nouvelle

variable et soit 2, une inconnue liée & 2z par la relation

32, G, .

(9) z_alss——a_,’

Un calcul des plus simples donne, pour I'équation différentielle transformée
de (4), la suivante,

dz, I/, 1 —1T AN
(10) ('F+7_v<zl +TZ’+Z>_O’
dans laquelle,
38387 — 555
(I I) T = _—‘—’s: 3

est un invariant absolu. I’équation (10) est canonique, puisque ses coeffi-
cients sont des invariants absolus et il est clair qu'entre 7T et ¢ il existe .
une relation, caractéristique pour chaque équation différentielle du type (4).
A ce théoréme, qui apparait d’abord sur I'équation (10), équivaut celui
que M® AprrELL a démontré dans son Mémoire ddja cité.

Il y a des cas ol la forme (10) ne peut étre adoptée; il se présentent
s £ =0, { = o0 ou T = o. Dans la derniére hypothese, '

(I 2) 38:8; = 553
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et, d’aprés l'identité (7), ceci signifie que

35, _ 58
(13) e

85 83

)

cest & dire = Constante; quant aux premiéres hypothéses (¢ = o0, ¢ = 00),
elles sont des cas particuliers de la précédente. J'ai montré ailleurs
(C. B de I’Ac. des Sc., 6 sept. 1886), comment alors I'équation (4)
doit étre traitée; la propriété essentielle de son intégrale s’exprime, si l'on
veut, de cette maniére curieuse.

Si Ton introduit une inconnue nouvelle, Y, ainsi définie,

(14) | g = gso(w),

aprés un choix convenable de ¢, il y a entre ¥ et z, une équation de
cette espece

(15) afi(@, ¥) + e.fy(@, ¥) + ¢fy@, ¥) = o;

¢, ¢y, ¢, sont des constantes arbitraires qui n’entrent pas dans £, f,, f;
et, par suite, figurent toutes trois, au premier degré seulement, dans 'inté-
grale, (loc. cit., 6 sept. 1886).

J’indiquerai, & la fin de ce Mémoire, § 4, toute une série de cas
présentant une grande analogie avec celui qui vient d’étre indiqué.

§ 2. Cas d’intégration.

Les exemples traités par ABEL sont tous obtenus par une étude du
multiplicateur. On suppose que 1'équation différentielle,

(16) 2 -+ p -+ qz = o,

admette un multiplicateur, g, dont le logarithme soit une fonction entitre
de z, les coefficients de cette dernidre pouvant d’ailleurs renfermer z.
Les conditions auxquelles cette fonction se trouve ainsi assujettie, quel que
soit son degré, sont calculées sans peine et l'on semble posséder par ce
moyen une série indéfinie de cas d’intégration. En fait, c’est pour le
second degré seulement que la forme explicite de 1'équation (16) a ét6 in-
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diquée par ABEL. En prenant ¢ = 1, chose permise si la variable indé-
. . . I

pendante est choisie comme il convient et posant 2z = y’ on trouve que

T'équation (16) équivaut alors & la suivante,
(17) vy +L 4+ 3" =o.

Ses invariants ¢ et T g’expriment ainsi,

P — 4(° — 2)(2708° — 452 — 242"+ 1)
- (1 — 32% — 18z*)?

(18) p =(I — 32* — 132%)® 5

mZ(ml — 2)5 ’

et sont liés par une relation qui caractérise I’équation (17); la courbe,

dont ¢ et T sont les coordonnées cartésiennes, sera dite attachée & 1'équa-

tion différentielle proposée; on voit qu’'elle est unicursale et du degré to.
Quand log p est un polyndéme cubique en z, soit

(19) a+ a2+ a,2° + a2’

@, ad , ..., 0, sont définies par le systéme
da da da, ‘
=0 g t3m=o 420, —3ps =0,

(20)

da
o T % —2pa, =0,

ol j'ai fait ¢ = — 1. On en déduit
(21) p + 6kap® 4+ 3kp* = o,

la constante % étant arbitraire et I'équation (16) est ainsi donnée d'une
facon explicite, si l'on sait obtenir p.
J'al donné ailleurs le moyen d'y parvenir (C. R. de I'Ac. des Sec,
12 sept. 1887). Soit en effet, ¥’ = p: X est déterminde par I'équation
suivante
d’z zdz

(22) 'd—f“,—e)k—d—?——sk:o,
dérivée d'une équation de Riccati fort simple,

(23) d — sho” — 3kY — 3k = o.
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Celle-ci se raméne & I'équation linéaire
: a*u
(24) Tu + ghulkY + 1) = o,

dont les solutions s'expriment, comme il est bien connu, par des intégrales
définies.
L’équation d’ABEL peut alors étre représentée ainsi qu’il suit

dy 1 5 I du\? d”u] 1 s
(25) ﬁ“‘<d_u Y +——3ku’[(ﬁ)_uc71—" ——<d_u =9
¥) i)

avec la relation (24) pour déterminer # et la courbe qui lui est atfachée
est manifestement transcendante.

Quant & I'équation auxiliaire (21), ses invariants ¢ et T sont des fonc-
tions rationnelles de k*z®; il est facile de les calculer et la courbe attachée
est unicursale et du degré 8.

Si 'on voulait poursuivre ces recherches, il faudrait d’abord imaginer
que logp est un polyndme du 4° degré en z; on trouverait alors, pour
définir p, une équation différentielle, du second ordre, non linéaire et bien
plus compliquée que ’équation (16). On ne peut donc obtenir explicite-
ment aucune des équations du type (16), auxquelles appartient un multi-
plicateur de la nature indiquée. ILes cas suivants sont plus complexes
encore, en sorte que les équations différenticlles (17) et (25) doivent étre
regardées comme représentant toutes celles qu’il est possible d’étudier dans
la série indiquée, | '

Les autres hypothéses, faites par ABEL au sujet du multiplicateur,
Iui donnent encore deux cas d’intégration; ils correspondent & ces équations,

2 8/,.,2 2 2 3
(26) y—L_WEFL_o g (e 4y — ],
dans lesquelles ¢ désigne une constante arbitraire. Leurs invariants s’ex-
priment par des fonctions rationnelles de z et le degré de la courbe attachée,
toujours algébrique et unicursale, est assez élevé.

J’ajoute un cas analogue A celui de l'équation (2r1). Considérons
I'équation différentielle

(27) y + (3mz* + q4m’s + m)y® + 32y* = o,
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dans laquelle m et m, sont des constantes & volonté. Si l'on introduit
une inconnue nouvelle, ¥, en posant
dY
FP A
on change I'équation précédente en une autre, du second ordre, qui peut
ainst s’éerire
d*x da

(28) ayE T 35!:(77—— (3ma® 4 qm*x 4+ m) = o;

or elle est visiblement identique a celle-ci,

d [de  32* - de 32 ' —
(29) E‘Y_[W—T“ 2me + 2m Iy 5 e |—m =o,

dont l'intégration s’apercoit d’abord: elle est donnde par la formule,

dx 3x® m, + et
(30) P SRR L S
la transformation
2dlogu ¥
=—3ayv > U=

change 1'équation précédente en une autre, linéaire et du second ordre,
d*u da 3u
2
— v— + 25w 4 m,) = o

(11) v e +3 dv + 2m’( + ) !

d'étude facile, qui définit des transcendantes spéciales.

A Téquation différentielle (27) est attachée une courbe unicursale, du
degré 25.

Dans son Mémoire déja rappelé, M* ApPrLL a signalé un nouveau
mode d’intégration; le procédé employé par M* Arrern consistait & permuter
la variable et l'inconnue dans une équation différenticlle du type (1) et
a la ramener ensuite a la forme (4), adoptée dans ce travail, & l'aide de
la substitution (3). Quand la permutation indiquée est faite dans une équa-
tion du type (21), par exemple, l'intégration est immédiate et c’est ainsi
que sc¢ trouve résolue lI'équation différentielle,
(32) Wy ¥,

dx z? ’

a laquelle est attachée une courbe unicursale du 10° degré.
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Enfin, dans deux communications a 1’Académie des Sciences,
HALPHEN a étudié 'équation

' dy  3yy +1)— 4=
(33) de zBy —1)

et montré comment elle s’intégre, soit a l'aide des fonctions elliptiques,
soit méme sous forme algébrique. Ies rapports de cette équation avec la
multiplication de largument dans les fonctions elliptiques et 1’élégante
discussion d'HaALrHEN lui donnent un intérét tout particulier. Ce sont
ces rapports méme qui fournissent les éléments nécessaires a son étude.

Il est facile de lui donmer la forme (4), en posant
1
(34) 42 —3yly + 1) =1,
ce qui implique
d
(35) So— 3l + 18y — 1)2* —2(7y + 1) =o.

La courbe attachée est unmicursale, du degré 25.

Une importante propriété de I'équation d’HALPHEN consiste en ceci,
c’est qu'elle se change en elle-méme par une infinité de substitutions ra-
tionnelles.

A ce point de vue, on en peut rapprocher une équation que jai
signalée ailleurs et qui mérite, semble-t-il, une étude plus complete; le pa-
ragraphe suivant lui est consacré.

§ 3. Eramen d’une équation particuliére, admettant une
transformation rationnelle en elle-méme, mais
aricune intégrale alygébrique.

L’équation dont je veux parler est la suivante, olt n, , m,, sont des
parametres arbitraires,

d .
(36) d—'; + 2y*(nix® — nix) + 3n,y° = o.
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. . . 3 A \ Yz . dY
Si T'on introduit une inconnue nouvelle, Y, d'apres 1'équation ==

elle devient celle-ci,

d’z dez

(37) v gy 2(niz® — nyw) = o,

du second ordre et d’une catégorie pour laquelle a été indiquée une trans-
formation spéciale, (Sur les invariants de certaines équations différentielles,
Journal de 1'Ecole Polytechnique, 59 cahier, 1890). Soit en effet,
x,, une variable nouvelle ainsi définie,

dz
(38) 7 T nx? — n,x = 2n,17;

on trouve d’abord

dz

(39) 5 = (n'lx + n?)xl)
dY
et, comme conséquence,
a? d
(40) e 3, g — 2 (el — miw) = o.

. de I
Ayant donc pris =< =, on en conclura

ay g’

d
(41) st 2yi(nie} — miz,) + 3nyy = o,
1

ce qui est, sauf les notations, 1'équation proposée elle-méme. On en déduit
ce théoreme:

L’équation
% + 2y°(nis’ — m3z) + 3n,y° = 0

se change en elle-méme par la transformation,

1
(42) " + 0,28 —n,x = 2m,73, = nx + n,,

1
qui détermine, pour x et y, des fonctions rationnelles de z,,y, , ...

Cette propriété engage a rechercher si I’équation (36), dont la solu-
tion n’'est pas jusqud présent connue, admet une intégrale algébrique.
C'est ce point que je vais maintenant étudier.
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I1 est clair d’abord qu'une telle intégrale, si elle existe, peut étre
regardée comme rationnelle en 2 et y. J’omets les preuves de cette proposi-

tion, car elles dépendent de principes qui sont bien connus.
Soit donc

(43) == constante,

R
S
cette intégrale, B et S étant des polyndmes entiers en z et y. I équa-
tion différentielle, a laquelle elle satisfait, posstéde une homogénéité parti-
culiere: lorsqu’on y remplace y par ky, @ par k'x, n, par n k, sans toucher
a n,, elle demeure inaltérée. Il est alors manifeste que R et S peuvent
étre choisis de manidre & présenter la méme homogénéité. J'écrirai, pour
abréger,

2n = —p

et, d’aprés ce qui préceéde, R et S peuvent étre développés selon les puis-
sances entiéres et positives de p, de cette manidre

(44) R=R +Rp+.., S=8§+8pu+..;

R,,..., 8,... sont encore des polynOmes entiers en z et y. Pour dé-
terminer les premiers termes de ces développements, je remplace p par zéro
dans l'équation (36), qui devient ainsi la suivante

d
(45) = — 2wy + 3wy’ = o

Celle-ci s'intégre sans peine; il suffit de poser

(46) nay = 2

et T'on trouve ainsi

(47) : mz(?:::))—z — constante C.

Par sunite % dépend uniquement de l'expression
(22 — I)_2
2z—1)

homogene et de degré égal & 1; ce doit en étre une simple puissance,
Actg mathematica; 26 bis, Jmprimé le 7 aofit 1902, 9
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D

: 1 N A ’ : N
puisque 313 doit étre, nous I'avons vu, rationnelle en z et 2 et homogene.
0
Ainsi
R
(48) 3

0

aN(2z — 1)V
2Nz — 1V

o

N étant un nombre entier, qu'on peut toujours supposer positif. Mais
R;, §,, sont des polyndmes entiers en z et y, de sorte que

(49) R, = z¥(22 — 1), Sy = &Nz — 1).

Comme R = o doit donner une solution particuliére de I’équation (36),
' dy 3/, .3 2 2
(36') dp— ¥ (px® 4 2miz) 4+ 3ny" = o,
une identité semblable 3 celle-ci,
ok | 9R ’
(50) 5o T oy W (e + 2n32) — 3m,y°] = AR,

est vérifiée, A et R représentant des polyndmes entiers en p. Le premier
membre de cette équation est, & 1'égard de g, de degré plus élevé que le
second, d’une unité et l'on en conclut que le développement

A=+ Ap+ ...

se réduit a ses deux premiers termes, c'est & dire & A, + Ap; de plus, R
est homogéne et du degré N; les deux membres de 1'équation (50) sont
aussi homogénes et du degré N + 1; il en résulte que A lui-méme est
homogéne et du premier degré. Comme d’ailleurs

(51) %}% +%’—}j’[2n§xy3 — 3n,y’] = AL R,, avec R, = xN(zz—— 1)

on en déduit

(52) = N(@2z—1) .

x

Un caleul semblable, fait au moyen de S,, ne fait que confirmer cette
expression.
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Quant & l’équation différentielle proposée, en y introduisant z a la
place de y, elle devient

d 2
(53) e+ ]+ s~ =0

Daprés cela, voici I'équation satisfaite par un terme S, quelconque, du
développement de S,

o8, | 2(z—1)22—1)938, |, 2*288, 1
(54) ?x— + z —éz_ + n_j 2z - AOSn + AlSn»—l
De plus, & cause de I'homogénéité,
(55) S, = 2.0, A=Az

et 4,, o, ne dépendent plus que de z. Ainsi donc

(56) Z(ﬁ"" I)(ZZ-— I)%—— [N(2z_ 1)2_ 2”]0',,—"”/110'"_1 + %_30'11—1 —
Si 8, est le dernier terme de S, ¢, est nulle et il reste

00n—y nid,
(57) ot

3
. . 2°00,_. o s
Or g, , est une fonction entidre de z et, comme —%«1 , d'aprés 1'égalité

On—1
z 7 A . .
précédente, est encore un polyndme, il ne peut y avoir, dans o, ,, aucun
autre facteur que 2z lui-méme. Soit donc e, ; = «, 2", a,_; étant une
certaine constante et »’, un nombre entier positif; nous en devrons conclure
n'z’

(58) ’ Al =

7y

Voici maintenant I'équation différentielle satisfaite par R,

2(z — 1) (25 — I)GR @z’ OR,

(59) 1+ , Tt e = Wb AR,

Le degré d’homogénéité de R, étant — (N + 2), je puis le représenter ainsi,
(60) B, = ™,
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p, ne dépendant que de z. Cette derniére fonction satisfait a 1'équation
suivante

(61) Z(Z-—I)(ZZ—I)%/;—‘—pl[N(ZZ—I)2~—(N+ 2)]
= A, (22— 1) — f‘g(zz e )

dont tous les termes sont divisibles par 2z — 1, excepté le produit (N4 2)p,,
au premier membre.

Il faut donc admettre que p, est divisible par une certaine puissance
de 22 — 1, so0it

01 = p11(22 — )4,

a, désignant un nombre entier positif. IL’équation (61) devient ainsi
(62) a(e—1)(25— 1)1 L 4 (25— 1)p,, [20,2(s— 1) — N(2o—1)*+ N+-2]

— (2 — 12— 1), — 42,

Cela étant, si a, 6était supérieur a 2N -—1, tout serait, dans l'identité
divisible par (22— 1)* et, la division faite, 22— 1 resterait en facteur
dans tous les termes du premier membre; il n'en pourrait étre ainsi pour
le second. Si a, était inférieur 3 2N — 1, aprés division des deux membres
par (2z—1)*, il faudrait conclure que

pral2ay2(z— 1) — N(22— 1)’ 4+ N + 2]

est encore divisible par 22— 1, ce qui est impossible, puisque 22— 1 ne
divise plus p,, et, pour @, < 2N-—1, ne peut non plus diviser le trinome
entre parentheses. La conséquence est

a, =2N—1,

ce qui change I'équation (62) en celle-ci,

(63)  #lo—1)er— 1)Lt — 2p, (" —p— 1) = (22— 1) 4, — 2.

On en déduit

__ H(zz— 1y
(64) L1 = Z’(Z— Ij'z_ 3
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avec
y  [(rla—1)ddz 4N [(#(z— 1)dz
(65) H= (26 —1)°  n? (22— 1)® ~
Soit, pour un instant
, I
= & + 5 ’
de sorte que
"t [y
(66) H= A gy XN 4 2/ dg.
2 ZE- 1

nl 2% 7®

La premi¢re des deux intégrales qui entrent dans cette formule s’exprime
encore ainsi, Aj, Ay, ... désignant les dérivées successives de A,

e+ it [ (5%
Or
o) (1 —5) 5 (8 1) 2y (1 w)ats ) (v —g)7

Le logarithme, s’il y en avait un dans H, proviendrait du dernier terme
de I'équation précédent, on il aurait pour coefficient

) # (5 =35).ms

48

et de la seconde intégrale que contient H, ou il entrerait multiplié par
T6n:+ Aucun logarithme ne pouvant subsister, tous calculs faits, dans H,

il faut que

Axv 4N
6 (A// —_ _>
( 9) 48 (&'=0)

ny
. , , 2n'
Mais, A, étant donné par la formule (58), A =o, A’ = —5, el sorte que
2
n' = 2N, cest & dire

(70) 4, =%

ng
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Cecl permet de simplifier 1'équation (65), qui devient

2
. <z2—~1> (z’ + E) dz
(71) H____ZN #e—1)dz N 4 2
7 T om ) (2e—1f T 2°m 2" )

L'intégration en est immédiate et introduit une constante arbitraire; l'ex-
pression de I, qui en résulte, multipliée par

5
5 %

2 .-(,212_1):)
4

doit donner le polynéme entier, p,,. Or on reconnait sans peine que le

produit de 2 par 'intégrale

est un polynoéme que ne divise pas z"——i, ce qui implique contradiction.

I’équation différentielle proposée n’admet donc aucune intégrale algé-
brique. La courbe qui lui est attachée est une des moins compliqudes
qui se soient rencontrées jusquici.

1 .
Lorsqu'on y prend 7 et 7= 7 pour les coordonnées cartésiennes, c’est

une cubique unicursale, définie, si 'on veut, par les équations

: 2 * 4 8wy — 8ni
{ 2 ‘[:—9———”’2.#— :31% e -
72) 7 (u + np)*’ 7 + ny)*

)

ou par celle qui en résulte, aprés 'élimination de w. Cette dernitre est
facile & construire d’aprés les propriétés mises en évidence par les rela-
tions (72).

L’équation g—z + 2y’ n}2® —niz) 4 3m,y* = 0 offre cet intérét, clest
qu'on en connait une propriété simple, celle de n'étre point altérée par
les substitutions rationnelles (42); cependant son intégrale ne peut &tre

algébrique, en sorte qu'elle définit une transcendante, vraisemblablement
nouvelle.
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Ses seuls points critiques correspondent aux valeurs infinies de z et
aux valeurs, #,, de cette méme variable, qui rendent 1'une des solutions,

y, infinie. Auprés des derniéres, deux solutions présentent cette singularité;
1

leurs produits par (z—z,)* sont des séries, d’abord convergentes, dévelop-
pées selon les puissances entitres et positives de z— .

Les formules (42), ol ’'on regarde z, et y, comme les variables pri-
mitives, montrent que tous les points critiques & distance finie correspondent,
soit & =z, =0, soit a x= —g—* Leur distribution dans le plan, pour

1
chaque solution particuliére, est ainsi rattachée par des formules commodes
aux valeurs que regoit, en un point ordinaire, une autre solution, liée a la
premiére d’une facon connue. \

On peut rapprocher du cas précédent celui d'une équation du second
ordre, qui se change aussi en elleméme par des substitutions qu'on sait
calculer. :

Voici d’une facon précise, la proposition dont il s'agit, que je me
borne a énoncer.

»1’équation différentielle

" all al2
v 3(E D)

a a

quelle que soit la fonction de = désignée par «, se reproduit, si 'on remplace
y par une nouvelle inconnue
y])

ainsi définie,

1

- 1
@ o, dY 53
\7;?/ T, = Yi¢

Tl est manifeste que la méthode employée dans ce paragraphe est

susceptible de s’appliquer, sans modifications essentielles, a des exemples

trés variés.

¥+

Je l'ai employée notamment pour étudier ce qui correspond a l'une
des relations les plus simples quon puisse établir entre 7' et 7, (exception
faite de 7= 0, déja traitée), je veux dire le cas défini par D'égalité

(73) T=ar
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a désignant une constante. I.’équation différentielle est alors celle-ci

dy 1[y® , 1—a= T
(74) E;_a[;s'l‘ Py ?/+;,]——0-

En y substituant ;—i et ;, au lieu de x et y, on voit d’abord qu’elle peut

s'éerire
d
(75) 9a$3£—[3y3+ (n— 3ax)zy 4+ 3p’°c] = 0;

le paramétre p joue ici le méme rble que dans 1'équation (36') et permet
une analyse toute semblable. Malgré la simplicité apparente de la relation
(73), j’al pu me convaincre ainsi qu’il n’existe pour I'équation (74) aucune
intégrale algébrique. J'omets, pour abréger, les preuves de cette proposition.

Quant A& la recherche des transformations telles que (42), elle est
analogue a celle des intégrales algébriques, mais constitue en général un
probléme plus compliqué, que je ne veux point aborder dans ce travail.

§ 4. Nowuvelles intégrations. Liens qui existent, entre les équa-
tions différentielles proposées et certains systéemes linéaires.

L'un des cas remarqués d’abord dans 1'étude de I'équation différentielle

d
(76) Z+ay’ + 309"+ 309+ e, =o,

est, on I'a vu, celui qui correspond a I'hypothése ¢ = constante, ou bien,
ce qui est la méme chose, T'=o. IL’intégration résulte alors des relations
que présente 1'équation proposée avec un systéme d’équations linéaires qui
lui est associé, (§ 1, in fine).

Les cas, auxquels est consacré ce paragraphe, doivent étre rapprochés
de celui-la, mais leur complication est beaucoup plus grande. Voici com-
ment on y parvient:

Soit z une fonetion de deux variables, z et y et, d’'une facon générale
9itEy
oy’

268 —
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I'une quelconque de ses dérivées partielles. Je considére trois équations
linéaires, aux dérivées partielles du troisiéme ordre,

24 4 pa.oz(o's) + z pk.iz(i'k) =0,

(+e=2)
(2.1) r (0.3) v L)
(77) 250 Py + (i+kz___f_2)pk.zz = 0,
280 o 0D L 3 pliP —o
3.0 (+E=<2) k.4 )

ayant 7 solutions communes distinctes, tous les coefficients p,;, ..., Pri, -+)
Pis, - .-, dépendant uniquement de la variable x. Sj j'établis entre cette
variable et y une relation quelconque, z, &%, Y, ..., deviennent des
fonctions de z, entre lesquelles sont établies en particulier les équations
suivantes,

dz(l.o) S 3(2'0)dx —_ Z(l'l)d]/ =0, dz("") _Z(l.l)dx — z(o.z)dy — 0’
2,(10) __ H2.0) 72, 11) 72 (0.3) O O
(78) a*s A0 g — VA 4 8,0 + (i-H:Z_S_?) S )

d2ZO0N _ f00 g2, 402 dﬂy + R3.o £08) + > lef 204 o,

(+E=2)

aprés qu'on a posé, pour abréger,

Ryy=—dy’ + 2P, o dxdy -+ p;.odx?; R, ;= 2p,;dxdy + I’I’:;idxgy
(79) Ss.0 = Paoly’ + 2p;dxdy + p;yda?,
Sii = Py T+ 2 dedy + piide;

tant que la liaison entre x et y reste arbitraire, il n’existe, entre z, &M%,
2V et leurs différentielles des deux premiers ordres, aucune relation qui
ne contienne aussi 2°?; mais le contraire est vrai pour un choix con-
venable de la liaison supposée entre x et y; a,, «,, f,, f§,, représentant
des multiplicateurs, déterminés de cette manicére,

[ al(SO.ﬂ "’"dgzv) + o, R,, “"ﬂldx = 0O,
(80) l a; (81— d%) + ay(R,, — d*x) — B, dy — p,dx = o,
o Sso + o (R-).o_ dgy) _ﬂ2dy == 0, o, S50 + a, B; = 0,

Acte mathematica, 26 bis. Imprimé le 18 aolt 1902, 10
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il est satisfait a cette équation,

(81) oy @’ 4 a,d? 400 4 pAA ) + B,d"V 4 (_Hgn (a Bi; + ;8,0 2%P = o,
qui est bien de I'espéce demandée. Comme d'ailleurs les équations (80)
sont homogenes et linéaires, il en résulte

(8 2) (Byody + Ss.odx)(dxdgy — dyd’w) + (Rs.o S,o— Ry, Ss.o) dy?
+ (Rs.o S, — Ry, Ss.o) dzdy + (B;S,0— B,08;.,) dz* = o,

ce qui est, pour y, une équation différentielle, du second ordre. On voit,
d’aprés (79), qu'elle exprime dzd’y —dyd’xr par une fraction rationnelle,
dont le numérateur est un polynéme, du 6° degré, homogeéne, en dz, dy et
le dénominateur, un polynéme du 3° degré.

L'équation (82) se réduit évidemment au premier ordre, si l'on écrit

d I . e . . . . .
d—Z =v. Cette substitution faite, s'il arrive que le dénominateur divise

exactement le numérateur, tous deux étant regardés comme des fonctions
entiéres de v, cette inconnue se trouve définie par une équation du type
(76). Nous allons voir comment sa signification méme en fait connaitre
un mode d’intégration.

Et, d’abord, le systéme (77) s’intégre sans peine. Soient P, P;;, ...,
des quantités définies par les relations

P+ ps P, + Pi—ri— Po2Pii— Pi1Pri == O,

14 r e -i [4 [X]
(83) Dso Pri—pso P+ '%i‘ + Prici— Preri— Po2Pri

+ (P04 — D) Pei + (Pra—Pao)Pii = O;

les trois équations aux dérivées partielles dont il s'agit, ayant 7 solutions
communes, équivalent au systéme suivant d’équations différentielles totales
linéaires,

4200 4 [Pt 4 T P do+ [P 4 T P ddy=o,

G+E=2) (+r=2)

a8 4 [0+ (T pid O+ [ 502 + T phist]dy =o,

GHE=Y) i+ =17

dzD +[p;‘° 209 + > p;,,z“'*)] dz + “)310 2009 + z pk,iz("”’]dyZO,

(T E=2)) GHE=9)
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(84) | Az [z(‘"”pg_o + X p,,,iz(""‘)]dx — %y = o,

(+k==9)
d00 — B0y — DGy = o
AV — 2Py — Dy = o,

dz — Odx — *Vdy = o.

Imaginons que ces équations solent ajoutées, aprés multiplication par des
facteurs, A, A,, ..., 4;, ol n'entre pas y. Ceux-ci peuvent étre choisis de
maniére a vérifier I'identité,

(85) zal}g- [2,599 4 2,200 = 2,800 4 4,209 4 2,280 4 A4, + X 2]+ m=o,

dans laquelle m est une constante. Il s’ensuit, & cause de (84), les identités,

APso + M) + Apio + APso— A =0, ...,

(86) AP+ hpio + Apro + mis— A =0,
AP+ Ap, + A_spo + mi; = 0,
qui font connaitre, non pas les quantités A, , ..., A, mais leurs rapports

3 l'une d’elles. Celle-ci méme est déterminée, si l'on veut que la condition
(8 7) % [115(0.3) + lgz(“’) + Aaz(l.l) + )\45(0.‘» + )\53(!.0) + 162(0.1) +- )‘73] = 0,

soit remplie; de cette derni¢re il résulte en effet

dll 1) 1r ’ d27 7] r? ’
(88) T M PyoF 2pih + 2050t Alsoy - - i A Po+ 208"+ A po+ A,

Or le systéme proposé, (77), ayant sept solutions distinctes, il est clair
qu’il peut étre satisfait a la fois aux équations (85) et (87), en sorte que
les relations, entre P,,, ..., ps;, et leurs dérivées, déduites de cet ensemble,
sont précisément celles qui assurent l'intégrabilité de ce systeme.

Soient
m* 4 m Py 4 mPyy 4 mP o+ Py = M,

m’pyo + m’pso + mpio + py = M,
Mpsq + My + mpy o + po = M;
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les équations (86) ont pour conséquence celle-ci,

b

7 I M , M’ M i
(89) P,, y Poatm Do.2

’ mP, + Py, y MPia =+ poa m? + Mp, 1 =+ Poa
[ ]

qui est algebrique en m et du septidme degré. Le coefficient de la puis-
sance la plus élevée de m est l'unité; tous les autres doivent &tre aussi
des constantes, d’ailleurs arbitraires, ce qui donne sept équations; sept
autres s’obtiennent d'une facon semblable, en substituant, dans les relations
(86), différentices, les expressions (38) de o, ..., 2%
stantes qui s'introduisent ont les mémes valeurs que les précédentes et 'on
a par ce moyen toutes les conditions d’intégrabilité du systéme (77), sous
une forme qui présente des avantages particuliers.

La conclusion de cette analyse est que l'inconnue z s'exprime par
une formule de cette espéce,

Les nouvelles con-

(90) 2= “<Z<_) ¢;G(z)e™,
My, m,, ... étant les racines de 1’équation (89g), les ¢ des fonctions qu’on
sait construire, et les ¢; des constantes arbitraires; 2, ..., 2% sont

données par des formules analogues, qui s’en déduisent. Je suppose
maintenant que les équations (77) ne soient pas données, mais seulement
I'équation différentielle (82), qui leur est associée. Celle-ci ne changerait
pas, si 2z était multipliée par une fonction donnée quelconque, c’est un
point que met en lumitre sa définition méme. Je puis donc faire que le
déterminant, &, des solutions du systéme (84) soit unc constante et, comme

(91) dlogs 4 (Pso 4 po0o + 211 + Po2)8x + (Pyg + py5 + poa)dy =0,

c’est établir les deux équations

(92) P+ poo+ 9+ 05, = 0, Py 4 pra+ pis =05

elles remplacent, avec I’hypothése d'aprés laquelle do s’évanouit, 1'une des
sept premiers conditions d'int’grabilité. Mais cells-ci, jointes aux deux
relations précédentes, permettent de calculer Py, P;,, Py et piis Dhss Pl
pour ¢+ % inférieur ou égal & 2z, étant donnés les coefficients qui figurent
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dans I'équation (82), si par exemple p,, p;, py’, sont déja nuls, ce que je
vals supposer.

Il est ainsi associé, a l'équation (82), un systéme linéaire (77), dont
la détermination est compléte. Il reste & vérifier les derniéres conditions
d’intégrabilité, dont le nombre est réduit & six par les hypotheéses faites
SUr Py, Do, Po o =

Cela fait, je dis que l'équation (82) peut é&tre intégrée sans peine.
Elle implique en effet la relation (81), dans laquelle 207 2V et z sont
maintenant connues et représentées par des formules analogues a (90).
Celle-ci constitue donc, entre z,y et ses deux premitres dérivées, une
équation contenant, d'une fagon linéaire et homogéne, sept constantes arbi-

traires. Elle comprend toutes les solutions de I'équation différentielle pro-
posée et I'on peut d’abord, a l'aide de cette derniére, en éliminer d—%; elle

dx
reste ainsi rationnelle a I'égard de %; mais I'équation dont l'agissait est
celle, du premier ordre, qui se déduit de (82) par la substitution % =V,

L’intégrale de celle-ci résulte des considérations précédentes. Il suffit en
effet de différentier cing fois I’équation (81) et d'en faire disparaitre les
dérivées de y, d'ordre supérieur & l'unité, a 'aide de I'équation différentielle
elleeméme, (82). On a ainsi construit un systéme de six équations linéaires
et homogénes entre les sept quantités c;e™’; leurs coefficients sont des
fonctions de = et de v, rationnelles pour cette derniére variable et, comme
I'expression
[cicitemimmarmi—m g, gt glmi=mey |ma—rm

est une simple constante, il suffit d'y remplacer les facteurs c¢;e™’, dont
les rapports seuls y figurent, par les valeurs proportionnelles, qui fait
connaitre le systéme indiqué, pour obtenir l'intégrale cherchée. Le cas ol
l'une des racines m est égale a zéro ne fait pas exception et n'exige méme
en général aucune modification essentielle des calculs précédents.

Si les différences de trois racines m; sont des nombres rationnels,
I'intégrale obtenue est algébrique a 1'égard de l'inconnue v, mais son degré
est d’ordinaire fort élevé.

J'ajoute qu'il est facile de former effectivement des équations diffé-
rentielles de l'espéce qui vient d’étre étudiée, car il est visiblement possible
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de former des systémes, tels que (77), ayant 7 solutions communes distinces
et nous avons montré comment s'en déduit 1'équation (82).
Quant & celles du type proposé,

d
(93) d_: + _alva + 3a,v* + 3a,v + a, =0,

nous les avons vues apparaitre quand lexpression R, ,dy 4 8;,dz divise
exactement celle-ci,

(94) (Bs0S52— Ry Sa.o) dy’+ (RS, — By, Ss.0)dxdy+ (RB; 08, 0— R, Sy o)dx’;

Mais il reste & voir comment, 1’équation (93) étant donnée, on y peut
rattacher une équation (82), remplissant s'il est possible les conditions déja
mentionnées,

a,,a,, ..., a, étant des fonctions connues de z, tous les coefficients
Dris P, Pri, dans lesquels ¢ - & est égal & 2, sont exprimés, par suite de
la divisibilité supposée, au moyen de ps,, Pio, pis. Ces derniers coeffi-
cients, en méme temps, qu'une relation invariante entre @ , a,, ..., da,
résultent des conditions d'intégrabilité auxquelles le systéme (77) est assujetti
et I'équation (82) est ainsi déterminée d’une fagon compléte. On peut done
toujours vérifier si une équation différentielle donnée, du type (93), corres-
pond & un systtme (77) intégrable et comstruire, lorsqu’il en est ainsi,
I'expression

(95) R, ody + S 0di,

sorte de multiplicateur qui permet de lui donner Ja forme (82) et, comme
conséquence, de l'intégrer.

Des considérations semblables s'appliquent, sans difficultés nouvelles,
i toute une série de cas, dont le précédent est le plus simple; mais les
caleuls qu'ils exigent sont trop longs pour présenter une utilité véritable;
leur existence est, pour la théorie des équations différentielles du type (4),
le seul point qu'il importe de connaitre.

S* Mandé, le 30 décembre 1901,




