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Bekanntlich ist im #n-dimensionalen Raum fiir jeden zum Nullpunkt sym-
metrischen convexen Korper &, der keinen vom Nullpunkt verschiedenen Gitter-
punkt enthilt, das Volumen V hochstens gleich 2. Wie das Beispiel eines zu
den Achsen parallel orientierten Whurfels uzeigt, lisst dieser Minkowskische Satz
in bezug auf die obere Schranke fiir ¥ bei beliebigen Korpern keine Verschiarfung
zu. Betrachtet man aber aus der Menge der Korper & nur einen Teil, wie etwa
die »-dimensionalen Ellipsoide, so ergibt sich die Aufgabe, in dieser Teilmenge
eine moglichst giinstige obere Schranke fiir V zu finden.

Das naturgemisse analytische Werkzeug fiir die Untersuchung des Zahlen-
gitters sind die #-fachen Fourierschen Reihen; mit ihrer Vollstindigkeitsrelation
beweist man fiir convexe Korper, die keinen Gitterpunkt ausser dem Nullpunkt

2
Tl
£

wo {={(l,, ..., ln) alle vom Nullpunkt verschiedenen Gitterpunkte durchliuft und
zur Abkirzung dz, ... dx.=dz, L, + - + Loz, = {1 gesetzt ist. Dies setzt den

enthalten, die Beziehung
(1) "=V + V13

[+0

Minkowskischen Satz in Evidenz.
Der zu (1) filhrende Ansatz Lisst sich bei speciellen Typen von Korpern
zur Verbesserung der oberen Schranke fiir V verwenden. Insbesondere erhilt

man far Ellipsoide die obere Schranke (4~3—2) bei hinreichend grossem »n. Al-
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lerdings wurde bereits auf anderem Wege durch Blichfeldt die giinstigere Schranke

n

2? (g + I) gefunden.

Eine Verallgemeinerung des eben erwihnten Ansatzes fithrt auf folgendes
Variationsproblem: Man bestimme die grosste Zahl 7z, so dass fiir jede in der

Form
(2) f(t))=fqv(x)e“"i"d£
£
darstellbare ganze Function f(y), die fiir reelles Y= (y,, ..., ¥») reell und im

Nullpunkte = 1 ist, das Erfiilltsein der Ungleichung

+@ +®
f ol fdy< e
AL
die Existenz einer reellen Nullstelle von f(y) bedingt. In anderer Formulierung:
Fiir die Menge aller durch (2) darstellbaren Functionen f(y), die fiir reelle y
positiv und im Nullpunkte =1 sind, ermittle man die untere Schranke 7 des

+ o 4w
Integrales [ f S)dy. Es zeigt sich, dass fiir Ellipsoide v den Wert 2™: V
besitzt. Dieses Resultat enthiilt folgenden functionentheoretischen Satz:
Es sei f(z) eine ganze Function der complexen Variabeln z, reell fiir reelles
2z, f(0o)=1 und fiir jedes ¢ > 1 bei z —> =

&)= 0fect),

Ist dann fiir irgend ein natiirliches n

+oo
(3) (@) |z rde < 22T V(2 + 1),
3 2 2

so hat f(z) eine reelle Nullstelle. In dieser Aussage kann die rechte Seite von
(3) durch keine grossere Zahl ersetzt werden.

§ 1. Der Satz von Minkowski.
Bs sei g@(r) eine quadratisch integrierbare Function des Punktes g, die
tiberall ausserhalb des Korpers & verschwindet. Durchliuft f alle Gitterpunkte,
so hat die durch die Gleichung
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(4) f&) =X pler — 21

definierte quadratisch integrierbare Function f(1) in jeder Coordinate x, (h = 1,
.., n) die Periode 1. Bedeutet § den Einheitswiirfel und R den gesamten
Raum, so gilt fiir die Fourierschen Constanten von f(r) nach {4) die Beziehung

(5) a[:ff(g)e~2ni[gdg:fw(zg)e—%"zilgdg:2-nfq)(g)e—ﬂi[gdz.
F R 8

Nach dem Vollstindigkeitssatz ist

f /@ 2d: = Sal,

wo [ alle Gitterpunkte durchliuft. Fiir die linke Seite gilt vermoge (4)
f|f 2dg—-2f (21) @ zg—zfdg—z—"Z[ p(x — 28)dz;
¥ g

und die rechte Seite lisst sich nach (5) umformen. Dies liefert

(7) ;f&(gj(p(x—Zf)dg:Z—HZ[IIfq)(I:)e—ﬂ”Xd@ i
& &

Ist nun @) @t —2f) 40, so liegen r und ¢ — 2f in &, wegen der Symmetrie
und der Convexitit also auch der Gitterpunkt f. Enthilt & ausser dem Null-
punkt keinen Gitterpunkt, so reduciert sich die linke Seite von (7) auf das eine
einzige Glied f=o0, und (7) geht iber in

(8) flqo(x)lzdx=2—";U¢(g)e*ﬂ“tdg|2.

Hieraus entsteht (1), indem ¢(z) innerhalb & identisch gleich 1 gewihlt wird.
Es ist also 2™V gleich der Quadratsumme der Mittelwerte aller Grossen €'t in
K. Dies ist eine Verfeinerung des Minkowskischen Satzes; fiir die Ableitung
dieses Satzes selbst geniigte es, an Stelle der Vollstiindigkeitsrelation die Schwarz-

sche Ungleichung
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[1r0ra= ek
B

zu verwenden.

§ 2. [Ellipsoide.

Es sei & speciell ein Ellipsoid mit der Gleichung P(x) = 1, wo P(x) eine
positiv definite quadratische Form bedeutet. Hine einfache Rechnung zeigt

dann, dass der Mittelwert von ¥ in & durch B, (=V Q(I)) gegeben wird, wo
2

B;(x) mit der Besselschen Function I;(x) durch die Gleichung

®

Y £ —* (— I)" 20
o mw:mﬁ”ﬁ)hwimehm+g”ﬁ+m€)

=0

zusammenhingt und ¢(r) die zu P(r) reciproke quadratische Form bedeutet.
Also ist
(10) 2m V=1 +ZB§(nVQ_([)).

=0 2

Mit der in dieser Formel steckenden Verschiirfung des Minkowskischen
Satzes fiir den Fall des Ellipsoids ldsst sich nicht viel anfangen, da die Auf-
suchung einer positiven unteren Schranke fiir die Summe auf der rechten Seite
Schwierigkeiten macht. Zu einer brauchbaren Abschitzung kommt man aber,
indem man von (7) ausgeht und ¢{x) genau wie oben specialisiert, unter
der Voraussetzung, dass & ausser dem Mittelpunkt noch einen weiteren Gitter-
punkt enthilt. Das auf der linken Seite von (7} auftretende Integral ist dann
gleich dem Volumen V; des Durchschnitts von & und dem durch die Translation
um den Vector 2f entstehenden Korper. Man erhilt also die Ungleichung

(11) R Vez=2 Ve
i

Fir den Fall des Ellipsoids gilt speciell

1

(12) Vi= Vf(l ~x2)ﬂ;zldx:f(1 —xQ)HZIdx (P(f) < 1).

&0 0

Enthielte das Ellipsoid & mit der Gleichung P{r} =1 und dem Volumen V mehr
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als 3" Gitterpunkte, so gibe es zwei Gitterpunkte { und [ mit = [ (mod. 3)
2 n
und das Ellipsoid P(z)= (?) vom Volumen (?) V enthielte den vom Nullpunkt

verschiedenen Gitterpunkt f—;—-I Enthiilt nun aber das letztere Ellipsoid keinen

Gitterpunkt ausser dem Nullpunkt, so ist die Anzahl der Gitterpunkte in &
hochstens 3" Es bedeute 2 das Minimum der Werte V P(f) in den vom Null-
punkt verschiedenen Gitterpunkten. Dann gilt nach (1) und (12) fiir das Volu-
men des Ellipsoids P(x) =A% das ausser dem Mittelpunkt keinen Gitterpunkt
im Innern besitzt, die Ungleichung

! et 21"(2 + 1)
n noo 2y 2 N S A
(13) Vir<(2A) )1+ @3 I)f{l 2% % dx T
1 Il 2

1
Ist nun P(z) derart normiert, dass i ———%Vzn 162 also sicherlich §< A <1 ist,

so hat die rechte Seite von (13) fiir unendlich werdendes n den asymptotischen
Wert (2A)*. Bei hinreichend grossem # enthilt daher ein Ellipsoid vom Volu-

men (4——3—2) ausser dem Mittelpunkt noch einen weiteren Gitterpunkt. Es wurde

bereits in der Binleitung bemerkt, dass Blichfeldt eine noch bessere Schranke fiir
das Volumen abgeleitet hat. Andererseits hat Minkowski mit Hilfe seiner Redue-
tionstheorie der quadratischen Formen bewiesen, dass es n-dimensionale Ellipsoide
vom Volumen 2 gibt, die ausser dem Mittelpunkt keinen Gitterpunkt enthalten.

& 3. Das Extremalproblem.

Es sei & zuniichst wieder ein beliebiger convexer Korper, der zum Null-
punkt - symmetrisch liegt und sonst keinen Gitterpuukt enthilt. Bedeutet w(x)
eine stetige Function, die iiberall ausserhalb & verschwindet, so haben die
Fourierschen Constanten der periodischen Function

g) =Dy +1

die Werte
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br=fw(x)e‘“”2dz-
®

Setzt man nun voraus, dass diese Werte & simtlich = o sind, so wird nach
dem TFejérschen Satze ¢(r) durch die Fouriersche Reihe dargestellt, und es ist
speciell

(14 vlo) = gl0) = =3, [wige=seras.

Da man hieraus (8) erhiilt, indem man fiir y(z) die Function f p)ph + 21)dy
3

einsetzt, so konnte man hoffen, durch geeignete anderweitige Wahl von (x) fiir
den Fall des Ellipsoids eine brauchbarere Verschirfung des Minkowskischen Satzes
zu finden, als sie durch (10) gegeben wird. Um eine giinstige obere Abschiitzung
von V zu bekommen, muss man bei festem Werte von (o) eine giinstige untere
Abschiitzung fiir die Summe der Mittelwerte der Grossen ¥(r)e— 27/t angeben.
Da diese aber wieder von den Gitterpunkten [ abhiingen, so wird man sich mit dem
Mittelwert von (r) allein als Minorante begniigen. Da ferner in der Bedingung
by=o0 auch die Gitterpunkte auftreten, so wird man sie durch die schiirfere,
aber bequemer zu benutzende ersetzen, dass die Function

(15) h(p) ———fw(g)e"““-‘vdx

im ganzen y-Raum N (und nicht nur in seinen Gitterpunkten {) nicht-negativ

ist. Bedeutet o die obere Schranke der Werte f wir)dx: f W(o)dy fiir die Menge
£ R

aller derjenigen im Ellipsoid & stetigen Functionen 1(z), fiir welche die durch
(15) definierte Function h(y) im ganzen y-Raum nicht-negativ ist, so ist nach (14)

V<1,

Es zeigt sich nun, dass o= 27 ist; man erhilt also auf diesem Wege keine
Verschirfung des Minkowskischen Satzes. Da aber die zur Liosung des Extremal-
problems fithrenden Uberlegungen an sich ein gewisses Interesse besitzen und
das Resultat Anwendungen auf die Theorie der ganzen Functionen gestattet, so
moge der Beweis der-Gleichung ¢ = 2= hier mitgeteilt werden.



Uber Gitterpunkte in convexen Korpern. 313

1) Da jedes Ellipsoid durch eine affine Transformation in die Einheitskugel
lzt}]=1 verwandelt werden kann, so darf man ohne Beschrinkung der Alige-
meinheit voraussetzen, dass & diese Kugel ist. Ferner bleibt (15) richtig, wenn
darin A(y) und (x) durch ihre Mittelwerte auf den zum Nullpunkt concentrischen

Kugeln ersetzt werden, und dabei behdlt auch der Ausdruck f Yix)dz: f Ylo)dy
R R

seinen Wert. Folglich darf man fiir die Losung des Extremalproblems voraus-
setzen, dass y(r) Rotationssymmetrie in bezug auf den Nullpunkt besitzt, also
im wesentlichen nur von einer Variabeln abhiingt. Nach (135) ist dann auch h(y)
rotationssymmetrisch. Wegen der Voraussetzung h(ph) = o wird umgekehrt anch
die stetige Function (;) durch das Fouriersche Integral

(16) W) = f hp)eon dy
R

dargestellt. Normiert man noch
h{o) =1,

fw(x)dx:fw(O)dxF V“I:fh(t))dt),

"

8o ist

und man hat zu beweisen, dass fiir die Menge aller in der Form (13) dar-
stellbaren rotationssymmetrischen nicht-negativen Functionen h(h)) das Integral

h{y)dy unter der Nebenbedingung k(o) = 1 die untere Schranke ¢ = Vg 1=

kS
= 2": V besitzt.

2) Es soll jetzt gezeigt werden, dass fiir eine geeignete zuliissige Function
h(y) die untere Schranke z wirklich angenommen wird. Xs sei 14(r) eine Mini-
mémlfolge, also Yy rotationssymmetrisch und stetig, = o iiberall ausserhalb von &,

(17) Welr) e dy = R ()
tri=1
nicht-negativ in N, k(o) =1 und

(18) fhk(t))(lt)ﬁr.

R
40—234686. Acta mathematica. 65. Imprimé le 1 avril 1935.
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Ist M die obere Schranke der linken Seite von (18), so ist nach (16)
(19) [yl | = M.

Vermoge (17) ist hi(y) eine ganze Function der complexen Variabeln hy=/(y,, ..., ya),
fiir die wegen (19) die Ungleichung

(o) ] < M | e2msT0) gy

lel=1

gilt. Die Folge der h(y) ist daher gleichmiissig beschrinkt in jedem endlichen
Teile des complexen p-Raumes. Nach dem Hi#ufungstellenprincip darf man dann
voraussetzen, dass die Folge hi(h) in jedem endlichen Teile des complexen Y-
Raumes gleichmissig gegen eine Grenzfunction h(y) convergiert. Es ist auch
h(p) nicht-negativ fiir reelle 1), rotationssymmetrisch in bezug auf y= o0 und
h(0o) = 1. Bedeutet ferner R’ irgend einen endlichen Teil des reellen y-Raumes,
so ist nach (18)

h(n)dy < [hk(n)dn -7

€5 v
und andererseits

fhk(t))dt)ﬁfh(t))dny
9 N

(20) f hiy)dy < 7.

b1

Um von der Function k() nachzuweisen, dass sie in der Form (15) darge-
stellt werden kann, bilde man die durch (16) definierte Function (r) der reellen
Variabeln z. HEs soll gezeigt werden, dass sie iiberall ausserhalb der Einheits-
kugel verschwindet.

Es sei 1 ein Punkt ausserhalb von §. Man wihle » positive Zahlen &, ..., &.
so klein, dass auch noch jeder Punkt t des Rechtflachs o <ty <+ & (k=1, ..., n)
ausserhalb von & liegt. Da alle y4(x) im ganzen Aussern von § verschwinden,
80 ist nach (16)

f hi(p)e2 v dy = o,

N
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und hieraus folgt durch Integration iiber das Rechtflach

n stry,
(21) fhk eemwn . dy=o.
T Yr

R

Da nun in jedem endlichen Teil von R die Folge h(y) gleichmiissig gegen ()
strebt, so liefert {21) in Verbindung mit (18), dass anch

n 21157.117.
()2 7ixy H dy=o0
Zﬂfiyr

R

ist, und hieraus erhilt man durch Differentiation nach &, ..., & die Gleichung

f h(p) i dy = o Uzl > 1),

R

also das behauptete Verschwinden der durch (16) definierten Function ¥(;) aus-
serhalb von &.

Als analytische Function hat nun k() Ableitungen aller Ordnung; nach dem
Fourierschen Satz gilt also auch die Darstellung (15) fiir A(y). Daher ist h(y)
eine zulissige Function, und man hat nach (20) in der Tat die Gleichung

(22) f hn)dy = .

R

3) Die gefundene Extremalfunction h()) ist ganz und rotationssymmetrisch,

also eine gerade ganze Function von Vy? + - + yi =2 allein. Setzt man

so ist f(o)=1 und f(¢) = o fiir reelle z. Alle etwaigen reellen Nullstellen von
f(¢) haben demnach gerade Ordnung. Es wird bewiesen werden, dass f(z) keine
nicht-reelle Nullstelle besitzt. Daraus folgt dann, dass h(h) das Quadrat einer gan-
zen Function ist.

Wire 4, also auch -—:¢{, eine rein imaginire Nullstelle von f(2), so be-

trachte man die ganze Function

Z‘

Ay =ste): (x+ %)
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Fiir diese wire fi(0) =1, fi(¢) = 0 auf der reellen Achse,

FlvDdy <. £lvDdy ==,
[

R

und dies wire ein Widerspruch, wenn man noch zeigen kann, dass auch f(e) in
der Form (15) darstellbar wiire. Zu diesem Zwecke hat man wieder nur nach-

zuweisen, dass die Function

(23) fcz i(ti)nléeMide = ¢,(x)
9%

iiberall ausserhalb ® verschwindet. Integriert man (23) zweimal iiber jede Coor-
dinate, so entsteht die Gleichung

)_h_(tl)__ 2775y . (?ﬂngry’)z -
(24) fcz T |U|2€ i p—_y dy =
R
+in

+$] n
=f...fqo1(g+t)H(Jg,—|t,|)olt1 o dt,.

r=1

An Stelle des Integrals K auf der linken Seite werde das Integral K(Y)
mit den Grenzen y,= * nY, y,=* Y, y,= 1 Y, ..., yn» = 1 Y Dbetrachtet,
das fiir ¥ — « gegen K convergiert. Nach dem Satz von Cauchy darf man die
Integrationsstrecke —n Y <y, < + n Y durch den Halbkreis y, =n Y¢e'? (=3 =0)

ersetzen. In dem so abgeiinderten Integrationsgebiet ist nach (15), (16) und (22)

(25) [h)| <7 | eI dy < g Vel
lel=1
Wegen der Rotationssymmetrie geniigt es, das Verschwinden von ¢, (1) fiir z, > 1,

X, =0, X3 =0, ..., 2, =0 zu beweisen. Es ist aber nach (25) fir ¥ — oo

K(Y)=0 Y—3].6_2”(“1—5“1)1(?/')010 ,
0

und die rechte Seite strebt gegen o, wenn die positive Zahl § = x, — 1 gewiihlt
wird. Unter dieser Bedingung verschwindet also die rechte Seite von (24). Differen-
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tilert man sie zweimal nach jeder der Variabeln §,, ..., & und lisst dann diese
gegen O convergieren, so folgt die Behauptung.

Eine rein imaginire Nullstelle von f(z) existiert daher nicht. Bestisse an-
dererseits f(2) eine Nullstelle { =& + 79 mit §9 4= o, so wiire, da- f(2) gerade und
auf der reellen Achse reell ist, auch * £ * 77 eine Nullstelle. Die ganze Function

(=
(e}

wo § die zu { conjugiert complexe Zahl & — ¢y bedeutet, ist dann 1 fiir 2=0
und nicht-negativ fiir reelle z. Die Darstellbarkeit von f,(z) in der Form (15)
folgt auf dieselbe Weise wie oben die von f;(z). Da nun aber fiir reelles z==o0

die Ungleichung
(=) ==l ) i< (o 8)

gilt, so folgte

Sallohdy < | f(lv]dy =
e ]

also ein Widerspruch gegen die Extremaleigenschaft von kh(yp).

Daher ist wirklich, wie behauptet wurde, h(p) das Quadrat einer ganzen
Function p(y). Wegen h{o)=1 ist p(o)= 1 1 und die Normierung p{o)=1
zuldssig.

4) Aus der Convergenz von

(26) .[wwwn=z

ergibt sich nach dem von Plancherel in allgemeinster Form bewiesenen Fourier-
schen Satz, dass das Integral

f pp)er~iesdy

%
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fiir fast alle 1 convergiert und eine quadratisch integrierbare Function (1) dar-
stellt, die der Gleichung

(27) j]mgvdz=j1mmwdn

und fiir fast alle y der Gleichung

(28) fx(z)e““"”dz =p(y)

R

geniigt. - Es soll gezeigt werden, dass x(z) fast iiberall im Aussern der Kugel
|z} S% verschwindet. Zu diesem Zwecke sind einige der zum Plancherelschen
Satz fithrenden Uberlegungen im vorliegenden Fall anzuwenden.
Ks sei o< r < R und
p)e™#vdy = ¢(x, r, R).
r=ly|=R
Da »(y) analytisch ist, so gilt fiir reelle y umgekehrt
ol 7, Rje—2iengy — [P0 (" <Iv| < R)
lo (vl <r oder |y]> R)

und ferner

flqv(x, 7, R)I2d2=flp(n)l”dt)-

refgl=R

Da das letzte Integral fiir »-—» o den Grenzwert o hat, so folgt in iiblicher
Weise die Existenz einer monoton gegen o wachsenden Zahlfolge : von der
Art, dass die Functionenfolge

(20) /}wwmwn=m@ (k=1,2,..)
Iyl =,

fast dberall im g-Raum gegen eine Function y{r) convergiert, und zwar ist dies
gerade die oben im Wortlaut des Plancherelschen Satzes auftretende Function.
Aus (29) bilde man die zu (24) analoge Gleichung.
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(30) fp(t))e””'” T (S ay —
g( ﬁys )

Iyl=rg .
+5  ti .
=f...ka(g+t)H(gs—ltsttl...dt,,.
=5 % =t
Setzt man zur Abkiirzung i — (yi+ - +ys)= Y?* so hat man bei festen y,, . . ., yn
iber ¥, von — Y bis + Y zu integrieren. Nach dem Satze von Cauchy kann

man statt dessen iiber den Halbkreis y, = Y¢'?(m = 9 = o) integrieren. Da nun
nach (25) im Integrationsgebiet die Ungleichung

Iplo)| < VeV e

gilt, so kann man fiir wachsendes % das Integral auf der linken Seite von (30)

dureh
T
(f [[ L+ gl +Y~-~2(fe““(“‘s'“%)’““)d&)dyg . dcn)
8§==2
0

+”n = ’L

majorisieren. Wegen der Rotationssymmetrie von p(Y), %(x), x:(x) geniigt es, das

. . i .
behauptete Verschwinden von y(x) fir |z|> S unter der speciellen Annahme
1 . y . ps
Xy > 0 &y =0, Xy=0, ..., Tn=10 nachzuweisen. Wiahlt man nun die positive

Zahl & <z, ———;» so strebt der Ausdruck in (31) mit wachsendem % gegen o,

und dasselbe gilt also fiir die rechte Seite von (30). Da nun andererseits x:(x)
im Mittel gegen #(xr) convergiert, so folgt mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung
die Beziehung

+& +8y

f...[x(g+tH§——|t, Ddt, ... dtn=0

und hieraus durch zweimalige Differentiation nach jeder Variabeln &, ..., &,

dass %(x) fast iberall ausserhalb der Kugel |1| < ; verschwindet.
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Setzt man noch x(%) = (1), so ist also nach (26) und (27)

(32) [ lp(e)|* dx = 2"

und nach (28) fast iiberall
(33) p(y)= 2‘"[90(2)6‘””01:@.

8

Da p(y) analytisch ist, so gilt die letzte Gleichung sogar iiberall, und es gilt
speciell wegen p(o)= 1 die Formel

(34) fgp(z)dz = 2n,

A

5) Nach der Schwarzschen Ungleichung ist

|f¢(x)d2|2S Vflqv(x)lﬂdx,

wo das Gleichheitszeichen nur dann steht, wenn @(r) fast iiberall in & constant
ist. Aus (32) und (34) folgt also wegen der Bedeutung von = das Resultat t=2": 7,
wie frither behauptet worden war. Ferner ist ¢@(r) fast iiberall in R constant,
und zwar ist dieser constante Wert wegen (34) gleich 2": 7. Nach (33) ist daher

po) =11 [ ey,

8

oder, wie eine einfache Umformung zeigt, nach (o)

»(n) = Ba(w2) (@ =y} + - +ya),

2

h(y) = Ba (wz).

9

Damit ist das Variationsproblem geldst. Es hat sich genau eine rotationssym-
metrische Extremalfunction ergeben. Wegen der unter 3) abgeleiteten Eigen-
schaften ist zugleich ohne Benutzung der Differentialgleichung oder expliciter



Uber Gitterpunkte in convexen Korpern. 321

Darstellungen die Realitit sidmtlicher Nullstellen der Besselschen Funectionen

I,(x) bewiesen. Dieser Realititsbeweis scheint aber nicht auf allgemeinere Clas-
2

sen von Functionen iibertragbar zu sein.

§ 4. Anwendungen auf die Theorie der ganzen Fumctionen.

Die im vorigen Paragraphen betrachteten Functionen A(}) waren rotations-

symmetrisch, in der Form

(35) mm:fw@rwmn

lel=1

darstellbar, fiir reelle 1 nicht-negativ und lieferten ein convergentes Integral
h(y)dy. Setzt man wieder ¢ + - +ya=2" und k(y) = f(2), so ist f(e) eine gerade
R
ganze Function, auf der reellen Achse f(2) = o und das Integral f flxyxrtdx =
0
—_L
T aV
i

(36) Sle) = O(e*= 1<) (¢ — o).

h(y)dy convergent. Aus (35) folgt

Es soll nun gezeigt werden, dass (36) auch hinreichend ist, damit eine gerade

ganze Function f(z), fiir welche das reell erstreckte Integral f | fle) a1
0

convergiert, in der Form (35) dargestellt werden kann.
Auf grund des Fourierschen Satzes geniigt es zu beweisen, dass die durch

die Gleichung
ff(z)e“”“’dn =) (@ =yi+ -+

R

definierte Function () fiir |g]> 1 verschwindet. Dies folgt wie das Ent-
sprechende fiir ¢,(r) in § 3 unter 3), falls nur die Abschitzung

(37) fle) = O (s (T - o) (e o)

41—34686. Acta mathematica. 65. Imprimé le 1 avril 1935.
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bewiesen werden kann. Wegen der fiir jedes complexe o giiltigen Gleichung
|e|®*=R(e¢?) + 2(Ie¢)® und der Ungleichung |z|®<|y,|®+ - +|ua]® ist (37) be-
wiesen, sowie man die Giiltigkeit der schirferen Abschiitzung

(38) fle) = O(e2=111) (¢ — o)

gezeigt hat. KEs sei nun

f FOT3 AL = o 1g(e).

Dann ist nach (36) auch die ganze Function g(z) = 0(e2#1l); ferner ist g(z) wegen

der Convergenz von [ | fl@)}x"*dx auf der ganzen reellen Achse beschriinkt.
0
Nach einer bekannten zuerst von Lindeléf und Phragmén benutzten Schluss-
weise folgt daraus g(z) = O(e2717@1). Da aber f(z)z"1 = D(z"1g(2)) ist, so liefert
der Cauchysche Satz die Behauptung (38).
Die Voraussetzung (36) kann noch durch die schwiichere ersetzt werden,
dass fiir jedes ¢ > 2x die Beziehung

fle) = Ofee!?) (£ — )

gilt. Nach dem oben Bewiesenen verschwindet dann nimlich die Function

[l (ol

R

fiir [£] > 1, also auch w(x) selbst.

Beachtet man jetzt noch, dass die Function f(2) + f(— 2) auch fiir nicht-
gerades f(2) gerade ist, so lidsst sich das Resultat von § 3 folgendermassen for-
mulieren:

Es sei f(2) ganz, reell fiir reelles 2, f(0) =1 und fiir jedes ¢ > 1

S(2) = O(ecl?l) (¢ — o).
Ist dann

(39) ff(x)lwl"“dxﬁ 22"1"(2) 1“(ﬁ + 1),

2

-
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so hat f(2) eine reelle Nullstelle, und zwar von ungerader Ordnung, wenn nicht

Sf{e) die specielle Function Bx (Zi) ist. In dieser Aussage kann die rechte Seite

2
von (39) durch keine grossere Zahl ersetzt werden.
Fiir die Fille » = 1, 2, 3 erhiilt man speciell: Es sei f(¢) ganz, nicht-negativ
fiir reelles 2z, f(0)=1 und f(z) = O(e!*l) fiir jedes ¢ > 1. Dann ist

+ + o +
ff(x)deZn:, ff(x)|x|dx2 16, ff(x)x*deZA,yr,

und hierin steht das Gleichheitszeichen nur fir die speciellen Functionen

(o . - ()
£l = (3 sin £ — 3 cos g) (g)

Endlich ist in den Uberlegungen dieses Paragraphen noch folgender
Satz enthalten: Ist f(z) ganz, = O(etl?l) fiir jedes positive ¢ und das Integral

+ 0
f | f(x)|dx convergent, so verschwindet f(z) identisch.



