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Bekanntlich ist im n-dimensionalen Raum ffir jeden zum Nullpunkt sym- 

metrischen coavexeu KSrper ~,  der keinen vom Nullpunkt verschiedenen Gitter- 

punkt enthil t ,  das Volumen V hSchstens gleich 2 ~. Wie das Beispiel eines zu 

den Achsen p~rallel orientierteu Wiirfels zeigt, l isst dieser Minkowskische Satz 

in bezug auf die obere Schranke fiir V bei beliebigen KSrpern keine ~rersch~ffung 

zu. Betrachtet man aber aus der Menge der KSrper ~ nur einen Teil, wie etwa 

die n-dimensionalen Ellipsoide, so ergibt sich die Aufgabe, in dieser Teilmenge 

eine m5glichst giinstige obere Schranke ffir V zu finden. 

Das naturgem~sse analy~isehe Werkzeug fiir die Un~ersuchung des Z~hlen- 

gRters sind die n-fachen Fourierschen Reihen; mit ihrer Volls~ndigkeitsrela~ion 

beweis~ man fiir eonvexe KSrper, die keinen Git~erpunkt ausser dem Nullpunkt 

enthalten, die Beziehung 

I (I) z ~ =  V +  V -1 e ~ d ~  , 

wo t ~ ( 1 1 , . . . ,  ln) Mle yore Nullpunkt~ versehiedenen GiW;erpunkte durehli~uft und 

zur Abkiirzung dx l  �9  dxn ~ d~, llxl + ... + l~x~ -= l~ gesetzt ist. Dies setzt den 

Minkowskisehen Satz in Evidenz. 

Der zu ( I ) f i i h rende  Ansat~z li~ss~ sieh bei speeiellen Typen yon KSrpern 

zur Verbesserung der oberen Sehranke fiir V verwenden. Insbesondere erhi~lt; 

man ffir Ellipsoide die obere Schranke bei hinreiehend gTossem ~. AI- 
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lerdings wurde bereits auf anderem Wege dutch Blichfeldt die giinstigere Schranke 

2 2 + gefunden. 

Eine Verallgemeinerung des eben erwfihn~en Ansatzes fiihrt auf folgendes 

Variationsproblem: Man bestimme 

Form 

(2) = 

die grSsste Zahl ~, so dass fiir jede in der 

darstellbare ganze Function f(~), die fiir reelles ~)~ (Yl , . . . ,  Yn) reell und im 

Nullpunkte = I i s t ,  das Erfiilltsein der Ungleichung 

die Existenz einer reellen Nullstelle yon f(t)) bedingt. In anderer Formulierung: 

Fiir die Menge aller dureh (2) darstellbaren Funetionen f(t)), die fiir reelle ~ 

positiv und im Nullpunkte =- I  sind, ermittle man die untere Sehranke ~ des 

f m  

Integrales ~ . . .  jf(t))dtL Es zeigt sich, dass fiir Ellipsoide ~ den Wert  2'~: V ! d 
besitzt. Dieses Resultat  enthi~lt folgenden funetionentheoretisehen Satz: 

Es sei f(z) eine ganze Function der complexen gariabeln z, reell fiir reelles 

Z, f (o)= I u n d  fiir jedes 0 > I bei z--* ~ 

f ( z )  = O(eQl l). 

Ist  dann fiir irgend ein natiirliehes n 

(3) f f (x )  lX[ n-ldx ~ 22n1"(~)r(2 + i), 

so hat f(z) eine reelle Nullstelle. In dieser Aussage kann die rechte Seite yon 

(3) durch keine grSssere Zahl ersetzt werden. 

i. Der Satz yon ~inkowski .  

Es sei ~o(~) eine qnadratiseh integrierbare Function des Punktes $, die 

iiber~ll ausserhulb des KSrpers ~ verschwindet. Durchl~uft ~ alle Gitterpunkte, 

so hat die durch die Gleichung 
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(4) f(~) ~-- ~ 9(2~ -- 2f) 

definierte quadratisch integrierbare Function f(~) in jeder Coordinate xh (h = I, 

. . . ,  n) die Periode I. Bedeutet ~ den Einheitswiirfel und ~R den gesamten 

Raum, so gilt ffir die Fourierschen Constanten yon f(~) nach (4) die Beziehung 

(5) 

Naeh dem Vollsti~ndigkeitssatz ist 

f lf( ) l'd  = 

wo {alle Gitterpunkte durchl~uft. Fiir die linke Seite gilt vermSge (4) 

f [ [-- (6) I f (~ ) l ' d~- -  ~ ,  ~ qg(2~)q~(2~-- 2~)d~ = 2 - ' ~ .  T(~)9~(~ -- 2f)d~; 

und die rechte Seite liisst sich n~ch (5)umformen. Dies liefert 

F 
[st nun q~(~)q~(~--2f)4 = o, so liegen ~ und ~ - - 2 f  in ~,  wegen der Symmetrie 

und der Convexititt also auch der Gitterpunkt f. Enthiilt ~ ausser dem Null- 

punkt keinen Gitterpunkt, so reduciert sich die linke Seite yon (7) auf das eine 

einzige Glied ~ = o, und (7) geht fiber in 

(s) 

Hieraus entsteht (I), indem ~o($) innerhalb ~ identisch gleich i gew~hlt wird. 

Es ist also 2~: V gleich der Quadratsumme der Mittelwerte aller GrSssen e ~i~ in 

~. Dies ist eine Verfeineruug des Minkowskischen Satzes; ffir die Ableitung 

dieses Satzes selbst geniigte es, an Stelle der Vollst~ndigkeitsrelation die Schwarz- 

sche Ungleichung 
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zu verwenden. 

f If(~) I ~ d~--> lao I ~ 

w 2. Ellipsoide. 

Es sei ~ speciell ein Ellipsoid mit der Gleichung P(~)~- I, wo P(~) eine 

positiv definite quadratische Form bedeutek Eine einfache Rechnung zeigt 

dann, dass der Mittelwert yon e ~ in ~ durch B~(zl/Q(i)) gegeben wird, wo 
2 

B~(x) mit der Besselschen Function Ix(x) dureh die Gleichung 

(9) 

zusammenh~ngt und 

Also ist 

(io) 

Q(~) die zu P(~) reciproke quadratische 

2n: V=, + ~ B~(zV~2(II). 
[~0 2 

Form bedeutet. 

Mit der in dieser Formel steckenden Versch~rfung des Minkowskischen 

Satzes fiir den Fall des Ellipsoids li~sst sich nieht viel anfangen, da die Auf- 

suchung einer positiven unteren Schranke ffir die Summe auf der rechten Seite 

Schwierigkeiten macht. Zu einer brauchbaren Absch~tzung kommt man aber, 

indem man yon (7) ausgeht und ~(~) genau wie oben speeialisiert, unter 

der Voraussetzung, dass ~ ausser dem Mittelpunkt noch einen weiteren Gitter- 

punkt enth~It. Das auf der linken Seite yon (7) auftretende Integral ist dann 

gleich dem Volumen Vr des Durchschnitts yon ~ und dem durch die Translation 

um den Vector z~ entstehenden KSrper. Man erh~tlt also die Ungleichung 

(ii) ~ v~>- 2-'v ~ 

Fiir den Fall des Ellipsoids gilt speciell 

1 1 

f( f( ( I2 )  ~/~t~- V I - - X  2) 2 d x :  1 - - x  2) ,2 d x  (P ( t )  ~ I). 

~ i  o 

Enthielte das Ellipsoid ,~ mit der Oleiehung P(~)---- I u n d  dem Volumen V mehr 
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Ms 3 ~ Gitterpunkte, so gs es zwei Gitterpunkte ~ und I mit ~----I (mod. 3) 

und das Ellipsoid P(~) -= vom Yolumen V enthielte den yore Nullpunkt 

~- -1  
verschicdenen Gitterpunkt . . . . .  Enthi~lt nun aber das letztere Ellipsoid keinen 

3 
Gitterpunk~ ausser dem Nullpunkt, so is~ die Anzahl der Oitterpunkte in 

hSchstens 3 ~. Es  bedeute Z das Minimum der Werte 1/P-(f) in den vom Null- 

punkt verschiedenen Gitterpunkten. Dann gilt nach (I I) und (I2) fiir das u 

men des Ellipsoids P(~)=Jr  ~, das ausser dem Mittelpunkt keinen Gitterpunkt 

im Innern besitzt, die Ungleichung 

( I3 )  r , ~  n ~ (2Z) n /( I + (3 '~ - -  I)  I - -  X s) 2 -  d x  

1 
Ist  nun P(~) derart normiert, dass Z - - 2  l/~ n 18~, also sicherlich ~ < Z < I ist, 

3 3 
so hat die rechte Seite yon (I3) fiir unendlich werdendes n den asymptotischen 

Wer t  (2Z)". Bei hinreichend grossem n enthiilt daher ein Ellipsoid vom Volu- 

men \ 3 ! ausser dem Mittelpunkt noch einen weitcren Gitterpunk~. Es wurde 

bereits in der Einleitung bemerkt, dabs Blichfcldt eine noch bessere Schranke fiir 

das Volumen abgcleitet hat. Andererseits hat/Vlinkowski mit ftilfe seiner Reduc- 

tionstheorie der quadratischen Formen bewiesen, dabs es n-dimensionale Ellipsoide 

yore Volumen 2 gibt, die ausser dem Mittelpunkt keinen Gitterpunkt enthalten. 

w 3. Das Extremalproblem. 

Es sei ~ zuniichst wieder ein beliebiger convexer KSrper, der zum Null- 

p u n k t  symmetrisch liegt und sonst keinen Gitterpuukt enthi~lt. Bedeutet ~p(~) 

eine stetige Function, die iiberall ausserhalb ~ verschwindet, so haben die 

Fourierschen Constanten der periodischen Function 

die Werte  
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bc ~ f ~P(~)e-~d~" 
. ]  

Setzt man nun voraus, dass diese Werte b~ s~mtlich --> o sind, so wird nach 

dem Fej6rschen Sutze g(~) durch die Fouriersche Reihe dargestellt, und es ist 

speciell 

('4) ~p(o)=g(o)= ~ b~--- ~ f ~(~)e-"~"~d~. 
,~' 

Da man hieraus (8) erh~tlt, indem man fiir tp(~) die Function q~(t))~(t} + 2~)d~ 

.~ 

einsetzt, so k5nnte man hotfen, durch geeignete anderweitige Wahl  yon ~p(~)fiir 

den Fall des Ellipsoids eine brauchbarere Versch~rfung des Minkowskischen Satzes 

zu finden, als sie durch (IO) gegeben wird. Um eine giinstige obere Absch~itzung 

yon V zu bekommen, muss man bei festem Werte von ~p(o)eine giinstige un~ere 

Absch~tzung fiir die Summe der Mittelwerte tier GrSssen ~p(~)e-'2~ angeben. 

Da diese abet wieder yon den Gitterpunkten [ abh~ngen, so wird man sich mit dem 

Mittelwert yon ~p(~) allein als Minorante begniigen. Da ferner in der Bedingung 

bc > o auch die Gitterpunkte auf~reten, so wird man sie durch die schitrfere, 

aber bequemer zu benutzende ersetzen, dass die Function 

a ]  

im ganzen ~)-Raum ~ (und nicht nur in seinen Gi~terpunkten l) nicht-negativ 

ist. Bedeutet r die obere Schranke der Werte f * ( ~ ) d r "  : fl~p(o)d~, fiir die Menge 
. 2  . ]  

aller derjenigen im Ellipsoid ff stetigen Functionen ~p(~), fiir welche die durch 

(I5) definierte Function h(~) ira gunzen ~)-R~um nieht-negativ ist, so ist naeh (I4) 

V__< a ~ .  

Es zeigt sich nun, dass a = 2  -'~ ist; man erh~ilt also auf diesem Wege keine 

Versch~rfung des Minkowskischen Satzes. Da aber die zur L5sung des Extremal- 

problems fiihrenden Dberlegungen an sich ein gewisses Interesse besitzen und 

das Resultat  Anwendungen auf die Theorie der ganzen Functionen gestattet, so 

mSge der Beweis der-Gleichung a = 2 -n hier mitgeteilt werden. 
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I) Da jedes Ellipsoid durch eine affine Transformation in die Einheitskugel 

151 = I verwandel t  werden kann, so darf man ohne Beschr~tnkung der Allge- 

meinheit voraussetzen, dass ~ diese Kugel ist. Ferner bleibt (i5) richtig, wenn 

darin h(t)) und *p($) durch ihre Mittelwerte auf den zum Nullpunkt concentrischen 

Kugeln ersetzt werden, und dabei behiilt auch der Ausdruck ['~p(~)d~: /'~p(o)d~ 
. 1  . 1  

seinen Wert. Folglich darf man fiir die L5sung des Extremalproblems voraus- 

setzen, dass ~O(~) Rotationssymmetrie in bezug auf den Nullpunl~ besitzt, also 

im wesentlichen nur yon einer Variabeln abhi~ngt. ~Nach (I5) isg dann auch h(t)) 

rotationssymmetrisch. Wegen der Voraussetzung h(~))~> o wird umgekehrt  auch 

die stetige Function ~p(~) durch das Fouriersche Integral  

= ( 
f 

dargesteUt. Normiert man noch 

h(o) = $, 

so ist 

und man hal  zu beweisen, dass fiir die Menge aller in der Form (I5)dar-  

stellbaren rotationssymmetrischen nicht-negativen Functionen h(t))das Integral  

f h(t))dt~ unter der Nebenbedingung h (o )=  I die untere Sehranke ~ = V - l a  -1  ~ 

= 2 n : F besitzt. 

2) Es soil jetzt gezeigt werden, dass fiir eine geeignete zuliissige Function 

h(t)) die untere Sehranke ~ wirklieh angenommen wird. Es sei ~k(~) eine l~ini- 

malfolge, also ~k rotationssymmetris~h und stetig, ~ o iiberall ausserhalb yon ~, 

f __ ". 
( I7 )  ~k(~)e 2~'~"d~ == hk(t)) 

nicht-negativ in ~, h~:(o)= I und 

40--34686. Aeta mathefaatiea. 65. Imprim6 ]-e l avril 1935, 
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I s t  M die obere Sehranke der l inken Seite yon (I8), so ist nach (I5) 

9) I I - i .  

VermSge (I 7) ist hk(t)) eine ganze Funct ion der complexen Variabeln t )=  (y~, . . . ,  y~), 

fiir die wegen (i9) die Ungle ichung 

, . I  

gilt. Die Folge der hk(t}) is~ daher  gleichm~ssig beschr~tnkt in jedem endlichen 

Teile des complexen t3-Raumes. Nach dem Hiiufungstel lenprincip darf  man dann 

voraussetzen, dass die Folge hk(t)) in jedem endlichen Teile des complexen t}- 

Raumes  gleichm~ssig gegen eine Grenzfunct ion h(t))convergier$. Es ist auch 

h(t}) nicht-negativ fiir reelle t), ro ta t ionssymmetr isch in bezug auf t ) = o  und 

h(o) = I. Bedeute t  ferner  ~ '  i rgend einen endlichen Tell des reellen t)-Raumes, 

so ist nach (I8) 

f hk(~))dl) ~ -- ( hk(t))dl) --~ ~ 

und anderersei ts  

also 

(2o) f h(t))d~ <-- ~. 

Um yon der Funct ion h(t)) nachzuweisen, dass sie in der F o r e  (15) darge- 

stellt  werden kann, bride man die durch (I6) definierte Funct ion  ~p(~) der reellen 

Variabeln  ~. Es soil gezeigt werden, dass sie fiberall ausserhalb der Einheits- 

kugel  verschwindet .  

Es sei ~ ein Punk t  ausserhalb yon ~. Man w/s n positive Zahlen ~t, . . . ,  ~,~ 

so klein, dass auch noch jeder  Punk t  t des Rechtflachs xk < tk < xk + ~k (k =- 1 . . . .  , ~) 

liegt. Da alle ~Pk(~) im ganzen -~ussern von ~ verschwinden, ausserhalb yon 

so ist nach (I6) 

f hk(t))e2"~:~d~ = o, 
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und hieraus folgt dureh Integration fiber dus Rechtflach 

f f i e  2zi~ryr- I (2I) hk(t)) e2"i~ . ~ dr) = o. 
2 zz yr 

3t r = l  

315 

Da nun in jedem endlichen Teil yon ~ die Folge hk(t)) gleichm~ssig gegen h(t)) 

strebt, so iiefert (21) in Yerbindung mit (18), dass auch 

f n e 2nir I 
2 ~yr  r~l 

ist, und hieraus erhi~lt man durch Differentiation nach ~ , . . . ,  ~,~ die Gleichung 

.'R 

also dus behauptete Verschwinden der durch (16) definierten Function ~p(~) aus- 

serhalb yon ~. 

Als unalytische Function hat nun h(t)) Ableitungen aller Ordnung; nach dem 

Fourierschen Satz gilt also auch die Darstellung (15) fiir h(t)). Daher ist h(t)) 

eine zuli~ssige Function, und man hat nach (2o) in der Tat die Gleichung 

(22) f h(~))d~) : z. 

3) Die gefundene Extremalfunction h(t)) ist ganz und rotationssymmetrisch, 

also eine gerade ganze Function yon ]/y~ + . . .  + y~ = z allein. Setzt man 

h(~) = f(z), 

so ist f (o ) -~  I und f (z)>--o fiir reelle z. Alle etwaigen reellen Nullstellen yon 

f (z)  haben demnach gerade Ordnung. Es wird bewiesen werden, dass f ( z ) k e i n e  

nicht-reelle Nullstelle besitzt. Daraus folgt dann, dass h(t)) das Quadrat einer gan- 

zen Function ist. 

Wiire /~, also uuch --/~, eine rein imugini~re Nullstelle yon f(z) ,  so be- 

trachte man die ganze Function 
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Fiir diese wgr~ f~(o)~-I ,  f ~ ( z ) ~  o auf der reellen Achse, 

fy; (I, I)dt) < . f f ( I  ~ I)d~ = ",:, 

und dies w~re ein Widersprueh, wenn man noeh zeigen kann, dass aueh f l ( z ) i n  

der Form (I5) darstellbar w~re. Zu diesem Zweeke hat man wieder nur naeh- 

zuweisen, dass die Function 

f h ( ~ )  e ~ ; ~ d ~  ~,(~) (~3) C, ; H ~  = 
9t 

fiberall ausserhalb ~ versehwindet. Integriert  man (23) zweimal fiber jede Coor- 

dinate, so entsteht die Gleichung 

(24) f 
91 

h(t)) _ ,.~,.~,~ l~i [sin ~ r y ~  ~ dl) 

--;~ --r 

+ t ) I I ( ~ , -  It, I)dt , . . .  dtn. 

An Stelle des Integrals K auf der linken Seite werde das Integral K ( Y )  

mit den Grenzen y ~ =  + nY,  Y2-~ +-- Y, Ya= +-- Y, . . . ,  Y~= "• Y betrach~et, 

das ffir Y--* Qr gegeu K convergiert. Naeh dem Sa~z yon Cauehy darf man die 

Integrationsstrecke -- n Y--< yj ~< + n Y durch den Halbkreis Yl -~ n Ye  ~ (ev :> ~ >-- o) 

ersetzen. In dem so abge~nderten Integrationsgebiet ist nach (I5), ( I6)und (22) 

(25) [ h(t~) [ ~ ~ - f  e 2n~l(t~) d ~  <-- ~, V e  2''rI(!l') . 

I~1~-~ 

Wegen der Rotationssymmetrie genfigt es, das Verschwinden yon ~0~(~) ffir x~. > I, 

x ~ o , x  3 : o , . . . , x . : o  zu beweisen. Es ist aber nuch (25) ffir Y--~ Gr 

K ( Y )  0 ) 3 e - - 2 r ~ ( z l - ~ l = l ) I ( y l ) d , t g .  , 

und die reehte Seite strebt gegen o, wenn die positive Zahl ~1 ~ x l -  I gew~hlt 

wird. Uuter dieser Bedinguug verschwindet also die rechte Seite yon (24). Differen- 
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tiiert man sie zweimal nach jeder der Variabeln ~1, . . . ,  gn und li~sst dann diese 

gegen o convergieren, so folgt die Behauptung. 

Eine rein imagin~re l~ullstelle yon f(z) exist[err daher nicht. Besgsse an- 

dererseits f(z) eine bTullstelie ~ = ~ + iv mit ~V =? o, so w~re, da.f(z) gera.de und 

~uf tier reeiIen Achse reel[ [st, auch + ~ + i~ eine Nullsteile. Die ganze Function 

Z2 ~2 

= 

22 

wo ~ die zu ~ conjugiert complexe Zahl ~ -  i v bedeutet, [st dann I fiir z = o 

und nicht-negativ fiir reelle z. Die Darstellbarkeit yon f~(z) in  der Form (I5) 

folgt auf dieselbe Weise wie oben die yon f~(z). Da nun aber ffir reelles z 4 = o 

die Ungleichung 

I ir ! = I - z  ~ I + 

gilt, so folgte 

+ [ ~ <  : - - z  + + 

f f~(i~[)dt) < f f(l~)l)d~)= ~, 

also ein Widerspruch gegen die Extremaleigensehaft yon h(t)). 

Daher [st wirklich, wie behauptet wurde, h(~) das Quadrat einer ganzen 

Function p(t)). Wegen h(o)-~ i 

zul~ssig. 

4) Aus der Convergenz yon 

[st p ( o ) =  + I und die blormierung p(o)---- I 

ergibt sich nach dem yon Plancherel in allgemeinster Form bewiesenen Fourier- 

schen Satz, dass das Integral  
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fiir fasg alle ~ convergiert und eine quadratisch integrierbare Function Z(~) dar- 

stellt, die der Gleichung 

flx(~)l dr f (27) " = Ip(~)l 'd,~ 

und fiir fast alle t} der Gleichung 

geniigt. Es soll gezeigt werden, dass Z(~) fast iibera/1 im ~ussern der Kugel 

I~l -< i verschwindet. Zu diesem Zweeke sind einige der zum Plancherelschen 
2 

Satz fiihrenden l~berlegungen im vorliegenden Fall anzuwenden. 

Es sei o < r < R  und 

f p(tl)e2'~i~.~dt} = 99(5, r, R). 
r~] t j l<:R 

Da p(tl) analytisch ist, so gilt fiir reelle t) umgekehrt 

und ferner 

(o 

f I~(~, r, R)l'd~=flp(U)l'd,. 

(r< I'1 < R) 
(1'1 < r oder I'1 > ~) 

Da das letzte Integral fiir r--~ ~ den Grenzwert o hat, so folgt in iiblicher 

Weise die Existenz einer monoton gegen ~ wachsenden Zahlfolge rk yon der 

Art, dass die Functionenfolge 

(29) fp(,)e2='~'d, = Zk(~)  (k = I, 2 , . . . )  
/ 

I~1 -< rk 

fast iiberall im ~-Raum gegea eine Function ~(~) convergiert, und zwar ist dies 

gerade die oben im Wortlaut  des Plancherelschen Satzes auftretende Function. 

Aus (29) bilde man die zu (24) analoge Gleichung 
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(3o) f ~ (sin p ( ~ ) ~  I I  ~ 7~7~ ! d~ = 
i~i-<rk 

+~ +~n 

+ t)II (g~--lt, l )dt , . . ,  t i t , .  

Setzt  man zur Abkiirzung r~. - -  (y~ + "" + Y,O= :Y , so ha t  man  bei fes ten y~ . . . .  , y~ 

fiber y~ yon - -  Y bis § Y zu integrieren.  Nach  dem Satze yon Cauchy kann 

man star t  dessen fiber den Halbkre is  Y l - ~  Ye~~ z ~ "~ ~ o) integrieren.  Da nun  

nach (25) im "Integrat ionsgebiet  die Ungle ichung 

gilt,  so kann  m~n fiir wachseades /c das In tegra l  auf  der l inken Seite yon (30) 

durch  

o( f f H=(, + <-l , f . . dv,,) 
y=+~ . . . + y ~ r ~  0 

majoris ieren.  Wegen  der Rota t ionssymmetr ie  yon p(t)), Z(~.), Zk(~) geniigt  es, das 

behaupte te  Verschwinden yon Z(~) ffir I gl > !- un te r  der speciellen Anuahme 
2 

I 
xl > 2 '  x~ = o, x~ ~ o . . . .  , x~ = o nachzuweisen. W g h l t  man  nun die positive 

I 
Zahl ~1 ~ x l - - '  so s t rebt  der Ausdruck in (3 I) mit  wachsendem k gegen o, 

2 

und dasselbe gil t  also ffir die rechte  Seite yon (3o). Da nun anderersei ts  g~(~) 

im Mittel  gegen Z(~) convergiert ,  so folgt  mit  t t i l fe  der  Schwarzsehen Ungle ichung  

die Beziehung 

+ ~  +~n 

f ( " . . .  z(~ + t) H ( N , - - I L I ) d t ,  . . .  d t ~ - ~ o  

und hieraus durch zweimalige Different ia t ion nach jeder  Variabeln ~1 . . . . .  ~,~, 

dass Z(~) fas t  fiberal[ ausserhalb der Kugel  I ~ 1 ~  I verschwindet .  
2 
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m . .  

(32) 

und naeh (28) fast iiberall 

(33) 

Carl Ludwig Siegel. 

= 9(~), so ist ~lso nach (26)und  (27) 

p(t)) = 2-,' f 9 ( ~ ) e - ~ d ~ .  

Da p(t)) analytisch ist, so gilt  die letzte Gleichung sogar iiberall, und es gilt 

speciell wegen p ( o ) ~  I die Formel 

(34) f qp(~)d~ = 2". 
, J  

5) Nach der Schwarzschen Ungleichnng ist 

v f 

wo das Gleichheitszeichen nur dann steht, wenn 9(~) fast fiberall in ~ constant 

ist. Aus (32) und (34) folgt also wegen der Bedeutung yon v das Resultat  ~ 2" : V, 
wie friiher behauptet  worden war. Ferner ist q~(~) fas~ iiberall ill ~ constant, 

und zwar ist dieser constante Wert  wegen (34) gleieh 2 n : V .  Nach (33) ist daher 

oder, wie eine einfache Umformung zeigt, nach (9) 

p ( ~ )  = B , ,  ( ~ z )  
2 

h(,) = B,~ (~z). 
2 

(z ~ = y~, + . . .  + u ~ ) ,  

Damit  ist das Variationsproblem gelSst. Es hat  sich genau eine rotationssym- 

metrische Extremalfunction ergeben. Wegen der unr 3) abgeleiteten Eigen- 

schaften ist zugleich ohne Benutzung der Differentialgleichung oder expliciter 
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Darstellungen die Realit~t siimflicher Nullstellen der Besselschen Functionen 

~(x)  bewiesen. Dieser Realit~tsbeweis scheint aber nicht auf ~llgemeinere Clas- 
2 

sen yon Functionen iibertragbar zu sein. 

w 4. Anwendungen auf  die Theorie der ganzen Functionen. 

Die im vorigen Paragraphen betrachteten Functionen h(t)) waren rotations- 

symmetrisch, in der Form 

(35) h(~) = f ~(~)e- ~:~'  d~ 
~ t  

darstellbar, fiir reelle t) nicht-negativ und lieferten ein convergentes Integral 

f h(t))dt). Setzt man wieder y~ + . . .  +yn~=Z ~ und h(t~) = f ( z ) ,  so ist f(~) eine gerade 

~o 

ganze Function, auf der reellen Achse f ( z )  ~ o und das Integral ff(x)x"-idx = 

0 

n-V h(t~)dt) convergent. Aus (35) folgt 

(36) = H)  

Es soll nun gezeigt werden, dass (36) auch hinreichend ist, damit eine gerade 

Function f(z) ,  fiir welehe das reel1 erstreck~e Integral f [ f ( x ) l x " - I d x  ganze 
i /  
0 

convergiert, in der Form (35) dargestellt werden kann. 

k u f  grund d e s  Fourierschen Satzes geniigt es zu beweisen, dass die durch 

die Gleichung 

' ,  2 f (z)e~,,~ dt) : ~(~) (z ~ -~ y~ q- . . . .  + y,) 

definierte Function ~p(~) fiir 151 > ~  verschwindet. Dies folgt wie das Ent- 

sprechende fiir ~1(~) in w 3 unter  3), falls nur  die Abschatzung 

(37) f ( z )  = 0 (e 2 €  " " " + (iy,,)~) 

4 1 - - 3 4 6 8 6 .  Acta mathematica. 65. I m p r l m 6  le  1 a v r i l  1935.  

(~ - - -~  Or 
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bewiesen werden kann. Wegen der fiir jedes complexe a giiltigen Gleichung 

l a l ' = R ( ~  ~ )+2( Ia )  ~ und der  Ungleichung I z l ~ _  < l y ~ l " + . . . + l y ~ [ "  is~ (37)be- 

wiesen, sowie man die Giiltigkeit der schi~rferen Abschi~tzung 

gezeigt hat. Es sei nun 

0 

Dann ist nach (36) auch die ganze Function g(z) = O(e2~]=l); ferner ist g(z) wegen 
oo 

der Convergenz yon I [ f ( x ) ] x ' - l d x  auf der ganzen reellen Achse beschriinkt. 
! 

0 

Nach einer bekannten zuerst yon Linde15f und Phragm6n benutzten Schluss- 

weise folgt daraus g(z)-~ O(e 2~ I r(~)l). Da abet f ( z ) z  "-1 --= D(z"-Ig(z))  ist, so liefert 

tier Cauchysche Satz die Behauptung (38). 

Die Voraussetzung (36) kann noeh dutch die schwi~chere ersetzt werden, 

dass fiir .~edes q > 2zr die Beziehung 

f ( z )  = O(er I=,) (z ----) ~ ) 

gilt. Nach dem oben Bewiesenen verschwindet dann niimlich die Function 

f . . . . . . .  

fur I~l> I, also auch ~p({) selbst. 

Beachtet man jetzt noch, dass die Function f ( z ) + f ( - - z )  auch fiir nicht- 

gerades f ( z )  gerade ist, so li~sst sich das Resultat yon w 3 folgendermassen for- 

mulieren: 

Es sei f ( z )  ganz, reell fiir reelles z, f ( o ) =  I u n d  fiir jedes q > I 

f ( z )  = 0 (e~ '~') (z ~ ~ ). 
Ist dann 

(39) ff(~)l~l~-ldx_< ~r(~)r  (~ + I), 
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so hat  f (s)  eine reelle Nullstelle, und zwar yon ungerader Ordnung, wenn nieht 

f(z) die specielle Function 7 ist. In  dieser A ussage kann die rechte Seite 

yon (39) durch keine grSssere Zahl ersetzt werden. 

Fiir die Pglle n = I, 2, 3 erhi~lt man speciell: Es sei f(z) ganz, nicht-negativ 

fiir reelles z, f ( o ) =  i und f(z)~ O(e ,~ fiir jedes Q > r. Dann ist 

+ ~ + oo + oo 

f,~(.,~.>_~, ff(~)ixid.>_i6, ff(..)x'd.>-24~., 
und hierln steht das Gleichheitszeichen nur fiir die speciellen Functionen 

f(z)  = (sin z)~: ( z )  ~. f(z)--(2I,(~))2:(z)i, 

( f(z)= 3sinZ- 32z cos2 : . 
2 

Endlich ist in den lJberlegungen dieses Paragraphen noch folgender 

Satz enthalten: Ist  f(z) ganz, = O(e ~1~1) fiir jedes positive ~ und das Integral 

flf( x) l d x  convergent, so verschwindet f(z) identiseh.  

T 


