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SUR I'FS EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES
ET LA GENERALISATION DU PROBLEME DE DIRICHLET.

(Extrait d’une lettre de M. Emile Picard & M. Mittag-Leffler.)

Mon cher ami.

Je suis revenu dans mon cours, au printemps de 1899, sur mes an-
ciennes recherches relatives A l'intégration des  équations linéaires aux dé-
rivées partielles du type elliptique au moyen des valeurs données de
I'intégrale sur un contour fermé, et j'ai publié un résumé trés succinct de
ces lecons dans les Comptes Rendus de 1’académie des Sciences (19
juin 1899 et 19 février 1900). Mon principal objet dans ces lecons
était de bien mettre en évidence les hypothéses nécessaires pour la complete
rigueur des raisonnements. Le premier probléeme fondamental est, comme
vous vous le rappelez, l'intégration de I'équation

%y . % du u
@ ;;+@;——w5§+b@+cu

quand on se donne les valeurs de I'intégrale supposée continue sur un
contour suffisamment petit, contour que je supposerai réguliérement analytique.
Si on suppose seulement relativement aux fonctions a, b, ¢ de % et y,
qu’elles sont continues ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre
dans la région considérée du plan, il est nécessaire pour la complete
rigueur des raisonnements tels que je les ai présentés dans mon mémoire
du Journal de mathématiques en 1890, de supposer que la succession
des valeurs donndes sur le contour admet des dérivées des trois premiers

ordres; c’est ce que jai indiqué dans la premicre des notes citées ci dessus,
Acta mathematica. 25. Imprimé le 20 juin 1901, 16
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et ce qui se trouve développé dans un petit mémoire inséré dans le premier
fascicule du Journal de mathématiques (1900). Aussi je ne m'occu-
perai pas de ce cas, et je vais me placer ici dans le cas ol les coefficients
a,b,c sont des fonctions analytiques réelles des deux variables réelles x
et y. Cest un cas que j’ai déja examiné dans un mémoire du Journal
de I’Ecole Polytechnique en 1890, et je mne vais d’abord que reprendre,
avec plus de détails, la méthode que j’ai suivie alors et qui m’a permis
notamment de démontrer ce résultat intéressant que foutes les intégrales
de Uéquation (L) sont analytiques. Une des conclusions, auxquelles j'arriverai
encore, relativement aux valeurs données sur le contour, est que l'on peut
supposer seulement pour traiter le probléme proposé que leur ensemble
forme wunme fonction continue. J’ajouterai aussi une remarque importante
concernant une méthode de prolongement dont je me suis occupé & deux
reprises différentes (Journal de mathématiques, 1896 et 1898). J'ai
donné un résumé de cette étude dans les Comptes-Rendus (23 avril, 1900).

1. Considérons d’abord 1'équation
3%

3%
(1) 2 T oy =9, 0),

en supposant que ¢(x,y) soit une fonction analytique de z et y. On
la développe en série trigonométrique, en posant

z=1rcosb, y=rsnb,
et on a ainsi

ez, y) = i_:o (@, cosvl + b, sin vf).

Les coefficients a, et b, sont des séries ordonnées suivant les puissances
croissantes de r, commencant par un terme en #*; d’ailleurs dans ces séries
les exposants des puissances de » sont de méme parité. Soit donc

r\’ 7* rm
a, = <.l_3) [aOV —l—-al,,E;-I— +am,m+ ]

Placons-nous un moment & un point de vue purement formel, c’est a dire
ne mnous préoccupons pas de la question de convergence, et cherchons
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Vintégrale de l'équation (1), continue dans le cercle de rayon R, et s’an-
nulant sur la circonférence. En posant

u(x, y) = Z:o (p, cosvl + g, sinvd),

p, sera déterminé par I'équation

d*p, 1dp, 11’_‘

— —— —— =“
dr? r dr 'rzp” v

avec la condition que p, soit finie pour r = o, et s’annule pour r = R.
La valeur de p, se trouve par un calcul facile, et on obtient

" a 1, » R
— ¥ » - v41 v+1
2vp, = ,nf_..ry_l dy__wfa,r dr + Rf—vaa,r dr.
‘ 0 0
B

En remplacant @, par sa valeur, on trouve de suite

me=oo

—p e ) LS
p, =B R’ Z Fm, <R2”'+2 ! (zm + 2)2m + 2v + 2)

m=0

et cette formule subsiste pour v = o.

2. Ces préliminaires posés, envisageons 1'équation
3

*U | *U du ou
o Top = Y 105

(E) + cu
olt a,b,c sont des fonctions analytiques de z et y.

Voict tout d’abord quelques remarques immédiates sur les développe-
ments de a,0,c¢. Daprés la définition méme que nous donnons des
fonctions analytiques réelles de deux variables réelles z et y, nous aurons
certainement pour le développement de a(x, y) en série trigonométrique

y=c

a= 2 (P, cosvf 4 @, sinvf)

v=0Q
ou P, et ¢, sont des séries de la forme

P =ra,+a,r*+ ...+ a, 7" +...]
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et si Yon pose 4,,=|a,,| la série
Zr[d,, + A, A ]

est convergente pour r assez petit, soit pour r < p. Il en résulte d’abord
que le produit

v4-2m

A,y p

est moindre qu'un nombre fixe. Herivons alors P, sous la forme

P (1) () ot o ()

Or donnons un nombre e compris entre zéro et un, et qui va rester fixe
. . B . .
dans toute la suite des calculs. Si n est assez petit, on aura pour toutes

valeurs de m et v

T\ s?u R?m 62"‘.
<t o () <
(p> <ogro & ) “@m+n

11 suffira évidemment que
E g?
—_— < J—
p

EIR4

(m + 1y
pour toute valeur de l'entier positif m, ce qui entraine

R e?
Ak

Par suite, en représentant P, par l'expression

N\ ,r2 ,r‘lm
(2) P,, = (E) [Po,y +p1,v'R'§ + ov + pm‘,vﬁﬂ; + .
on aura
e‘zm €2v
(3) |.p7n,v| < H' (m + 1)3 .(V + 1)8

H étant un nombre fixe, c’est & dire indépendant de m , v et . Nous
_supposons donc, comme il est permis d'aprés ce qui précéde, que dans le
développement trigonométrique de la fonction a(z,y), les coefficients
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P, et ¢, soient réprésentés par des développements de la forme (2) avec
les conditions (3).

3. Revenons maintenant & 1'équation (E) et supposons que u soit

une fonction de % et y susceptible d’étre mise sous la forme

u = 2.a, cosy0 -+ b,sin v

r\¥ r? rim
a, = (7?) [ao’,‘,"‘l— aI’VEE + ...+ am,,m + .. g

et supposons d’abord que l'on ait

Keim
I a,,,,.,l < m ’

K étant un nombre fixe indépendant de m, v et R, et ¢ étant toujours

le nombre inférieur & wn considéré plus haut.
Cherchons quelle sera la forme du second membre de 1’équation (E).

En faisant le calcul de g-:—', on trouve facilement comme coefficient de

cos v§ provenant de la partie 2a, cosyy

y2m—2 ]
2a1,v—1 + L + 27nam,v—1 W + o )

N\ I ,,.2 7.21;1
(E) X o5 X |+ 2000175 <t 2 e

7.‘Zm
-+ 2(” -+ I)(“o,u+1 + ...+ am,y-i—lﬁ

")J

et une expression analogue pour la seconde partie.
Eerivons

g—; = 2.(4, cosyf + B, sinpf).

Il résulte des développements précédents que l'on a pour 4, et B, des
développements de la forme

(f%)y[ﬂo,u + ... +ﬂm,v% + .. ]
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avec des inégalités de la forme

K @(m+ I) a2m
el < B e

6 étant un nombre fixe, indépendant de m, v, K et R.
Il faut maintenant former le produit
ou
a.__.
oz
et avoir ume limite des coefficients de cosvf et sinvf dans ce produit.
C’est ce que l'on obtiendra, en mettant d’abord a part le facteur in-
dépendant de v ‘

Kgg[r—{—z st ..+ (m4 1)l Rzm-{—...]

8 7. 62 m ,,.‘2 m ]

X[1+ 55+ + g +

et faisant le produit

=2 A _ A= 2
(a) [; Y i % (E) cos Aﬁ] X [; T+ _;_ 5 (I—:) oS M]

et les produits amalogues. Or dans le produit précédent, il est facile de
trouver le coefficient de cosyf. Ce coefficient provient de termes de diffé-
rentes natures. Tout d’abord en multipliant

I

s 24 )
v+ h 41 (%) cos(p + 1) par - (%) cos hi

th+ 1)

on a un terme en cosyf, et la somme de ces termes a pour coefficient

(R) )3 v+ h +1°(h —e:hl)z (i)?h'

En second lieu, on aura encore un terme en cosvd, en multipliant

1 g2(v+h)

r\* p\ vk
P (E) coshf par CT R (E) cos{y + h)8,
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et la somme de ces termes a pour coefficients

1 /r\Y , & g2t r\?

5<E> € ,Z,b A+ 1 0+ h+ 1)3'<E> :
On a encore deux autres types de terme en cosyf; le premier provient de
la multiplication de

1 g\ v—h . g% PR
P <7\,—> cos (v —h)# par T (]—\,) cos hé, (0<h<y)
ce qui donne un coefficient
I L v § I e?h .
2’ <1{,> 'h=0v~—lb + 1 (h+ D%’
et de la méme fagon, le produit provenant de la multiplication de

82(;4 —n)

A v—h
e () s oS () esb—0e =iy

conduit au coefficient

I /r\ X 1 S
5'(E> ‘%h 10—k + D
On voit alors immédiatement, d’aprés la forme de ces termes, que le
produit (a) étant mis sous la forme
2.8, cosvl + T, sinpd
ou S, et T, ont la forme
(1>”[SO, 8 e Iy J
R i R
on aura H am
|8l < s 157
H' étant une constante purement numérique indépendante de m et v.
Donc enfin dans ‘
2’1&
ox

c1s (Y i .
le coefficient de coswf sera égal a <ﬁ) multiplié par une série ordonnée

r

suivant les puissances croissantes de Tk désignons ce coefficient par

(4) _ <TZ>“[T°“+...—};7‘WIV%+...].
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2m
La valeur absolue de 7,, sera moindre que le coefficient de (%)
dans le produit

KHH'O
Ry + 1)

-2 2m 7
l‘1+2sg%ﬁ—2+...+(m+ I)s?"'%m J
et ¢t . g2m p2m 2

On en conclut facilement que

KHH'H"(m + 1) ,,
(5) ITmV| < R(U + I) 3 ’

I’ étant encore un nombre fixe.

Dans le second membre de Uéquation (B) développé en série trigono-
mélrique, nous pouvons donc dire que les coefficients de cosy@ et sinvl sont
de la forme (4) avec les condilions (5).

4. En se reportant au § 1, nous avons maintenant immédiatement
I'intégrale U de I'équation (E) sannulant sur le cercle de rayon B.

En posant
U= 2p, cosvl + q,sinpd

et
/4 N p2m
pu=—15;<00u+ S +0‘\mvm+)

il suffit de se reporter au § 1 et a l'inégalité (5) pour voir que

KHH'H'H'R ,,  EgR .,

R I

» étant un nombre fixe, indépendant de m , v, K et R. Relativement a
la convergence sur le bord il n'y a aucune difficulté a cause du dénomina-
teur (v + 1)°. Nous concluons donc de la, qu'en passant des a«, rvelatifs au
développement de w, pour lesquels on avail

K

Iam.,|<(y—+7)§€?m

aux 6 qui se rapportent & U, il suffit de remplacer K par KyR.
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5. Reprenons les calculs du § 3, en supposant que l'on aif
|| < Ke™,

K étant un nombre fixe. En suivant le développement du caleul et
employant les mémes notations, on aura tout d’abord

K.0.(m+ 1)+ 1)egm
IﬁWI < R )

Le produit (a) sera remplacé ici par
A=

[S:(l—ijl*)s (%)Acos)w] X [ho (A + 1)(%)%0“0]

et I'on aura
H.(v +1)e¥m

lva'< (m + I)’

u . . . . .
Enfin a étant mis sous la forme trigonométrique, les coefficients de

cosyf et sinpyf seront de la forme

<—1—2—)v[)‘0v+ +7mv%.+ ]’

avec les inégalités

K.HH'H"
< 4 D0t 1) o

Si on passe enfin a U, on aura:
S 2
|6 ] < K.yR.™,

7 étant une quantité fixe, indépendante de m , v, K et R.
6. Nous pouvons maintenant effectuer l'intégration de 1'équation
' 3% u u
—a-w—g +a—yg:aa—£+bg'y—+c’u

en procédant par approximations successives.
Acte: mothematicn. 25. Imprimé le 22 juin 1901. 17
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Nous formons, suivant la méthode dont je fais constamment usage,
les équations

Ay, =0,
2u ou
Au, =a — b = cu
x =0 5. T ™ + cu,,
Un_—1 Up—1
Au, = a b cu,_.
n ™ -+ 2 + cu,

On intégre la premidre équation, avec la condition que u, prenne sur la
circonférence C de rayon R une succession continue de valeurs formant
une fonction f(#) de l'argument # ayant des dérivées continues des deux
premiers ordres, et tous les autres % s’annulent sur C. Alors

u, = 2.a, cosyf -+ b, sin v

=G4 =)

ot 4, et B, sont les intégrales classiques de FoURIER relatives a la fonc-
tion f(6). On a done, d’aprés les hypothéses faites sur 7(6),
K

IA,I<m, IByI<

_K
v+ D’

K étant fixe. Par suite, avec nos notations de plus haut, nous pouvons
écrire
r

14 pIm
ag_—::(—E) aoy-l-...—l-am,uﬁ—l—...:l,

tous les a étant nuls sauf le premier, et on a

Keom

b < Gy

Si alors on inttgre la seconde équation avec la condition que u, soit nul

sur le bord, on aura en posant, comme plus haut,
Uy = Z(pV cos vl + ¢, sin vb)
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ou p, et g, sont de la forme
Y p2m
ﬁ[ao,+...+am,,ﬁ+...]

avec les inégalités
K.9R
v+ 1

[0 ] < g™
En passant de w, & wu,, on aura de méme des coefficients ayant pour
limites supérieures de leurs valeurs absolues
K.(»R)* o
v+ )
et pour u,

K(VR)_’_I: 2m
v+

La convergence de la série
U=wu, +u,+ ...+ u,+ ...

est alors manifeste si R est asses petit pour que pR<1. On voit aussi
immédiatement que les séries dérivées premidres et secondes des fonctions
Uy y Uy y ooy Uy o convexi'gent a lUintérieur de C, et il en résulte que la
fonction U satisfait a I'équation

U U

De la résulte aussi que I'intégrale U est une fonction analytique de z et
y; toubt ceci reproduit simplement, mais en préecisant davantage et en
entrant plus dans le détail de la formation des termes, la démonstration
que nous avons donnée autrefois (Journal de 1’Ecole Polytechnique,
1890) de ce théoréme: Toute intégrale U de I'équation précédente, bien dé-
terminée et continue dans ume certaine région ainsi que ses dérivées des deux
premiers ordres, est ume fonction analytique.

7. Approfondissons davantage encore les propriétés de l'intégrale U
prenant sur la circonférence C de rayon assez petit les valeurs £(6).
Nous allons montrer que dans toute aire intérieure aw cercle C, les valewrs
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absolues des dérivées premiéres et secondes de U sont limitées en fonction de
la valeur absolue maxima de f(6). Nous utiliserons a -cet effet les ré-
sultats obtenus au § 5. Nous avons, pour u,, avec les notations du pa-
ragraphe précédent

lo,,|<2M.e™ (M= maximum de |f(6)))

car 4, et B, ont des valeurs absolues inférieures a 2M.
Done, en passant de u, a «,, on a

Ol <2M.nR.&™
| O, 7

et ainsi de suite. Il est alors facile d’avoir une limite supérieure des
dérivées premiéres et secondes de w pour

r<R.%

# étant un nombre fixe d’ailleurs quelconque inférieur & wun. Les séries
formées avec les valeurs absolues de ces dérivées seront manifestement,
dans l'hypotheése toujours supposée nR < 1, limitées en fonction de M,
c'est bien le théoréme que nous voulions établir. Donc dans une aire I
intérieure A C, nous avons les valeurs absolues des dérivées premiéres et
secondes de U inférieures a A. M, A étant un nombre indépendant de £(4).
I’intégrale U est limitée aussi en valeur absolue en fonction de M dans
le cercle C tout entier, et non pas seulement comme ses dérivées dans une
aire intérieure & C. Pour le montrer, nous n’avons qu’a remarquer que
si R est assez petit, on peut avoir une intégrale z de ’équation restant
toujours positive, et différente de zéro a lintérieur de la circonférence C
et sur la circonférence méme. Si l'on pose alors

U=2V,
on aura pour V une équation de la forme

3V 14
AV= ala + bla—y—

b

mais nous savons quune intégrale de cette équation ne peut avoir dans
C ni maximum ni minimum; par suite dans C

|Vl< M,
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M, désignant le maximum de la valeur absolue de ¥V sur la circonférence

C. Or

done si m désigne le minimum de |z| sur C, on a
M
M <-—
m
et, par suite, dans C,

|U|<7%z<;gm1

m, désignant le maximum de |z| dans C. Il résulte donc de la que Uon a
|Ul<p.M, (dans C)

p étant un nombre fize, indépendant de la fonction f(0).

8. Nous avons précédemment (§ 6) effectué 1'intégration de 1'équation

'u | u du

(E) @"“W:“a*‘b;;‘l"m
pour un cercle ' de rayon suffisamment petit, & l'aide des valeurs données
f(8) sur la circonférence, en supposant que f(#) ait des dérivées des deux
premiers ordres.

Prenons maintenant une fonction continue périodique quelconque ()
de période 27, et proposons nous d’effectuer l'intégration dans, ce cas.

On sait que la fonction f(6) peut étre développée en une série

f0)=F(0)+H(0)+ ... +£(0) + ...
les f;(#) étant des suites limitées de FouURIER, et cela de telle fagon que
17:(0)] <a,
les a étant des constantes positives, et la série

a, +a,+...4+a, + ...

étant convergente.
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Nous pouvons former lintégrale de l'équation (K) prenant sur C la
valeur f,(6); désignons-la par u,(x,y). Il faut montrer que l'intégrale
de (E) prenant sur C la valeur f(#) est représentée par

U=uwu(x,y) +u@,9)+... +w,9+....
Tout d’abord cette série converge dans et sur C; en effet on a
[un (@, 9) [ < . M,
en désignant par M, la valeur absolue maxima de f,(4). Donc

I“n(x)y)l</‘°“n

et la série U est uniformément convergente dans C; de plus, elle prend
sur C la valeur f(#).

D'autre part, nous devons montrer que la fonction U satisfait & 1'équa-
tion (E). Or nous avons vu que dans une aire I' intérieure a C, on a
les dérivées premiéres et secondes de u, inférieures en valeur absolues a

A.M, et par suite a A.a,.

Done les séries formées avec les dérivées premiéres et secondes des
convergent wniformément dans I', et par suite U a des dérivées premiéres
et secondes représentées par les séries des . Nous pouvons alors, en toute
riguewr, additionner les relations en nombre infini

Uy,

+bs—y~+cun

ke’un %, MUy
2t T o = 5

et nous avons
U | U 83U 3l
gfm?'*-gy—f:ata;—l-b%;—l-cv'-

La vrecherche de Uintégrale continue de Fégquation (E) prenant des valeurs
données sur wune circonférence et par conséquent sur un contour véguliére-
ment analytique suffisamment petit est domc complétement effectuée sous la
seule condition que la succession des wvalewrs domnées soit continue.

9. Nous avons montré au § 7 que dans une aire I” intérieur au
cercle de rayon R, les dérivées premiéres et secondes de l'intégrale w
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prenant les valeurs f(#) sur la circonférence étaient limitées en fonction
du maximum M de |f(8)]|, ceci dans I'’hypothése olt f(6) avait des dé-
rivées premiére et seconde. Le méme résultat subsiste quand 7(6) est une
. fonction continue quelconque. Pour I'établir, il suffit de se reporter a la
méthode suivie (§ 8) pour traiter ce dernier cas. En effet, imaginons
qu'on se donne une série convergente a termes positifs

e+t .+t

‘Etant donnée la fonction f(#) de valeur absolue maxima M, on peut
trouver une suite limitée de Fourier F,(0) telle que ‘

|F(6)—F,(0)| < Me,
alors la série

LO)+H0)+ ... +1(0)+ ...

L0 =F(6) et f(8)=F.(0)—F,s() (n>1)
converge uniformément vers f(6), et on a
A<Mt +2),  [AO|<HMletens) @>1)

La valeur absolue de chacun des f est donc limitée en fonction de M, et
alors en suivant la méthode du § 8, il est immédiat que les dérivées
premidres et secondes de l'intégrale prenant sur la circonférence les valeurs
f(6) sont limitées en fonction de M dans une aire intériewre A la circon-
férence. :

10. Nous avons intégré, dans ce qui précéde, 1'équation (E), en
nous donnant les valeurs de l'intégrale le long d’une circonférence de
rayon suffisamment petit. La méthode suivie avec des développements en -
séries trigonométriques peut aussi étre employée si I'on a, comme contour,
deux circonférences concentriques dont les rayons différent suffisamment pew.
Les calculs sont de méme nature, quoique notablement plus compliqués
encore; nous ne les développerons pas ici. Le résultat est le méme: l'in-
tégration peut étre effectuée en supposant seulement continues les succes-
sions de valeurs données sur l'une et lautre circonférence.
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11. Dans un de mes mémoires du Journal de mathématiques
(1896) sur les équations aux dérivées partielles, jai considéré particuliere-
ment 1'équation

; ’u |, d%w u U

(D %+3§+a§£+b5_ﬂ+cu=0

dans une région ol le coefficient ¢ est négatif ou nul. Dans un contour
quelconque C régulierement analytique une intégrale continue est compléte-
ment déterminée par ses valeurs sur le bord, et jai démontré l'existence
de cette solution unique au moyen d'un procédé d’extension permettant
de passer d'une aire a une aire plus grande, procédé qui s’étend d’ailleurs
a des équations non linéaires (Journal de math. 1898). On peut ce-
pendant faire une objection & un point de la démonstration. J’admets
implicitement (voir page 301, Journal de math. 1896) la proposition
suivante: '

Etant donné un contour C, considérons ume succession de fonctions en
nombre infini
Uy, U

N

vérifiant Uéquation (1), et telles que Uon ait

|| <e, (sur C)

les e étant des constantes felles que la série e, + ... 4 ¢, + ... converge;
la série

U=wu +u,+...4+u,+...
évidemment convergente dans C, satisfera & Uéquation différentielle (I).

Aprés tout ce qui préctde, il est aisé d’établir en toute rigueur le
théoréme précédent. Considérons en effet a I'intérieur de l'aire limitée
par C un petit cercle I'; on a dans I' et sar I’

| %.] < e,

D’autre part dans une aire intérieure au cercle I', les dérivées premiéres
et secondes de w, sont limitées en fonction de ¢,; on en conclut que dans
cette aire la fonction U a des dérivées premiéres et secondes qui sont
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représentées par les séries des dérivées premicres et secondes de w. Il est
alors légitime d’additionner les relations en nombre infini

%u, %u, Uy Uy .

? + y? +a975+b9_y-+m"20
pour en tirer

U | U U 2U U

é;’—+:~)_y_’—+aa_m+bﬁ+c ©

et cefte relation est vérifiée pour tous les points a lintérieur du cercle
I" et par suite pour tous les points a lintérieur de laire limitée par C.
Toute difficulté a donc disparu.

EmiLe PicAgD.
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