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SUR I~S ]~OUATIONS LINg, AIRES AUX DJ~RIVI~ES PARTIELLES 

ET LA 6I~N]~RALISATION DU PROBL}~ME DE DIRICHLET. 

(IExtrait d ' une  lettre de ~Vl. Emi le  Picard ~ M. Mittaff-Leffler.) 

Mon cher ami. 

Je suis revenu duns mon cours, au printemps de I899, sur rues an- 
ciennes recherehes relatives it l'intdgration des 6quations lin6aires uux dd- 
riv~es partielles du ~ype elliptique au moyen des valeurs donndes de 
l'intggrale s u r u n  contour ferm6, et j'ai publi~ un rdsum6 tr~s succinct de 
ces legons duns les Comptes  R e n d u s  de l ' acaddmie  des Sciences  (I9 
juin I899 et i9 fdvrier I9oo). Mon principal objet duns ces legons 
6tait de bien mettre en dvidenee les ~hypothgses ndcessaires pour lu complete 
rigueur des ruisonnements. Le premier probl~me fondamental est, comme 
vous vous le rappelez, l'intdgration de l'6quution 

- -  oy ~ ~ x  ~y  

quund on se donne les valeurs de l'int6grale suppos6e continue sur un 
contour suffisamment petit, contour que je supposerai r4quli~rement, analytique. 
Si on suppose seulement relativement aux fonctions a ,  b, c de x et y, 
qu'elles sont continues ainsi que leurs ddrivdes partielles du premier ordre 
dans la rdgion considdr~e du plan, il est n~cessaire pour lu complSte 
rigueur des ruisonnements tels que je les ai pr6sentds duns mon mdmoire 
du J o u r n a l  de m a t h d m u t i q u e s  en I89 o, de supposer que la succession 
des valeurs donndes sur le contour admet des ddrivdes des trois premiers 
ordres; c'est ce que j'ai indiqu6 duns la premiere des notes cit6es ei dessus, 
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et ce qui se trouve developp6 dans un petit memoire ins6r6 dans le premier 
faseicule du J o u r n a l  de m a t h e m a t i q u e s  (I9oo). Aussi je ne m'oecu- 
petal pas de ee cas, et je vais me placer iei duns le cas oh les coefficients 
a ,  b,  c sont des fonctions analytiques rgelles des deux variables rgelles x 
et y. C'est un cas clue j'ai ddjg examine dans un memoire du J o u r n a l  
de l ' E c o l e  P o l y t e c h n i q u e  en I89o, et je ne vais d'abord que reprendre, 
avec plus de dgtails, la methode que j 'ai suivie alors et qui m'a permis 
notamment de demontrer ce r@sultat interessant que routes les int~grales 
de l'~quation (I) sont analytiques. Une des conclusions, auxquelles j'arriverai 
encore, relativement aux valeurs donnees sur le contour, est que l'on peut 
supposer seulement pour traiter le probl~me propose que leur ensemble 
forme une fonction continue. J'ajouterai aussi une remarque importante 
concernant une methode de prolongement dont je me suis occup6 h deux 
reprises differentes ( J o u r n a l  de m a t h e m a t i q u e s ,  I896 et I898). J 'a i  
donn6 un resum6 de cette dtude dans les C o m p t e s - R e n d u s  (23 avril, I9OO ). 

I. Considerons d'abord l 'equation 

(i) 

en supposant que ~(x ,  y) soit une fonction analytique de x et y. On 
"O~ �9 �9 la  developpe en sdrie trl~onometrlque, en posant 

et on a ainsi 

x = r cos 0, y = r sin 0, 

Les coefficients a~ et b~ sont des sdries ordonnees suivant les puissances 
croissantes de r, commengant par un terme en r~; d'ailleurs dans ces series 
les exposants des puissances de r sont de m~me parite. Soit done 

. . . .  

Pla~;ons-nous un moment h u n  point de rue purement formel, e'est ~ dire 
ne nous prdoccupons pas de la question de convergence, et cherchons 



Sur la g~n~ralisation du i)robl~me de Dirichlet. 123 

l'int6grale de l'6quation (I), continue dans le cercle de rayon R, et s'an- 
nulant sur la circonf6rence. En posant 

v) = *o (P' + q, 

p~ sera ddtermin6 par l'dquation 

d'p ,  + 1 4T, v ~ 
dv ~ r dv ~,iP~ "~-- ev 

avec l a  condition que p, soi~ finie pour r =  o, et s'annule pour r----R.  
La valeur de p~ se trouve par un calcul facile, et on o b t i e n t  

r r 

2vp.=r 7~_~dr--vf  + ~ a.r~+ldr. 
0 0 

1r 

En remplagant a~ par sa valeur, on trouve de suite 

P~ -~- ~: .  R-~7 ~ m=| am'~ \ ~(v~m+2 
~ t l = O  

I 

I (2ra + 2)(20~ + 2v + 2) 

et cette formule subsiste pour v = o. 

2. Ces pr6liminaires pos6s, envisageons l 'dquatioa 

a'U v 'U w,  b ~U 
= a - - +  + c a  

off a ,  b,  c sont des fonctions analytiques de x et y. 
Voici tout d'abord quelques remarques imm6diates sur les d6veloppe- 

ments de a ,  b,  c. I)'apr~s la d6finition m6me que nous donnons des 
fonctions analytiques r6elles de deux variables %elles x et y, nous aurons 
certainement pour le d6veloppement de a ( x ,  y) en s6rie trigonomdtrique 

F ~ e ~  

a = X (P,  cos vO + Q, s in va) 
v = O  

off P~ et Q, sont des sgries de la forme 

t ~  = r ~[~o,~ + ~,,~ r ~ + + ~ r TM + .] 
' ~ �9 r a c y  * �9 
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et si l'on pose A,,,,,, : [oc .... [ la s~rie 

~-,r'[Ao,, + -.I,,,r = + . . .  + -4,=,,# = + . . . ]  

est eoilvergeilte pour r assez petit, soit pour r <  p. 
que le produit 

.A~,, . #~+ 2,, 

I1 en r6sulte d'abord 

est moindre qu'un hombre fixe. Eerivons alors _P, sous la forme 

T v ~ v pv ~ 2 m + v l  �9 I I 

P'=  ~ 7 ~ o , , .  + . . . +  =,,p t7) t~) + . . . .  

Or donnoils uil hombre r eompris entre zdro et un, et qui va rester fixe 

dans route la suite des caleuls. Si ~ est assez petit, on aura pour'routes 
P 

valeurs de m et v 

( 7  < (~ + ')~ ~P / < ~ + ')" 

I1 suffira gvi~lemment que 
8 ~ 

/9 
(m + ~)~ 

p o u r  route valeur de l'entier positif m, ce qui entralne 

R e 2 
- - < g  �9 
P 

Par suite, en repr6sentant /gy par l'expression 

b-) t ' , =  -~ ,,, + p , , , - ~  + . . . + p,,',, ~-[~, -t- . . . 

O i l  a u r a  

$2ra $2v 

(3) '-'~p.,.,i < H. (,~ + ,),. (, + ,)= 

H 6tant un hombre fixe, c'est h dire Jnd~pendant de m,  v e t  12. ~ous  
supposons donc, comme il est permis d'aprSs ce qui prdc~de, que clans le 
d6veloppement trigonomd[rique de la fonction a ( x , y ) ,  les coefficients 
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P~ eL Q~ soient r@rdsent6s par des ddveloppements de la forme (:) avec 
les conditions (3). 

3. Revenons maintenanL ~ l'gquation (E) et supposons que u soit 
une fonetion de x et y susceptible d'etre raise sous la forme 

oh 

u = Ea~ cos ~0 + b~ s in ,0  

at supposons d'abord que l 'on air 

(u + 1y' 

K giant un hombre fixe indgpendant de m ,  u et R, et s dtant toujours 
le hombre inf@ieur h u n  consid@6 plus hauL. 

Chm'chons quelle sera ]a forme du second membre de ]'6quation (E). 

En faisant le caleul de vu on trouve facilement eomme eoefficien~ de 

cos ~0 provenant de la pattie Xa~ cos~O 

f)~ ! 
~ X ~ X  

T2m--2 
2~,~_~ + . . .  -}- 2m~,~,~_~ 1 ~ -  ~ -}- . . .  

+ 2a~,~+~ ~ + . . .  + ~ma,,,,+~ ~ + . . .  

-~- 2(P -~- I)(g0,~+l -~ . . ,  -~ (lm.y+l]--~''3k . . . )  

eL une expression analogue pour la seeonde partie. 
Eerivons 

~-A~ = ~: (A~ cos ~0 -t- B~ sin ~0). 

,I1 rdsulte des ddveloppemenLs pr6c6dents que l'on a pour A~ et B, des 
ddveloppements de la forme 
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avec des in6galit6s de, la forme 

K . O . ( m . +  I) s~,, 
R(u + t) 

0 6rant un nombre fixe, inddpendant de m ,  v,  K et /~. 

I1 fau~ maintenan~ ~ormer le produit 

et avoir une limite des coefficients de cos~O et sin~O duns ce produit. 
C'es~ ce que l 'on obtiendra, en medians d'abord ~ part  le facSeur in- 
d6pendant de v 

K H O  [ r ~ ] 
R i + 2s ~ ~ + + (m + I ) d  "~ ~ "  �9 . .  1r + . . .  

X I ~f- ~ - 3 1 -  . . .  "3L (,oz .jr, i)3~2m "~ . . .  

et faisant le produit 

L~.=o 

e~ les produits analogues. Or duns le produit pr6cddent, il est facile de 
trouver le coefficient de cosy0. Ce coefficient provient de termes de diff6- 
rentes natures. Tout  d'abord en multipliant 

+ h +  f \ ~ - /  c o s ( v + h ) O  par ( h +  t) ~ ~ coshO 

on a un terme en cosy0, et la somme de ces termes a pour coefficient 

2 = v + h +  I ' ( h + I )  8 

En second lieu, on aura encore un terme en cosy0, en multipliant 

/ ' v + h  
I eoshO par ( v + h +  i) ~ h + i  



Sur la g6n6ralisation du probl6me de Dirichlet. 127 

et la somme de ces termes a pour coefficients 

h~oe 

h~0 

On a encore deux autres types de terme en cosy0; le premier provient de 
la multiplication de 

cos(.-7 )0 ooshO, (0<7,<.) 

ce qui donne un coefficient 
h=v 

~ ~ 

2 = V - -  h, - [ -  I (l~ + I)  s '  

et de la m~me fus le produit provenant de la multiplication de 
I ( r ) h  ~0'--') ( ,r ~l'-,~ 

�9 /~ c o s M  pa r  (,~--h + ~)'" \z~/  eos (~ - -  h) 0, (o<h<~) h + i  

condui~ au coefficient 

~" h=oh+I (~--h+ I) ~'' 

On volt alors immddiatement, d'apr~s la forme de ces termes, que ]e 
produi~ (a) ~tant mis sous la forme 

~S~ cos v0 + T~ sin v0 

off S~ et T~ ont lu forme 

So,, + 8 , , ~  + . . .  + s ,  ~-~ + . . .  

o n  aurR 
~ t .  ~2m 

Iso l< (~ + I)(m + I) ~ 

H' ~tont une eonstante purement numgrique ind6pendante de m e t  v. 
Done enfin dans 

a -  

l e  coefficient de cosy0 sera 6gal ~ multiplig par une s~rie ordonn6e 

r dgsignons ce coefficient par suivant les puissances croissantes de ~-; 

t" v ?,2m 
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La valeur absolue de "f,,~ sera moindre  que le coefficient de k/ t /  

dans le produi t  

KHH'O ') ,'~ r" ] + 2s '~  + . . .  + (m + I)s~"--l~m + "'" 
R(v 

On en conclut  facilement que 

(m + I ) ' "  R ~m + " ' "  

KHH'H"(m + I) C"', 
(5) Irm.I < + i) 

11" grant encore un hombre fixe. 
D'ms le 'second membre de l'dquation (E)ddveloppd en sdrie trigono- 

m~trique, nous pouvons donc dire que les coefficients de cos vO et sin vO sent 

de la [orme (4) avec les conditions (5). 

4. En  se reportant  au w I, nous avons main tenant  immddia tement  

l ' intdgrale U de l 'dquation (E) s'annulank sur le cerele de rayon R.  

En  posant 
U ----- ~1). cos ~O + q. sin vO 

et 

p ~ = ~  o'0~+ . . + o , , ~ + . . .  

. . . .  li'" il suffit de se reporter  au .~ I e t  k l m e g a  ~e (5) pour  voir que 

KHH'H"H'"R __ K~2R z~,, , 
+ ,), ( / u  i), 

6tant un nombre fixe, i nd@endan t  de m ,  v ,  K et R .  Relat ivement  it 

la convergence sur le bord il n ' y  a aucune difficult6 a cause du d~nomina- 
teur  (v + 1) 2. Nous concluons donc de lit, ~u'en 19assant des a, relatifs au 

d~veloppement de u, pour lesquels on avait 

[ am,, ] < - - -K---  K 
(~ + 03 ~m 

aux 3 qui se rapportent ~ U, il suffit de remplacer K par K ~ R .  
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5" Reprenons les calculs du w 3, en supposant que l'on air 

lam~l < Ke 2'', 

K ~taut un hombre fixe. En suivan~ le ddveloppement du ealeul et 
employant Ies mgmes notations, on aura tou~ d'abord 

K. 0.(m + I)(~ + I ) ~  < 

Le produit (a) sera remplaeg ici par 

et l'on aura 
W.(~ + I)a 2m 

(m + I)' 
~u 

Enfin a-~7 ~ grant mis sous la forme trigonomgtrique, les coefficients de 

cos~6 e~ sin~6 seront de la forme 

. . .  r ~  . . . ] ,  

avec les in6galitgs 

[ T,.~ I < 
K.  HH'H"(m + I ) (~+ t) e~,~" 

R 

Si on passe enfin h U, on aura: 

loll] < K.~R.z ~, 

7] grant une quantit6 fixe, indgpendante de m ,  ~, K et R. 

. Nous pouvons maintenant effectuer l 'intggration de 1,dquation 

- -  - -  = a - - d - b  + c u  

en proc6dant par approximations suecessives. 
Ada mt~thwnatiea. 25. Iral~rlm~ le 22 jul~ 1901. 17 
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~ o u s  formons, suivant la mgthode dont je fais constamment usage, 

les dquations 
Azt 1 = o, 

,Xu,=a ~ +b --~ +cu,, 

~q~n--1 ~ n - - 1  h u,, = a - ~  + b "y----- + cu~_~. 

On int~gre la premiere 5quation, avec la condition que u~ prenne sur la 
circonfgrence C de rayon R u n e  succession continue de valeurs formant 
une fonction f (8 )  de l 'argument 6 ayant des dgrivges continues des deux 

premiers ordres, et tous les autres u s 'annulent sur C. Alors 

o~ 

u~ = ]~a, cos vO + b, sin ~6 

oh A, et B, sont les intdgrales classiques de FOURIER relatives "h, la fonc- 

tion f(8).  On a donc, d'apr~s les hypotheses faites sur f(8),  

K | 7 " , !  K I ~  [ 

K @ant fixe. 

6erire 

Par suite, avcc nos notations de p lus  haut, nous pouvons 

qe2m 

tous les a 6rant nuls saul le premier, et on a 

K~2m 
< + �9 

Si alors on int~gre la seconde dquation avcc l,~ condition que u.~ soit nul 

sur le bord, on aura en posant, comme plus haut, 

% = ~: (p~ cos ~6 + q~ sin ~6) 
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oh p, et q~ sont de la forme 

131 

avec les in~gaht6s 

�9 . ( ~  ? , 2 m  

+ . + + �9  

K.~tt 2~ 

En passant de u~ h us, on aura de m~me des coefficients ayant pour 
limites sup6rieures de leurs valeurs absolues 

et pour u. 

La convergence de la s6rie 

K. 0y/~) ~ 2,~ 
~ u  

K .  ( ~ R )  "-1  s2,~ ~ 
(~ + I)' 

U = u  1 +u~ + . . .  + u ~ + . . .  

est alors manifeste si R e s t  assez petit po,tr que 7jR < I. On volt aussi 
immddiatement que los s6ries dgrivges premieres e t secondes des fonetions 

p 
ul ,  % , . . . ,  u,,, . . .  convergent h l'intdrieur de C, et il on resulte que la 
foncCion U satisfait h l'6Txation 

A U =  a---~- d" ~y "Jr" c U. 

De lh rgsulte aussi que l'intdgrale U est une fonction analytique de x et 
y; tou~ ceci reproduit simplement, mais en prdcisant davantage e~ on 
entrant plus dans le dgtail de la formation des refines, la d6monstra~ion 
que nous avons donn~e autrefois ( J o u r n a l  de l ' E e o l e  P o l y t e c h n i q u e ,  
I89o) de ce thgor~me: Toute intdgrale U de l'dquation pr@ddente, bien dd. 
terrain@ et continue dans une certaine rggion ainsi que ses ddrivdes des deux 
premiers ordres, est une fonetion analytique. 

7. Approfondissons davantage encore les propri~t6s de l'int6grale U 
prenant sur la circonf~rence C de rayon assez petit les valeurs f(0). 
Nous allons montrer que dans route aire intdrieure au cercle C~ les valeur~ 
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absolues des ddrivdes premidres et secondes de U sont limit~es en fonction de 
la valeur absotue maxima de f(O). iNous utiliserons ~ ce t  effet les r6- 
sultats obtenus au ,w 5. Nous avons, pour u~, avec les notations du pa- 
ragraphe pr~cdden~ 

car A~ et B~ ont des valeurs absolues inf~rieures ~ 2M. 
Donc, en passant de Ul ~ u2, on a 

[ < 

et ainsi de suite. I1 est alors facile d'avoir une limite supgrieure des 
ddriv6es premi&es et seeondes de u pour 

r<R.~9 

,9 &ant un nombre fixe d'ailleurs quelconque infdrieur ~ un. Les sdries 
form6es avec les valeurs absolues de ees d6riv6es seront manifestement, 
dans l'hypoth~so toujours supposge ~ R <  I, hmitges en fonction de M; 
c'est bien le th6or~me que nous voulions 6tablir. Done dans une aire / '  
intdrieure ~ C, nous avons les valeurs absolues des ddrivdes premieres e~ 
seeondes de U infdrieures h 2. M, 2 &ant un nombre inddpendant de f(O). 
I,'int6grale U est ]imit6e aussi en valeur absolue en fonction de M dans 
le cercte C tout entier, et non pas seulement comme ses dgrivges duns une 
aire intdrieure ~ C. Pour le montrer, nous n'avons qu'~ remarquer que 
si R est assez petit, on peut avoir une int6grale z de l'6quation restant 
toujours positive, et diff6rente de zdro h l'int6rieur de la circonfdrenee C 
et sur la cireonf~renee m~me. Si Fen pose alors 

U--~ zV, 

on aura pour V une ~quation de la forme 

oV aV 

mais nous savons qu'une intggrale de cette 6quation ne peut avoir dans 
C ni maximum ni minimum; par suite dans C 

IVI < M I 
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ddsignant le maximum de la valeur absohle de V sur la circonf6rence 
Or 

V= U, 
z 

done s i m  deslgne le minimum de Iz[ sur C, on a 

et, par suite, dans C, 

34 

M M 
I uI < - ,  

m~ ddsignant le maximum de [z I dans C. l l  rdsulte donc de Id que l'on a 

I Ui < s . M ,  (darts C) 

,u dtant un nombre fixe, inddpendant de la fonction f(O). 

(E) 

. ~qous avons prdcddemment (w 6) effeetu6 l ' intdgration de l'dquation 

pour un cercle C de rayon suffisamment petit, ~ l'aide des valeurs donndes 
[(g) sur la eirconfdrence, en supposant que f(O) air des ddrivdes des deux 
premiers ordres. 

lPrenons maintenant une fonction continue p~riodique quelconque [(0) 
de pdriode 2r:, et proposons nous d'effectuer l ' intggration dans, ce cas. 

On sait que la fonefion f(O) pent ~tre ddveloppde en une sdrie 

f(6) = f~(6) dr f~(6) - ] - . . .  q- f ,(6) q- . . .  

les fi(g) dtant des suites limitdes de FOUI~IER, et cela de telle faTon que 

Iz.( )l < . .  
les a grant des eonstantes positives, ef la sdrie 

al + % + . . . + : . + . . .  
dtant eonvergente. 
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Iqous pouvons former l'iutdgrale de l'6quution (E) prenant sur C la 
vuleur f,(t?); ddsignons-la par u,(x,  y). I1 taut montrer que l'intdgrale 
de (E) prenant sur C lu valeur f (0)  est reprdsent6e par 

/ - f =  U l ( x ,  y) "[- U 2(z ,  y) + , . .  -1- U n (z ,  y) + . . . .  

Tout d'abord cette s6rie converge dans et sur C; en effet on a 

en ddsignant par 21/,, 19 valour absolue maxima de L(O). Donc 

�9 f . et la sdrie U est um ormement convergonte dans C; de plus, elle prend 
sur C la valeur f(0). 

D'autre part, nous devons montrer que la fonction U satisfait h l'6qna- 
tion (E). Or nous avons vu que duns une aire 1 ~ int6rieure h C, on a 
]es dgrivdes premieres et secondes de u, infgrieures en valeur absolues 

it. M~ et par suite h ~.a~. 

Done les sdries formges avec les ddrivdes premieres et seeondes des u 
convergent uniformdment duns /-', et par suite U a des d~riv6es premieres 
et secondes reprdsentdes par les sdries des u. Nous pouvons alors, en route 
rigueur, additionner les relations en hombre infini 

e~ nous  avons  

La recherche de l'int~grale continue de ~'~quation (E)prenan t  des valeurs 
donndes sur une circonfdrence et par consd~uent sur un contour r~guli&e. 
ment analygique suffisamment petit est done compl~tement effectu@ sous la 
seule condition que la succession des valeurs donn~es soit continue. 

9. Nous avons moutr~ au w 7 que duns une aire F int~rieur au 
cercle de rayon R, les d~riv6es premieres et secondes de l'int6grale u 
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prenant les valeurs f(O) sur la circonfdrence dtaient limifdes en fonction 
du maximum M de ]f(0)[, ceci dans l'hypoth~se off f(O)avait des dd- 
rivdes premiere et seconde. Le m~me rgsultat subsiste quand f(O)est une 
fonction continue quelconque. Pour l'dtablir, il suffit de se reporter h la 
m~thode suivie (w 8) pour traiter ee dernier cas. En effet, imaginons 
qu'on se donne une sdrie ebnvergente h termes positifs 

e~ + ~  + . . .  + ~ +  . . . .  

Etant donnge la fonction f(O) de valeur absolue maxima M, on peut 
trouver une suite limitde de FOUIllEi~ F,,(O) telle que 

alors la sdrie 

off 

I r (~) -s~: (~)  I < Me. 

r~(~) + f~(o) + . . .  + f , ( ~ ) + . . .  

f~(~) = F,(a) et f, ,(~)= F~(~)--~o_,(~) ( n ~  1) 

converge uniformdment vers f(O), et on a 

If,(o)l < M(, +~,) ,  If~(0)l < M(~ + ~o§ (n> ~). 

La va]eur absolue de chacun des f e s t  donc limitde en fonction de M, et 
alors en suivant la mdthode du w 8, il es~ immddiat que les dgrivges 
premieres et secondes de l'intdgrMe prenaut sur ]a circonfdrence ]es valeurs 
f(O) soar limitdes en fonetion de M dans une aire intdrieure h la circon- 
fgrence. 

IO. Nous avons intdgr6, dans ce qui pr6c~de, l'6quation (E), en 
nous donnant les valeurs de l'int6grale le long d'Une circonfdrence de 
rayon suffisamment petit. La m6thode suivie avec des ddveloppements en 
s6ries trigonomgtriques peut aussi 6tre employde si l'on a, comme contour, 
deux cireonfdrences concentriques dont les rayons different suffisan3ment peu. 
Les calculs sont de m6me nature, quoique notablement plus compliquds 
encore; nous ne ]es ddvelopperons pas ici. Le r6sultat est le m6me: l'in- 
t6gration peut 6tre effectude en supposant seulement continues les sucees- 

�9 . p 

sions de valeurs donn6es sur l'une et l'autre clrconference. 
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1i.  Dans un de rues m6moires du J o u r n a l  de m a t h d m a t i q u e s  
(1896) sur les 6quations aux d6rivges partielles, j 'ai  considgr6 particuli~re- 
ment l 'dquation 

(I)  +b +cu=o 

dans une rdgion oh le coefficient c est ndgatif ou nul. Dans un contour 
quelconque U rdguli~rement analytique une intggrale continue est compl~te- 
ment d6termin6e par ses valeurs sin" le bord, et j 'ai d6montr6 l'existence 
de cette solution unique au moyen d'un procgd6 d'extension permettant 
de passer d'une aire h une aire plus grande, procgdd qui s'6tend d'ailleurs 
h des dquations non lin6aires ( J o u r n a l  de ma th .  I898 ) . On peut ce- 
pendant faire une objection ~ un point de la ddmonstration. J 'admets 
implieitement (voir page 3Ol, J o u r n a l  de m a t h .  I 8 9 6 ) l a  proposition 
suivante: 

Etant donnd un contour C, consid~rons une succession de fonctions en 
hombre infini 

U 1 ~ U~  3 " ' "  J ~ n  ~ " ' "  

v~rifiant l'~quation (I), et telles que l'on ait 

< (sur C) 

les z dtant des constantes telles que la sdrie z~ + . . .  + e,, + . . .  converge; 
la sdrie 

U = u ~  + %  + . . . + u , + . . .  

~videmment conve~yente dans C, satisfera tt l'~quation dif#rentielle (I). 

Apr6s tout ce qui prdc~de, il est ais6 d'dtablir en route rigueur le 
thdor~me pr6cddent. Consid6rons en effet h l 'int6rieur de l'aire limit6e 
par C un p e t i t  cerele F ;  on a dans iF et sat f '  

D'autre part dans une aire int6rieure au cercle F ,  les d~riv~es premieres 
et secondes de u, so'nt limitdes en fonction de e,; on en conclut que dans 
cette aire la fonction U a des d~rivdes premibres et secondes qui soni 
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reprdsentdes par les sdries des ddrivdes premieres eL secondes de u. 
alors ldgitime d'additionner les relations en nombre infini 

+ a b ~z 2 + Vy - - ~  Vx "}- ~y + cu,, o 

pour en ~irer 

I37 

I1 est 

v~U + o~U +aVU b ~U vz" ~y--r ~-~ + vy + cU~- o, 

e~ cette relation es~ vdrifide pour tous les po!nts ~ l'in~6rieur du cercle 
F et par suite pour tous les points ~ l'intdrieur de l'Mre limit6e par C. 
Toute difficult6 a donc disparu. 
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