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E X P R E S S I O N  COMPLI~TE ET S I 6 N I F I C A T I O N  VI~RITABLE 

DE LA NUTATION I N I T I A L E .  

DI~IVIONSTRATION QUI EN RI~SULTE DE LA FLUIDITI~ INTl~RIEURE DU GLOBE. 

CONSI~QUENCES ANhLYTIQUES DE CELLE-CI DANS LES FORMULES DE L'ASTRONOMIE. 

P A R  

F. FOLIE 
B R U X E L L E S .  

I1 est une question d'analyse que tous les g~om&res qui se sont 
occup4s de l'&ude du mouvement de rotation de la terre ont correcte- 

m e n t  trait~e depuis EULF~R, LAPLACE, B~SSEL, POZSSON, SERRET, etc., ma i s  
que les astronomes avaient n~glig~e pendant longtemps. 

C'est celle de la nutation qui provient des constantes arbitraires que 
l'int~gration introduit dans les ~quations du mouvement de rotation de 
la terrc, nutation qui serait nulle dans le cas seulcment oh Ia terre 
aurait tourn6 primitivement autour d'un axe principal. 

BESSEL le premier, W. STRUVE ensuite, ont commencd ~ se pr4occuper 
de cette question au point de rue  astronomique. 

Et PETERS a tr~s exactement d&ermin~ deux des constantes de cette 
nutation, au moyen de la s4rie de ses observations sur la hauteur du 
pble ~ Poulkova pendant les ann~es z84z--z844.  Plusieurs autres astro- 
homes, parmi lesquels il faut citer surtout NXRkN', DOWNING et, tout 
r&emment, VAN DE SANDS BACKHUYZEN, ont r~ussi k d&erminer 4gale- 
ment ces constantes avec une assez grande exactitude. 

Seulement, depuis que la question de cette nutation, qu'on appelle 
quelquefois euldrienne, et que j'appellerai initiale parce qu'elle ddpend des 
conditions initiales du mouvement de rotation de la terre, est entree dans 

A~a math~mmti~. 16. Imprlm~ le 16 d~cembre 1892. 
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Ie domaine pratique, il est arriv~ que les astronomes ne se sont plus pr~- 
occup~s du caract~re diurne attribu~ par tous les g~om~tres ~ cette 
nutation, et que quelques.uns ont m~me 4t~ jusqu'~ contester ce caract~re. 

I1 se manifeste cependant d'une mani~re tellement ~vidente dans les 
formules, que l'on a quelque peine ~ concevoir que des astronomes.g~o- 

A e 

m~tres aient pu l'oublier; aucun astronome meme n'a song~ h profiter 
du earact4re diurne de cette nutation pour en d~terminer les constantes, 
ce qui est cependant la vole la plus simple et la plus sfire, comme nous 
le verrons. 

LAPLACE avait signal~ tr~s nettement ce caract~re dans les termes 
suivants: 

On volt que, si G (coefficient de la nutation initiale) gtait sensible, 
on le reconnaltrait par les variations journa l iOres  de la hauteur du 1~le. 

C'est OPPO~ZEa qui a, le premier, contredit cette assertion du grand 
g~om~tre, en mettant en lumi~re, du m~me coup, la raison pour laquelle 
les astronomes ont oubli~ le caract~re diurne de la nutation initiale dans 
les ddterminations qu'ils ont faites de celle-ci. 

Apr~s en avoir donnd correctement les formules, l'astronome viennois 
d~termine la position de l'axe instantand de rotation par rapport au petit 
axe de l'ellipsoide terrestre, et conclut, tr~s correctement aussi, en ces 
termes: ))On volt donc que l'axe instantan~ de rotation dderit, autour de 
l'axe de la terre, une surface conique dont l'angle d'ouverture To est 
d~termin~ par 

#rb 

s in  r0 = - ;  
o J  o 

le sens de la rotation est celui de la terre, puisque p est positif; la 

r6volution est complete apr~s un temps = 2rr. Pour #, on a pos~ pr~- 

cgdemment: 
CmA 

/~ ----- n - - x - -  ; 

de sorte que, n repr~sentant la vitesse angulaire de rotation de la terre, 
# d~pend essentiellement de b)difference qui existe entre le rapport des 
moments d'inertie (C:A) et l'unit~. Dans la suite de nos recherches, 
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nous aurons l'occasion de d~duire ces coefficients des observations (comp. 
p. I82); le rayon dtant pris comme unit~, on trouve: 

p = o . o 2 0 6 1 4 I  , 

et pour la dur~e d'un tour 

2_~ = 304.80 jours solaires moyens.)) 

Aprbs avoir parl6 des d~terminations de PETERS, NYa~N et DOWNING, 
il ajoute: )Cependant, il d~coule de recherches ant~rieures sur les la- 
titudes que, mdme dans le cas oh $0 et 7]o atteindraient de grandes 
valeurs, il n'en rdsulterait encore pour les latitudes que des variations 
p~riodiques d'une p~riode d'environ Io mois.)) 1 

II n'y aurait rien k objecter ~, cette affirmation (puisque OPPOLZER 
entend par latitude rinclinaison de la verticale sur le plan perpendi- 
culaire k l'axe instantan~ de rotation 2) si elle ne semblait dcrite pour 
contredire celle de LAPLACE que j'ai circe ci-dessus. 

Et c'est bien dans ce sens que l'ont entendu plusieurs astronomes. 
M. RADAU a ~td jusqu'k dire que ))l'expression de LAPLACE ne devait 

pas dtre prise au pied de la lettre)), 3 et TISSERAND lui-m~me a fait 
siennes les objections de M. RADAU contre ma mani~re de voir, qui est 
absolument celle de LAPLACE. 3 

C'est ~, l'oceasion de rues reeherches sur la nutation diurne que j 'ai 
~t4 amend ~ m'occuper de la nutation initiale. La pdriode de la premiere 
est de I2 h, celle de la seconde, de 24 ~ presque exactement. 

I1 est impossible de d~terminer la premiere si l'on ne connalt la 
seconde; mais celle-ci, au contraire, peut ais~ment se ddterminer ind~- 
pendamment de la premiere, comrne on va le voir par l'expression m4me 
des formules auxquelles conduit l'int~gration des ~quations du mouve- 
ment de rotation de la terre. 

En d~signant par A , B , C  ses moments d'inertie prineipaux ~erits 
dans l'ordre ascendant, par # l'inclinaison de l'axe de C, que j'appellerai 

10PPOLZER~ Traitd de la ddtermination des orbites, trad. PASQUIER~ p. ! 5 I. 
l. e.~ p. I50. 

s B u l l e t i n  a s t r o n o m i q u e .  I890.  
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axe g6ographique, sur 1'axe de l'6cliptique fixe, ou celle de l'dquateur 
gdographique sur l'6cliptique fixe, par s~ le sinus de cette inclinaison, 
par A l'angle que l'intersection de ces deux plans fait avec l'axe vernal 
fixe, par ~ l'angle que raxe de A fair avec cette mgme intersection, le 
dernier angle ~ (~tant compt6 dans le sens du mouvement de rotation, 
l'autre, 2, en sens inverse, j 'ai ddduit des 6quations du mouvement de 
rotation de la terre, en admettant d'abord que la vitesse angulaire n 
autour de l'axe g6ographique est constante: 

AO = - -  7-{sin (rid "k" ~ + flo) x s in( r id- -  ~ + flo)l 2 + z  

+  {cos2 z 1 +  in2 z,} + 

slA,t =--7{cos(nd  + F -k flo) -~ 2--~xeos(mt--F + flo) I 

-t- 7/{ cos 2~,E 2 ~ sin 2~V~ } -k- N~i + p. 

Dans ces expressions, F et /~0 sont les constantes arbitraircs; 72, N, p 
des constantes dont il est superflu que nous donnions ici 1'expression 
complete; il suffit que nous sachions qu'elles dSpendent des moments 

d'inertie de la terre, e et x repr~sentent respectivement V / ( C -  
/ 

A)(C 
AB 

et I (B-- A)(B + A--C) . , B(C--B) Tousles  geometres ayant suppos~ A ~ B ,  ont 

omis les termes en x. 
Les symboles 2.'~ , 2~; , , v ,  2'~ d~signent des fonctions dgtermin~es, 

]es deux premiers, des cosinus, les deux autres, des sinus des argu- 
ments ~ ,  @,  C etc. 

est ~gal k nt-{-Z,  t dSsignant le temps sid~ral de l'observation, 
Z la longitude orientale du premier mdridien, passant par l'axe du mo- 
ment A. 

nd+~-[-t~o peut done se remplacer par n( i  -{- t)t T L + r i 0 ,  que 
nous ~crirons simplement I t -~ ft. 

Nous aurons ultdrieurement de graves r~serves ~ faire quant k la 
constance du facteur N, lorsqu'au lieu du mouvement de rotation de la 
terre, eonsiddr~e comme un corps solide, nous nous occuperons de celui 
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de son'. 6corce, en supposant qu'elle se  meut plus ou moins librement 
sur la partie superficielle fluide du noyau. 

Avant d'aller plus loin, insistons sur la signification g6omdtrique 
des formules pr6c6dentes. 

Elles se rapportent, comme il vient d'gtre dit, ~ l'axe (axe du monde 
de LAPLACE) et k l'6quateur g6ographiques, et non ~ 1'axe et ~ l'6qua- 
teur instantands. 

Ce dernier axe se d6place ~ la surface de la terre pendant une 
pdriode qui, nous le verrons, est de 336.5 jours, et non de 305. 

Le m6ridien astronomique est done variable, comme B~SSEL l ' a  d6j~ 
fait remarquer, tandis que le mdridien gdographique est fixe. 

Mais ce n'est pas un m6ridien variable qui peut servir ~ d6finir 
l'heure, ni l'ascension droite. 

Nous supposerons donc l'ascension droite et la d6clinaison rapport6es 
l'6quateur g6ographique. La hauteur du pble sera aussi, pour nous 

comme pour LAPLACE, celle du p61e g6ographique; et, ]orsque nous em- 
ploierons le terme de latitude, nous y ajouterons, pour 6viter toute am- 
phibologie, le qualificatif astronomique, attribuant ainsi K la latitude, le 
sens que lui a donn60rPOLZER. 

Discutons maintenant les 6quations que nous venons de poser. 
On y voit clairement indiqu6s quatre mouvements essentiellement 

diff6rents de l'axe du monde: 
le premier uniforme, p~ovenant de la constante p, et appel6 pr6- 

cession; les trois autres p6riodiques, appe16s nutation d'une mani6re g6- 
n6rale. 

J 'ai nomm6 ci-dessus nutation initiale le premier de ces mouvements, 
dont la p6riode est presque exactement de i jour sid6ral. 

J'ai nomm6 nutation diurne le second, dont la p6riode est de 1/2 jour 
sid6ral, et nutation annuelle enfin le troisi6me, qui se compose en r6alit6 
d'un grand hombre de mouvements dont les p6riodes sont d'un an, ou 
d'une fraction plus ou moins grande de l'ann6e, et peuvent mgme aller 
jusqu'~ i8 ans. 

Faisant abstraction de la pr6cession, nous allons rechercher comment 
on pourra le mieux d6terminer les trois nutations qui viennent d'dtrc d6- 
finies. 

Le mouvement de l'6quateur, dfi h ces trois nutations, a pour effet 
Aota mathematica. 16, Imprim6 le 17 d~cembre 1892, 47 
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de produire des variations correspondantes clans rasccnsion droite et la 
ddclinaison des 6toiles. 

On sait que cos variations se d6duisent des pr6e6dentes au moyen 
des formules: 

_ _  ~ d , ~  ~ d O  
da (cote + s ins  tg 5)s~ ~ - -  cosa tgo~{  ; dt 

d3 d~ . dO 
d-5 = cos as1 ~ + s m  ~ .  

Afin de ne pas sortir de notre sujet, nous supposerons ici que l'on 
peut se borner k int~grer en dcrivant simplement 

Aa ~ (cote + sins t g s ) s~A~- -cosa  tg3A0,  

A# = cos as 1 ~.~ + sin aAO, 

ce qui est, en effet, d'une rigueur absolument suffisante en pratique 
quant k la nutation initiale, sur laquelle nous portons sp6cialement notre 
attention. 

L'ineorrection de ce procdd~ d'int~gration, en ce qui concerne les 
termes annuels, disparaitra dans: la suite de cette exposition, parce que 
ces termes s'61imineront. 

On pourra donc 6crire la nutation complete en ascension droite et 
en ddclinaison, ell ndgligeant provisoirement les termes en x: 

Aa---- F{cos a tg 3sin(I t  + f l ) - -  (cot z + sin a tg r cos (It + fl)} 

+ 7]{(cot e + sin atg 5)(cos 2 ~ '  l - - s i n  2~Z1) 

- -  cosatg 3(cos e~E -4- sin 2~2"~)} 

+ N{(eot e -4- sin a tg 5),v,;-- cos a tg #~}, 

A # =  ~ rcos ( l t  -}- f l - - a )  + :~{cos a (cos 2f,2', - -  sin 2~2',) 

+ sins(cos 2r + sin ~,E2) } 
-t- N{cos a2~ + sin aE}. 

Nous pouvons profiter du caract6re diurne de la nutation initiale, 
pour en d6terminer les constantes, abstraction faite de route erreur de 
r6duction. 
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Commen?ons par le proc6d6 dont PETERS et DOWl~'ING ont fait usage 
pour d6terminer celles de la variation de la latitude astronomique, qui 
sont, au fond, les m~mes que celles de la nutation initiale. 

En d6signant par 4) cette latitude, par 3 la d6clinaison apparente 
d'une 6toile rapport6e ~ l'6quateur astronomique, par Z la distance z6nitale 
observ6e, corrig6e de l a  r6fraction, ces astronomes ont 6crit, pour le cas 
d'un passage sup6rieur 

et pour le cas d'un passage inf6rieur 

I 8 0  ~  Z i = ~) + 31 

et ils ont eonsid6r6 la latitude astronomique comme une quantit6 variable 
d6termin6e, en fonction de la hauteur #0 du p61e par 

r = + r cos (net + fl). 
Cette mani~re de voir est absolument eorrecte; mais elle a le tort 

de masquer compl6tement le caract~re diurne de la nutation initiale, et 
elle explique que plusieurs astronomes aient p u n i e r  ce caract~re; elle 
prdsente, de plus, ce grave inconv6nient th6orique qu'il n'existe pas de 
formules correctes propres ~ d6terminer la d6clinaison rapport6e g l'6qua- 
teur astronomique. Celles de la m6canique c61este sont relatives, on vient 
de le voir, ~ l'6quateur g6ographique. 

OPyOLZ~.R a bien d6montr6 que l'on peut, sans erreur sensible, 

appliquer ces formules ~ l'6quateur astronolnique. 
Mais, trop exclusivement p6n6tr6 de cette id6e juste que c'est autour 

de l'axe instantan6 que tourne la terre, et non autour de l'axe g6ographique 
(axe du monde de LAPLACE), il a perdu de rue que c'est le m6ridien 
g6ographique seul qui peut servir k d6finir l'heure et rascension droite. 

Pour 6tre tout k fait logique, il efit dfi chercher ~ d6finir celles-ci 
au moyen de la notion du m6ridien astronomique passant par l'axe in- 
stantan6. 

Mais alors il se fdt apergu que sa d6finition de l'heure sid6rale ne 
concordait plus avec celle des astronomes, et l'efit certainement aban- 
donn6e. Car il ne se serait certes pas content6 de dire que les variations 
du m6ridien astronomique d'un jour ~ l'autre sont tellement faibles qu'on 
peut les n6gliger sans erreur sensible. 
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De ndgligence en ndgligence, que deviendrait donc l'exactitude ma- 
th6matique que l'on est en droit d'exiger, autant qu'elle peut Stre atteinte, 
des formules de la m6eanique c61este, de celles surtout qui sont relatives 

l'invariabilitd du jour siddral? 
Or les formules employ6es par tous les g6ombtres, m6me les plus 

r~cents, OP•OLZEB seul except6, et relatives ~ l'6quateur et au m~ridien 
g6ographiques, sont absolument correctes. 

Si l'on m'objecte, pour justifier OrPOLZ~R, qu'elles ne sont pas appli- 
cables aux observations astronomiques, puisque celles-ci sont souvent 
faites dans lc mdridien astronomique, je n'ai qu'une chose ~ r6pondre; 
c'est que les astronomes qui proc6dent ainsi ont tort, et que les seules 
observations qui puissent conduire ~ des r6sultats corrects par remploi 
de formules correctes sont celles faites dans le m6ridien g6ographique, 
qui, 6tant fixe, peut ~tre d6termin6 une lois pour toutes par une bonne 
s6rie d'observations, et est le seul qui puisse d6finir et donner exacte- 
ment l'heure siddrale. 

Done, puisque les formules de la nutation se rapportent ~ l'axe du 
monde, et non ~ l'axe instantan6 de rotation, on dolt 6crire, d'une ma, 
nibre absolument rigoureuse, en appelant 3. la d6clinaison de l'6toile 
rapport~e ~. la position moyenne de l'dquateur g~ographique pour l'instant 
de l'observation, dans le cas d'un passage sup6rieur, puisqu'alors nt ~ a 

et  l t  + t g - - a - ~ -  net + fl: 

z.  - -  ~0 - -  ~ + r cos (n,t + fl) 
- -  7]{(cot r H- sin a tg  3)(cos 2~2' 2 - - s i n  z~,2",) 

~ c o s a t g  3(cos 2~ ' ,  + sin 2~2'2) ] 

- -  N{(cot z -{- sin a tg  5 )X; - -  cos a tg52:;}; 

et, dans le cas d'un passage infdrieur, pour lequel nt----z--}-a:  

~8o ~  Z, = r + ~. + r cos (n~t + 19) 

+ ~{(cot ~ + sin~ tg r ~ .  - - s i n  : ~ X i ) - - c o s ~  tg ~(cos ~ x ~  + s i .  ~x~) } 
-{- N{(cotz + sina t g 3 ) ~  cosa tg ,v,~ - -  O . ~ i I .  

Au sujet des termes de la nutation diurne, nous ferons remarquer 
d'abord que, puisqu'ils ont pour argument principal :F ,  la variation de 
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cet argument,  d 'un passage sup6rieur au passage inf6rieur cons6cutif, ou 
vice versa, est sans cons6quenee, puisqu'il  aura augment6 de 27:. 

Et quant  aux autres arguments, soit de la nutation, soit de 1'aberra- 
tion, on peut admettre, sans erreur sensible, qu'ils n 'ont pas subi de 
variation d 'un passage ~ l 'autre; on pourra, du reste, effectuer rigoureuse- 
ment  le calcul pour les 6toiles voisines du p61e; mais nous pouvons pas~er 
sur ce d6tail. 

Cela pos6, si 1'on fait la demi-somme des deux 6quations pr6c6dentes, 
on obtient simplement 

z .  - -  a + 9 o  ~ = 40 + r cos (n~t + fl). 2 

Posant 40--~ 40 - t - z ,  40 d6signant la hauteur du pble adopt6e, z 

sa correction; et Z . -  Zi_t - 9 o ~  ~; = r, on aura 
2 

ou, en faisant 

r = z + ~-cos (net -~- ~8), 

sinfl ---- x, [ cosfl == y: 

r = z A- Y cosn~t - -  x sin mr, 

6quations d'ofi 1'on pourra d6duire, all moyen d'une s6rie d'observations 
de passages sup6rieurs et inf6rieurs cons6cutifs, les inconnues z ,  y , x ,  
donc r et fl, ind@endamment de toute erreur de rdduction et m~me de ~o- 
sition de l'dtoile. 

bTous indiquerons ultdrieurement quelques r6sultats que cette m6- 
rhode nous a fournis. 

Mais auparavant, il importe de montrer  qu'on peut avantageusement 
faire usage 6galement du caract6re diurne de la nutation initiale, pour 
d6terminer ses constantes au moyen des ascensions droites des 6toiles, 
proc6d6 dont il n'avait pas encore 6t6 fait usage. 

Nous pourrons nous borner ici ~ consid6rer les seuls termes de la 
nutation initiale, le raisonnement que nous avons fair pr6c6demment 
quant ~ tous les autres termes de r6duction au lieu apparent 6tant 
applicable 6galement dans ce cas-ci. 

A 1'ascension droite apparente, telle que les astronomes la calculent 
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habituellement en n~gligeant la nutation initiale, il faut donc ajouter 
pour un passage sup6rieur, 

Aas-~ ~-Icosatgdsin(net + a + f l ) - - ( c o t e  + s inatgd)cos(nd + a + fl)} 

= i'{ tg 3 sin (net q- fl) - -  cot e cos (net A- a q- fl)]; 

et, pour un passage inf6rieur, puisque I t  augmente de zt: 

Aa, = -  r{tg# sin (,~t + f l ) - - c o t e c o s ( n d  + a + fl)}. 

Comme les autres termes de r6duction sont 6gaux, K tr6s peu prSs, 
pour deux passages cons6cutifs, il existera, du chef de la nutation initiale, 
entre les ascensions droites observ6es K ces deux passages, une diff6rence x 

A ' a  = + 2 7 c o t ~ { t g ~ t g d s i n ( n d  Jr- f l ) - -  cos(~ut + a q- fl)}. 

On prendra le signe q- ou le signe - - ,  selon que le premier pas- 
sage observ6 sera sup6rieur ou infdrieur. 

Faisant 2~-co t s s in f l=  x, 2~-cotzcosfl-----y, et ddsignant par r le 
facteur tge tg3,  on aura 

• A2a = u{rcosn# + sin (rid A- a)} A- v { r sin net - -  cos (net -{- a ) } - ~ g u T h v .  

Cette dquation, appliqu6e s une s6rie d'observations de deux passages 
sup~rieur et inf6rieur cons6cutifs, permettra de ddterminer u et v, d'oh 
7 et /~. 

C'est par cette application aux s6ries des ascensions droites de la 
Polaire observ~es par STRUVr~ ~ Dorpa$ que j'ai commenc6 rues ddter- 
minations. 

J'ai dit ci-dessus qu'elles ont 6t6 faites ~ l'occasion de rues recherches 
sur la nutation diurne. 

Celle-ci, dont je crois avoir ddmontrd l'existence ( A n n u a i r e  de 
l ' o b s e r v a t o i r e  de B r u x e l l e s  pour I89o) n ' e s t p o s s i b l e q u e s i l a t e r r e  
se compose d'une 6corce solide se mouvant plus ou moins librement sur 
un noyau fluide, au moins ~ sa surface. 

Afin d abroger~ nous avons n~gligg ici les I21. dent le t de la seconde observa- 

tion diff~re de celui de la premiere, ce qui est sans cons4quence. Il est fort ais~ du 

reste~ de tenir compte de cette ditfgrence. 
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Telle ~tai~ donc, pour moi, la constitution de la terre. 
Mais alors, c'est du mouvement de l'~corce, et non du mouvement 

du globe, que le g~om~tre doit s'occuper; et les moments d'inertie A, /? ,  C 
sont ceux de lu premiere, non ceux du second. 

Or dans les mouvements h tr~s longue p4riode, l'~corce et le noyau 
sont solidaires, comme 1'~ d~montr~ M. RO~KAR. I 

Mais pour tous les  autres termes, il n'en est plus ainsi. 
Le mouvement de l'dcorce s'effectuant en une p~riode qui ne di:ff~re 

que de i environ de celle du mouvement du noyau, il en r~sulte 
300 

un mouvement relatif de celle-lh sur celui-ci d'une p~riode de 300 jours 
environ. 

Mais, pour une p~riode d'aussi courte durde, on ne peut pas calculer 
A ,  B ,  C pour l'~corce comme pour le noyau. 

Aussi avais-je d4j~ ~mis des doutes dans le volume de l'Annuaire 
citd ci dessus, p. 30% sur l'exactitude de la p~riode de 305 jours calcul~e, 
par les astronomes, dans l'hypoth~se d'une terre solide. 

Afin de me mettre, autant que possible, ~t rabri  de l'erreur probable 
sur la p5riode, c'est ~ dire sur la valeur de he, qui dolt dtre connue 
pour pouvoir r~soudre les ~quations, j 'ai pris trois s~ries d'observations 
faites pendant les mois de mars, avril et mai seulement des ann4es 

I823 - -24 - -25 .  
Elles ont fourni des r~sultats fort safisfaisants qui me confirm~rent 

dans mes doutes sur l'exactitude de la p~riode de 305 jours, h laquelle 
correspondrait un accroissement annuel de fl 4gal h 428 ~ tandis que je 
trouvais un accroissement sup~rieur d'assez peu ~ 35o ~ 

Une s~rie analogue d'observations de P~uss ,  en I838 , a corrobor~ 
ces doutes, et m'a permis d'~tablir la v~ritable valeur de l'accroissement 
annuel de fl, qui est de 390~ ce qui rdpond ~ une p4riode de 555.5 
jours moyens. 

Fait surprenant,  ce nouvel accroissement faisait merveilleusement 
concorder ientre elles les d4terminations de ~8 faites pat PETE~S, NYa~ 

1 RONKAR, Sur l'influence du frottement et des actions mutuelles intdrieures dans 
les mouvements l~driodiques d'un systdme, t. 2 des Mdmoires eouronnds, publids par 
l'Acaddmie royale de Belgique. I888. 
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et DowNi~o au moyen de tr6s longues s6ries d'observations, tandis que 

routes ces valeurs 6taient discordantes si l'on partait  de raccroissement 

universellement admis de 428 ~ 

Mes valeurs de la constante ~- (0".08 en moyenne) concordaient 

6galement fort bien avec celles qui avaient 6t6 trouv6es par P~TERS, 
DOW~ING, N Y R ~  et BACKHU~ZEN au moyen des variations de la lat i tude 

astronomique. 
Mais, comme il ne s'agissait pas ici seulement de la solution d 'une 

question astronomique plus ou moins importante,  mais de la solution de 

cette question au t rement  grave: la terre est-elle solide, ou non? je ne 

me suis pas born6 aux ddterminations pr6c6dentes; j 'ai appliqu6 6gale- 

ment, aux couples d'observations de la lat i tude faites par  PETERS, les 

formules expos6es ci-dessus. 
Voici les r6sultats que m'ont  fournies diff6rentes s6ries, le centi~me 

de seconde 6tant pris pour unit6. 

x y Poids 

I ~ av r i t - - j u in  1842 Or. Ier avril - -  48.8 49.2 60 

2 ~ ju i l le t - - sept .  ) )) I er ju i l le t  15.4 - - 3 5 . 4  5 1 

3 ~ mar s - - av r i l  I843 )) I er mars  - -  35.0 33.1 32 

4 ~ sept .~d6c .  )) )) x ~ sept. ~ lO8.7 75.9 22 

5 ~ Ina rs - -mai  1844 )) I ~r avril 41.o - - 1 5 . 5  17 

Comme l 'angle /~ ne varie pas suffisamment dans l '6tendue d 'une 

mgme s6rie pour qu'on puisse le d6terminer d 'une mani6re satisfaisante 
au moyen de celle-ci, nous combinerons la premiere s6rie (la plus longue) 
avec chacune des autres, en supposant que l 'angle /~ subisse l'accroisse- 

ment  annuel  que nous avons d6termin6 de 3 9 r  
Si l'on d6signe par x et y les valeurs des inconnues, trouv6es par 

l 'une quelconque des sdries 2 ~  et ramen6es au I ~r avril  1842, par  

A l 'accroissement de l 'angle fl de cette premi6re origine ~ celle de la 

s6rie consid6r6e, par  xn ,yn les valeurs pour cette derni6re origine, on 

aura tr6s s implement 

x "~  x ,  cos A - -  y.  sin A, 

y = x. sin A -F y, cos A. 
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L'application de ces 6quations ~ ehacunes des s6ries 20--5 ~ a doim6 

x y poids 

2~ 33.4 19.3 5I 
3 ~ - - 3 3 . 8  34.2 32 
4 ~ I23.2 - - 4 8 . 9  22 

5 ~ 33.4 28.3 x 7 

Et de ces valeurs, combin6es respectivement avec les valeurs 

I ~ - - 4 8 . 8  49.2 6o 

on tire enfin, en ealculant maintenant /~ par tgfl = y: 

--II.3 35.5 I I I  342~ 
- - 4 3 . 6  44.0 92 315 .2 

6.66 22. 9 82 353.4  

- -  3O.6 44.6 77 325 .5. 

On volt, dans la concordance des valeurs de /~ entre elles, la con- 
firmation de l'exactitude et de la constance de la p6riode que nous avons 
assign6e k la nutation initiale. 

A peine est-il besoin d'ajouter que l'application de la p6riode de 
305 jours, ou de l'aceroissernent annuel correspondant de 428~ efit conduit 

des r6sultats absolurnent discordants. 
Les pr6c6dents s'6cartent encore quelque peu de celui que PETERS 

a d6duit de l'ensernble de ses observations. Mais il faut consid6rer que 
les s6ries que nous avons ernploy6es sont peu nornbreuses, que la d6- 
termination des latitudes est bien moins propre que celle des ascen- 
sions droites ~ la d6terrnination d'une quantit6 aussi faible que la nuta- 
tion initiale, que celle-ci enfin n'est pas encore connue d'une rnanifire 
complfite, comrne i1 sera dit ci-dessous. 

Les s6ries des observations cons6cutives de GYLD~ et de NYR~ 
6talent beaucoup moins nornbreuses encore. Aussi n'ont-elles pas donn6 
un r6sultat satisfaisant, quant k la d6termination de l'angle ~. Par 
contre, la combinaison de tous leurs couples d'observations nous a conduit 

une valeur de T 6gale k o".o9, qui diff6re bien peu de celle que nous 
avons trouv6e par les observations des passages de la Polaire de STRUVE. 

A~a math~mativa. 16. Imprim~ le 23 janvier 1893. 47* 
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Comparons maintenant les meilleures d6terminations qui ont 6t6 faites 
de rangle /~ aux r6sultats que fournit l'application de notre p6riode. 

Ces valeurs sont naturellement toutes ramen6es it Poulkova. 

Origine Observations 

I ~ janv. ~824 Polaire (Dorpat) 
)) 1842 Latitude (Poulkova) 
~) I85o Pr. vert. (Poulkova) 
~ 1872 Latitude (Greenw.) 

Autorit~ observge calcul~e O - - C  

F . F .  I 5 I~ 

P~T~gS 34I~ 34o~ 1~ 
NYREN 2 2 4  ~ 224~ - - 0 ~  

DOWml~G I 7 5 ~  I75~ o~ 

On peut donc actuellement consid6rer deux des constantes de la 
nutation initiale comme exactement d6termin6es. Ces constantes sont 

T = 0".08; fl = 4 ~ (I89O.O Poulkova). 

Et, de plus, la non-solidit6 de la terre est d6montrde. 
Ces r6sultats ont 6t6 6tablis, comme on vient de le voir, grace 

surtout au caract6re diurne de cette nutation, qui avait 6t6 laiss6 dans 
l'oubli par leg astronomes, et qui a permis de la d6terminer ind6pendam- 
ment de toute~ les erreurs de r6duction. 

Tout n'est pas dit encore, toutefois, sur la nutation initiale. Et il 
est tr~s possible que mes recherches ult6rieures sur ce sujet me conduisent 
it d6montrer ~ priori rexistence de la nutation diurne. 

Jusqu'ici elle ne peut gtre consid6r6e que comme tr6s probable. 
La fluidit6 int6rieure superficielle du globe n'entraine, en effet, la 

B - - A  
n6cessit6 de la nutation diurne que si (7 est assez diff6rent de z6ro 

pour l'6corce, fait qu'on ne pourrait affirmer. 
Mais si l'on peut le d6montrer autrement que par la d6termination 

m~me des constantes de la nutation diurne, l'existence de celle-ci sera 
prouv6e it priori. Or, comme je l'ai dit ci-dessus, il existe dans l'ex- 
pression de la nutation initiale un second terme, qui ~ 6t6 n6glig6 par 
tous les  astronomes, et que j 'ai commenc6 par n6gliger moi-mgme, quoiqu'il 
figure dans rues formules comme dans celles de LAI'I~ACE. 1 

t Voiei la note que j 'ai ins~r~e ~ ce sujet dans,mon Trait6 des r6dueti0ns stellaires: 
Dans ]a pratique~ on est astreint b poser x = o~ vu l'ignoranee oh l'on se trouve quant 

]a valeur de B -  A~ qui est certainement tr~s petite. 
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C'est ~ la n6gligence de ce terme, me suis-je dit, que sont dues 
peut 4tre les discordances que j 'ai signal6es ci-dessus dans les r6sultats 
d6dults des s6ries d'observations de PETER S,  de GYLDI~N et de NYa~N. 

E t  je me propose de rechercher ult6rieurement si ces discordances 
ne disparaitront pas en faisant usage de l'expression compl6te de la nu- 
tation initiale, au lieu de se borner ~ n'en consid6rer que le premier terme. 

Si l'on d6signe par 1 et m les vitesses angulaires de l'6corce terrestre 
autour des axes des moments A e t  B, les parties de ces vitesses qui 
proviennent des conditions initiales du mouvement seront 

l =  =, cos (.,* + fl,), 

Aa 
m sin (net + fl,), 

n 6tant la vitesse angulaire autour de l'axe de C, suppos6e constante, t, 

a e t  b repr6sentant respectivement - -  r  C -  A et C -  B. 

Bornons-nous ~ consid6rer ici la variation qui en r6sulte en obliquit6: 

d8 
d--/=- - -  I cos ~ -I- m sin ~ ,  

oh ~ est n t - I - L ,  et L la longitude du premier m6ridien, passant par 

A; nous trouverons, en posant - -  CA-ga l'axe du moment 

d'-~-=--al I + s in ( , e tq -n t -4 -~8~- l -L ) - -~s in (nd - -n t . 4 - t91 - -L )  . 

d8 La pr6sence de nt montre que ~- change de signe d'un passage 

sup6rieur au passage inf6rieur cons4cutif dans le m6ridien g~ogra~hique. 
Occupons-nous donc seulement du passage sup@ieur; nous ferons 

nt = a, et, de plus, fll + L ----- fl, d'oh s - -  L = f l - -  eL,  ce qui donnera 

d--[ ~ -  - -  a~ I -]- sin (n~t q- a "4- fl) - - 2  sin (net - -  a q- ~ -  2 L )  . 

On n'a fait usage jusqu'ici que du premier terme de cette expression, 
en n6gligeant x. 

Mais x est-il n6gligeable? 
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Nous ne le pensons pas. 
Le d6veloppement de son expression donne 

A(C-- A) ------ B(C-- B){, + :x  + x'}, 

( B - -  A)(B .-1- A -  6') = 2B(C , - -  B)x , -4- ~ , 

B - - A  2Z(I "3t- :) =~__B{ I - -C~A]  �9 

Or, nous ne pensons pas que la fraction g - - A  soit insensible, pour 
C - - B  

l'dcorce terrestre surtout. 
Si elle ne l'est pas, il y a lieu de reehercher quel est le second 

terme de la nutation initiale, dont aucun astronome ne s'est occup& 
Et si l'observation donne, pour ce second terme, une valeur a p p r &  

ciable, peut-dtre alors les discordances signaldes ci.dessus disparaltront- 
elles, mais surtout l'existence de la nutation diurne sera prouvde k priori. 

Les coefficients ~7 et N de la nutation diurne et de la nutation an- 
nuellc qui figurent ci-dessus, p. 358, sont entre eux dans le rapport 

~_ = (B -- A)(B + A -- V) 
N (B + A ) ( B - - A  + C ) '  

ou, puisque 
/ 

( v -  A)(B + c3 = + i)' 

dans le rapport 

N (B + A)(c + B -- A) 

sera ~galement. 
Et, comme le mouvement de l'~corce est beaucoup plus ind~pendant 

de celui du noyau dans la nutation diurne que dans la nutation initiale, 
la premi6re sera sensible si x l'est dans la seconde. 

_A ceci ne se bornent pas les consequences analytiques de la fluidit6 
int~rieure du globe. 
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Et ron va voir de combien de points, rest~s jusqu'ici obscurs, rend 
compte cette circonstance, dont aucun gSom~tre ne s'~tait encore occupY. 

Mais auparavant, il est n5cessaire que nous exposions d'abord, d'une 
maniSre un peu plus ddtaillde que nous ne l'avons fait ci-dessus, les r~- 
sultats auxquels l'analyse est arriv~e dans l'Stude des mouvements p~rio- 
diques d'un syst~me de points materiels soumis ~ des forces ext~rieures 
en mdme temps qu'au frottement et aux actions mutuelles de cos points 
les uns sur les autres. 

Ces r~sultats, 6tablis par M. RONKAR, 1 sont les suivants: 
Dans un semblable syst~me, 
x~ les mouvements k tr+s longue p~riode s'effectuent comme si tous 

los points dtaient solidaires; 
2 ~ les mouvements k tr~s courte p~riode, comme si tous cos points 

dtaient ind~pendants les uns des autres; 
3 ~  los mouvements k p~riode intcrm~diaire, il n'y a ni indd- 

pendance ni solidarit~ absolues entre los diff5rents points du systSmc. ~ 
Appliquons cos r~sultats au globe terrestre suppos5 constitu~ d'un 

noyau solide recouvert d'une couche fluide, et celle-ci d'une ~corce 5gale- 
ment solide. 

La pr~cession, qui est un mouvement ~ tr~s longue p~riode, s'effec- 
tuera comme si la terre ~tait solide; c'est-k-dire que los moments d'inertie 
A, B,  C, qui entrent dans rexpression de sa constante, seront ceux de 
]a terre enti~re. 

La nutation diurne, dont la p~riode est d'un demi jour sid~ral seule- 
ment, s'effectuera k peu pr+s comme si l'~corce ~tait ind~pendante du 
noyau; c'est-'k-dire que los m o m e n t s  A i ,  B ~ ,  C 1 qui entrent dans l'ex- 
pression de sa constante, seront ceux de l'dcorce solide. Quant k la nu- 
tation initiale, la question dolt dtre examinee de plus pr+s. 

Cette nutation consiste en un mouvement de l'axe g~ographique du 

i RONKA~ Sur l'influence du frotlement et des actions mutuelles intdrieures dans los 
mouvements ~driodiques d'un syst~me~ t. 2 des M 6 m o i r e s  oouronnds~ publids par l'Acad. 

roy. do Belgique~ I888. 
Ce point capital est eorrobord par la haute autorite de Sir W. Tv[oMso~ qui a dit: 

))En la supposant rigide, l"gcorce entra[nerait compl~toment le noyau dans los oscilla- 

tions ~ longues p6riodes~ telles que ]a prdcession; mais les nutations ~ courte p6riodo 
(notamment celles de six mois et de quatorze jours) seraient fort alt6r6es si non ddna- 

tur6es.)) (TIssERAND~ M~C. (J~]. t. 2 i p. 480.) 
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monde, compos(i de deux parties dont les p~riodes sont respectivement 
2~  2 ~  

n(I + e) et n(I--e)" 

En mdme temps donc que la terre effectue son mouvement de rota- 

tion aUtour de l'axe instantan6 en une p~riode (~gale k 27r l'axe g6ogra- 

phique a un double mouvement dont les p~riodes difl'~rent tr~s peu de 
celle-ci. I1 en r6sulte chaque jour un faible d~placemcnt du p61c g6ogra- 
phique par rapport au pble instantan6; ou, puisque le p61e g6ographique 
peut ~tre consid6r6 comme fixe sur la terre, on peut dire que le p61e 
instantan6 se d6place autour de celui-ci, et nous avons vu que l'observa- 
tion assigne a c e  mouvement une p6riode de 335.5 jours moyens. 

Telle est donc, en r6alit6, la p6riode du mouvement relatif de 
l'6corce sur le noyau dans la nutation initiale, quoique la p~riode du 
mouvement absolu qu'elle produit soit d'un jour sid6ral environ. 

Cette p6riode de 336. 5 jours approche tr~s fort de celle des termes 
de la nutation qui d6pendent de la simple longitude du soleil. 

T o u s l e s  astronomes et g~om~tres, mdme dans les Trait6s les plus 
r6cents, Font calcul6e dans l'hypothbse d'une terre solide, et l 'ont donn6e 

comme 6gale k 2~ A A n C - - A  = 305 jours sid6raux, en adoptant pour O A 

la valeur qui r6sulte des constantes de la pr6cession et de la nutation. 
Or, comme nous l'avons dit ci-dessus, si dans le mouvement de pr& 

cession et peut-dtre dans celui qui d6pend du noeud de lu Lune, l'6corce 
peut ~tre consid6r6e comme solidaire avec le noyau, il n'en est pas de 
m6me dans les mouvements k p6riode interm6diaire. 

A' B' 
Pour ces derniers les valeurs sont interm6diaires entre les 

C ' ' C '  
A B 

valeurs ~ ~ trouv6es pour la tcrre enti~re et les valeurs A1 B, appli- 
' C, ' C, 

cables ~ r6corce seule, c'est-~-dire aux mouvements k tr6s courte p6riode, 
r la nutation diurne. 

L'observation m'a d6montr6 que, dans le mouvement relatif d'une 
A' 

p6riode de i i mois produit par la nutation initiale, C'--A'~ 335"5 

jours moyens ~ 337.4 jours sid~raux. On a donc 

C'- -A '  C ~ A  305 C - - A  
a' 



Expression complete et signification v~ritable de ]a nutation initiale. 383 

Or ce coefficient C - -A  A , que nous avons repr~sent~ ci-dessus par N, 

figure duns tous les termes d e  la pr6cession et de" la nutation. Pour la  
premiere il peut se calculer en rapportant A et C ~ la terre enti~re, et 
nous admettrons qu'il en est de mdme pour le second. 

Mais nous venons de voir qu'il n'en est plus de m~me pour des 
termes d'une p6riode de I I mois; ~ plus forte raison pour ceux d'une 
p~riode de 5 mois, d'un mois et moins encore. 

Tous l e s  termes solaires et lunaires de la nutation, que les astronomes 

ont calcul6s au moyen de la valeur C -  A rapport~e ~ la terre solide, 
A 

sont donc fautifs. 
I1 n'est pus possible actuellement ~ la th~orie de d~terminer duns 

C - - A  
quel rapport ---A--- doit ~tre modifi6 pour ces diff6rents termes, et c'est 

l'observatlon que s'impose cette recherche excesslvement laborieuse. 
S'il est permis de conelure par analogie, le coefficient des termes an- 

nuels de la nutation devra ~tre r6duit de o.I de sa valeur; mais quant 
aux termes en 2(D, la r6duction sera peut dtre encore plus considerable. 

Tirons maintenant quelques consequences frappantes des prdmisses 
que nous venons de poser. 

Rappelons d'abord que les astronomes n'ont encore tenu aucun compte, 
duns leurs r~ductions, de la nutation initiale, dont la p~riode est, pour 
les observations m~ridiennes, de 335. 5 jours moyens, c'est-~-dire approche 
d'assez pros de l'ann~e; 

qu'ils ont employ6 un coefficient fautif pour les termes solaires de 
la nutation (en laissant ici de c5t6 les erreurs sur les termes lunaires, 
et en admettant qu'elles se compensent dans une longue s~rie d'obser- 
vations); 

qu'ils n'ont tenu aucun compte de la nutation diurne, qui renferme 
~galement des termes solaires appreciables. 

Quelle con fiance avoir, dds lors, duns les ddterminations de la con- 
stante de l'aberration? Quoi d'6tonnant si l'on ne trouve pus, dans ces 
d~terminations, la concordance qu'il serait permis d'attendre d'observations 
et de r~ductions bien faites, et si elles ont conduit presque toutes ~ des 
parallaxes n~gatives? 

Tout est donc ~ reprendre ~ nouveau en astronomie: la th~orie du 
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mouvement de rotation de lu terrestre en tenant compte du frotte- 
ment et des r6actions int~rieures du noyau, et les formules de rotation 
qui en d6coulent. 

La thdorie n'en sera pas faite avant quelques ann4es; 1 et les ob- 
servations, r6duites selon les principes que nous venons d'exposer, dans 
l'hypoth+se de la fluidit~ int~rieure du globe, pourront conduire plus tbt 
k des r~sultats satisfaisants. 

�9 Elles nous ont d~jk d&nontrd cette fluidit6 int~rieure en opposant k 
la p6riode th~orique de 305 jours, calcul~e dans l'hypoth+se de la solidit~ 
du globe, une p~riode de 336.5 jours, ~ et elles ont, par lk m~me, 6tabli, 

�9 avec une probabilitd tr~s grande, l'existence de la nutation diurne. 
Elles me conduiront peut ~tre tr~s prochainement k la d~monstration 

k priori de cette existence par celle d'un second terme de la nutation 
initiale, n~glig6 par tous les  astronomes, parce qu'ils ont fait B ~ A. 

Et il nous sera permis de regretter que, dans les trait~s m~me les 
plus r~cents, on ait omis d'examiner au moins, d'une mani~re approfondie, 
l'influence que l'hypoth~se de ]a fluiditd int~rieure du globe pourrait 
avoir sur les coefficients des termes de la nutation, malgr~ les travaux 
que nous avons publi~s sur ce sujet, ~ et qu'on ait m6me cru pouvoir 
contester l'existence de la nutation diurne, en en calculant le coefficient 
comme si la terre 6tait solide! 

Bruxelles, 23 juin I89I. 

t Cette question vicnt d'etre raise au concours par l'Acaddmie de Belgique. 
Des recherches subsdquentes m'ont conduit ~ admcttre une pdriode de 398 jours, 

qul s'dcarte davantage encore de la va]eur thdorique. 
s Thdorie des mouvements diurne, annuel et sdeulalre de l'axe du monde. I888. 
Traitd des rdductions stellaires. I888. 
Annua i res  de l ' o b s e r v a t o i r e  roya l  de Bruxe l les .  I888- - I89  I. 
Bu l l e t in  de l 'Aeaddmle roya le  de Belgique.  I885- - I80  I. 
As t ronomische  Nachr ich ten .  I889--I89o.  
Bu l l e t in  Ast ronomique .  I89O. 


