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SUR LES VIBRATIONS LUMINEUSES DANS LES MILIEUX BIREFRINGENTS

PAR

VITO VOLTERRA

a

PISE.

Introduction.

1. LaME a consacré la 22%@° et la 23*° de ses legons sur la
théorie mathématique de 1'élasticité & des recherches sur la possibilité
d'un seul centre d’ébranlement dans la propagation de la lumiére dans
les milieux biréfringents. Il observe que »lors d'une seule onde pro-
gressive produite & l'origine des coordonnées, centre unique d’ébranlement,
un point M dont les coordonnées sont (2, y,2) sera agité a deux époques

différentes

A =\/Q——\/Q’——4qRP,

2q

Q + V@' — 4qRP

ou
B = 2r?, P = Za’s?

a,b,c, étant les axes d’élasticité.

q

Q = Zd’(b* + ¢*)z?,

q — a?b202,

»3i le centre d’ébranlement exécute une suite indéfinie de vibrations,

le déplacement y sera représenté par les projections

t— 2,
T
t— 2,
b3
t—2,
| Z, cos 2T 5
Asta mathemalics. 16. Imprimé le 26 avril 1892,

X, cos2m

(1) Y, cosarm

+ X, cos 27—
+ ¥, cos 2w
+ Z, cos 2m——

20
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(X,, Y, Z) et (X,,Y,, Z) étant des fonctions de (z,y,2) qui devront
donner pour (x = 0, ¥y = 0, 2 = 0)

X, +X, =X, Y, +Y,=Y, Z+Z=2>

Par suite LAME s'est proposé de chercher les intégrales des équations

3 fou  dv 9 [ow  du %
(=)= (== =) =)

oy \ay oz 92 \dz oz at*

L .0 for  dw 29 fou v cR
(2 R (o R

9z \9z oz oz \9y ox ol

B ? (aw u 2t ? (3v 9w> __o'w

oz \oz  ay ay\az ay/ ot

qui ont la forme (1).
Par un caleul fort laborieux, conduit avec une grande habileté, il
atteint le but de déterminer les fonctions inconnues X, Y,,Z;X,,7,, Z,.
LAME observe que ces fonctions sont indéterminées le long des pa-
ralléles aux axes optiques conduites par l'origine et sont infinies a I'origine.
En remplagant dans les formules (1) les fonctions

2r(t —4,) , cos 2n(t — A,)

cos 3 g

par
Ft+2) +e.6—2)  Fi+4)+el—4)

F ,¢,F,, ¢, étant des fonctions arbitraires, u,v, w restent toujours
des intégrales des équations (2).
Donc on a que

% = Xl{Fl(t + Al) + ’pl(t_ '11)’ + Xa{Fa(t + Az) + faa(t'— Aa)}’
3) Jo=TE0+4) + ot — W)} + TF,¢ + 4) + ¢,(6 — 4)),
w= Z{F\{t+4)+ ¢, — MY+ ZF,( + &) + ¢, — A,)}

vérifient les équations de LaMi.
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2. Les vibrations lumineuses dans un milieu isotrope dépendent de
I'équation différentielle

'u Pu |, 'u | d'w
(4) 5ﬁ=w<5;+5?+5;;)
dont on a lintégrale
F(r + Vit (r— Vi)
(s) 0 = ' ) + ¢ :

Ly

o1
r=TETET

et F,p sont des fonctions arbitraires. Cette intégrale présente une
analogie avec les intégrales (3) et comme elles, devient infinie & V'origine.

I1 est connu qu'on peut déduire l'intégrale générale de 'équation (4)
sous la forme donnée par Porssox, en partant de Y'intégrale (5) et en suppo-
sant vérifié @ prior: le principe de Huycuens. Clest par 14 que M. Poin-
CARE démontre dans ses legons d’optique la vérité du principe de Huveurxs.
On peut maintenant se poser la question: Qu'est-ce qu'on trouve en appli-
quant le méme procédé, lorsquon part des intégrales (3) et qu'on suppose
vérifié le principe de Huveuess? Nous avons montré dans larticle 5 de
ce mémoire, quon tire de ]a les fonctions que M™ KowALEVSKI a données
comme intégrales générales des équations de Lamf. Si 'on pourrait vé-
rifier que les formules trouvées de cette fagon satisfont les équations de
LaME on aurait justifié emploi du principe de HuvcHEns.

Mais nous avons montré dans Varticle 5 que cette vérification n’est
pas possible. Dol ressort ce résultat qui & premiére vue semble bien
singulier? '

3. Pour trouver le noeud de la question, il faut avoir devant les
yeux la surface des ondes ot I'on ait dessiné les systémes des lignes
sphériques et elliptiques qui forment les coordonnées curvilignes consi-
dérées par M. Weser. (Voir article 3.)

Prenons comme fait M. WeBEr

w = bsnu,, k) dn(u, , p), e oY

— 3
at —~¢?

y = acn(u,, k) en (u, , p),

2 = adn (4, , k) sn (u, , p), AP =pe—
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Voici ce qu'on verrait en regardant la nappe extérieure de la surface
des ondes du coté des y positives.®

Voici au contraire ce qu'on verrait en regardant la méme nappe du
coté des y négatives.

Ces figures montrent que u, est discontinue le long des lignes u, = K,
u, = — K.

Prenons maintenant les premiers termes des intégrales (3). Nous
avone trouvé dans ce mémoire (article 4) ces intégrales par un procédé tout
& fait différent de celui suivi par LAME. Les expressions sous lesquelles
résultent les quantités X , Y, , Z, sont

3
(6) @b snu, snu, cnu, cn u, sn 2, dn u, dn %, cou, dow,
b > 2
au, A au, A -

a’u, A

' 4K et 4L sont les périodes réelles correspondantes aux modules %k, u.
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A=1—ksn?u, — pu*sn’u, + (u’ + k*— 1)sn’u, sn’u,

et », remplace le parameétre A, de Lawms.

Ces expressions sont telles, qu'en prenant garde aux figures que
nous avons dessinées, on voit bien aisément que X , Z, sont des fonctions
polydromes des coordonnées-z, y , # des points de I'espace. Pareillement
on a que X,,Z, sont des fonctions polydromes. Cette propriété ne
g'apergoit’ guére au premier abord, lorsqu'on examine ces quantités sous
la forme que leur avait donnée Lams.

© Cest pourquoi il g'était trompé lorsqu'il avait cru qu’elles pouvaient
représenter les vibrations lumineuses provenantes d'un centre d’ébranlement.

Ce sont les mémes fonctions (6) qui paraissent dans le mémoire de
M= Kowarevskr Lorsqu'on s'apercoit qu’elles sont polydromes, on voit
aussi que la méthode découverte par M. WEIERSTRASS pour D'intégration
des équations linéaires aux dérivées partielles ne peut pas étre appliquée
pour intégrer les équations de LAME en se servant des coordonnées de

M. WesER.

4. Le premier article de ce mémoire est consacré & la transformation
des équations de l'optique de LaME en coordonnées curvilignes.

Japplique les formules trouvées au cas particulier des coordonnées
de M. WeBer. De cette fagon je trouve, par un procédé’ bien plus court
que celui suivi par Lamg les intégrales (3) sous la forme que je viens
d’indiquer. La discussion de ces intégrales est faite dans Varticle 5. Dans
Varticle suivant je trouve un théoréme analogue & celui de GREEN et
jv applique la méthode employée par KircHHOFF pour généraliser le
principe de Huvonens. Enfin les derniers articles sont consacrés & trouver
les intégrales générales des équations de l'optique en partant des inté-
grales de LAME et en prenant garde a leur polydromie.

* Ce procédé ne diffsre pas essentiellement de la méthode suivie par M. BrILL
dans un mémoire [Math. Anun., I°F Vol] que j'ai connu sculement aprés avoir rédigé
mon travail,
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ART. 1, Transformation des équations de Lamé en coordonnées
curvilignes.

1. Soient u,v,w les composantes du déplacement d’un point (z,¥,2)
d’'un milieu élastique homogene.

En posant
v w
2z oy
ow ou
1 pE
( ) 4 oz 2z
_ u oV
Ty

les composantes des rotations des éléments du milien, seront données par

1 1 I
-U, -V, -W.
2 2 2
Prenons les axes coordonnées z, %, z paralléles aux directions des axes
d’élasticité, et soient
a>b>c
les axes d'élasticité.
On écrira les équations de LAME de la maniére suivante

CRT aW 14
AL LS. QN L KA
ot oy dz
R -1/ g0 W
2) 1= %
S0 _ gadV _ ol
at? oz 3y

Ces équations peuvent s'obtenir en annullant la variation d’une intégrale.
En effet, si 1'on pose

(3) P = a’U* + b*V? 4 *W?,

! LamE, Legons sur Vélasticité, dix-septidme legon.
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=)+ @)+ @)
(4) = at) ot )’
I 4
(s) 1=5‘°fsf(T-—P)det,

t,, ¢, étant un intervalle arbitraire de l'espace, on aura
au adu av adv | dwddw
M“ff st ot Tator Tat ot

__{ ,U<ajzu 3ow) + 8 V(Bo“w aou> + 62W<a-8—u—-?—33>

oy ow oz oy ox

]det.

Supposons que les variations du, dv, dw soient nulles aux limites des inté-
grales. Par des intégrations par partie on déduit de I'équation précédente

__ __,___ .,GW 14 N (3_’2__ 38U ‘zﬂ)
ol = ff[ouat’ ¢ ba—z->+ouat, “az+cax

+aw(:t’,” » 4 *afj)]det

3
On tire de 1a les équations (2) en posant

ol = o.

2. Considérons maintenant un systéme de coordonnées curvilignes
Uy s Uy » Uye  S03E

ds* = H,,du} + Hy,du; + Hyydug + 2 Hydu,du, + 2 Hy duydu, + 2 H,,du, du,

le carré de 1'élément linéaire.
Posons

D’-——I d(z, Y. %) %)

ld(ul ? u: ? %3)
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Désignons par ¢, ¢,, ¢, les tangentes aux lignes

%, = const,, %, = const.;
%, = const,, %, = const.;
%, == const,, u, = const.

Les composantes des déplacements des points du milieu dans les directions
tyty,t, étant v ,v,, v, on aura

v az v, az v, oz
u = v, cost. & 4 v, cost,x 4 v, cost.x = —* - - —
! S S s VH,, au, \/Hsau,’
3_1/ Uy ay
v = 9, co8ly + v,co8t,y + v, costy = + ==

\/H du, \/H du, \/H au

v, 92 v, 9% v, 9z
w = v, co8t,z + v,co8¢,2 + v, Cc08f,8 = == — i 2

VH, ou, -JH,,du, \/—[i;;;x_; .

Si on pose

v, v,

vS
Ve, BT ym BT

(6) b =

on trouvera

oz oz ox
MR S T
(7) v=p o+ P
9z oz oz
w=p,a;l+p237‘;+1735;‘;-

Par un théoréme bien connu on peut toujours trouver trois fonctions

A)P-)V;
telles que
) 94 o
u—-55+ V,‘;—x’
(8) ’ ?J=2%+V?£’
oy oy
24 9
w——;+ —/'1;
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d'on
_dg.y) )
Ty, 8)’ V_id(z,w)’ W—d(:v,'y).

On aura donc

dp, v) dlu,, w,)
uy 5 %,) d(y , 2)

U — M) du,, uy) d(g,v) du,,u,)

 d(uy,u,) d(y, 2) d(u, , u,) 4y, 2)

I d(/z,v) L +I d(p,v) oz + L 1 d(p,v) o
Dd(u wg)ou, © Dd(u,, u)ou, ' Ddu,, u,)ou,

+ +

\/Hu d(/‘ v) costm +\/ d(/u v) COSth 4 e \/HSs a(p, v)

cost,x.
D d(a’ 1) D d("‘x’ 2) 8

De méme on trouve

H. d A,y , A,y

W= \/H LICID) ostz—{—\/H d('u ) ostz—l—‘/ dlp. )

D A, ) D dfu,, ) D ;) %h*

C'est pourquoi les composantes des rotations des éléments du milien dans
les directions ¢,,¢,, ¢, seront données par

29 Y3
1VH,, d(g, )
z"Vl 3D d(u,, 3)
I \/ d(p,v)
2V =; D d(us, du, , u;)’

On tire des équations (8) et ()

3:0 °y 8z g
au, + aul + v&z-{- “’5;; = H,p + Hlﬂpa + Hxsps =4y
al pu % ay
(9) g;;‘i‘”@;"—‘u@;'{- v +w H . p, + H,,p, + H,p, = q,,
34 ) oz oy %z
T R T

Acta mathematica. 16. Imprimé le 27 avril 1892, 21



162 Vito Volterra.

d'on

d (/1 V) %,

et par suite

D \ou, ou,
Fo= Y (i)
= (a3t
Posons
(10) P, =%, P, =\_/%, P, =\/1E%3

On aura pour les rotations des formules parfaitement analogues aux
équations (7) que nous avons établies pour les déplacements:

UP + Z+Pﬁ‘—

(11) V= P°y+P, +P_,,§§;
W=PZ + ,W+P3§1’2.

3. Nous nous proposons maintenant d’exprimer les quantités T et
P par les fonctions p,, p,, p,; P,, P,, P,. Il est bien facile de déduire

des équations (7) s :
=)+ <§%> + <:-;">

PN AY GP, aps W9, 4 g PP 9p, 9p,
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De méme, en posant

K= ()4 ()4 (2’

CE AN ay\* 2\’
2 2 3
=a'{— b= —
K, (811,3) + (au) T (au) ’
ox oz oy 9y %% oz
K, =a"——4 b == P —
28 ou, du, + Ju, du, T ou, du,’
ox 9z 9y oy oz 0z
K. — g% %% 2 9y oY 3 9% 9%
51 du, du, + 0 ou, du, +o ou, ou,’

oz ox oy 9y 9z 9z
K,=0——+0b>=*% e
12 du, ou, + du, du, +e ou, u,’

on trouve

P=2a’0*+ b*V? 4 *W?
= K P + K P; + Ky P + 2K, P, Py + 2K, P, P, + 2K, P\ P,.
4. On peut maintenant transformer les équations de Lamg en coor-

données curvilignes.
En effet, on aura

P+ 1, )+ Beo(, 2+ B, 0 2)

LY ) %, 9P, o,
oT = é\(H +4H,, ot 3 5t 21 ¢ 22 3¢ Y

11 ¢

(g Wy g P ) 20 B3 020
+ ‘5\<Hal'at +H329t +H333t =2t st Tt ot Tt ot

~0P = (K,,P, + K,,P, + K,,P,)oP, + (K,,P, + K,,P, + K,,P,)dF,
+ (K,,P, + K,,P, + K,,P,)0P,

et en posant
K,P, + K,,P, + K, P, = ¢,

(12) K, P, + K,,P, + K,,P, = Q,,
K, P, + K,,P, + K,,P, = Q,
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on trouvera

1 31)_ [Ql 9dg, adg > + (aaq, 9an) 1 Q (aaq, z;ig:,)].

Par suite

(13) ol = ¢ | dt | (T — P)Ddu,du,du,
' t, &
— op, 8dq, , 3p,9dg, , 3p, 3y,
fdtflpatat + 2 at+at9t]

9dq, 9dq ?dq, 9dq, 3dq,  9dg,
— (=) - eGE i) - e(Gh -3

ou, du, du, s A

du, du,du..

Les variations dg,, dq,, dg, étant nulles aux limites des intégrales,
Péquation précédente peut étre remplacée par

P 9Q p¥Ps__ %9 , 99,
—’"fdtf’a o’ _au ]+3 [ ot ,+au,

+ dq [ it]’)a aQ’+3u ]! as

1

Done, si I = o0, on aura,

(p¥P %9 29,
at* du, ou,
a’ps aQI aQs
(14) o au, aw,’

1

—_ e —————,

Voila les équations de LaME transformées en coordonnées curvilignes.

5. Nous donnerons ici quelques formules dont nous nous servirons
dans les articles suivants,
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Les équations (9) résolues par rapport & w, v, w, donnent

;

du,
u::qle—x__l- 3850 "t 3aa;
ou, ou, ou,
(15) ”-_—’11;?/—'!—9,@34'933—;7
w=g, 04 g, +g
y 1oz %25, 25

az.

. , . ou, du, du
Ajoutons les équations (12) aprés les avoir multipliées par 57 om ' 38

On trouvera

@13w+92 ’+Q3%
+P( ng ni“’+ K.5)
+ P (K, 2+ K, 2 K, 5

=a[18u+ +P3:—z—s]i

d’out

(16 QU= Qo+ Qo 4 Q2.
De méme on aura

(167) VY= Q2+ 2t + Q1
(16",) 2W Ql oz + Q‘l oz + QB

6. Nous venons de transformer les équations de LAME en suivant
la méthode ordinaire, c'est & dire en reconduisant la question par les
principes du calcul des variations & la transformation d’une intégrale.
On peut faire la transformation par un autre procédé trés-simple que je
vais exposer en peu de mots.
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Soit ¢ une surface quelconque dont le bord est formé par la ligne s
et soit #» la normale & cette surface. Désignons par A et u des coor-
données curvilignes des points de la surface. En multipliant les équa-
tions (1), (2) par

4y, %)
cosmvdo-—-d(l - dAdu,

cos nydo = ((z z)) dAdp,

cosnzde = Ex 1qd/ld

et en intégrant sur toute la surface ¢, on trouve par le théoréme de

STOKES
d(y 2) d(z, ) d@, 97,
./T a0t Ve T Waa ) A

g

=f(udx + vdy + wds),

d* dly,2) , d@,o , d@,7)
MZ/I o Rt e B e L

G

=f(a’de + b*Vdy + c*Wdz).

Si nous posons

o
U= 13u+ ’3u+P3ﬁ_’
9 ay
V=P151%—+ + 39u
2
W = P + ,au+P,,a%,

o oz oz
“=ﬂa+ﬂa+%a’

v—plaz +pzay +p3

9z oz oz
Lw=p’é_u—l+p’5;;+p39_u_,
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il est évident qu'on trouve

g8 | pdl,s) | de,y)
Vaant Vaw T Waa

d(u, , u,) d(u, , %) d(u, , u,)

i R e S Tl

- 1)[1)1

d(y,Z) d(z,w) d(@, y)
“ITm T d(l,p)+wd(/1,)u)

. d(u, , u,) d(u, , u,) d(u, , u,)
“D[pl a,n TPamn tPhaa, |

Examinons les deux formes quadratiques
| of = u® + o* 4+ w?
= Hyupi + Hypi + Hyps + 2Hupups + 2Hypspy + 2Hepips,
A 20 = a’U* + b*V? 4 *W*
= K, P! + K,P! + K; P} + 2K, P, P, + 2K, P; P, 4 2K, P, P,.
Par des théorémes bien connus on aura

:c+afdy+3fdz "’fd +"’fd + fdu
99"dac+ dy-]—wdz du +a¢d +

Par suite, en posant

of °of f
ap, q]i ap, = {5 9173 - qa’
% % __ % __
3P Ql’ 9P2 - Qg? aP3 - Qa

on trouvera

wdr + vdy + wdz = q,du, + q,du, + ¢,du,,
a*Udx + b*Vdy + *Wdz = @ du, + Q,du, + Q,du,.
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On pourra donc substituer aux équations (17) les deux équations

' d(u,, u) | p dluy,u) | o dlu, )
fD[Pl A B+ B G Jaad

g

=f(q1du1 + 9,du, + g,du,),

a* d(u, , u,) d(u, , %) d(u, , u,)
dt’fp[p’ d@, ) + 2, a2, p) T d(2, p) ]dldp

=f(de“1 + Qdu, + Qy duy)-

De ces équations, par le théoréme de Sroxes découlent tout de suite les
équations (10) et (14).

ART. 2. Les équations de Lamé et leurs équations conjuguées.

1. La transformation des équations de LAME en coordonnées curvi-
lignes nous a conduit aux équations

9 du, Uy 42
Qi = E:'I{isPn
(1) ; (1=1,2,3)
I /30:41  9¢sy2
p=2L (-— ey
s D QU 49 Oty 41 ’
q{ - EcHupl
Posons
m — L (3Q1+1 _9Q;+2)
: D QUs4a OUs 41
on, aura
?%p,
at! = ml,

Par conséquent, si
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on trouvera
9’q¢ .
3
d’ou

ot Qs 41 QUsy2

En remplagant P, par M,, et ¢, par N, on pourra écrire le systéme
d’équations '

( DG’M, - 3n,+2 _ 3n,+1
ot? au,.,.l au,_,., ’

n, = Z:Humn

(2)

. I <3N3+1 9N4+2) (s=1,2,8)
m, = = (= ——"2),
D 3“,4,.2 3u,+1
N,= 3,K,M,.

.2. Lorsqu'on connait un systéme d'intégrales

p;)P.m q.s7 Q.s

des équations (1) on aura tout de suite des intégrales des équations (2).
Il suffit pour cela de prendre

M=P,, M=Qc’

(3) ' 2% 2%,
= b = — 9D
m, = ot ) 7, Zi-Hu 512
Réciproquement & toute intégrale des équations (2) correspond une inté-
grale du systéme (1). En effet en prenant .

ps = ”l” qt = nn
(4) ‘ M, M,

Pc_"_"-"'—'?’ Qs=_2ilris—972—

on aura que ces fonctions satisfont aux équations (1).
Acta mathemation. 16, Imprimé le 27 avril 1892, 29
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3. On peut maintenant poser la question:
A quelles intégrales

pl’ QJ7P1’ Qc

des équations (1) correspondent des intégrales
ml b na ’ M ’ 'N;

du systéme (2) telles que les relations (4) soient vérifiées?
Il est facile de démontrer qu'il suffit de la condition

) 2Dp) | 3Dpy) , ADp) _

ou, ou, du,

pour que les équations (4) soient satisfaites.
En effet, il ressort de (5) que l'on pourra poser

I a1v‘a+1 aNn-{-?
'p‘ - m‘ = E (Bu,H _3u5+1)

d’o1 découlent les équations (4). De méme & tout systéme d'intégrales
", ., N, M’ N,
des équations (2) telles que

3(DM,)

(DM
(6) = ‘

Do

LI ANN

. ou, ou,

correspond un systéme d'intégrales des équations (1) lié au précédent
par les relations (3).

4. Il est aisé de démontrer que si 1'équation (5) est vérifiée les
vibrations sont transversales.
En effet soit

du L] dw
9—;;+53‘I+37-
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En multipliant cette quantité par une fonction A indéterminée et en
intégrant sur un espace S quelconque on trouve

[6sdyds — f v 4 w)ds,

A étant nulle au contour de l’espace 8. Mais

24 7 22
ua—m+ + 1eu+ ’au +p39u
Par suite
24 9 )
:! Adedydz = sf (p] ) + p, 5, + p, ﬁ>Ddu1du,du3.
Donr

1 2 3

[Adedydz =fl(3(:;px) + é(apupg) + 3(:;}%)) %dxdydz.
S

Puisque 2 est indéterminée, on déduit

6 =

? (DPJ 9 (DPa) ? (DPs)
5 + + ]

3

5. Nous appellerons les équations (2) les équations conjuguées aux
équations de LamE. Il est connu que les équations de LAME se rap-
portent & lhypothése de Neumann. Clest & dire pour trouver ces équa-
tions il faut supposer que les vibrations des particules du milieu élastique
ont lieu dans le plan de polarisation. FrESNEL au contraire a supposé
que la direction des vibrations soit normale au plan de polarisation. Il
serait aisé de voir que les équations (2) sont les équations du mouve-
ment dans I’hypothése de Fresnen. Il suffit pour cela de supposer que
VEu M, , VH, M, , JH;; M, représentent les composantes des déplacements

dans les directions ¢,, ¢, , ¢,.
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ART. 3. Les coordonnées de Weber. Transformations des équations
de Lamé en coordonnées de Weber.

1. M. WeBer a démontré que si l'on a

@ = bsn(u,, k)dn(x,, p),

(1) Yy = acn(uy, k) on (4, , p),
= adn(w,, k) sn (u, , p),
ou
g __a*—b' g a'b’—c’
k T at— ! P T brat—c?

on obtient par I'élimination de w,, u,,

2 . ] 2.

z Yy —
(2) a:’+y*+z’—a,’+x’+y’+z’—b’+a;’+y’+z’—-c’_

1,

qui est l'équation de la surface des ondes.’
Au lieu de
sn(u,, k), cn(u,, k), dn(y,, k),

80 (%, 5 pr) , o0 (uy, 1) , dn(u,, p)

nous écrirons, pour simplifier,

snu, , cnu, , dnu,,
snu, , cnu, , dnu,,

en supprimant les modules (k,n) suffisamment rappelés par les indices des
arguments u,, .. Soit 4K la période réelle correspondant au module
k; 4L la méme période correspondant au module p.

En donnant & w, toutes les valeurs réelles comprises entre — K et
K et &4 w, toutes les valeurs réelles comprises entre — 2L et 2L, on
obtient par les formules (1) tous les points de la nappe extérieure de
la surface des ondes qu'on appellera o'

! Journal de Crelle. T. 84, page 353.
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2. Examinons maintenant comment sont disposées les lignes

#, = const., %, == const.
sur o'.

Conduisons par l'origine les paralléles T,, T, aux axes optiques.
Elles découpent le plan zz en quatre parties qui contiennent respective-
ment les parties positives et négatives des axes z,2. Nous les désignerons
par w,, 0_,, w,,0_,.

En faisant w, = — K, on trouve

£ = —bdnu, Yy = o0, z = busnu,.

Cette ligne est la partie de lintersection du plan zz avec ¢ comprise
dans w_,. - De méme on voit que la ligne u, = K est la partie de la
méme intersection comprise dans w,. Les lignes

s = — L, u, = L

sont les parties de lintersection de o' avec le plan xz comprises dans
w_, et w,.

Ajoutons les équations (1) aprés en avoir élevé les deux membres
a carré. On obtient

(3) 2?4 y* + 2 = a* — (6 — b") sn’u,.
_ L'intersection de ¢’ avec la sphére (3) est formée de deux courbes situées
des deux coétés du plan ye. Si la courbe qui est du cété des x positives
correspond & w, = a@,, on aura

K>a,>o0.

L'autre courbe correspondra alors &

= —0a

2
De méme on trouve

(4) a’z?® 4+ b’y’ + c?? = a’[b2 —_— (b’ —_— 02) sn’us].
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Considérons les deux plans xzs,zy. Ils partagent l'espace en quatre
parties que nous désignerons par

(5) Sy,s b S—-y,‘z ) Sy,—t ? S—y,—-z

en mettant en évidence le signe des coordonnées y, z de leurs points.

L'intersection de l'ellipsoide (4) avec o est formée de deux courbes
qui sont situées des deux cotés du plan xy et dont chacune est coupée
par le plan wz.

On pourra donc considérer les quatre parties L,,,L_, ., L, _,,L_, _,
de cette intersection qui sont contenues dans les quatre parties (5) de
T'espace.

Si L,, correspond & %, = a,, on aura

L>a, >0

et
L_,, correspondra & %, = 2L — a,,

L, ., correspondra & 4, = — a,

L_, _, correspondra a %, = 2L + a,.

On tire de 14 que u, considérée comme fonction des points de la surface
o est continue, tandis que u, est discontinue le long des lignes ,= — K,
u, = K. La somme des valeurs de u, des deux cotés de ces lignes est
toujours égale a 2L. w, est aussi discontinue le long de la partie A de
Vintersection du plan zy avec o qui est du coté des y négatives. La
différence des valeurs de w, le long de la ligne A est constante et égale
a 4L.
Par conséquent les fonctions elliptiques

(6) snu, , cnu, , dnu, , snw, , dnu,
seront continues sur la surface o/, mais

cnu,

sera discontinue le long des lignes », = K, u, = — K. Ses valeurs sur
les deux co6tés de ces lignes seront égales et de signe contraire.
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3. Posons maintenant

x = bu, snu, dny,, I o > %, >0,
(7) == Qu, CN %, CN U,, (8) K>u,>—XK,
2 = au, dnwu, snu,, l 2L >uy > —2L.

Les surfaces

seront les nappes extérieures d'un systéme de surfaces des ondes concen-
triques et homothétiques. Les surfaces

%, = const,, %, = const.

seront des cones dont le sommet est a l'origine, et dont les directrices
sont les lignes w, = const.,, w, = const.,, que nous avons déja examinées
sur la surface o'. Les fonctions elliptiques (6), considérées comme fonc-
tions des points de l'espace, seront continues, tandis que cnw, sera dis-
continue le long des parties w,, w_, du plan 2z.

4. A tout systéme de valeurs de z,y, 2 (excepté si y = 0) corres-
pond un seul systéme de valeurs pour u,, u,, #, qui satisfont aux con-
ditions (7), (8). On appellera ces valeurs les coordonnées de WEBER du
point x,y, 2.

De méme si on a deux points 4, =(z,,y,,2,) et 4,=(2,,9,, 2,)
nous poserons

Ty — 2, =0, Yy—Y, =Y, b —2& =2z.

Le systéme des valeurs de w,, w,, %, qui vérifient les conditions (7), (8)
seront les coordonnées de WEBER du point 4, par rapport au point 4.

Il est aisé de voir que les coordonnées de WEBER du point 4, par
rapport au point 4,, seront

U, , — U, , — 2L 4 u,
si u, >0, et

U, , — U, , 2L 4 u,,
si 4, <o
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Calculons le carré de l'élément linéaire de I'espace en fonctions des
coordonnées u, , %, , u,.

On trouve par un calcul trés simple

H, =a’cn’u, 4+ b*sn’u,,
H,, = uj[(a® — b") sn*u, dn’u, 4 b* — b’k sn’u, — b'u’sn’u ],

(9) 1 Hy; = a™i[1 —k*sn’u, — p*sn’u, + (u* + k* — 1) sn’u, sn’u,].
H,
H?

s = 4, (b’ — a”)snu, cnu, dnu,,

\H,, = H,, = o,
d'on
H,,H,, H, 3
D=1H, , H,, H,
H. ,H,, H,

31 33 ?
= a’bu[1 —k’sn’u, — p*sn’u, + (' + &* — 1) 80w, sn’u,].
5. Pour établir les équations de LAME en coordonnées de WEBER,

il suffit de calculer les quantités K.
On obtient ‘

K, =a’[b’cen’u, + c*sn’u],
K,, = a®™i[1 —k’sn’u, — p’sn’u, + (#° 4+ k' — 1)sn’u, 80w ],
(10§ K,, = a*u?[(p? — c*) sn’u, dn’u, + ¢* — c’k’ sn’u, — c’u” sn’u,],

— au (c? — b?
K, = a’u (¢’ — b*) snu, cnu, dnu,,

K, =K 6 =o.
En posant
(11) = 1 —k?sn’u, — p*sn’u, + (u* + k> — 1) sn’u, sn’u,
on aura

(12) H, =aA, D=alA, K, =a"buiA.
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6. Si au lieu des équations (7) on pose les équations

% == Cu, 8N (ug , p)dn (u, , ),

(13) Y = Cu; en(uy 5 ) o0 (uy » &),
2 = bu, dn (4, , ) 80 (u, 5 ),
ou
—~g cﬁbg___a’ . —q c’___bﬂ
e XS = a—a’

on obtient tous les points de l'espace en domnant & «,, u,, u, toutes
les valeurs réelles, telles que

00> >0,
(14) Ri"f—"‘zi—f’
2E__>_=Zl:3 > — 2E,

4K et 4T étant les périodes réelles correspondantes aux modules %, e
Les surfaces » = const. sont les nappes intérieures d'un systéme de surfaces
des ondes concentriques et homothétiques, auxquelles appartient la surface
(2). Les surfaces u, = const., u, = const. sont des cénes dont le sommet
est & lorigine et dont les directrices sont des lignes sphériques et ellip-
tiques de ces nappes.

Il est facile de vérifier que, si les conditions (13), (14), sont remplies,

snu, , Chu, , dhy, , Snu, , dny,

sont des fonctions continues des points de l'espace, tandis que
en y,

est discontinue le long des parties w,, w_,, du plan xz, puisque cette
quantité prend des valeurs égales et de signes contraires sur les deux
cotés de ces surfaces.

A tout systéme de valeurs de z,y, 2z (excepté si y = o) correspond
un scul systéme de valeurs de w, , u,, u, qui vérifient les conditions (13),
(14). Nous appellerons ces valeurs les coordonnées de Wesrr de la 2%
espéce du point A=(r,y, 7. En posant

L= Ty — Ty, Y=Y —Y» 2 =2 — &,
Acta mathematioa. 16. Imprimé le 30 avril 1892, 23
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w,,u,,u, seront les coordonnées de WEBER de la 2% espéce du point

4,=(x,,y,, 2,) par rapport au point 4, =(z,,y,, 7,)-

7. Pour transformer les équations de LAME en coordonnées w, , u, , ug,
il suffit de calculer les quantités H,, K, par rapport & ces variables.
Nous les désignerons par H,, K, En posant

(15) A =1—#'sn’y, —p*sn’u, + (@' + &* — 1)sn’y, sn’y,

on trouve
(16) H,, = ¢uiA, D =chilA, K,y = c’biA,
(17) Ezs = _31 = _23 = _12 = 0.

ART. 4. Les intégrales de Lamé.

1. On peut trouver bien facilement deux intégrales des équations
de LAME, aprés les avoir transformées en coordonnées de WEBER.

Examinons d’abord ce qu’on trouve en prenant les coordonnées de
WEBER de premiére espéce.

Les équations de Lamgf seront vérifiées par les valeurs

b, =0, b, = 0.

En effet en rappellant les équations (1) du 2*° article et les équations
(9) de larticle précédent, on trouve

ql = 0) QQ = 0’ qa = 33p3r

_ 1%, _ 13, _
Pi=—p5 Di=5m BH=9°
. K11343 Knaq: —_ QQs — KmQQS
O =—""7% @G=75=0t5 G=—7%"
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Par suite les équations de LaME se réduisent aux suivantes

_ 2 K., 39, 9%,
o=ir =35 | = s
— 9 Ku aQs 2 K1s aqa
(1) o=z [_Téi,] 2, [-D—au,]’
3
32 __ 39 2 [ K04,
Cl oui  du, D ou,

Supposons ¢, fonction de ¢ et de u, seulement. Les deux premiéres
équations (1) seront satisfaites; la troisiéme deviendra

dont lintégrale générale est
7 = f(t,+ u) + ¢t —u),

fs¢ étant deux fonctions arbitraires. On a donc lintégrale suivante
des équations de Lamg

7, = 0, g, = O, q; =f(t+u1>+¢(t—u1)’

. v i
b =0 b, =0, by = M[f(t + ul); + ¢(t - ul)]’

Q1 = 0, Qz = b[f’(t -+ “1) et Sol(t - %1)]7 ' Qs = 0,

I ? ’
Pi=o  P=ggnlft+u)—¢lt—uw), P=o
ou A a la valeur (r1), art. 3.
2. En rappelant les équations (15) du premier article on trouve

w — g;fé[f(t + u) + ot —w)],

Su

(3) v = ﬁ[f(t + “1) + ¢(t— ul)]’

==

[f<t + ul) + Sa(t - ul)]

23
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Des équations (7) du méme article, on déduit aussi les expressions équi-

valentes
#fbenu, snu, cnu

o I B (1 ) (o )
@) b= —REEEN [  w) + ot —u,))
v = dnu, enu, dn u, [f(t + “1) + S"(t — u{)}

au, A

Enfin les équations (16) et (11) du premier article conduisent aux for-
mules suivantes

U= b ou,

Tisg L+ u) — ¢t —u,))

enu, dou, dnw

= A+ u) — o't —w))

a’u, A
19%, ¢, — ' —
o | T erm —eltow]
sn uﬁij‘& ZEPE + w) — 't —w)]),
W b du, ., g
=2+ u) — ¢t —u,)]

k*snu, enwu, snug o, ,
= — Al w) — ¢t —w))

3. Considérons maintenant les coordonnées de Wrser de la seconde
espéce. Le procédé par lequel on est parvenu aux intégrales (2) peut
étre appliqué a ces coordonnées. On trouve ainsi l'intégrale suivante

@ = 0, §7 = 0, 53 = Rt + ;‘1) + 9?’(6"— 1—‘1)’

=0 =0, py= = [t + %) + gt —w))

©) iy
—Ql =0, @, = b[?(t + ";1)'_‘9;’(“’-";0]1 ¢y = 0,
P=o  B=je[fl+m)—pt—a) P=o

[ et ¢ étant des fonctions arbitraires.
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On en tire

%

LR+ )+ p(E— )

*W[ 4 ) + ot —w)),
- P, - - - by
S R AR ;ux)]
— SIBI 4 ge— )

o= (7 + w) + g — )

__p’bsnu,sna, ena

', A

: [?(t + ;01) + ;(t"" %)]5

=  bog, -, - - -
U=t + w) — ¢t —w)]
k' sn @, cu 4, sn @,

TR TR )

124,

bay [f( + ’”11)'_v (t'—"—"l)]

sn @i, dn @, cn @,
=“W[ 7t +w) — gt —w))

2 (76 + ) — 56— )]

— REBEDE GG 4 5) — 56— D)

(8)

i ba
W=‘3'

4. Nous avons vu (art. 2) qu'a toute intégrale des équations de
LAME correspond une intégrale des équations conjuguées lide a la précé-
dente par les équations (3) du 2% article.

On aura dome, en partant des formules (2), (6), les deux intégrales
suivantes des équations conjuguées & celles de Lamg: '

(M, =0, M, = mar(pt+u)+yt—u) M=o
g | h=0o N =3bgt+u)+ x(t- )} N, =0,
m, = 0, m, = O, my = [9[' ¢+ ul) — 1t — )],

auA
n, = 0, n, = O, n, = ¢'(t 4+ u?)—»x'(t-—-—ul),
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1

I
I

1 = 0, 27— _,-——[S—[’(t + "_"‘1) + i(t"— 121)]7 M, = o,
c*bai A
oy | =0 M=ol 4w+ e—w), N, =o,
m=0, =0 m==[F+a) = —u)
M=o m=0  n =gt u)—rt—wu)

¢,x, ¢,y étant des fonctions arbitraires.

De méme on sait que des intégrales précédentes on pourrait déduire
des intégrales des équations de Lamg. Mais il est aisé de voir qu’en
partant des formules (9), (10) on ne trouverait pas de nouvelles intégrales,
car on reviendrait aux formules (2), (6).

5. Nous remarquerons enfin que les intégrales des équations de
LAME que nous venons de trouver vérifient la condition (5) de l'article
2 et par suite correspondent a des vibrations transversales.

6. On peut maintenant se poser la question. Est-ce quon peut
trouver d'autres intégrales des équations de LaME de la forme

=t f(t + u) + (¢t + u,),
(1) v = o f(t+u) + v0¢+ u),
w=w,f(t+ u) + Wt + u)

ol u,,v,,w,; u;,v;, w, sont indépendantes de ¢ et f(a) est une fonction
arbitraire, tandis que ¢(a) est une fonction arbitraire ou dépend d'une
maniére quelconque de f(a)?

Si (11) est une intégrale des équations de Lamg, on doit trouver
par la substitution dans les équations différentielles, trois équations de
la forme

A,f+ By + A,f' + B¢’ + A.f" + B,p” =0

on 4 ,B,, A, B,, 4,, B, sont des quantités qui ne dépendent pas de .
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Il est aisé de se persuader que ces coefficients doivent étre nuls.
En effet si cela n'arrivait pas, on aurait

f y @ o, S PR
f’ , ¢’ , f” R n , f’ll R ¢I"

8. '§

f'll , 50" , flll , spul R fIv , ¢IV o
fn/ , fﬂ,_” , f‘lv y ¢IV s fV s ¢V
~ ¢ 5 ¢ 5 ", "

fV R spv , f VI y 50“ R f’v 11 , ¢vn

Posons ¢+, =a, t+ u,=f, on aura f = f(a), ¢ = ¢(p) et l'on pourra
regarder a et § comme des variables indépendantes. Mais f est une fonction
arbitraire, par suite le déterminant

1
’ )

¢ » ¢ » ¢

r " e

> ¢ » @

" rir VI

e 5, ¢ 5 @

devrait étre nul. Donc ¢ ne serait une fonction arbitraire ni dépendrait de f.
On tire de la que

uaf(t + ’Ml), uﬂsp(t + "_l‘l))
(12) vaf(t + ), et (12) ] %p(t + w),
w,f(¢ + u,) wep(t + )

doivent former deux intégrales des équations de Lamg. En prenant les
coordonnées de WEBER de la premiére espéce, & l'intégrale (12) doit corres-
pondre lintégrale suivante des équations transformées

D= Pif(t + u),
p2 == p?_af(t + %1),
Py = Pa.f(t 4+ wy),

00 Pyay Paay Psa SOnt des quantités qui ne dépendent pas de ¢{. En re-
marquant que

H13= 23=K12=K23=°
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on trouve
ql = (Hllpla + -H;2p2a)f= QIaf?
q, = (H21pla + H;sﬁza)f = ¢/,

qs = 33p3af = q:iaf)
= 1 (% __ 9 —
( b= D (au, du, >f = Puf,

_ 1 (3qsa 9qia 98a Qsa 4
=5 (G —TeYr 4 L = Pur + 27,

= 1 (%a__ 9 2a Q2a
P, = <3’M u )f Df —PSa f’

1

( @ = (K Py, + Klspsa)f'—'li)lfls%af' = Quf— D * Qaal s

¢ = K22P2af+ Kanaf = me‘i‘ 2 51y

K )
@ = (K Pru+ Eu Po)f — 35 Kool = Quul — 3 Gl

Dyt + (Gt =2+ [ () + 2 (5 a) [ =,

(Om =+ (e 2 [ () - 2 (53] —o

D ou, \ D
92 e ° la 4 20 L Ks? sa 9 /sz 2a T 1
(‘Dp3a - q{ia)f + < Q 33 >f— 37 ( Dq ) + 5“— ( Dq ) f = 0.

Puisque f est une fonction arbitraire, il faudra égaler a zéro les coeffi-
cients de f”, f/, f.

Par suite on aura

QIa = 07 q2a = 01 9801 = const.

On revient donc aux intégrales qu'on a déjh trouvées.

De méme on aurait un résultat tout a fait semblable, en partant
des mtegrales (12%).

Il 2’y a donc que les intégrales que nous avons trouvées dans les
paragraphes précédents de cet article qui aient la forme (11).
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ART. 5. Propriétés des intégrales de Lamé.

1. En se rappelant la discussion que nous avons faite dans l'article
3, il est aisé de voir que la deuxiéme des fonctions (4) (voir lart. pré-
cédent) est une fonction continue des points de Vespace, tandis que la
premiére et la troisieme de ces fonctions sont discontinues le long des
surfaces w, et w_,.

Substituons dans les seconds membres des équations (4) aux -quan-
tités w,, u,, u, leurs expressions en fonction de z,y, 2 et regardons ¢
comme une quantité constante. On trouvera

u=¢1<x?y’z)’ '”:fpn(xa?/,z)’ W=503(xa?/’3)-

D’aprés ce que nous venons de dire, ¢, sera une fonction monodrome,
mais ¢, et ¢, seront polydromes. Si T'on part d’un point quelconque et
quon prenne les valeurs de ¢, et ¢, qui se suivent avec continuité en
parcourant une ligne qui entoure un axe optique, on revient au point
de départ avec les valeurs initiales changées de signe.

Cette propriété est commune aussi, aux fonctions ¥, u,w, V de l'article
précédent, considérées comme fonctions de z, y, 2.
‘ Au contraire, U, W, v, U, W sont des fonctions monodromes.

Puisque #, = o a lorigine, les douze fonctions %, v, w, u, v, w
U,V,W,U,V, 7, deviendront infinies pour 2 = y = z = o.

Les mémes fonctions deviennent indéterminées dans les points des
paralléles aux axes optiques 7,7, conduites par lorigine.

Posons

T =T, — %, Y=y, — 7=z, — 2.
On aura
5”1(562—%1’?/2—3/1’ 22_21) = —¢l(xl — T Y — Y 5 _za)?
502(%—%1’?/2_%’ zﬂ—zl) = _'502("”1 — Y _ya’zx—'%)’
fpa(xé_xl’ya—"yl’za_zl) = —-—503(561 — %y Y — Yy 4 _'ez)'

Acta mathematica. 16, Imprimé le 13 juin 1892. 24
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Méme «, v, w changent de signe par la permutation de z,,y,, 2 avec
T, , Y, 2. Au contraire U,V,W; U, V, W, ne changent pas en
effectuant cette permutation.

2. LAME avait trouvé par un procédé tout a fait différent les inté-
grales (4) et (6) dans lesquelles on suppose

27

fla) =0,  fla)=0, ¢(a)=cosyr, ¢

CcUs 2
(a) = =5~

Ne sétant pas apercu de la polydromie de ces intégrales, il croyait
qu'elles pouvaient représenter les vibrations lumincuses produites par un
centre d’ébranlement situé a lorigine.

D’aprés la discussion que nous venons de faire il est évident que cela
n’est pas vrai. Des vibrations lumineuses correspondant aux formules
(4) et (6) ne pourraient étre produites que par unc couche de centres
d’ébranlements situés sur les surfaces w, et w_, ou w, et w_,, ou sur
toute autre surface qui coupe lespace de sorte qu'on doive nécessaire-
ment la rencontrer lorsqu’on tourne autour des droites 7', 7).

3. Mais envisageons pour un instant la question au point de vue
de LAME, en supposant que scs conclusions soient vraies. On peut alors,
en partant de ses intégrales, procéder de la méme fagon qu’a suivie
M. PorxcaArg pour trouver lintégrale générale de I'équation

2
gt—,u= V:A®u.!
F(r—T1

Rappelons que M. PoixcaRrE part de l'intégrale , OW 7 =\/z"F 5"+ 2%
et qu'il cherche 4 quoi le conduit I'application du principe de Huycnexs.

Supposons qu'a lorigine des temps toutes les molécules du milicu
soient ¢branlées. Soit o, la surface des ondes dont le centre est le point
Ty, Y, 2, et les paramétres sont af, bt, ct. Dans Tintervalle de temps
qui découle entre linstant ¢ et l'instant ¢ 4 d¢, le point z,,y,, 7, aura

regu, selon le principe de Huyemens, les ébranlements provenant de tous

' Legons sur la théorie mathématique de la lumiére, page 87.
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les points compris entre les surfaces o, et 6,.,. En suivant donc les idées
de LaAME sur le centre d’ébranlement, on pourrait représenter par

df"—:f"—#bsn,:;;nza CnuaF(xo ‘v, +y,2 + Z)dS

dna, cna, dn - - — —
+f ucuﬁ~ uqlﬂ(xo +w,y0+y,zo+z)ds,
1

dv=f—°“"’j‘;’zd““3F(wo + o, 5, + 9,2 + 2)dS
8

ci,

+f__cnu Snu_dnu f’(x +w"/0+3_/,2'0'+;)d§,
3

dc__fdn'u (:zu dn u, Flz, + 2,9, + 9,2 + 2dS

o*bsni, sna, end, — - - I

g [ERRERE NG G gy 45,5, + 305
1

K

les variations des composantes du déplacement du point z,,y,, 7, qui
ont lieu dans lintervalle de temps d¢. Il suffit ponr cela de supposer

1°) que § soit la partie de l'espace comprise entre les nappes ex-
térieures des deux surfaces des ondes o, et a,,,, et S la partie comprise
entre les nappes intérieures des mémes surfaces,

2°) que z, + 2,y, + ¥, 2, + 2 soient les coordonnées des points de
Setx +2,y, +y,2 + 7 celles des points de §, _

3°) que u, ,u,, u, soient les coordonnées de la 1°° espéce de WEBER
du point x,,y,, 2, par rapport au point z, + z,y, + v, 2, + 2; et que
w5 uyy u; Soient les coordonnées de WEBER de la 2% espéce du point
Ty Yy » 4, par rapport au point z, 4+ z,y, + v, 2, + 7,

4°) enfin que les fonctions F(z,y,2), ¥z, y,z ne dépendent que
de Vétat initial du milieu.
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Mais
dS = Ddu, du,du, = a*bui Adu,du,du,,
ds = Ddu,du,du, = c*bu} Adu,du,du,,
Uy = 't:l == t,
dul = d{tl == dt,
donc

1d§
Zd—j=pl =tf—/1’bsnu2 snu, enu, F(x, + 2,y, + v, 2 + 2)du,du,

+ tfcdn{t, cnu, dnu, F(2, + 2,9y, + v, 2 + 2)du,du,,

id
Eit?: 0y = t_[—— acnu, snu, dnw, F'(x, + z,y, + ¥, 2, + 2)du,du,

+if—cenu,sny, dnu, Pz, + ©, Y, + vy, 2, + z)du,du,,

il 2 tfa dnu, cnu, dow, F(z, + 2,y, + ¥, 2, + 2)du,du,
+ tf—-—-/}’b SNy, SNy, CNu, F(X, + 2,9, + v, 2, + 2)du,du,.

Puisque les ¢équations de Lamg sont linéaires, les formules précédentes
devraient donner des intégrales de ces équations.

Ou obtient ainsi les mémes formules de M™ Kowarevski.! Mais il
est aisé de se persuader que les fonctions qu'on vient de trouver ne sont
pas des intégrales des équations de LaME.

En ecffet on voit qu'en faisant ¢ = o, les fonctions p,,p,, g,
dp, dp, dp,

dat > dt ’dt’
tions de LAME qui s'annulent avec leurs dérivées par rapport a £, pour
t = 0, elles seraicnt toujours nulles, ce qui n’a pas lieu pour p,,p,, ;-

Ce résultat n'a rien de contradictoire et s'explique parfaitement, en
se rappelant qu’on a trouvé les formules précédentes en supposant justes
les idées de Lawmg, tandis qu'on a prouvé le contraire.

gannulent. Mais si on a un systéme d’intégrales des équa-

' Acta mathematica, tome O.
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ART. 6. Généralisation du théoréme de Green. Application de la
méthode de Kirchhoff.

1. Désignons par

(I) ps)Qs’ s?q.s)p.s’Q.s’ 5’93

deux systéemes d'intégrales des équations de Lamg. (Voir article 2, formule (1).)
On aura

3P, , Cl Pr 9°py Ch Pr
Z 2 rs(atz b, — 2t pc> DZ (Qrat: Qratz )
=z ’ <3Qr+2 __3Qr+1) . <3Q’r+2 __GQ;+1> .
|2 Upy1  OUpyg 2 QUryy (L
Multiplions cette équation par dw,du,du, et intégrons & un espace S
limité par un contour ¢. Supposons que les fonctions (1), soient finies,

continues et monodromes dans l'espace S.
Si u,v est un systéme de coordonnées de la surface o, on obtient

: 81), P, 3Pr
(2) f Y Y E (G — s
=‘/Zr [q; Q d('u'r-n » ur) . Qr+1d(ur; ur+1)

2 d(u, v) d(w,v)

]dudv
z |: aq:‘+1 3q;+2> — QI <8q7'+1 99'+2)](lu du du
Uy g2 QUpq1 r Quypyg OUpqy 3
La derniére intégrale est nulle. En effet on a
3{1;+1 Sq}+2> . ,(9Qr+1 3(1r+2) , ]
fz [ 3ur+2 a’l,l,,‘_H Qr 31tr+2 31l/r+1 :Idulduzdus

- f %,[Q.P,— @PJdS = [ £,% (K, P,P,— K,P,P)dS = o.
S S

’ d T s ’ d Ty Writ
'—gr{Qr+2 (u+2 u)—Q (u u-!—)

Cd(u,v) A, )
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Par suite 'équation (2) peut étre remplacée par 'autre

(3) f Y. Z (% —2, )ds
d(Urya , %) d(uy, Upyy)
f Z [er Qr+2 d(’: ’U) - Qr+1 W’

]dudv.
2. Pareillement supposons que
(4) M,, m, N, n; M, m, N, n

Altbrya , Up) dlw, , vepy)

+ @242 N TR R 5 R T

solent deux intégrales des équations conjuguées & celles de Lamg (voir
article 2, formule (2)). Si les fonctions (4) sont finies continues et mono-
dromes dans l'espace S on a

(3 o f Y3 K,,(%’f M;——-%l;]l{,.)dS
. S
-JE [

d(’uf-{—‘-’ * ur) _ d(ur * “r-{-l)
Neia dn, Td(u, v) ™ d(u, v)

d(ur+2 s ur) . d(’ur s ’ur+1)
1T dw, vy (e, v)

:Idudv.

Les formules (3) ct (5) peuvent étre considérées comme une généralisation
du théoréme de GREEN.

+

3. Prenons maintenant pour lignes coordonnées les coordonnées de
WeBER de la premicre espéce et posons

v, @, F,aq

la premiére des intégrales de LaME que nous avons trouvée dans I'ar-
ticle 4 (voir formule (2)).

Afin que ces fonctions soient finies et continues dans I'espace §, il
faut exclure l'origine et les surfaces w,, w_,.
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Soit ¢ une surface qui renferme I'origine. Conduisons deux cénes
u, =K—e¢, U, = — K- ¢ >0

qu'on appellera a,, a, et la nappe extérieure @ de la surface des ondes
w, == ¢, _

Quelque petites que soient les quantités ¢, &', les fonctions p), P!,
Q. , q:, rempliront toujours les conditions suffisantes pour I'application de
la formule (3) dans l'espace S, renfermé entre ¢, a,,a,, . La surface
o, qui limite S, sera formée de quatre parties, qui appartiennent respec-
tivement & o, a,, a,, @ et quon désignera par o, a;,a;, ®'. La for-
mule (3) peut étre appliquée en remplacant S par S, et o par o,. Les
lignes u,v seront les coordonnées curvilignes de la surface ¢,. Con-
sidérons sur la ligne u = const., la direction dans laquelle v croit. On
Pappellera la direction positive de la ligne u = const. De méme con-
sidérons la direction dans laquelle # croit comme direction positive de
la ligne v = const. Alors en regardant la surface du coété extérieur a
I'espace S, on devra faire tourner la direction positive de la ligne v = const.
d’'un angle < 7, dans le sens des aiguilles d’'une montre, pour la faire
coincider avec la direction positive de la ligne u = const. D’aprés cela
on peut choisir pour coordonnées curvilignes » = const., » = const., sur
le cone a, les lignes u, = const., w, = const. de cette surface, et sur le
cone a, les lignes w, = const., u, == const. De méme sur la surface w
on choisira les lignes #, = const., #, = const. pour les lignes coordonnées
v,%. Donc, en posant pour simplicité d’écriture

f(t + ul) + ?(t_ul) = F,
f,(t + “1)_50’“—“1) = F17

on aura

2 p,
© 5t 1|7 — Ty, Jos
J

d(u, , u,) d(u, , u,) - d (%, , u,) d(u, , u,)
[Fl 2 dlw,v) @ d(u, v) } +OF, ‘gl d{u, v) — d(u , v)

] dudv

— f FQ,du,du, + f FQduydu, — [(FQ, — VF,q,)du,du,.
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@, est une fonction de w,, u,, u,,¢. Pour mettre cela en évidence nous
écrirons @), (u, , u, , u, | t). Par suite

—2L B

2L ©,
_[FQ,duldug =fdu3fFQl(u, y K— e, u, | t)du,

ou la limite supérieure %, de la premiére intégrale est la coordonnée u,
du point ou la génératrice u, = const. du céne a, rencontre la surface o.

De méme
2L U8
SFQ du,du, = [du, [FQ,(u,, — K + ¢, u, | t)du,.
a, —2L &’

On aura aussi

f (FQ, — b\ q,)du,du,

b

K—:¢ 2L
:f(lunf{FQ?(e’, Uy y g | 1) — OF g, ("5 0y, uy | ))du,.
~—K+s —2L

Faisons tendre ¢’ vers zéro. En prenant garde que
lim @ (s, u,, u, | t) = o,
£=0

lim g, (', u,, u, |t) = O
&'=0

on obtient
lim [(FQ, — F,g,)du,du, = o.
&'=0 g

@

Supposons que méme ¢ tende vers zéro.

Alors le céne a; tend vers une double couche qui couvre la partie
a, de w, comprise entre l'origine et la surface g. Pareillement le céne
a; tend vers une double couche qui couvre la partie a_, de @w_, comprise
entre P'origine et la surface ¢. On trouvera

Uy

2L
lim JFQdudu, = [du, [FQ,(u,, K, ug |)du,,

£=0 a, ~2L o

oL u
lim [FQ,dudu, = [du, [FQ (u,, — K, u, | t)du,.

a; —2L 0
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Mais par la continuité de @, le long des surfaces w,, w_,, on aura

. Ql(ul’K7u3|t) =Qx(u1’K’2L_u3It)’
siu, >0

Qu,, —K,u |8) = Q(u,, — K, 2L —u,|t),
) Quys Kyu, |ty = Qu,, K, — 2L —u, | %),
81 4, <O

Qu,, —K,u |t) = Qu,,—K,—2L—ul

Par conséquent
N

folu‘/u}FQ1 (w,, K, u, | t)du, -—fdufFQl(ul,K u, | t)du,,
[}

—~2L

fdufu}FQl (u,, K, u, | t)du, ——fdufFQl u, , K, u, | t)du,
d’ou

L U
lim fFQlduldus = zfdusfFQl(ul , K, u, | t)du, = 2fFQ1duldu3.
=0 a; g 2 1} Uz
g=0
De méme

lim IFQldu du, = zfdu fFQ (,, — K, u, | )du, = 2 [ FQ du,du,.

s 0

La formule (6) devient

(7) ~ f B[ F%— Fp,|as

8

(veg 5 u,) d(uq,u)
f[ {Q"’ A, v) — % du,

g

d(u,I 5 Uy) d(u,, u,)
+ FI % du, v) — d(u, v)

]dudv

-— 2fFQldu du, + 2fFQldu du,.

Q~z

Acta mathematica. 16. Imprimé le 22 juin 1892, 25
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4. Prenons'’
¢(a) = o,

fla) = ==

et intégrons la formule précédente par rapport a ¢ entre le temps négatif,
¢, et le temps positif Z,.
On trouve, par une intégration par parties,

[b S| 4wy —re+ ulmlds]
=\/ndtf(f(t+ )

3g, Ay, u,) 9, At , %)
ot d(u, ) at d{u,v)

d(u, , d(u, , u, T
| S o [ |

—_ 2fdtff(t + u,)Qldu,du + 2fdtff(t + u,)) Q, du, du,.

Q—3

[

4

d(u,,u,) d(u, , u,)
Q: d(u,v) — & d{u, v)

— Uf(t + w,) ]dudv

Si nous faisons croitre u indéfiniment, la formule précédente a la
limite devient

(8) fQ] u] , K, uy | d“ldus _le(ul , — K, u, ' — “1)d”1du3
d(u, , d(u, ,
= f!Qe Uy y Uy y Uy l ) d(z,; :))— Ql('u'l y Uy 5 Uy l 1) f(tu 1,:))

’ d ’ d 12 Ty
+ byg(uyy uy 5 us | — u,) ;'(‘; :;)__ bya (v 5 Uo s Uy | — u,) d(?u ,%-) dudv

' Voir KircHBOFF, Zur Theorie der Lichtsirablen. Wied. Ann. Bd. 18.
KircHHOFF, Vorlesungen iiber Math. Optik, page 24.
Nous avons employé ici le méme procédé suivi par KIRCHHOFF pour trouver sa for-
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9g 9q
Y 4 =;7]’ X = ats

5. Par le méme procédé, en partant de la formule (5) et en se
servant des coordonnées de WEBer de la premiére espéce et des intégrales
(9) de Varticle 4, on trouve

(9) fyl(ul K, %, !"" 241)‘2241‘1”3 —fyl(ul , — K, U, ’ - ul)duldus

1 d(u, , v,) d{u, , u,)
= Ef bnl(ul g Uy s Uy l - ul) d('el&,-ﬁ_ Ima(ul y Uy s Uy I - ul) d(;, )
d(u,,u) L, d(u, , u,)
+ 2’1(“1 sy Ugy U ‘ 1) aw, X’2(“1 y Uy s Uy ‘_ “1) d(u ’,U_)s dudv
ou
__9N, 9N,
TS BT

On peut trouver des formules tout a fait semblables, en faisant usage
des coordonnées de WEBER de la seconde espéce et des intégrales (6), (10)
que nous avons trouvees dans larticle 4.

6. Supposons que la surface o soit la nappe extérieure de la surface
des ondes dont 'équation est
= {.

1

La formule (8) dans ce cas, deviendra
L |14 L t
(10) fdu3fQ1(ul » K5 u, l - ul)dul _"fduszl(ux , — K, u, l — u, ) du,
—L (] -—~L 0

B 2L K .
= [au, [1Q,t, uy, u | — 1) + br,(¢, uy , w, | — H)du,.

—L  ~K

7. Les formules (8), (9) ont une analogie avec celle que Kircunorr
a donnée comme une généralisation du principe de Huvcuexs.

mule, mais on pourrait aussi- atteindre le. but par une autre méthode semblable a celle
découverte par M. BeLTRAMI (voir Rendiconti del R. Istituto Lombardo, S. 2,
Vol. 22, Fase. 10) pour démontrer la formule de KIRCHHOFF.
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ART. 7. Nouvelles intégrales des équations de Lamé.
1. En prenant dans les équations (4) de l'article 4
g =0

et en désignant par ¢, (z,y,2), ¢, (r,y,2), ¢,(v,y,2) les coefficients
de la fonction arbitraire, on pourra écrire ces formules de la maniére

suivante
p’bsnu, snu, cnu

— (4 w) = St + ),

atu, A
cnu, sn ,3d 2
. __'_a_d:"K_n'L fit +u) = @rE+ u),
dn w, cnw, dnw,
__'_a;l"z,i’_ [t +u) =@ i+ u)

Substituons © — &, 2— ¢ & la place de z, 2; on obtiendra

¢1($—$:.’/’5—C)f(t+ ”1)5
(I> ¢a(x_5ay’z—()f(t + ul)’
l¢3(x--$,y,z——¢)f(t + u,)-

Désignons par §,,, §_, les deux parties de I'espace dans lesquelles y > o,
y <o. Il est aisé de voir que les fonctions (1) sont finies continues et
monodromes dans §,, et dans S_,. Elles deviennent infinies dans le
point &, 0, { et la premiére et la troisiéme sont discontinues sur le plan zz.

2. Supposons que f dépende des deux variables &, {; c'est a4 dire
quelle soit une fonction arbitraire”de ¢ + wu,, §,¢{. En multipliant par
d£d{, et en intégrant, on obtiendra les trois fonctions

w=[¢@—E&,y,2—C)fu +t,¢&,¢)aede,
v = [¢@—&,y,2—Oflw, +t,&, )dede,
w =[P &—E,y,z—Ofw +t,&, )dédc.
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Elles constituent un systéme d'intégrales des équations de Lamg. Elles
n'ont pas de discontinuités dans les deux parties de l'espace S,, et S_,,
mais sont discontinues sur le plan xz.

En partant des intégrales (7) de larticle 4 on trouve évidemment
une intégrale parfaitement analogue & celle que nous venons d’obtenir
et que l'on peut écrire

w =f¢71($—€,y,z-—¢')f({¢l +t’5, C)dEdC,
— [G0— &,y 2— Oflay +1, &, $)dgds,
W =[dloe—&,9,2— Ofw +1, €, O)dsdc.

On peut donc conclure: w, , u,, u,, étant les coordonnées de WEBER de
la premiére espéce du point x,y, s par rapport au point £,0, {, et
w; y uqs u; les coordonnées de WEBER de la seconde espéce du premier point
par rapport au second, on aura les intégrales suivantes des équations
de Lawmg

. - p*bsnu, snu, cnu,
// —f—— u A ft+ u,, &, {)ded¢

+fdnu, cn dn, 2t + u, , &, §)dEdS,

» zf__cnuzquzdnu3f(t + Uy &, ()ded{

+f—ﬂE¥§“(Hw”eo%%

w =fdnu,§212dnus f(¢ + %, £, &)dede

+f ©’b sna, sxzz cn i, 2 HE 4w, €, O)dEdC

ou f(t 4+ u,,&,8), Ft + u,, &, ) sont deux fonctions arbitraires. Les
intégrales (2) seront finies continues et monodromes en S§,, et S_, et
seront discontinues sur le plan zz.
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3. Il est bien aisé d'obtenir les rotations U, V, W correspondant
aux déplacements (2) (voir article 1). Il suffit pour cela d’appliquer
les formules (5) et (8) de l'article 4. On trouve ainsi

cnu, dou, dnw, 9
U=f o T r + w,, €, el

+f__k sna, en 4, sn i, a—(t+n1,5 ¢)dgds,
cba, A

V—_—f S““a‘i’;"‘;n“ 2t + u,, €, &)deds

(7)

+f snzzc;lzzcnu a~(t+ul,$ pdzde,

E*snn, cnw, snw, 3
W= f — B I S+, €, dédC

+fcnu dnu dn a, a_(t+u1,€ £)dedc.

4. Voyons maintenant les valeurs qu'on trouve pour les quantités
u,v,w, U, V, W lorsqu'on s'approche indéfiniment aux points du plan.
xz. Indiquons par le symbole

lim

y=+0
la limite qu'on obtient lorsqu’on s'approche d’'un point du plan zz du
coté S,, et par

lim

y=—0
la limite qu'on trouve en &approchant du méme point du coté S_,

Conduisons par un point quelconque du plan zz deux droites paralléles
aux axes optiques. Le plan xz sera partagé en quatre parties ¢y, 0;,0,0,
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quon peut faire coincider par une simple translation avec w,,, w,,,
w_,,w_,. Nous représenterons par

J

ontox

la somme ou la différence de deux intégrales étendues aux deux parties
du plan zz qu'on a indiquées par a,, o,.

Remarquons que la coordonnée u, de la 1%° espéce de WEBER d'un
point du plan xz par rapport a un autre point du méme plan peut étre
donnée par w, ou par + 2L -—u,. (Voir article 3.) Convenons ma-
intenant de prendre, lorsque les deux points sont sur le plan zz,

Liuai—L.

De méme convenons de prendre la coordonnée u, de la seconde espéce
relative & deux points du plan zz, telle que

I>%>—1I.

Cela posé, il est bien aisé de déduire des formules (2) les équations
suivantes

limu = —lmu = fbp snu,f(t 4+ u,, &, {)du,du,

y=+0 y=—0 Oy—0s

+ fb dna, 7t + ;5 &, &)du,du,

oy+03

limo = limo = [bf¢t + u,, &, {)du,dy,
y=10 y=—0 0303
4) o o
+ fbf(t + Uy &, C)duldu,,
limw=—limw=[bdnu,f(t + u,, &, )du,du,
y=+0 y=—0 o¥a,

+ [opemu,FE + s €, &) dudu,.

03
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Pareillement on obtient les limites de U, ¥, W lorsqu’on sapproche
du plan zz. On a

lim U = lim U = f’-’ dnu, 2f£(t + u, , €, &)du,du,
y=+0 y=—0 a at
oytoy
k 9 - - - -
+ f&snuna_tf(t + ;&5 O du,duy,
im V =—1lim V= [2f¢t+u,&,)dudu,
y=+0 y=—0 ot 8
(5) S 5 _ o
' + [z?tf(t + 4, &, ':)duld“s’
lim W= limW= ksnua 5+, &, Q)duydu,
y=+0 y=—0
R -
+ j zdn"’aaf(t + ’ul)du:d'”‘z'

oty

5. Enfin nous remarquerons que les intégrales des équations de
LaMmEt que nous avons trouvées (formules (2)) vérifient la condition

cest a dire elles correspondent & des vibrations transversales du milieu
élastique.

Cela ressort de l'observation que nous avons faite dans le § 5 de
Particle 4.
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Art. 8. Intégration des équations de Uoptique.

1. Si les vibrations du milieu élastique sont transversales il faut
adjoindre aux équations (2) du 1* article I'équation

U v w
A + L e
(1) ox ' oy ' ez o

On peut alors éliminer la fonction v ct 'on trouve les deux équations

Du_ ¢*Au + (¢ — b’)3 <al;__a_u>,

at? %z \ex 9z

| 9w 2 2 n @ /3w du
== (1 —_— — — ]
ot? Aw + (b @ ')395 \Bm az)

Soient @, ¢ un systéme d'intéorales des équations
’ e

D 9a 2 9 0 [Oa El]

(2)

Il suffit de prendre

u_am 0 == 0% %0 w__a_a'
(3) | =3 = =3

pour obtenir un systéme d'intégrales des équations (2) du premier ar-
ticle qui satisfont & la condition (1) posée ci-dessus.

Réciproquement, démontrons -qu'a tout systéme d'intégrales w,v, w
des équations de Lam#, qui vérifie la condition (1), correspondent deux
fonctions @, o qui satisfont aux équations (2) et qui sont lides & u, v, w
par les relations (3). ,

En effet, u, v, w, étant données, prenons deux fonctions @,, o,
telles que

’ o] o} 0 o0
(4) U=t V= — 1l w = 1.
: oy 2y

Acta mothematica. 16. Imprimé le 29 juin 1892, 26
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On pourra ajouter a &, et o, deux fonctions

remplissent la condition
rE7 oz

sans que les relations (4) soient altérées.
C’est pourquoi, en posant

a.

o

o0,

o, = o, + o,, g,
on aura
_ 3, _ a,
Toy T o

oz

3
b

@,(x, 2) , a,(z, 2) qui

En substituant les valeurs (4) dans les équations de LAME, on trouvera

228 __ aag — (e — b2
dy | at? @ %z
3 [9'@, 2 A — 2 o
é;Falg —C A(l)l_"—(c —b)a
2%, 2 2 no
+5{; _QF-—-aAal—_(b —-—a)g;(
? 3% 2 g 2 9
@[Wg—aAa,——-(b —a2
Par suite
'@, 2 A — 2 o 8 (90,
at,—‘CAwl'—(C ——b)a—z 5;
3%, 2 2 o 9 (90,
at’l—a Ao, — (b _a)zﬁ(ax
of | 9p
— —- 0.
9z+az

=

<30,
ox

o0,

@)J -0
2
9z
°w,
9z ]

@,
—m)]=o,
@,
= O.
oz )]
oW
azl> =1, 2),

Mais il est toujours possible de prendre @,, g,, telles que

'@, 9 A — 9 2 9 /9o
ot? —-—CAw,—(c ’—b)az(\ax
éz"} 2 2 o 9

o @ Aoy — (0% —a )ax oz

3@,

oz

2z

>=—-f(x,z),

(32—32) = —¢, 9.
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Donc on aura que @,, s, rempliront les équations (2) ce qu'il fallait
démontrer.

2. D’aprés cela on conclut qu'il suffit d’intégrer le systéme (2)
pour intégrer les équations de loptique. Appliquons les formules (2)
de larticle précédent. On aura que

© w=w +w = [¢ft+u, &, )dd+ [§ift + u, &, ()dédS,
5
v= 0 v =f¢2f(t +u,, &, C)déd{+f97;2,7(t + w5 &, $)dEAS

formeront un systéme d'intégrales des équations (2).
Méme
U w
oy ’ oy

seront des intégrales des équations (2). Pour calculer ces quantités, re-
marquons que l'on a

u v
w— Tt
w v
w— Ut
ou
v 9(v + ) v _o(v + )
o w0 % 22 )
Mais
LAY B TR Nl
ey e LT 2N 1o

of ou,

=f[§§"f(u; +t,s,<>+¢ﬂaTe,5?]dEdc'

Or il est aisé de voir que

W, _ e o

~

o a8’ o 92
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Par suite

of du,

v _ (%% R
5—/ [—a—gf(t—{— u,, &, C)—%ams ]d,d;.

En supposant f continue et nulle pour &, { infinies, on aura, par une
intégration par parties

(6) Vo= [t + s &, D)dEAL.

Un calcul tout & fait analogue nous conduit aux équations

(6) 2[R+, €, Q)agas,
(7) W [hfelt+ v, & ) dEAC,
(7) D= [R5 & Oz,

Dans les formnules précédentes on a désigné par
- St
Tes fer fzs fo

les dérivées partielles des fonctions f, 7 par rapport a &, { calculées en
regardant, «, , &, { comme des variables indépendantes.
On aura donc

) z“; =W + [Gofelt + u,, &, O)dZA+ [dufilt + w, &, £)dEdS,
(8

w

sy = — U Sofelt +u,, &, Q)agde + [o,:t + €, O)dede.
Par l'addition des expressions (5) avec les expressions (8) dans lesquelles
on ait remplacé les fonctions arbitraires f et f par les autres fonctions
arbitraires g, g, on trouvera les intégrales suivantes des équations (2)
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i

SE+u, €, 0)

—%snu cnu, tg(t—l—u,,é )

sSn #.

—cnu, dnu,g:(t + w,, &, C)]a

+f [dn ;(2 CH;L;;?(t + al 3 E, C)

eng,dna, 9 - - e
QC Jszg(t'i“’ul,g,C)

S déd¢

+

dn @,
— Chu, SBuggi(t + u,, &, C)] oy, A

1

d§dg,

a

g:f[dnugcnuaf(t-l—ul,f, C) aa dIl’M 3 (t+u17é C)

dnu

— cnu, snu,gi(t + u,, €, L")]a

+f [—’—i;sn&,2 enuyf(t + u,, €, )

Po- 2 -
+ 5 Sy enwy g (4w, €, 0)

LdEdS

sn 4,

— ey, dny,g(t + %, , &, C'):l oy, A

1

=d&dL.

Il suffit maintenant de se rappeler que

a_’_zﬁ I 3%u c,@_ ._.g’_u_(cg__b)aw
ayr atr e ?z® a9z
2% 1 19w ck w 3w oy
ot Tt Ve — @' + (BT —af) —
dy ot ?x? dxoz

pour calculer les dérivées

@ o0

oy oy’



206 Vito Volterra.

En supposant que les dérivées %, i, f4, fry 95, 9+, g5, g¢ sOlent continues
dérivables et sannullent pour &, 7 infinies, on trouvera par des inté-

grations par parties

Cn N Sn’ll
—8n dnu
fl uife — fJ au, A
2 1

1 ©'h 200
~~[__ " Sn, sn u, (g, — c’gy — b’g;’)

déds

? 9 ol Chu
—(¢*—0*) dnu, dn “3’5:] —

1
I - - -, Jena, dn 7,
+fl[g(lnq,2f, Sn'uafg] . A

I ’ e e ¥ 1 1 :
+ 2 [dn, dn G — ey — b)

7] en 4,

uih - -
+ (02 - bg)% SN, ST ”:sg;'éJ

2
é%:f”——;tdnu?f, qnufc

+ = [dnu dnuy(g, — b’g;' — a’gl’

(10)

cn u, dn u,

2.

aw, A

b

cn g,

- b?___ u 1~
- ( a®) snu, snu, ]auxA dEds
- cnda, sng
+\/‘H?snu?f, dn%f‘]'—cul_r
-1 f_"b - = (T 2=
+(7[—'*c‘*snug sD u, (g; — 0% 95 — a’gt)
+ (¢ — oY) dna, dnag] = DL aedr

ou g, gy, g%, ete. sont les dérivées partielles du 2° ordre de la fonction
g par rapport aux variables ¢, &, {, en supposant u, , &, { des variables
indépendantes,
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C, s . . @ 9

4. Il est aisé maintenant de déterminer les limites de @, o, 5;/3 , 5;
lorsqu'on s'approche indéfiniment aux points du plan zz. On a (voir
article 7, § 4)

(11) lim @ =f [(lfsn u,g, + bgé) du,du, + b dn Zajdﬁld&.s:l

y=1+0

+ f [ B sn e, e, + (9 dnu,g + bg;) Ty i, |

¢
+ f | + 0 dnapdu,du, — (bg: + Fonu,g:) du,du, |

-}—f F by snu,fdu, du, + (g dnu,g, — b;;) du, dﬁ,],

y=10

(12) lim ¢ = [(-—g dnu,g, + bg’:)duldu2 + b sn&,ﬁ.f‘d&ﬁ%]

o

+ f [i b dnu, fdu, du, + <—-§ snu,g + bgg) da, dﬁg]

b — — o -
+f [ (—2 anuyg — bgt)duydu, F b sm g, |

03

+f [i b dn w,fdu du, 4 @ 07,7, — b_«}&) z d;z]’

y:to

(13) lim 22 =f -snu,f; + bfe]du du,

+ [cz dnu, (gi" — ¢*gf — b%¢) —‘c —b by Sn”‘agec]d"xdas
+f{i[i—’fsnu(g — gl — gy

+ [Ban i + o7 d«l’ldaa}

39 Et]dul dus
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+ [ = [Esnurs + o

c?—

R [P
” b‘u sn 1439'5: d“’xd“sl

b ’”n —r
+[ dnouy (g — ¢’ — bgt) +

_*_f‘ __Snu 029: 2 II)

b, -, -1 - -
+ [E dn Ugfr bff]d“'ldua ;’

.g} du, du

3

(14) hm——fl[——~dnu f,+bf]du du,

y= +an

k[l sn (g — 0% — a%g) + (6 — @) dn 5] du, du,

+f‘j—_ ;I—,[b dn ua(g;' — b'gi — a’g) + bp(b® — o°) snu,gi)du, du,

+ [_ Eonu,r + ,b;g]d;ld;, }

+ f l [—Sdnur— bt |au u,

F slbpsn G — 8%y — a%gp) — (b — a’)b dn g du, du,

+f‘ + ,[bdnu b9y — a’gy’) — bu(b® — a®) snu gk du, du,

+[’jsnu,?£——bfir]dild&e -

5. On peut conclure que les fonctions (9) remplissent les conditions

suivantes:

1°) Elles sont finies monodromes et continues pour toutes les valeurs

de z,z et pour y > o.
2°) Elles satisfont aux équations différenticlles (2).

3% Les valeurs de ces fonctions et de leurs dérivées par rapport & y,
pour y = o dépendent de quatre fonctions arbitraires f, /9,9 de trois

variables indépendantes.
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Pour prouver tout & fait rigoureusement qu'on a trouvé ainsi les
intégrales générales, il faudrait démontrer que les valeurs de & et de o
et de leurs dérivées par rapport & y pour y = o sont arbitraires. Pour
qu’il n'y ait pas d’ambiguité, nous faisons noter que lorsque mnous avons
parlé dans l'introduction d'intégrales générales, nous avons entendu les
intégrales qui satisfont aux trois conditions précédentes.

ART. 9. Application aux équations de lUélectrodynamique.

1. L'expérience montre que les cristaux transparents peuvent étre
regardés approximativement comme des corps isotropés pour le magnétisme.
Dans la théorie électromagnétique de la lumiére on prouve que les
équations de 1'électrodynamique dans le cas d'un milien qui n'est pas
conducteur et qui est électriquement anisotrope et magnétiquement iso-
trope se réduisent aux équations de Lams.!

Il est tout & fait aisé de montrer que 'on peut appliquer les ré-
sultats que nous avons trouvés aux équations de I'électrodynamique pour
un milieu qui n’est pas conducteur, méme s'il n'est pas isotrope pour le
magnétisme, pourvu que l'on suppose, comme fait M. Herrz, que les
axes de symétrie de I'énergie électrique coincident entre eux.

Partons des équations (20a), (20b) données par M. Herrz dans son
mémoire sur les équations de l’électrodynamique pour les corps en repos’

(12) AT

! Voir VOLKMANN, Vorlesungen iiber die Theorie des Lichtes, § 56.
* Gottinger Nachr. v. 19 Mirz 1890. Wiedemanns Ann, T. 40. p. 577.
Acta mathematica. 16. Imprimé le 30 juillet 1892. 29
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Ae aX_aﬂIF?_AT
1ot sz oy

(1 b) Az, X N oL

auxquelles il faut ajouter

oL oM N
(23) #1—3‘7’_*_/123_3/—-*_#35—2_:0’

2X Y 37
(2b) &5, + ez§+63;=0.
Posons .

\/#IX = X, \/,UzY: T, \/,UBZ = Z,
pyraps L = u, patsps M = v, taytp N = w,
Vué =z, Vi =Y, Vil =2

on aura

u YA Y
== 2

ot ag oL

4 v 3 X o7

ot ol e’

A ow Y X

X e
4 X' v ow
51/‘2/‘352_ =§E‘—a—v:

A 3Y ow du
en#sﬂxgg_ = &8 o’

A 7 ou v
Csthlls 5 = 37—9?’
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Remplacons

211

A’e popry , Aeyprps, , Aleypip,

par

Les égalités précédentes deviendront

Pu_ LW ao¥
a9y g’
Vo o0 oW
o Y T CE
Pw_ ¥ ol
' " o oy’

v ow

T oy’

ow u

V=g

_u_ o

Cy] rl3

et I'égalité (2a) pourra g'écrire
ou . v ow
—+_—-+5=o0.
w+w+%

Par conséquent on trouve les équations de LawME.

2. Examinons maintenant un cas plus général. Supposons que le

corps soit conducteur et les axes de symétrie par rapport a la conduc-
tibilité coincident avec ceux relatives aux énergies électrique et magné-
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tique. En prenant les lignes z, y, # paralléles a ces axes, les équations-
(74a), (7b) du mémoire de M. Herrz, pourront s'écrire

A/IIBT-—~§—‘EZ“)

aM 83X 97
(3&) Aﬂ?ﬁ:‘;—é}?’

4p N ¥ _oX
M5t = o ay’

de, 2+ 4man(X— %) =22,
(31) Ao, 2 4 grta (¥ — 1) =2 2L,
Ae, gté + 4nAN(Z — Z') = %/Ii—gg.
Posons
g, Ve,e, X = u, g,Ve, e, ¥ = v, e, Ve, 6,2 = w,
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on trouvera par le méme procédé que nous avons suivi dans le para-
graphe précédent

e’ du .9V 14
W+k18—[—b —9?—'—6 5‘5":
(49) B0 L oW o0
at’+kﬂat_'ca$ a3
?%w sw U 14
5t—,—+k3a—t—~a ﬁ-———b 5—”
___Giu__av
= 3%
(41) o ow
14 of g’
ov u
W—a'?——é—v—.
Supposons
kE, =k, ='k3 =k
- Posons

u = f(t)u,(&, 7,0,
v="[f({)v(¢,7,{),

w = f(t)w, (&, 7, (),

%, , v, w,, étant des fonctions indépendantes de ¢.

En substituant ces valeurs dans les équations (4 a), (4 b) on trouvera

ch of _
ét_’+k-87+ af = o,
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o = au, + b’%z_l__ 02%}%’

(5a) 0 =avy, + ca‘%_a,aal? ,
-
(Sb) Vx — :%L_?;i,
W, = 2t

ou a est une quantité constante.

Méme les équations de Lamg se réduisent a la forme précédente
en posant

/:—‘
u=e"*u,

v=e""*yp
12
w=e"""w,.

Particularisons les fonctions arbitraires qui paraissent dans les intégrales
de LAME en prenant

f(o) = f(z) = &,
p(2) = g(z) =0
on trouvera, aprés avoir divisé par eV, des intégrales des équations

(5a), (5b) et par la on aura des intégrales des équations (4a), (4b).
On pourra appliquer évidemment le méme procédé aux intégrales trou-
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vées dans l'art. 8, et par une méthode bien connue on obtiendra ainsi
Vintégration des équations (4 a), (4 b).

Les résultats qu'on a trouvés dans les articles précédents peuvent donc
g'étendre aisément aux équations de I'électrodynamique lorsque les rapports
k., k,, k, sont egaux.




