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SUR LES VIBRATIONS LUMINEUSES DANS LES MILIEUX BIRI~FRINGENTS 

t 'Al~ 

V I T O  V O L T E R I ~ &  
P I S E .  

I n t r o d u v t i o n .  

I. LxM~ a consacr6 la 22 ~m' et la 23 ~m~ de ses lemons sur la 
th6orie math6matique de l'61asticit6 g des recherches sur la possibilit6 
d'un seul centre d'6branlement dans la propagation de la lumi6re dans 
les milieux bir6fringents. I1 observe que )lors d'une seule onde pro- 
gressive produite g l'origine des coordonn6es, centre unique d!6branlement, 
un point M dont les coordonn6es sont (x, y,  z) sera agit6 K deux 6poques 
diff6rentes 

4~Rv 
2g 

t/Q + ,/Q" • 4#R~' 
u 2fl 

o'h 

R = Zx ' ,  P = Za2x 2, Q Za~(b 2 + c2)x ~, q = a~b'c ~, 

a , b , c ,  6tant les axes d'61asticit6. 
)>Si le centre d'dbranlement ex6cute une suite ind6finie de vibrations, 

le ddpiacement y sera repr6sent6 par les projections 

(x) 

t - -  2, 
Xl cos 2 r + X2 cos 2 r  

E cos 2 r  + t', cos 2 r  

Z 1 cos 2~ + Z 2 cos 2= ~: 

A~tt mathtma}~. 16. Imprimfi le 26 a~ i l  1895, 20 
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(X, ,  r , ,  Z,) et (X, ,  r~ ,  Z,) 6tant des fonctions de (x ,y ,  z) qui devront 
donner pour (x = o, y = o, z = o) 

x, + x,  = xo, r,+Y,-_Yo, z, + z, = Zo.,) 

Par suite LA~g s'est propos6 de ehercher Ies intdgrales des 6quations 

(2) 

) ( ") , , , ,  C2 ~ au ~/~, ~ b ~  a i)w ~ ~ ~ ~ =~-V'  

V= - - c  ~ ~ =~--U' 

b~ ~ (aw ~) (~v ~) ~'w 

qui ont la forme (i). 
Par un calcul fort laborieux, conduit avec une grande habilet6, il 

attelnt le but de d6terminer les fonctions inconnues X~, Y~,Z,;X~, :Y2, Z~. 
LAM~ observe que ces foncfions sont inddtermindes le long des pa- 

rall61es aux axes optiques conduites par l'origine et sont infinies k l'origine. 
En remplagant darts les formules (x) les fonctions 

cos - -  ~ cos  

par 

F,(t + a,) + r  F,(t + a,) + ~ , : ( t -  a,), 

F 1 , F , ,  F~, ~2 6tant des fonctions 
des int6grales des 6quations (2). 

Done on a que 

arbitraires, u ,  v ,  w restent toujours 

(3) 

u- -  x, iF,(e + a,) + r  a,)} + X,{F,(e + a,) + r a,)}, 

,,---- r~ IF,(t + al) + ~,(t--a,) l  + r, IF,(t + a,) + ~,,(e--a.)l, 

w =  z, iF,(e + a,) + ~ , ( t - a , ) }  + z,i~,(e + a , ) +  r  

v6rifient Ies 6quations de LAML 
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~. Lea vibrations lumineuses dana un milieu isotrope d~pendent de 
l'6quation diff6rentielle 

(4) 

dont on a l ' int6~ale 

(5) 

oh 

~'~ v#~'~ ~ ~,~ 
~y~ ~z ~ ] 

F(.r q- Vt) Jr ~ ( r -  Vt) 
9 "  "r 

r = ~/~, +~,~ + ~, 

et F ,  ~, sont des fonctions arbitraires. Cette int~grale prdsente une 
analogie avec les intdgrales (3) et comme elles, devient infinie k l'origine. 

I1 eat connu qu'on peut ddduire l'int6grale g6n~rale de l'6quation (4) 
sous la forme donnde par PoIsso~, en partant de rint6grale (5) et en suppo- 
sant v6rifi6 a priori le principe de HUYQHEnS. C'est par lk que M. PoI~- 
CAR~ d6montre dana sea lemons d'optique la vdrit6 du prineipe de HurQH~sS. 
On peut maintenant se poser la question: Qu'est-ce qu'on trouve en appli- 
quant le m6me proc6d6, lorsqu'on part des int6grales (3)et qu'on suppose 
v6rifi6 le principe de HuYGa]~ss? Nous avons montr6 dana l'article 5 de 
ce mdmoire, qu'on tire de lk lea fonctions que M ~e KOWALEVSKI a donndes 
eomme int6grales g6n6rales des 6quations de LAM~. Si l'on pourrait vd- 
rifler que lea formules trouv6es de cette fa~on satisfont lea 6quations de 
LAM~ on aurait justifi~ l'emploi du principe de HurQrrxss. 

Mais nous avons montr6 dana rarticle 5 que cette v6rification n'est 
pus possible. D'ofi ressort ce r6sultat qui k premi6re vue sembie bien 
singulier? 

3. Pour trouver le noeud de la question, il faut avoir devant lea 
yeux la surface des ondes oh l'on ait dessin6 les syst6mes des lignes 
sph6riques et elliptiques qui forment lea coordonn6es curvilignes consi- 
d6r6es par M. W~,BEa. (Voir article 3.) 

Prenons comme fair M. WEBER 

x = b s . ( % ,  k) an(~8, z), 

y = a cn ( ~ ,  k) cn (u~, ~), 

= . d .  ( . , ,  k) s,, ( . , ,  ~), 

k9 ~ w b g 

{/,~ b g w ~t 

/'t~ = b' a'  --  gr" 
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Voici ce qu'on verrait en regardant la nappe ext~rieure de la surface 
des ondes du c6t~ des y positives. 

. . . . . . . . . .  

\ " ~ .... : 

Voici au contraire ce qu'on verrait en regardant la m~me nappe du 
c6t~ des y n~gatives. 

\ <..~-~-~=---.. . ./ 'J 
�9 ~- ..... ~ i " ' " -  ..... 

, 

"........~:...~; ~ , -.._.:..= ........ -" 

Ces figures montrent que u S est discontinue le long des lignes u 2 ----K, 
U s ~ - -  K .  

Prenons maintenant les premiers termes des int6grales (3). Nous 
avons trouv6 dans ce m6moire (article 4) ces int4grales par un proc6d~ tout 

fait diff6rent de celui suivi par LAM~. Les expressions sous lesquelles 
r6sultent les quanfit6s X 1 ,Y~,  Z~ sont 

(6) p ~ b  s n ~  snu 8 cnu~ c n ~  s n ~  d n u  s d n ~  s cnus  d n ~  3 

' 4 K  e t  4 L  s o n t  les p~riodes r~elles eorrespoudantes aux modules ~ u .  
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oh 

A ~ I - -  k ~ sn2u~ ~ / t  2 sn2ua + ~ '  + k 2 -  I) sn2u2 gn2u3 

et ul remplace le param~tre 2a de LAMk. 
Ces expressions sont telles, qu'en prenant garde aux figures que 

nous avons dessintes, on voit bien aistment que X~, Z~ sont des fonctions 
polydromes des coordonntes~x, y ,  z des points de respace. Pareillement 
on a que X~, Z~ sont des fonctions polydromes. Cette propritt6 ne 
s'apergoit gu~re au premier abord, lorsqu'on examine ces quantit~s sous 
la forme que leur avait donnte Lh~k~. 

C'es~ pourquoi il s'ttait tromp6 lorsqu'il avait cru qu'elles pouvaient 
reprtsenter les vibrations lumineuses provenantes d'un centre d'tbranlement. 

Ce sont les mdmes fonctions (6) qui paralssent dans le mtmoire de 
M ~ KOWALEVSKL Lorsqu'on s'apergoit qu'elles sont polydromes, on voit 
aussi qt/e la mtthode dtcouverte par M. WEIEnSTRASS pour l 'inttgration 
des 6quations lintaires aux dtrivtes partielles ne peut pas 6tre appliqute 
pour inttgrer les 6quations de LAMk en se servant des coordonntes de 
M. WEBER, 

4. Le premier article de ce mtmoire est consacr6 ~ la transformation 
des 6quations de l'optique de LAMk~ en coordonntes curvilignes. 

J 'applique les formutes trouvtes au cas particulier des coordonnSes 
de M. WEBER. De cette fa?on je trouve, par un proctd61 bien plus court 
que celui suivi par LAM~ 'les inttgrales (3) sous la forme que je viens 
d ' indiquer.  La discussion de ces inttgrales est faite dans l'article 5. Dans 
l'article suivant je  trouve un thtor~me analogue ~ celui de GX~EE~ et 
j 'y  applique la mtthode employte par KIRCaHOFr pour gtntraliser le 
principe de HuYanE~s. Enfin les derniers articles sont consacrts 'k trouver 
les inttgrales gSntrales des 6quations de l'optique en partant des intt- 
grales de LAr~ et en prenant garde i~ leur polydromie. 

2 Ce proctd6 ne diff~re pas essentiellement de la mtthode suivie par M. ]~RILL 
dans un m~moire [Math. Aan,~ t er Vol.] que j'ai connu seulement apr~s avoir rtdig6 

mou travail. 
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AnT. i. T~.ansformattan des dqua$On~ de Zam~ en eoordonn~es 
cur~iUgnes .  

I. Soient u,v,w les eomposantes du d~placement d'un point (x,y,~) 
d'un milieu dlastique homog~ne. 

En posant 

(I) 

~v 9w 
~z oy 

~w ~u 
~x ~z 

Ou ~v 
W~--- 

0y 0x 

les composantes des rotations des 616ments du milieu, seront donn6es par 

I I 
I U ,  -~V, W. 2 2 

Prenons les axes coordonn6es x ,  y,  z parall61es aux directions des axes 
d" l  . . . .  e as~mlte, et soient 

a > b > c  

les axes d'61asticit6. 
On 6crira les 6quations de LAmi de la manibre suivantc 

(2) 

a'u ~ 2 a W  b~aV 

~gv a2~U ~ W  

~'w b 2 a V  a~U 
~i ~ = ~-~ - -  ~-~.  

Ces 6quations peuvent s'obtenir en annullant la variation d'une intdgrale. 
En effet, si 1'on pose 

(3) 1 ~ ~ a~U ' + b ' W  + c ~ W  ~, 

LAM]~ Lemons sur 7~sticit~ dix-septibme leqon. 
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~u' ~ " (~ )  21-[aw~ ~ 

to 8 

to, t~ 6tant un intervalle arbitraire de respaee, on aura 

tl 

t o 8 
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le earr6 de l'616ment lin6aire. 
Posons 

Supposons que les variations 8u, By, ew soient nulles aux limites des int6- 
grale$. Par  des int6grations par partie on d6duit de l'~quation pr6c6dente 

tl 

~ - -  L~ - c  ~ + ~0 + o ~ - ~  ~ +c ~ 
to 

la'w b ~ V  a2 

On tire de 1~ le$ 6quations (2) en posant 

e2-----O. 

2. Consid6rons maintenant un syst~me de coordonn6es curvilignes 
U 1 , U2,  U3~ S o i t  

ds 2 = Hlldu[ + tt2~du~ + It~sdu~ + 2~,du2du3 + 2Hstdu,du~ + 21t~,duldu~ 
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D6signons par t~, t , ,  t, les tangentes aux lignes 

u~ -----const., u~ = const.; 

u~ ~ const., u~ ~ const. 

Lea composantes des d~placements des points du milieu dans leg directions 
t~ , t~ , t~  dtant v~,v~,va ,  on aura 

v~ ay v s Oy v = v~ cog t~y + v~ COS t~ y + v. cos t~y 7H,, 

w = v ~ c o s t  xz q - v  2cost 2 z - j r v 3 c o s t  3 z =  v ,  vz -t v, v z v, vz ~r ~,,, .~/H,o.~,,,, 7t- ~ ~u s " 

Si l'on pose 

(6) P' ~t~,--S' P' ~/~,,,' P~ = ~ '  

on trouvera 

(7) 
~y ~y ~y 

~z ~z Oz w -- p, ~ + p, ~ + p. a~--:" 

Par  un th6or6me bien connu on peut  f~ujours trouver trois fonctions 

tel les  que 

(s) 

u - - - - - ~ q -  ~ ,  

v = ~ + ~ ,  
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d'oh 

U - - - -  

O n  aura done 

d(/2, ,,) d(/2, v) d(/2, v) 
d(y  , z) ' V = ~ ) ,  W ~ .  d ( z ,  y)" 

d-'~ ; "~) d-~(y, z) + d(u~ . u,) d(y .  z) + d(u, . u~) d(y . z) 

d(/2, ~) ~z d (/2. ~) a~ I d ( / 2 ,  V) OZ 

- -  D d-(-~.%) c ~  D d-(-~'u,) c~  D d'-~.u,) 

De m~me on trouve 

V __ _ _  

W_____ _ _  

161 

cos ~ .  

~]H-~, d (~, v) cos t~y + - D a ( - ~ ; ~ i  D d(~,. ) c o s t l y +  D a(~,.~,) c~ 

D d ~ ;  )cost,  z +  D d~-~8. ) c ~  D d(ut,u~) c~ 

t ~ d(~. ,) 

On tire des 6quations (8) et (7) 

(9) 

~+ v~= u--:  + 

+ ~ = ,,~,-~ + 

a2 0/2 ax ay Vz ~ + ~  = , ,  -: + , , ~ + w ~  = n.v~ + R,,v~ + n,,p+ = q. 
A~ta mathemaNea. 16. Imprim~ le 37 avril 1892. 21 

i i ~/Y~,. a(/2. v) 
2V1-~--2 D d(u , ,us ) '  

C'est pourquoi les composantes des rotations des 616ments du milieu dans 
les directions t t , t 2 , t s ,  seront donn&s par 
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d'oh 

d(a, v) ~ aq, aq, 
d(n,, u,) au, au, ' 

d(,u , v) = aq, aq, 
9 

d(u , ,  u,) au, au, 

a(l~ , v) _ . .  a~ ,  ae,  
d (u,, u,) au, au, 

et par suite 

VI ~ D \au, au# 

J.,, ?q, oq,3 
V,  = 0 ',ou, a~, , l  ' 

JT"s ~ D \au, auJ  

Posons 

(xo) v,  - -  j ~ ,  v ,  = ...v, , v~ = v, 

On aura pour les rotations des formules parfaitement analogues aux 
6quations (7) que nous avons dtablies pour les ddplacements: 

az az az 

(xI) v = P, ~,*, + P, + P, ~ ,  
t 

az ~ az 

3. Nous nous proposons maintenant d'exprimer les quantit6s T et 
P par les fonctions p~, P2, Ps ; P1, P2, Ps" I1 est bien facile de ddduire 
des 6quations (7) 

~U t .  t �9 + , . . .  

--//,~ '+/ /~,  ~ , , \ ~ /  +2H,,~ +2Z/,~ +2//,, 
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De m~me, en posant 

\au,/ \au,/ \au, / 

\au, l \aU, l \au, l ' 

\auj \a%/ kau,/ 
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Ks s ----. a~ az az b5 ay ay cs az a~ 

Ks ~ ~-- as  a$ a~ b ,  ay ay Cs az az 

K,s ~-- as  ~Z ~Z 
OU, au a 
_ _ _ _ +  b, ay ay c~ a~ az 

on trouve 
P = a2U ' + b'T ,n + c 2 W  ' 

: KII/D~ ..]- K~219: + Kss~ + 2Kssl~s19s -~- 2Ksl.PS.el + 2Kls.~l~S. 

4. On peut maintenant transformer leg 6quations de LAM~ en coor- 
donn6es curvilignes. 

En effet, o n  aura 

' ~ r =  ~ u, ,  +I-/1 +It13 + ~ + H .  + H .  

+-~ -'~u +H~' =u u +u u + -{/-" 

2 

et en posant 

02) 

+ (K,,P, + K . P ,  + K.P+)~P~ 

{ ~ , P ,  + g , ,P ,  + K,,P, = Q,, 

K,,P, + K,,P, + ~, ,P,  = Q,, 

K .P ,  + K,,P, + K .P ,  = Q, 
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on trouvera 

Vito Volterra.  

'-oP = ' [ ?~q' 
2 D Q, \a,J, 

a~,'l o (a~q. aOq,~ (a3q, 
/ + Q~ \a,,, a%1. 

~u~ I j  

Par suite 

Os) al = a~ j dtj ( r - -  P)Z)a,,,a,,,du, 
t o 81 

t l  

= fd~ f I d ~, '~ ,  '~, "~, 
J J I LU u + u u + - -  

ap, aaq, 1 
at atj 

(aeq, ~:] -/aeq, at}ql.~_ - /aaql 
au, / ~' t~u~u 2 

au, / ] duldu~du3" 

Les variations #ql, dq2, Oqs 4tant nulles aux limites des int6grales, 
l%quation pr~cddente peut ~tre remplac~e par 

t l  

a~" au, + a,,,j + dq~ Dat' 

go S 

. r~,a% aQ, aQ,1 } + oq, [.u-gi- i a~, + a,,, J dS. 

aQ, aQq 
a% -t- a% j 

Donc, ai d I - ~  o, on aura, 

(I4) 

D a ' v ,  aQ, ae, 
a~ 2 ----- ~u~ a u  s 

/)~% aQ, aQ. 

at' = ~u, - -  au--[" 

Voilk les 6quations de LA~, tranaform6ea en eoordonn6ea eurvilignea. 

5. Nous donnerona ici quelques formulea dont nous nous servirons 
dana lea articles suivanta. 
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Leg ~quations (9) r6solues par rapport ~ u ,  v ,  w, donnent 

~u t ~u~ ~u~ u = q ~  + %~;-- + q ~ ,  

Ajoutons les 6quations (,~) apr6s leg avoir multipli6es par ~z 

On trouvera 

+ 

+ ~-~ + --~ ~V + K~ ~ / 

L. 
d'oh 

063 

De m~me on aura 

(x6") 

06'") 

6. 

Ou.~ Ou a 

;}U 1 OU~ O'U, a b ' r  ---- Q, ~y-y -t- Q, ~ -  + Q, ~ -  , 

~ut Ou~ Ou~ 
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Nous venons de transformer les 6quations de LAMR en suivant 
la m6thode ordinaire, c'est k dire en reconduisant la question par les 
principes du ealcul des variations k la transformation d'une int6grale. 
On peut faire la transformation par un autre proc6d6 tr~s-slmple que je 
vais exposer en peu de roots. 
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Soit a une surface quelconque dont le bord est form6 par la ligne s 
et soit n la normale k eette surface. D6signons par 2 et /~ des coor- 
donn6es curvilignes des points de la surface. En mult ipl iant  les 6qua- 

tions (I), (2) par 

cos nx d r  d(v "z! d2dtu, 
d(,~ , ~ 

a(,,, ~) d,~d/~, c o s  n y d a  = ~ )  

�9 y) a+;~ia~az cos nzda = d(,~ 

et en int6grant sur toute la surface a, on trouve par le th6or6me de 

STOKES 

( '7)  

Si nous posons 

/[rrd(y,*_)+ va(* ,  *) - a(~, ~))]a~d~ 

G 

= f (,,a~ + ray + waz), 
$ 

] ~ s  a<y,,>_ ~(.; => _ 
d(-V-,9, ~)J'~a, ~ I ~ J  [u ~(a :~;) . v a(-V~,~) . w a ( . ,  ~)l . . . .  

[ =f(a'Udx + b2Vdy + c'Wdz). 
$ 

ay ay ay 

ay ay ay 

az ~s az 
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i l  est 6vident qu'on trouve 

d{~,tl) + --d(~ :y) + - -d( ,~ ,  Z) 

d (y ,  z) d (~, ~) . d (~ ,  y) 
U d (,~, Z------ ) + V d (,~, ~ ) + w d O : ~  

d(u.  , u.) d (u .  , u,)  d(u~ , u , ) ]  

Examinons les deux formes quadratiques 

~f__-- u ~ + v 2 + w ~ 

_ _  2 ~ 2 

2~ ----- a~U~ + b~W + c~W ~ 

Par des th6or6mes bien connus on aura 

Of d x .{_ of of ~f of o~ ~ dy + ~ dz = o~o--: dul + ~ du, + o~ ~f du~, 

Par  suite, eu posant 

of of of 

0~ 

vp I ---- Q,, 

on trouvera 

ofo o~o 

udx  + vdy -{- wdz  --- q, du 1 -[- q~du~ -]- qflu~, 

a2Udx + b~Vdy -I- c2W dz ---- Q~du, + Q2du~ -{- Qflu 3. 

167 
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On pourra donc substituer aux 6quations (I 7) les deux 6quations 

/ D  [P~ dO,,, ,,.) p dO,,, ~,,) d(~, 

O* 

=f(qx~, + q, du, + q.du.), 
$ 

f f  

= f  (Q~du, + Q, du, + Q, dus). 
$ 

De ces 6quations, par le th6or6me de STOKES d6eoulent tout de suite lea 
6quations (Io) et (x 4). 

ART. 2. Les dquatr de l~tm$ et ~ u r s  ~quati~ns conjugltdes. 

I. La transformation des 6quations de LA~ en coordonn6es curvi- 
lignes nous a conduit aux 6quations 

(i) 

Damp, oQ,+2 aQ.+, 

Q,---- Y,,K,,P,, 

t (aq,+___~, aq.+,~ 

q, = ~:,H,p,. 

{s=lj2,$) 

Posons 

on. aura 
~ps 

atl ms 

Par cons6quent, si 
~s His ms ~ nt 
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on trouvera 

d'ofi 
D ~tPs Ons+ 2 ~ns.bl �9 

En remplagant P, par M,, et Q, par _hr, on pourra 6crire le syst6me 
d'6quations 

(2) 
n, -- 2. H. m., 

N, = X . K . M , .  

(s=l ,2t3)  

2. Lorsqu'on connalt un syst6me d'int6grales 

p, ,  P , ,  q,, Q. 

des 6quations (x) on aura tout de suite des int6grales des 4quations (2). 
I1 suffit pour cela de prendre 

(3) 
M , =  .P,, 

m s ~ .  ~t~ 

R6ciproquement h toute int6grale des ~quations (2) correspond une int~- 
grale du syst6me (x). En effet en prenant . 

(4) 
~t2 

_ ~2M~ 

on aura que ces fonctions satisfont aux ~quations ( , ) .  
A ~  ~ t ~ t ~ .  16. Imprlm6 le 27 avrll 1892. 22 
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3. On peut maintenant poser la question: 
A quelles int6grales 

P,, q, ,  P , ,  Q, 

des 4quations (I) correspondent des inhlgrales 

du syst6me (2) telles que les relations (4) soient v~rifi~es? 
I1 est facile de d6montrer qu'il suffit de la condition 

~(Dp,) ~(DT, ) (5) ~(Dp,) + q = o 
~u I ~u~ ~u s 

pour que les dquations (4) soient satisfaites. 
En effet, il ressort de (5) que l'on pourra poser 

p,  - -  m, ~ ~ \au.+----~ au,+l  / 

d'oh ddcoulent les 6quations (4). De mgme h tout syst6me d'int6grales 

m,  , n, , i l l , ,  iV, 

des 6quations (2) telles que 

$(DM,) ~ (Dill,) ~(D~,)  + ~ = o (6) au, au, ~u~ 

correspond un syst6me d'intggrales des 6quations ( I ) l i6  au pr6c6dent 
par les relations (3). 

4. I1 est ais6 de d~montrer que si l'6quation (5) est vfirifi6e les 
vibrations sont transversales. 

En effet soit 
~u ~v ~ta 

o - - - ~ + ~ + ~ 7 "  
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En multipliant cette quantit6 par une fonetion ~ ind6terminde et en 
int6grant sur un espaee S queleonque on trouve 

6tant nulle au contour de l'espace S. 

Par suite 

D'ofi 

Mais 

f ~2 ~ ~Ddu~du~du~. = 

~u~l 
$ 

j \ au, "[-" ~u, n t- ~ /gdxdydz" 
8 

Puisque /l est ind6termin6e, on d6duit 

5. bTous appellerons les 6quations (2) les 6quations conjugu6es aux 
dquations de LAml. I1 est connu que leS ~quations de LA~$ se rap. 
portent k l'hypoth6se de NEUm~N. C'est h dire pour trouvcr ces 6qua- 
tions il faut supposer que les vibrations des particules du milieu 61astique 
ont lieu darts le plan de polatisation, FR~SN~.L au contraire a suppos6 
que la direction des vibrations soit normale au plan de polarisation. I1 
serait ais4 de voir que les 6quations (2) sont les 6quations du mouve- 
ment dans l'hypoth6se de FRESNEL. I1 SUffit pour cela de supposer que 
~/-ff~nM1, g-ff~2~M~, ~/-ff~38M8 repr6sentent les composantes des d@lacements 
dans les directions t l ,  t2, t~. 
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A R T .  3. 

I ,  

(t) 

o~ 

Z e s  coordonn~es  de  Weber .  T r a n s f o r m a t i o n s  des  6 q u a t i o n s  

de  L a i n 6  en  eoordonn~es  de  Weber.  

M. W~.~ER a d6montr6 q u e s i  l'on a 

x----- b sn(u~, k)dn(u . ,  p), 

y = a cn (u,, k) cn (us, p), 

k~ a s __  b t /.t~ a t  b t _ _  c t 

a t  _ c t , ~ b t a t _ _  c t 

on obtient par l'61imination de u~, u 3, 

~t ~t ~t 
(2) ~, + vt + ~ , _ a t + ~ ,  + v ,+ z t _ b t +  ~,+ v, + ~ , _ c t =  ~, 

qui est l'6quation de la surface des ondes. 1 
Au lieu de 

sn (u,, k) ,  cn (u~, k) ,  dn (,,,, k), 

sn(u., ~), cnCu., ~),  an(u., S) 

nous 6crirons, pour simplifier, 

sn u,  , cn u 2 , dn u, ,  

sn u s , c n  u , ,  dn u s, 

en supprimant les modules (k, ta) suffisamment rappel6s par les indices des 
arguments u2, u~. Soit 4K la p6riode rdelle correspondant au module 
k; 4L la m~me p6riode correspondant au module p. 

En donnant K u~ routes les valeurs r6elles comprises entre ~ K et 
K et ~ u 3 routes les valeurs r6elles comprises entre - - 2 L  et 2L, on 
obtient par les formules (i) tous les points de la nappe ext6rieure de 
la surface des ondes qu'on appellera d. 

1 J o u r n a l  de Crelle.  T.  8 4 ,  page  3 5 3 .  
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2. Examinons maintenant  comment sont dispos~es lea lignes 

178 

~2 ~--" c o n a t . ~  u 3 ~ -  c o n s t .  

sur d .  
Conduisons par l 'origine les parall61es TI ,  T 2 aux axes optiques. 

Elles d6coupent le plan xz en quatre parties qui contiennent respective- 
ment  lea parties positives et ndgatives des axes x , z .  Nous les d6signerons 
par to,,  t o , ,  to,, to_,. 

En faisant u 2 = -  K ,  on trouve 

x = - -  b dnus,  y = o, z = b#sn%.  

Cette ligne est la partie de l ' interseetion du plan xz  avec d comprise 
dans to_~. �9 De mdme on voit que la ligne u 2 - - - K e s t  Ia partie de la 
mgme intersection comprise dans to,. Les lignes 

U a ~ - - - -  L ,  U 8 ~ L 

sont les parties de l 'intersection de d avee le plan xz  comprises dans 
w_, e t  to,. 

Ajoutons les 6quations (i) apr~s en avoir dlev6 les deux membres 
k carrd. On obtient 

(3) x 2 +  y~ + z ~ = a 2 -  (a 2 -  b 2) s n ' u  2. 

L'interseetion de d avec la sph6re (3) est form6e de deux courbes situ6es 
des deux c6t6s du plan y~. Si la courbe qui est du c6t6 des x positives 

correspond k u 2 = a 2, on aura 

/~>a~ >o. 

L'autre courbe correspondra alors k 

u 2 = ~ a 2 .  

De mdme on trouve 

(4)  a ,x2  + p y 2  + c2z2 = a2Eb2 _ _  (b 2 _ _  c2) sn 2 u . ] .  
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Consid6rons les deux plans xn, xy. Ils partagent l'espace en quatre 
parties que nous d6signerons par 

(s) St,,, S_r,,, 8,,_., 8_,,_~ 

en mettant en 6vidence le signe des coordonn6es y , z  de leurs points. 
L'intersection de l'ellipso][de (4) avec d est form6e de deux courbes 

qui sont situ6es des deux c6t6s du plan xy et dont chacune est coup6e 
par le plan x z .  

On pourra done consid6rer les quatre parties L~,, L y,~, L~,_,, L , , _ ,  
de cette intersection qui sont contenues dans les quatre parties (5 )de  
l'espace. 

Si L~,, correspond ~ u a = as, on aura 

et 

L > a s > o  

L_~,, correspondra k u s ---~ 2 L  ~ a3, 

L~,_, correspondra K u s = ~ as, 

L_v,_ , correspondra ~ u a = 2L -4" as. 

On tire de lg que u~ eonsid6r6e comme fonction des points de la surface 
a' est continue, tandis que u s est discontinue le long des lignes u~ = - - K ,  
u 2 = K. La somme des valeurs de u s des deux e6t6s de ces lignes eat 
toujours 6gale k 2L.  u s e s t  aussi discontinue le long de la partie A de 
l'intersection du plan x y  avec d qui eat du c6t6 des y n6gatives. La 
diff6rence des valeurs de u a le long de la ligne A eat constants et 6gale 

4L.  
Par cons6quent les fonetions elliptiques 

(6) s n % ,  enu 2,  dnu~ ,  s n u  3 ,  d n u  3 

seront continues sur la surface a', mais 

cn u s 

sera discontinue le long des lignes u 2 = K ,  u ~ - - - - -  K. Ses valeurs sur 
les deux c6t6s de ces lignes seront 6gales et de signe eontraire. 
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x = bu x sn u 2 dn u a, 

(7) y = au L cn u~ en un, 

z -~ aul On u~ sn u a, 

Les surfaces 

(8) 

~1 ~ COl]St. 

C~ > U l > O, 

K > u ~  > - - K ,  

2L >_~ u a > -- 2L. 

seront les nappes ext~rieures d 'un syst~me de surfaces des ondes concen- 
triques et homo thfitiques. Les surfaces 

u~ ~ const., u 3 ~ const. 

seront des cbnes dont le sommet est k l 'origine, et dont lea directrices 
sont les lignes u 2 ----const., u 3 ~ const., que nous avons d~j~ examinees 
sur la surface ~'. Les fonctions elliptiques (5), considSr~es comme fonc- 
tions des points de l'espace , seront continues, tandis que cn% sera dis- 
continue le long des parties m~, ~_~ du plan x~. 

4. A tout  syst~me de valeurs de x ,  y ,  z (except~ si y = o)corres- 
pond un seul syst~me de valeurs pour u l , u 2 ,  u s qui satisfont aux con- 
ditions (7), (8). On appellera ces valeurs les coordonn~es de WEB~.R du 
point x ,  y ,  z. 

De m~me si on a deux points .41 ~ (xl ,  y~, z~) et A 2 ~ (x~, y~, z2) 
nous poserons 

X ~ X  1 ~ X ,  Y ~ - - Y x  ==Y, Z 2 - z  I -----Z. 

Le syst~me des valeurs de u I , u~, u s qui v~rifient les conditions (7), (8) 
seront les coordonn~es de W~.B~.a du point A~ par rapport  au point A 1. 

I1 est ais~ de voir que les coordonn~es de W~B~R du point A~ par 
rapport  au point A2, seront 

s i  u 8 > o, e t  

U I , --U~, --2L~-u s 

si u, < o. 
u I , ~ U  2 , 2L-~u 8, 
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Calculous le carr~ de l'~16ment lin~aire de l'espace en fonctions des 
coordonn6es u x ~ u~, u s. 

On trouve par un calcul tr~s simple 

(9) 

d'ofi 

.Hll ~ a '  c n 2 u ,  .~- b '  sllgg,~ 

H88 ---- u~[(a' - -  b') sn '  u~ dn' .u,  + b' - -  b ' k '  sn '  u 8 - -  b 'p '  sn '  us], 

H38 -~ a 'u~[I  - - k ' s n ' u , - - p '  s n ' u  8 "k- (Z' + k ' - -  I) s n ' u  8 sn 'u , ] .  

H18 -~ ul(b 2 - -  a') snu,  cnu  2 dnu  2, 

/ / .  = / / .~ - -o ,  

!K,, 

K .  

(,o), Ic .  = 

K 1 8 =  

K~3== 

En posant 

i n' , , ,  HI , ,  t/18 ~ 

D =  R s , , / t , , ,  H .  

= a'bu~[I - -  k '  sn ' u ,  - - # '  s n ' u  3 -4- (p '  -t- k '  - -  I) sn ' u ,  sn'u.~]. 

5. Pour  6tablir les 6quations de L A ~  en eoordonn6es de W~.BER, 
il suffit de calculer lea quantit~s K , .  

On obtient 

----- a2[b ~ cnSus + c '  sn 'us] ,  

= aSb'u~[i ~ k ' sn2u8  - - p ' s n ' u  8 ..{- (,u' + k 2 -  x)sn 'u ,  sn 'us] ,  

a'u~[(b'  - -  c ')  sn '  u, a n '  u 8 "4- c '  - -  c ' k '  sn 8 u, - -  c 'p '  sn '  us] , 

a 'u l ( c '  - -  b') snu,  cnu  8 dnu , ,  

K18 = o.  

( I I )  A = I - - k ' s n ' u ,  - - / ~ '  s n ' u  3 + (p '  + k ~ -  I) sn'u~ sn'u~, 

OU a u r a  

(12) Has = a ' u l A ,  O a ' b ~ A ,  K, ,  = a ' b ' u ~ A .  
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Si au lieu des 6quations (7) on pose les 6quations 

x = sn  d n  

y = 41 cn (~,, ~) cn (u~, k), 

z = bu~ dn (7~3, ~) sn (us, ~), 

c s b s ~ a t  c '  b 2 
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on obtient t o us l e s  points de l'espace en donnant ~ ul ,  u2, u3 routes 
les valeurs r6elles, telles que 

> ul ~ o, 

04) 
2Z > 7,8 > - -  2Z,  

4~; et 45 6rant les p6riodes r6elles correspondantes aux modules k, V" 
Lea surfaces ~ ----- const, sont les nappes int6rieures d'un syst6me de surfaces 
des ondes concentriques et homoth6tiques, auxquelles appartient la surface 
(2). Les surfaces ~ = const., u~ = const, sont des cbnes dont ]e somme~ 
est ~ l'origine et dont les directrices sont des lignes sph6riques et ellip- 
tiques de ces nappes. 

n est facile de v6rifier que, si les conditions (I3) , (I4), sont remplies, 

snT~, cnu~ , d n ~ ,  snu 8,  dnT,3 

sont des fonctions continues des points de respace, tandis que 

c n  u 3 

est discontinue le long des parties w,,  eo_~, du plan xz ,  puisque cette 
quantit6 prend des: valeurs ~gales et de signes contraires sur les deux 
c6t6s de ces surfaces. 

A tout syst~me de valeurs de x ,  y ,  z (except6 s i y - =  o) correspond 
un seul syst~me de valeurs de ~1, ~2, ~3 qui v6rifient les conditions (I3), 
(14). Nous appellerons ces valeurs les coordonn6es de WEBER de la 2 do 
esp5ce du point A ~ (x, y ,  z). En posant 

x = x ~  ~ X l ,  Y ----- Y2 ~ Y ~ ,  z ----- z~ ~ z ~ ,  

.Ada maf~ma, tie~. 16. Imprim6 le 30 avril 1892. 23 
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u~, u2, u 3 seront les coordonn4es de WEBER de la 2 de esp~ee du point 
A~ :-- ( x 2 ,  y ~ ,  z~) par rapport au point A~ = (x~, Yl, zi)" 

7. Pour transformer les 4quations de LAM~. en coordonn~es u~, ~ ,  u~, 
il suffit de calculer les quantitds //~,, K ,  par rapport k ces variables. 
Nous les d~signerons par / / , ,  K:~,. En posant 

( I 5 )  X =  I - -  

on trouve 

ART. 4. I J e s  i n t ~ r a l r  d e  I J a ~ .  

I. On peut trouver bien facilement deux int6grales des 6quations 
de LAM~, apr~s les avoir  transform6es en coordonn6es de WEBER. 

Examinons d'abord ce qu'on trouve en prentmt les coordonn6es de 
WEBER de premiere esp4ce. 

Les 6quations de LAM~. seront v4rifi6es par les valeurs 

-Pl ~ O~ p~ ~ O. 

En effet en rappellant ]es ~quations (i) du 2 ~m~ artlcle et les 4quations 
(9) de l'article pr(~c~dent, on trouve 

ql = o ,  q2 = o ,  q3 ---- H83p3,  

I O~s I ~qs 
D au, ' P~ ---- D au I P s  = o ,  

_ _  K13 ~q, 

---- D Ou~ ' Q~ ----- D ~u t ~u 1' ~ D ~uj 
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Par suite les dquations de Lxtd~ se rdduisent aux suivantes 
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(i) 

o=~[. 

o = ~  

K',. ~ , ]__  b ~'~. 

K,, ~q, l ~ l-E,,~q, l  
D ~u,/-- ~ L-D- ~ J '  

-~ ~,j .  

Supposons 9~ fonction de t et de u~ seulement. Les deux premieres 
~quations (z) seront satisfaites; la troisi4me deviendra 

or '  - -  aut  2 

dont l'intdgrale gdndrale est 

q, -~- f(t :- i-  u,) + f D ( t -  u,), 

f ,  fr ~tant deux fonctions arbitraires. On a donc l'int~gra]e suivante 
des ~quations de LAM]~ 

(~) 

ql ~ O~ 

QI ~ O~ 

P1 ~ 0 ~  

q, = o, q~ = f ( t  + u,) + 9 ( t -  u,), 

T p~ = o ,  p, = ,,,~---E[f(t + u,) + ~( t - -  .,)], 

Q, = b[f ' ( t  "t" u , ) - - y r  Q3 = o, 

I ,# s', = ~ [ f ( t  + u,)--r  .,)], P: = o  

oh A a la valeur (Ix), art. 3. 

2. En rappelant les fiquations (I5) du premier article on trouve 

(3) 

,, = ~ [f(t + ,,,) + ~ ( t -  .,)], 

~"' r / t  v = ~ ,  + ,,,) + ~ ( t - - . , ) ] ,  

~ll s w--=-~- [f(t -4-- u,) --I-- ? ( t -  u,)l. 
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Des 6quations (7) du mgme article, on ddduit aussi les expressions 6qui- 
valentes 

a'~,.,A [f(t  -!- u,)  + 9 ( t -  u,) ] ,  

en % sn u~ dn u.~ 
(4) V = a u r a  If( t JC" ",) + 9( t -  ~t,)], 

d.  ~, r  d . . ,  (t ,,,)]. w = a, , ,A  [ f ( t  + u,) + 9~ - -  

Enfin les 6quations (I6) et (~ ~) du premier article conduisent aux for- 
mules suivantes 

(s) 

U =  -~-~-z [f'(t + u , ) - - F ' ( t - - u , ) ]  

Cn ~2 4 n  q*~ d n  ~t 3 
= ~'.,a [ f ' ( t  + . , )  - -  r  .,)], 

] ~zt2 - - - i -  
V = ~ ~ -  Lf (t + u,) - -  fp'(t - -  u,)] 

abu ~ lX 

~"' [r'(t + u,) - -  r  - -  ,,~)] W = j ~T 

k s tllx 't~, a CII '~i 811 ~ s  
"= abu, A [['(t + ua) - -  F'(t - -  ua) ]. 

3. Consid6rons maintenant  les coordonn6es de WrBsn de la seconde 
esp6ce. Le proc6d6 par lequel on est parvenu aux intdgrales (2) peut 
gtre appliqu6 k ees coordonn6es. On trouve ainsi l ' intdgrale suivante 

(6) 

ql == O~ q2 ---~ O, ~ = ?(t + ;,,) + ~ ( ~ - - ~ , ) ,  

~ ~..;X [?(t + ;,~) + r - -  ;,,)], 

PI = O, P2 ---- i c ' b . : ~  [?(t + ~,) - -  ~ ' ( t -  ;~,)], 

et ~ 6tant des fonctions arbitraires. 

Pa ---~ O, 



gal" les vibrations lumineuses dans los milieux birdfringents. 

On en tire 
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(7) 

(8) 

_ d'~", ~'~d~'"~ [?(t + ; , , ) +  , ) ( t - -  :~,)], 
cat A 

;, = ~ [ r ( t  + ;,,) + 7( t - -  ;,,)] 

= - -  ~'~", ~'~"_, ~ [7(t + ;,,) + , } ( t - -  ;,,)], 
c ~  A 

9~ s [?( t  + ;,,) + ~( t  - -  ;,,)] 

= _ / ~ , b  ~,,,~, ~,~,  o~,~ [?(t + ;,,) + ,}(t - -  ;,,)], 

b ~ ,-- , , ,  
v =  ~ L r ~  + ~ )  - -  ,?(t - -  ~,)] 

= _ r ~n ~, ~,  ~,__, ~,~ ~,~ [ ? ' ( t  + ; , , )  - -  ? ( t  - -  ;,,)], 
cbaj 

= ~,~,~ a,~ ~• ~,, [ ? ' ( t  + ; , , )  - -  ( , ' ( t  - -  ~,)], 
cbat A 

b oa~ "-'~t w = - ~ t f  ~ + ; , , , ) - -~ ; , ( t - - ; ,~ ) ]  

= o~,~, a~,b_an,~ [?'(t + ;,,) - -  ~,(t - ;,)3. 

4. Nous avons vu (art. 2) qu'k toute int~grale des 6quations de 
L A ~  correspond une int6grale des dquations conjugudes li~e k la pr6e6- 
dente par les 6quations (3) du 2 ~m~ article. 

On aura donc, en partant des formules (2), (6), les deux intSgrales 
suivantes des 6quations conjugu6es ~ celles de LA~k~: 

Ji l l  ~----O~ 

(o) N , = o ,  

m 1 ~ O~ 

~I ~ O~ 

I M~ = ~  [r + ,,,) + z ( t -  .,)], 

N~ = b[C(t + ,,,) + z ( t -  ,,~)], N. = o, 

m. = o, m~ ~,--4x~ tr I + u , ) - - x ' ( t - - u , ) ] ,  

. .  = o, . ,  = r + u , ) -  x'(~--",), 
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(xo) 

MI ~ 0 ~  

"~1 ~ 0 ~  

ml ~ 07 

~1 ~ O~ 

M, = ~,b,~;---~[~(t + ,~,) + 2 ( t -  ~,)], M, = o, 

~, = b[?,(t + 7~,) + 2 ( t -  ~,)], N a ~ - 0 ~  

- - = ' _  [ ? ( t  + ~ , )  - -  F(t - -  ;,,)], m~ : O, ms c'a~ A 

'n,: : 0~, ;,~ = ?(t + ; ~ , ) -  2 ' ( t -  ,~,). 

~' , X ,  r  Z 4tant des fonctions arbitraires. 
De mdme on sait que des int~grales pr~c~dentes on pourrait d~duire 

des int6grales des 6quations de L A ~ .  Mais il est ais6 de voir qu'en 
partant des formules (9), (IO) on ne trouverait pas de nouvelles int~grales, 
car on reviendrait aux formules (2), (6). 

5. Nous remarquerons enfin que les int~grales des ~quations de 
LAM~ que nous venons de trouver v~rifient la condition (5) de l'artiele 
2 et par suite correspondent k des vibrations transversales. 

6. On peut maintenant se poser la question. Est-ce qu'on, peut 
trouver d'autres intSgrales des ~quations de LAM]I de la forme 

(,,) 
l u = u.f(t -I- u,) + up~(t -t- ,~), 

v ---- v.f(t + u,) + v~,(t + ~,), 

u, = wof(t + u,) + wp~(t + ;~,) 

oh % ,  v~, w~ ; u,~, ~ ,  w~ sont ind~pendantes de t et f(a) est une fonetion 
arbitraire, tandis que if(a) est une fonetion arbitraire ou d6pend d'une 
mani~re quelconque de f (a)?  

Si (ix) est une int~grale des 6quations de LAM~, on doit trouver 
par la substitution dans los ~quations diff~rentielles, trois ~quations de 
la forme 

Aof  + B ,~  + A~f '  + B ~ '  + A , f "  + B ~ "  = o 

06 Ao , B o , .4 ~ , B~ , A~ , B s sont des quantit~s qui ne d4pendent pas de t. 
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I1 est ais~ de se persuader que ces 
En effet si cela n'arrivait pas, on aurait 

coefficients doivent gtre 

f , ~ , f '  , ~ '  , f "  , ~" 

f '  , ~' , f "  , ~" , f ' "  , F" '  

C , , ~ , ' , f " , , ~ " ' , f ' v , ~  TM 

f ' "  , f~'i" , f,v , ~,, , f~ , ~,  

, # "  , f "  , , F , 

f~ , ~, , f v i  , ~w , fv, i  , ~vn 

Posons t -t- u~ = a ,  t Jr u, ----- fl, on aura f 

~---0. 

regarder ~ et fl comme des variables ind~pendantes. 
arbitraire, par suite le d~terminant 

= f ( a ) ,  ~ = F(fl) et ton pourra 
Mais f est une fonction 

devrait ~tre nul. Donc ~ ne serait une fonction arbitraire ni d~pendrait de f. 
On tire de ]a que 

Oz) 
u. f( t  + u,), [ u~to(t Jr" 7~,), 

v , f ( t  + ul)  , et (z=') / v ~ ( t  -l- 7~.,), 

w, f ( t  -F u,) , wp~(t Jr 7~,) 

doivent former deux int~grales des ~quations de LA~]~. En prenant les 
coordonn~es de WEBER de la premiere esp~ce, ~ l'int~grale (I 2) doit corres- 
pondre l'int~grale suivante des 4quations transform4es 

{ 1~ = p, . f( t  -t- u,), 

P2 = P2af( t + u,), 

P8 = ps~f(t Jr" ul), 

oh lol~,p~.,ps, sont des quantit~s qui ne d~pendent pus de t. En re- 
marquant que 
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nuls. 
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on trouve 
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ql ~-~ (H l lP la  71- Hl i_~ia) f  = ~.laD 

q~ .--.--- (H~,p,a + H~p~,<)f = q~<,f, 

I I (~qi= 

I (Oqia Oft~a \ . qla , 

= t',of, 

---- P2<<f + ~ f ' ,  

I K t  I ,.p Q, = K ~ P , : f  + 5 K~2qs:f, = Q~.f + - ~ - q , d ,  

K i , K ,  ~, 

, ,  oQ~ . ~ 

Puisque f e s t  une fonction arbitraire, il faudra 6galer ~ z6ro les coeffi- 
cients de f",  f ' ,  f. 

Par suite on aura 

qla ~ O~ q2a ~ O, qS~ ~ COnSt. 

On revient donc aux intdgrales qu'on a ddj~ trouv6es. 

De mdme on aurait un rdsultat tout ~ fait semblable, en partant 
des intdgrales (I2% 

I1 n'y a donc que les int6grales que nous avons trouv6es dans les 
paragraphes pr6c6dents de cet article qui aient la forme (i I). 
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ART. 5. P r O P  r i ~ t ~ s  d e s  i n t d g ~ ' a l e s  d e  L a m ~ .  

I. En st rappelant  la discussion que nous avons faite dans l 'article 
3, il est ais6 de voir que la deuxi6me des fonctions (4) (voir l'art, pr6- 
c6dent) est une fonction continue des points de l'espace, tandis que la 
premi6re et la troisi6me de ces fonctions sont discontinues le long des 
surfaces co, et eo~. 

Substituons dans les seconds membres des 6quations (4) aux quan-  
tit~s u 1, u 2, u a leurs expressions en fonction de x ,  y ,  z et regardons t 
comme une quantit6 constante. On trouvera 

= ~l(X, Y, z), v = r Y, ~), w = r Y, ~). 

D'apr6s ce que nous venons de dire, ~.2 sera une fonction monodrome, 
mais ~ et ~a seront polydromes. Si Yon part d 'un point quelconque ct 
qu'on prenne les valeurs de ~1 et F~ qui se suivent avec continuit6 en 
parcourant une ligne qui entoure un axe optique, on revient au point 
de d6part avec les valeurs initiales chang6es de signe. 

Cette propri6t6 eat commune aussi, aux fonctions V, u,  w, V de l'article 
pr6c~dent, consid6r6es comme fonctions de x ,  y ,  z. 

Au contraire, U,  V(,  v ,  U, W sont des fonctions m0nodromes. 
Puisque u I -----o ~ l'origine, les douze fonctions u ,  v ,  w , u ,  v ,  w 

U ,  V ,  W ,  u ,  V ,  w ,  deviendront  infinies pour x ~ y ~ z -~ o. 
Les m~mes fonctions deviennent ind6termin6es dans les points des 

parall61es aux axes optiqucs T I T  ~ conduites par l'origine. 
Posons 

X ~ Xa ~ X 1 

O n  a u r a  

Y ~ Y 2 - - Y l '  Z----- Z~- -Z  1. 

~ l ( X  2 _ _  Xl ' y~ m Yl , z~ - -  z l )  = - -  ~1(Xl - -  x2 , Yl - -  Y~ , zl  - -  z2), 

~ ( x ,  - -  x , ,  y~ - -  y , ,  z~ - -  Z l )  = - -  ~ ( x ,  - -  x ~ ,  y ,  - -  y ~ ,  z ,  - -  ~), 

~ , ( x 2  - -  x , ,  y ,  - -  y l ,  ~ ,  - -  z , )  - -  - -  ~ 3 ( x ,  - -  x ~ ,  y~ - -  y ~ ,  z l  - -  z ~ ) .  
Acta mathematica. 16. Imprim~ le 13 juin 1892. 24 
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M(!me u , v ,  u, changent de signe par la permutation de x~, y~, z~ avee 
x 2 , y ~ ,  z~. Au contraire U, V ,  W ;  U, V ,  w ,  ne changent pas en 
effectuant cette permutation. 

2. LAM~ avait trouv5 par un proe(~d~ tout ~. fait diffdrent les int~- 
grales (4) et (6) dans lesquelles on suppose 

2~:Z (~OS 2~r 
= o ,  = o ,  = cos  , = , .  

Ne s'6tant pas aper~u de la polydromie de ces int6grales, il croyait 
qu'ellcs pouvaicnt rep%senter les vibrations lumincuses produites par un 
centre d'Sbranlcment situs ft. l'origine. 

D'apr& la discussion que nous venons de faire il est ~vident que cela 
n'est pas vrai. Des vibrations lumineuses correspondant aux formules 
(4) et (6) ne pourraient dtre produites que par une couche de centres 
d'6branlemcnts situds sur les surfaces eo~ et w_~ ou w~ et w_~, ou sur 
toute autre surface qui coupe respace de sorte qu'on doive nScessaire- 
ment la reneontrcr lorsqu'on tourne autour des droites II1,1/'~. 

3" Mais envisageons pour un instant la question au point de vue 
de LAm~, en supposant que ses conclusions soient vraies. On peut alors, 
en part'rot de ses int(~grales, proc~der de ]a mdme fa~on qu'a suivie 

~* PO" M. POINCAI~ pour trouver 1 mt%,rale gdn~rale de l'6quation 

~'u~----- V2A~u. 1 

Rappelons que M. PoIxc*m~ part de l'int~grale F(r ~ Vt) oh r=v /~ '+y '+z  ', 
r 

et qu'il cherche ~t quoi le conduit l'application du principe de HUYGtlENS. 
Supposons qu'~ l'origine des temps toutes les molecules du milieu 

soient 6branl6es. Soit at la surface des ondes dont le centre est le point 
x0, Y0, z0 et les param~tres sont at ,  bt ,  ct. Dans l'intervalle de temps 
qui dScoule entre l'instant t et l 'instant t -t- dr, le point x 0 , Y0, z0 aura 
re,u, selon le principe de HUVGHENS, les ~branlements provenant de tous 

l Lefons sur la thdorie mathdmatlque de la lumidre, page 8 7. 
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les points compris entre les surfaces ~ et ot+~t. En suivant done les id6es 
de LAM~ sur le centre d'dbranlcment, on pourrait repr6senter par 

d$ - - - = /  /~'b sn u, sn u~ cn u, F(xo ,C,u, A + x Yo + Y, Zo + z)dS 
s 

+ , f  dna* cna~ dnu'~-F(x o -  + x , Yo + Y , Z o + z)ds,  
ca I A 

f + e~ ~, ~ _~ an ~ P@o + ; , Vo + ~ , Zo + ; )d~,  
ca~ A 

%Adn% F(xo + x ,  Yo + Y,  zo +4- z)dS 

s 

les variations des composantes du ddplacement du point Xo, Yo, Zo, qui 
ont lieu dans l'intervalle de temps dr. I1 suffit pour cela de supposer 

I ~ que S soit la partie de l'espace comprise entre lea nappes ex- 
tdrieures des deux surfaces des ondes at et et+~t, et ~ la partie comprise 
entre les nappes int6rieures des m~mes surfaces, 

2 ~ ) que x o + x ,  Yo + Y, zo + z soient les coordonn6cs des points de 
S e t  x o + ~, Yo + y ,  Zo + z celles des points de S, 

3~ que ul ,  u2, u 8 soient les coordonndes de la W e esp6ce de WEBER 
du point x o, Y0, Zo par rapport au point x o + x ,  Yo + Y, zo + z; et que 
~1, ~-~2, ~-3 soient les coordonn6es de WEBEa de la 2 de esp6ce du point 

xo,Yo,Zo par rapport au point x o + ~ , y o  + y , Z o  + z ,  
4 0) enfin que les fonctions F ( x ,  y ,  z) ,  F(~, y,-z) ne d6pendent que 

de l'6tat initial du milieu. 
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Mais 
dS  = Ddu~du~du~ ---- a~bu~ Adu~du~du~, 

d-s -g du~ du~ d~ 3 ' -~ . . . .  = = C bu~ Ad~du~du~, 

donc 

~l, 1 ~ .~t 1 ~ ~ 

dul = d~ul = dr, 

f b dt = P~ = t - -  I~b sn u~ sn u~ cn u s F(x .  + x ,  Yo + Y ,  z. + z)du~du~ 
6 '  

+ t f c d n T t :  cn~z: dn~t3P(x o + ~,Yo  "4-y,  zo + z-)du2du~, 

i @ 
b dt 

"l ~ - - - = P 2 - ~ t  - - c t e n u ~ s n u ~ d n u s T ( x  o + x , yo + Y , Zo + z)du~du~ 

+ dn-~,z~'(x. + ~,Yo "4- V,zo "4" z-)du~du3, 
-d' 

b dt = P~ -~ a dn u 2 cn u a dn u~ F ( x  o + x ,  Yo + Y ,  zo + z)du~du~ 
a" 

-t- tf--~bsnu,_. Snus cn~_~(xo + z ,  Yo + y ,  zo +z)du2dua" 

Puisque les 5quations de LAM~ sont lin6aires, les formules prdc6dcntes 
devraient donner des int6grales de ces 6quations. 

On obtient ainsi les m~mes formules de M me KOWAL~VSXI. ~ Mais il 
est ais6 de st persuader que les fonctions qu'on vient de trouver ne sont 
pas des int6grales des 6quations de LAM~. 

En effet on voit qu'en faisant t = o, Ies fonctions p~ , P 2 , P , ,  
@, @, @~ , 

d- t - - ' d r  ' d r  ' s annulent. Mais si on a un systeme d'intdgrales des 6qua. 

tions de LAM~ qui s 'annulent avec leurs d6rivdes par rapport  k t, pour 
t = o, elles seraicnt toujours nulles, ce qui n'a pas lieu pour p~,p~,p3. 

Ce rdsultat n'a rien de contradictoire et s 'explique parfaitement, en 
st rappelant qu'on a trouv6 les formules pr6c6dentes en supposant justes 
les iddes de LAM~, tandis qu'on a prouv6 le contraire. 

1 A e t a  m a t h e m a t i c a ~  tome 6. 
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ART. 6. G~n~ral isa t ion  d u  th~or~me de Green.  A p p l i c a t i o n  de la 

m~thode  de K i r c h h o f f .  

i. D6signons par 

( I )  P s ,  Q , , - /gs  , q; ; P: , Q: :~ ~D: , q :  

deux syst~mes d'iWs des 6quations de LAM~. (goir article 2, formule (I).) 
On aura 

\au ,+l  

a'p;~. P']~ DS. ,  k at ~ a'p'\ = ~r~i~ } 

a,,.,---; / - -  ~r~,a-C~+, " a , r + ,  : a  

Multiplions cette 6quation par dUldU~du 3 et int6grons g un cspace S 
limit6 par un contour a. Supposons que les fonctions (i), soient finies, 
continues et monodromes dans l'espace S. 

Si u ,  v e s t  un syst~me de coordonn6es de la surface a, on obtient 

8 

f f  

- -  qr Q:+, a(~ ,  v~ O%, du& 

rk*rka-~7~+= a,,r+----~/ *rka~.+, a~r+,/a 
8 

La derni~re int6grale est nulle. En effet on a 

,, Q. a-hT~+, a,-~+,/ *~\a,,~+,--aur+,/a 
8 

= f E , [ O r P : - -  Qr ddS = f E r E , ( K . P , P : - -  Kr, P',P~)d8 o. 
8 8 
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Par suite l'6quation (2) peut 4tre remplae6e par l'autrc 

(3) ~- ~ .Z.., /t,, (,~/- p, - - - ~  p, dS 

8 

= " ~ ' + '  2(~;-~5 G+, d(,, ,v) 
r 

+ Q; r u q,+, --d(,;",~ dud~. 

2. Pareillement supposons que 

(4) M , ,  m, ,  N , ,  n, ; M',., m; ,  N : ,  n: 

soient deux intdgrales des dquations conjugudes k celles de LAM~ (voir 
article 2, formule (2)). Si les fonctions (4) sont finics continues et mono- 
dromes dans l'espace S on a 

3 

= , N;i',+, d-~,v~ - . r + ,  ~ 5 ; ; v S -  

q- n~ [ d -~ : v,  N, + l - -d-( ~ : v- ~ ] d u d v . 

Les formules (3) ct (5) peuvent 6tre consid6rdes comme une g&16ralisation 
du thdordme de GREEN. 

3. Prenons maintenant pour lignes coordonn6es les coordonndcs de 
WEnEI~ de la premi&e esp6ce et posons 

p:, G,  P;, q: 

la prcmi6re des intdgrales de L A ~  que nou~ avons trouv6e dans Par- 
ticle 4 (voir formule (2)). 

Afin que ces fonctions soient finies et continues darts l'espace S, il 
faut e~cclure l'origine et les surfaces to~, to~. 
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Soit e une surface qui renferme l'origine. Conduisons deux cbnes 

u 2 = K - - z ,  u2 = - - K q - z  (~>0) 

qu'on appellera a , ,  % et la nappe extSrieure eo de la surface des ondes 

~t 1 ~ ~'. 

Quelque petites que soient les quanti t& z ,  z', les fonctions p : ,  P: ,  
Q:, q:, rempliront  toujours les conditions sutt]suntes pour l 'application de 
la formule (3) dans l 'espace S~ renferm~ entre ,~, %, %, to. La surface 
a~ qui limite S~ sera formSe de quatre p~rties, qui appartiennent respec- 
t ivement  g 6 ,  %,  a2, oJ et qu'on dSsignera par a', a'~, a~, r La for- 
mule (3) peut dtre appliquSe en rempla~ant 8 par S~ et 6 par 6~. Les 
lignes u , v  seront les coordonn~es curvilignes de la surface t j .  Con- 
sid&ons sur la ligne u ~ const., la direction dans laquelle v croit. On 
l 'appellera la direction positive de la l igne u ~--const. De m~me con- 
sidSrons 1~ direction dans laquelle u crolt comme direction positive de 
la ligne v = const. Alors en regardant la surface du cbt~ extdrieur 
l'espace S~ on devra faire tourner la direction positive de la ligne v -~ const. 
d 'un angle < 7:, dans le sens des aiguilles d'une montre, pour la faire 
coincider avec la direction positive de la ligne u ~-const .  D'aprSs cela 
on peut choisir pour coordonnSes curvilignes v = const., u = const., sur 
le c6ne a, les lignes u~ ~ const., u 3 ~ const, de cette surface, et sur le 
cbne % les lignes u a ~ const., u~ ~ const. De m~me sur ]a surface u, 
on choisira les lignes u2 = const., u a = const, pour les lignes coordonnSes 
v ,  u. Donc, en posant pour simplicitd d'~criture 

o n  a u r a  

f(t + u,) + F ( t - - u , ) =  F,  

r'(t + F,, 

(6) a-t 
8' 

G' 

r I d(,,,, "0 Q1 d 7) I + l'rl ql v) q3 d (u -. v) dudv 
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Q, est une fonction de ux, u s , u~, t. Pour mettre cela en 6videnee nous 
6crirons Ql(ul,  u~, u 3 It). Par suite 

2L u I 

f ~O1e.,au. = f e , , . f  Po.( , , . ,  I c -  ~, ,,~ I t)e., 
al  --2L r 

off la limite, sup6rieure u, de la premi6re int6grale est la eoordonn6e u x 
du point off la g6ndratrice u a = eonst, du ebne % rencontre la surface o. 

De mdme 
2L u I 

f Fq, du, du3 = f du. f Fo,(u, , -- K + , ,  u~ I t)d.,. 
a.z' - -2L  r 

O i l  ~%tlr~ I l l l S S i  

f (Fq, - -  bF, q~)a.sdu~ 
o)' 

.K--z 2L 

.f~l,,~f,~o.(o,~.,,,~lt) bF.q~(o, . . .  ,,3 I ,)},t,,~. 
- - K +  z --2L 

Faisons tendre s' vers zdro. En prenant garde que 

lira Q 2 ( z ' ,  % ,  u 3 It) ---- o, 

l im q3 (s', u s ,  u 3 l t) = o 
~ ' = 0  

on obtient 

lim,,=0 f (~Q' - b F ' q 3 ) d u f l u ~  = o .  

Supposons que md~ae r tende vers z6ro. 
Alors le cbne a'1 tend vers une double couche qui couvre la partie 

ax de o~x comprise entre l'origine et la surface a. Pareil lement le c6ne 
a'~ tend vers une double couche qui eouvre la partie a_,  de oJ_, comprise 
entre l'origine et la surface a. On trouvera 

~L ul  

l im f Fq, d%du.~ = f a , ,~f  m,(, , , ,  , to, . .  [ Odu,, 
~ = 0  at'  - - 2 L  0 

r  

2L u t 

lira f Fq, d%du: = f  d% f FO,(%, 
r a. z, - -2L 0 

,IV=O 

- -  K ,  u, [ t )du, .  
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Mais par la continuit6 de Q1 le long des surfaces to~, to_~, on aura 

si u 3 > o 
O,(u, , K ,  % l t) 

0 I ( U l  , - -  K ,  u 3 

= O . ( % , K ,  2 L - - u . [ t ) ,  

t) = O.(~.,  - -  K ,  ~L - -  , ~  It), 

] Q,(%,K,% It) 
si u~ < o 

= O ~ ( u , , K , - -  : L - - %  It), 
t ) -  Q , ( u , , - - K , - - 2 L - - u  3It). 
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Par consequent 

--L u I 0 u l 

f d% fFOl(U,, K, u., [t)du, =~d%/Fq~(u,, K, u~ I t)du,, 
--~L 0 

2 L  u I L u t 

f d.of Fo,(.1, K ,  u 3 l tldu~ = f a . . f  Fo,(.,, K ,  u 3 
L 0 0 0 

t) du~ 

d'ofi 

lim f FQ~du, d% 
S:~ o,' 

i ~1 

--L 0 a~, 

De m~me 

l~m f FQldu/ht ~ 
s  a2 

i It 1 

= 2 fd~ fFo , (u l , - -  K, ~,~ 
- - L  0 

t)d% = : f Eq, au,du~. 

La formule (6) devient 

(7) 
S 

o" 

d(u,.u,)  I { d(,~,.u~) d(,,,,,~) Q, d(,~:-v) + bF, q, a (u. v) d (,., v) 

A o t a  m a t h o n a t i v a .  16. Imprim6 le 22 juia 1892. 

q3 d (u .v ) ]  dudv 

25 
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4. Prenons~ 
~ ( , )  = o, 

~ e-~ ~a~ 

et int~grons 1~ formule pr~e~dente par rapport ~ t entre le temps n~gatif, 
t~ et le temps positif t 2. 

On trouve, par une intdgration par parties, 

t2 

t! 6 

~P3 ] ] "  + u ~ ) ~ -  f'(t + u,)p~ dS 
t l  

[ ~ d(~, ,~ , )  t) d(%"~,)]  

- - b f ( t T u l ) [ v t  d ( u - . v ) - - O t  d(u:  dudv 

d(u,, u,) d(%, u~) 
+ bf(t + u,) q, - ~ -  ~) q~ -~- ,  v) dudv 

- - ]  Q 

t~ ~ t 2 

- -  2 f dt f f(t + ~t l )Qld~ld , t  3 + 2 f dt f f(t + u,)Q, du, du,. 
t I a x  t I a - s  

Si nous faisons eroltre p ind~finiment, la formule pr~e~dente k la 
limite devient 

(8) f o,(u, , h', ~,~ l - -  u,)du, du~ - -  f Qi(u, , - -  K ,  u~ I - -  u,)du, du3 
(Zz a - -  ffi 

' Q~(ul u, "31 u~) ~ : ~ )  , , - - u , )  d (u , v )  = ~ , , -Q](ui  u2 u31 

ff 

d (% . %) +bx,(u , u, u,]--u,)--d-~.v ) bz,(u , u: u , l - -u , )d(u ' '%) ldudv  
, , , , ~ ( ~ - , v )  I 

1 Voir KIRCHHOFF, Zur Theorie der Lichts~ralden. Wied. Ann. Bd. I8. 
KIRCHHOFF~ Vorlesungen i~ber Math. Optik, page 24. 
Nous avons employ6 ici le m~me procdd6 suivi par KIRCn~OrF pour trouver sa for- 
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0q, aq~ 
ZI at ' Z3 at 
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5. Par le m~me proc6d6, en partant de la formule (5) et en se 
servant des coordonndes de W ~ B ~  de la premi6re esp4ce et des integrales 
(9) de l'article 4, on trouve 

(9) 

oh 

f ~l(U, , K ,  u= 1-- u,)du, du~ - f . , ( . ,  , - K ,  u~ I - -  u,)du, du~ 

= b ,~ , ( . , , . ,  , .~ I- %1 a(~,, .e(,~: ~)v) b . , ( . ,  , .~ , .~ I -  . , )  ~-i-~ .- 
o" 

l J  1 - -  -- '~-, IJ : -~--  ai~ 

On peut trouver des formules tout a fait semblables, en faisant usage 
des coordonn6es de W~BER de la seconde esp6ce et des int6grales (6), (io) 
que nous avons trouv6es dans l'article 4. 

6. Supposons que la surface a soit la nappe ext6rieure de la surface 
des ondes dont l'6quation est 

~1 ~ t ,  

La formule (8) dans ee eas, deviendra 

L t L t 

(,o) fdu~fQ,(u, ,  I~, % I - - . ~ ) d . , - - f d u ~ f O l ( U , , - -  K ,  u~ I " u,)d., 
--L 0 --L 0 

~L K 
I 

= s f e . ~ f {  Q,(t, . , ,  .~ I - -  t) + bZXt, .~, .,~ t - -  ~)ld.~. 
--~L - -K  

7. Les formules (8), (9) ont une analogle avec celle que KIRCHHOFF 
a donn6e comme une gdn4ralisation du principe de HUYGHE~S. 

mule, mais on pourrait aussi atteindre le  but par une autre mdthode semblable ~ eelle 
ddeouverte par M. BELTRAMI (voir ' R e n d i e o n t i  del  R. I s t i t u t o  L o m b a r d o ,  S. 2~ 
Vol. 22~ Fast. IO) pour d4montrer la formule de KmCHHOFF. 
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ART. 7. N o u v e l l e s  i n t d g r a l e s  d e s  d q t t a t i o n s  de  L a m d .  

i. En prenant dana les 6quations (4) de l'article 4 

~ 0  

et en ddsignant par r  z) ,  r y ,  z) , r  z) les coefficients 
de la fonction arbitraire, on pourra 6crire ces formulcs de la mani6re 
suivante 

/ t ~ b  Sll u~ s n  ~t 3 c n  ~ts 
a ' u , A  f ( t  + u~) = r + u~), 

cn u~ sn u~ dn 
au, A '" 'f(t + u,) = r -}- u,), 

a n  ~t.~ c n  'a s d n  It. a 
~,,,A f(t + u,) = r + ,q). 

Substituons x -  $ ,  z -  ~" K la place de x ,  z; on obtiendra 

(,) I 
r - -  $ ,  y ,  z - -  r  + u,), 

r - -  $ ,  u ,  z - -  r  f ( t  + u , ) ,  

r - -  ~, u,  ~ -  r + u,). 

D6signons par S+y, S ~  les deux parties de l'espace dans lesquelles y > o, 
y < o. Il est ais6 de voir que les fonctions (I) sont finies continues et 
monodromes dans S+~ et dans S_~. Elles deviennent infinies dans le 
point $, o ,  r et la premi6re et la troisi6me sont discontinues sur le plan xz.  

2. Supposons que f d6pende des deux variables $,  r c'est k dire 
qu'elle soit une fonction arbitraire~de t -4 -u l ,  $,  r En multipliant par 
d.Xdr et en int6grant, on obtiendra lea trois fonctions 

., = r e  - (x - -  ~,  y ,  z r  + t ,  r r162 

v '  = r e , . ( .  - ~ ,  y ,  ~ - r + t,  ~, ; ) d ~ r  

f r  
W t 3(x - -  $ ,  y ,  z r  + t ,  ~ , r  
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Elles constituent un syst~me d'intdgrales des dquations de LAML Elles 
n'ont pas de discontinuitds dans les deux parties de l'espace S+~ et S_~, 
mais sont discontinues sur le plan xz. 

En partant des intdgrales (7) de rarticle 4 on trouve Svidemment 
une intdgrale parfaitement analogue ~ celle que nous venons d'obtenir 
et que l'on peut 6crire 

;~' = f , ~ , ( ~  - ~ ,  y ,  ~ -  :')?(;,1 + t ,  ~ ,  :)d~d:, 

;,' = f ~ ( ~  - -  ~,  Y, ~ - -  :)?(;~1 + t ,  ~, : ) d ~ : ' ,  

On peut donc conclure: u , ,  u~, u~, dtant les coordonndes de WEBER de 
la premiere esp~ce du point x , y , z  par rapport au point $ , o , ~ ' ,  et 
~ ,  u 2 , ua les eoordonndes de Wr~BER de la seconde esp~ce du premier point 
par rapport au second, on aura les intdgrales suivantes des 6quations 
de LAM~ 

(2) 

z'b sn % sn u'~ cn u~ f(t + u I $ , r162 

+ f a n , z ,  cna, dna~(t  + ;h,  $ ,  r162 
ca~ A 

v=f- cn u~ sn u~ dn u~ 
au, A f(t + Ul , ~ , ~)d~d~ 

-[- f - -cna~sna~dna '  f(t + ul $ ,  
J ca~ A 

w = f d n u ,  cnus dnu s au,& f(t -t- ul , $ ,  ~)dSd~ 

"4- f - - g " b s n a ' s n a '  cna~ f( t -  -1- ~1 , ~ , ~)d~dr 
,j csal A 

oh f(t  -b ul , $ ,  ~) , ~'(t -t- 7~1, $ ,  ~) sont deux fonctions arbitraires. Les 
int4grales (2) seront finies continues et monodromes en .S+y et S v e t  
seront discontinues sur le plan xz. 
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3. I1 est bien ais6 d'obtenir les rotations U, V, W correspondant 
aux d6placements (2) (voir article t). Il suffit pour cela d'appliquer 
les formules (5) et (8) de l'articlc 4. On trouvc ainsi 

(7) 

u_~ f cnu, dnu, dn%~ g)dSd~ a,~, ,~ f(t + u, , $, 

~ _ f  7t ssng~cna. 2sna 3 O - t  - 

v=f- sn ~t~ dn % cn u.~ 

+ f sna~dna~cna s~ 
,ba,  ?(t + "" e, r162 J 

k 2 $11 ?is c n  'ttt SIX ~/3 ~ 
abu~ ~tf(t "4- ul , ~, ~)d~d~ 

+ fena~dna~dna 3 ~ 

4. Voyons maintenant les valeurs qu'on trouve pour les quantit6s 
u,  v, w, U, V, W lorsqu'on s'approche ind6finiment aux points du plan 
xz. Indiquons par le symbole 

lim 
y = + O  

la lirnite qu'on obtient lorsqu'on 
c5t6 S+v et par 

s'approche 

lim 
y=--O 

d'un point du plan xz du 

la limite qu'on trouve en s'approchant du m~me point du cbt6 S~.  
Conduisons par un point quelconque du plan xz deux droites parall61es 
aux axes optiques. Le plan xz sera partag6 en quatre parties ~'l,a2,aa,a4 
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qu'on peut faire co~ncider p a r  une simple translation avec to+,, to+~, 
~ _ , ,  r Nous repr6senterons par 

f 
a~=l: ak 

la somme ou la diff6renee de deux int6grales 6tendues aux deux parties 
du plan xz qu'on a indiqu6es par ah, e,. 

Remarquons que la coordonn6e u s de l a x  ~r~ esp6ce de WEBnn d'un 
point du plan xz par rapport ~ un autre point du m6me plan peut 6tre 
donn6e par u s ou par + 2 L - - u  3. (Voir article 3.) Convenons ma- 
intenant de prendre, lorsque lea deux points sont sur le plan xz, 

L>u.~ > - - L .  

De m6me eonvenons de prendre la eoordonn6e ~ 
relative k deux points du plan xz, telle que 

de la seeonde esp6ee 

Cela pos6, il est bien ais6 de d6duire des formules (2) les  6quations 
suivantes 

(4) 

lim u = - -  l i r a  u - -  jb#snu.f(t  + u,, ~, r 
y =  + 0  y = - -0  a,~_a4 

+ fb dr, ~,~ ?(t + ~-,,, ~, r 
al+aa 

l i ra  v = 
y = + O  

l i ra  v = f bf(t + u, , ~, r 
Y = - 0  ai--a~ 

+ j'b?(t + , ,  
a2--~ 

lim w = - -  lira w = f b dnu, f(t  + ul , ~ , s 
y = + O  y=--O a~+a, 

+ fb~,sn~,-f(t  + 7.,, , ,  #)d;~,d;,,. 
a l - - a  s 
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Parei l lement on obtient len limites de U, V, W lorsqu'on s'approche 
du plan xz. On a 

(5) 

lim U = 
y = + O  y~--O 

+ '~nu,~tf(t + ,h ,  ~, r 
a : - - c ~  

f ~  
lira V =: - -  lira V ----- ~ f ( t  + u~, ~,  r ~ 

y =  + 0  y =  - -0  
. a . , - - a .  

/ ~_ 

L+ 
ai--r 

lira W =  
y = + O  

lira W = snu 2 ~tf(t + u~ , ~ , ~)duldu 2 
y ~ - - O  

a t - - a  , 

+ / 'bdn~,~ ~ _ 
�9 ; ~tf(t + ~,)du,du 2. 

~ + e r 4  

5. Enfin nous remarquerons que les int6grales des 6quations de 
LAMk que noun avons trouv6es (formules (2)) v6rifient la condition 

Ou Ov ;~w 
~ + ~ + ~T = o, 

c'est k dire elles correspondent ~ des vibrations transversales du milieu 
~lastique. 

Cela ressort de l 'observation que nous avons faite dans le w 5 de 
l 'article 4. 
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ART. 8. In tegrat ion  des ~quations de l 'optique. 

I. Si les vibrations du milieu 61astique sont transversales il faut 
adjoindre aux 6quations (2) du I e~ article l '6quation 

(I) ~ ~ + ~ 7 =  o. 

On peut alors 61iminer la fonction v ct l'on trouve les deux 6quations 

5V = c~• + ( c ' - - b ' )  V~ ~ ' 

~ir = ~ a w  + ( ~ ' - -  a ~) ~ ~,~ ~ �9 

(~) 

Soient N,  a u n  syst&ne d'int6grales des 6quations 

~,~ ~ (~  ~ .  
= a ' A a + ( b  ~ - a ' ) ~  ~ ~ /  

I1 suffit de prendre 

( 3 )  u = - -  v = w = - ~y ' ~x ~z ' ~y 

pour obtenir un systdme d'intSgrales des 6quations (2) du premier ar- 
ticle qui satisfont ~ la condition (i) pos6e ei-dessus. 

R6eiproquement, d6montrons .qu'k tout syst6me d'int6grales u, v, w 
des 6quations de LaM~, qu! vfrifie la condition (i), correspondent deu• 
fonctions N ,  a qui satisfont aux 6quations (2) et qui sont li6es h u,  v, w 
par les relations (3). 

En effet, u ,  v ,  w, &ant  donn6es, prenons deux fonctions ~ ,  a~ 
telles que 

~ t  ~ ~o'~ ~a_~. 
(4) u ---- ~y , v == ~x ~z ' w ---- ~y 

A~ta mathematlea. 16. Imprim6 le 29 juin 1892, 26 
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On pourra ajouter ~ ~ 
remplissent la condition 

V i t o  V o l t e r r a .  

et r deux fonctions ~:(x,  z),  a:(x, z)qui  

on aura 

~ ~-~- V ~-~ W - - - - - - - .  
9!1 ~ 9 x  9z  ~ 9 y  

En substituant les valeurs (4) dans les dquations de L A M I ~ ,  o n  trouvera 

~y L ~t~ - -  c ' A ~  - -  (c~ - -  b') ~ ~ ~ /~ - -  o, 

~ L~/~r - -  c " A ~  - -  (c ~ - -  b') ~ ~ ~ /_1 

A-~z[-~-~--a'Aa~--(b'--a')~,,~ ~z / ] = o ,  

Par suite 

~'~'~t" - c ~ ' ,  - -  (c~ - -  b~) ~ \ ~  ~ / = f ( z  , z), 

~f ~ -~+  ~ = o.  

Mais il est toujours possible de prendre t~2, (~2, telles que 

~'~' c ' A ~ ,  - -  (c ' -  b ~ ) ~  , ~  Vt ~ ~z / - - f ( x  Z), 

~t  ~ 

sans que les relations (4) soient alt6r~es. 
C'est pourquoi, en posant 



Sur les vibrations lumlneuses dans les milieux birdfringents. 203 

Donc on aura que bs~, ~:~ rempliront les 6quations (2) ce qu'il fallait 
d6montrer. 

2. D'apr6s cela on conclut qu'il suffit d'int6grer le 
pour int6grer les 6quations de l'optique. Appliquons les 
de l'article pr6c~dent. On aura que 

syst6me (2) 
formules (2) 

(5){~u'+u"=fr162162162162 
= v' + v" = f p j ( t  + u,, 8, r + ,~,, ~, r162 

formeront un syst6me d'intdgrales des 6quations (2). 
M6me 

~ ~w 
Oy ~ ~y 

seront des int6grales des 6quations (2). Pour calculer ces quantitds, re- 
marquons que 1'on :~ 

~u W + ~y ~ '  

~w Oe 
- - = - - U + -  
~y Oz 

oh 
~v O(v' + v') ~v ~(v' + v') 

~z ~z 

Mais 

"Or" ( ~ - -  ] ~[r + t, ~, <)]a~a< 

f f ~', = L~PC"r(ul + t ,  , ,  :) + r  

Or il est ais6 de voir que 

~__A ~ ~u~ ~ _ _  ~u__2" 
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Par suite 

Vito Volterra. 

En supposant f continue et nulle pour $, ~ infinies, on aura,, par une 
int6gration par parties 

~v' f r  (6) v~ = ff~(t "4- u, , $, r162 

Un ealeul tout k fair analogue nous conduit aux 6quations 

3V" f -  - ,  - (6') - ~ - =  r + u~ , $, ~)dSd~, 

(7) 
~V" f f t ~- ) .  
- -  ~ J t , Oz ~'2fr + 'ltl ~' r 

(7') Oz 

Dans les formules pr6e6dentes on a d6sign6 par 

- -  I - - r  

f ; ,  f ; ,  f : ,  fr, 

les d6riv6es partielles des fonetions f , / "  par rapport k $, ~ calcul6es en 
regardant, u~, $, r comme des variables ind6pendantes. 

On aura donc 

_ = f r  - 
~u W + j , ( t  + u 1 , x ,  r 1 6 2  r + ~ , , oy 

f r  f - - ,  - Oy 2 a ~ ~ , 

Par l'addition des expressions (5) avee les expressions (8)dans lesquelles 
on , i t  remplac6 les fonctions arbitraires f et f par les autres fonctions 
arbitraires g , g ,  on trouvera les int6grales suivantes des dquations (2) 
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; [  / T s n u 2 c a u 3 f ( t +  u 1 ~ ~) 

k ~ 
- -~-sn  u~ cn u 2 ~-t g (t + u I , ~, ~') 

P I S D  9/, s cnu 2dnu3g~(t + u ~ , ~ , r  a~,&d~dr 

+ . i  [dn 7~ cnTt~(t "4- 7~1, $, ~') 

+ cna~dna 2 ~-  
-~- ~-t g (t + ~,,  ~, ~') 

_ _ )] dn ~ 
cn% s n ~ ( t  + ul , ~, r ca,~ d~d~, 

a = f  [dnu, cnu/(t + ~,, r r c n  ,~t~ dn%o 
, ;; ~t~( t + ~,, $, r 

, ] d n  % 
- -  cn u, sn u,g:(t + u, , $, ~.) ~ dSdr 

~-~ _ ~ _ 

+ ~ - s n % c n % ~ g ( t  + u i ,$ ,~ ' )  

- -  c n  % d n  %g:(t + u~ , ~, ~ dSd$. 
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3. I1 suffit maintenant de se rappeler que 

Oh~ • Fa~u ~O~u b~a~u ~w 1 ~.~ - -~' L ~  - -  c ~ - -  ~--~ - -  (c  ~ - -  b ~) ~ j ,  

pour calculer les d6riv6es 

- -  _ _  o ay ' ay 



206 Vito Volterra. 

En supposant que les ddrivdcs f+,' ?.'-., f~,' ~}, g,,' g:, ' -'g~, gr soient continues 
ddrivables et s ' annu l len t  pour  # ,  ~* infinies, on t rouvera  par  des intd- 
grat ions par parties 

(Io) 

,+ flL + - -  = -  - -  V s n  u + l [  - -  d n u a f +  " 
a y  a - , ,  A 

+ ~ ' L  ~ sn , ,~ �9  u~g ,  - - c . , - - - - b ' g ~  ') 

- - ( c ~ - - b ~ ) d n %  dnuj~:] cn% l ~" ~ dcd~ 

+ dn - - '  - -  val c.a, A v~ft sn " =' __ " 

I [ - - - " - - C  g :  - -  ~, g r  + 7+ dn ~,. dn %(,q, 2-,, ~2-,,x 

b 2) i~';' - - -"5] ~ a~ I - " - -  + (c ~ - -  . ~-- sn % sn ++:+~,~ ~ ,  ar 
ca, A I 

f l I ~,q cn % dn u.. ----- [ - - a d n %  f:  - -  sn% t~ l  ~,,.: A 

+ a-~ [dn  % dn Ua(,q, ~ "  " - -  b v+ - -  a W )  

l?ba (b~ - -  a~) sn%  sn%g+:. ~ d~d~ 

fl[+  
-- - - ,  - -- ,  CD- ~.j 8 1 1 U a  

+ sn % f t  - -  d n % f  ca, 

- - 2  
I [- p b - - -,, 

qL ~ [ - -  T s n %  sn %(g, - -  v"2-"g+ _ _  a2-'"gr ) 

- - - '~I  c n ~  I + (b  2 - -  a ~) d n  ~,o d n  % g :  cal---~ d~d~ 

off g; . . . . .  ,g~ , g,~, etc. sont les d&iv6es partielles du 2 e ordre de la fonction 
.q par rappor t  aux  variables t ,  $, ~, en supposant  Ul, $ ,  ~" des variables 
ind6pendantes. 
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a~ aa 
4. I1 est ais4 maintenant de d~terminer les limites de ~ ,  ~,  a-}- ' a-y 

lorsqu'on s'approehe ind4finiment aux points du plan xz. On a (voir 
article 7, w 4) 

(ii) lira N = sn u2g ~ + dUld % 4-_ b dn 7aafdu~dT~, ~ 
y = •  

al 

+ f [• b, usnuafdUldU3 "1-(~dn;,~g~ "l-bg'~)duldg*2J 
% 

+ f [ + b an :.2~;~a:,,~ -- (~e; + k~ ~ -,e;) a~, d.~] 
aa 

% 

l i m a  = ~ -  ' 
y=_+O a 

ff q- +__ b dnu3fduldu a q- ~ -  sn%g, q- bg d%du, 
Ob 

a2 

+ f [ ( - -  -b a dn % g : -  bg'r du I du~ -~ b~ sn 7,3 ~d~, 1 d~a ] 

. +f [+_ b dn %fdUldU 3 Jr- (~ sn % g : -  b}~) f% d%],  

( I 3 )  ,=+oa-7= ~snu,  f, + b ' duff% 

- - , , _  _ ] dn Ua(g ~ C2q~ ' ~ 2 - , , , ,  c~ - -  b~ -- "g~)  c* b~sn ge duldTu3 

+ + snub,g, - - ~  --b~g~ ') ~, - -  b dn usg'~'c]duldu 3 
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(I4) 

+ f { - - [ ! s n u ,  f~ + bf ' t]du,  du  , 

- -  - - p t  - -  - -  

b - - "  b t l s n % g t  d , l d  % + ~-dn U a ( g  t ~ - , ,  ~ b 2 - , ,  \ e '  b 2 - 
~ C  g~ g ' )  + c" " " 

~ c g e  ~ 0 9 = )  + c' -Jr- + ke' snu~(g, 2 ,, ,_2 ,,. - - b  d n u a g  e duxdu s 

a4 

+ dn u2f, ~ b f ' ~ ]  . u l & ,  ~ 

Y l [  d n u , '  f~] lim --aa = ~ b_ f~ + b du~du 2 
y = •  

I - - , J  - 2 - , ~  - - r ,  - - 

_+ -di[b; sn %(gq- - -  b 'g"  - -  a g: ) + (b' - -  a ' )b  dn u3ge~]du,du~ j 

fl - -  t t  , t [b dn u,(g;'  - -  b ' g ' t ' - -  a'g'r + b#(b" - -  a ~) sn uag~adu, du a + 

a~ 

I - - '  x d ; , ,  + [ - - : s n u ,  ft + ] 

_ _  I _ - - "  - - - "  - d -  ] + p[b), sn .,(g, - -  btg'~' - -  a'g'~') - -  (b' - -  a ' )b  dn %gs']du,  % 
I 

+ + ~  ~ , g ,  - - o  g ,  - - a ' g ' r  du,  

+ [~sn~:f:  .] du, - - -  b?: .  d ~  [. 

5. On peut conclure que les fonctions (9)remplissent les conditions 
suivantes: 

I ~ Eiles sont finies monodromes et Continues pour toutes les valeurs 
de x , z  et pour y > o. 

2 ~ Elles satisfont aux 6quations diffSrentielles (2). 
3 ~ Les valeurs de ces fonctions et de leurs d6riv6es par rapport h y, 

pour y ~ o d@endent de quatre fonctions arbitraires f ,  ~, g ,  g de trois 
variables ind@endantes. 



Sur les vibrations lumineuses daus les milieux birdfringents. 209 

Pour prouver tout ~ fuit rigoureusement qu'on a trouv6 ainsi les 
int6grules g6n6rales, il fuudrait d6montrer que les valeurs de 63 et de e 
et de leurs d6rivdes par ralpport K y pour y ~ 0 sent urbitraires. Pour 
qu'il n'y ait pas d'ambiguit6, nous faisons noter que lorsque nous avons 
purl6 duns l'introduction d'int6grales g6n6rales, nous avons entendu les 
int6grales qui satisfont aux trois conditions pr6c6dentes. 

ART. 9- Appl icat ion auoc dquations de l~dleetrodynamique. 

I. L'exp6rience montre que les cristuux tran.sparents peuvent dtre 
regard~s approximativement comme des corps isotropes pour le magn~tisme. 
Duns lu th~orie ~lectromagn~tique de la lumi~re on prouve que les 
~quations de l'~lectrodynamique duns le cas d'un milieu qui n'est pus 
conducteur et qui es~ ~lectriquement anisotrope et magn~tiquement iso- 
trope se r4duisent aux ~quations de LA~L 1 

I1 est tout ~ fait ais4 de montrer que ron peut appliquer les r~- 
sultats que nous uvons trouv~s aux ~quations de l'~lectrodynamique pour 
un milieu qui n'est pus conducteur, m~me s'il n'est pus isotrope pour le 
magn~tisme, pourvu que l'on suppose, comme fait M. HERTZ, clue les 
axes de sym~trie de l'~nergie ~lectrique coincident entre eux. 

Partons des 6quutions (20u), (2ob) donndes par M. HERTZ duns son 
m6moire sur les 6qua~ions de l'61ectrodynamique pour les corps en repos 2 

(i u) 

I A/~ 1 ob ~Z ~Y 
= Vy ~z ' 

A #  2 ~hf 0X ~g 

AI ~N ~Y ~X 

1 Voir VOLK~),NS, Vorlesungen fiber die Theorie des Lichtes, w 56. 
Gtfttinger Nachr. v. 19 Mtirz I89o. Wiedemanns Ann.~ T. 4 O. p. 577. 

A d s  mathoncdica. 16. Imprim~ le 30 juiUet 1892. 27 
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(~ b) 

oX oM oN 
AZl at - -  az oy ' 

Az~ ~Y aN oL 
ot 9,c ~z ' 

9Z ~b ~M 
Ae~ ~-~ : oy az 

a u x q u e l l e s  i l  f a u t  a j o u t e r  

(:  a) 
oL aM oN 

tq ~ + t,~ ~ + t~ ~ = o, 

(~ b) 

Posons  

~X oY oZ 
z~ ~ + z~ ~-y + ~ o-;- - o. 

on  a u r a  

~ / ~ X =  X', 

= x ,  

~/t~-2 Y = 'Y', 

~//12~ = y,  

r  = Z', 

VE =z 

at O~ ~ ' 

A ov oX" ~Z' 

A ~w v Y' oX" 
~t 95 ~ 

Ae2tJd~x ~t - -  v~ v~'  

OZ' Ou Ov 
A e 3 # J q  ~t - -  ~ ~$ 



l~emplagons 

par 
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A2sl#2,% , A2e2#~,ul , A2~#1#~ 

I I I 
---~, ~-~, ~ .  
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Les 6galit6s pr6e6dentes deviendront 

~ c~W b~V 
~t' = a T a~ ' 

~v a~U c2~W 

a~w b2OV ~aU 

~v 9w U~- v~ v~ 

~ ~ ' 

W ~ -  au 8v 

et l'6galit6 (2 a) pourra s'6crire 

~ u  ~ v  ~ w  

Par cons6quent on trouve les 6quations de LAML 

2. Examinons maintenant un eas plus g6n6ral. Supposons que le 
corps soit conducteur et les axes de sym6trie par rapport k la conduc- 
tibilit6 coincident avee ceux relatives aux 6nergies 61ectrique et magn6- 
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tique. En prcnant les lignes x ,  y ,  z parall&les ~ ces axes, les 6quations- 
(7 a), (7 b) du m6moire de M. HERTZ, pourront s'6crire 

(s a) 

~t ~y ~z ~ 

A~a~ oM aX aZ 

.A~3 oN aY ~X 
aT = az ~y ' 

(3 b) 

aX 
A q  ai- "{- 4~A}h(X - -  X') ---- 

vY  
As ,  a-t + 4zcA, t , (Y--  Y') =2= 

aZ 
As  3 ~ + 4 7 r A ~ ( Z -  Z') = 

o M  ON 
~z Oy 

oN ~L 
~z ~z 

oL ~M 
~y ~x 

Posons 

~/q L -=-Z', ~/~ M =  M', ~/~ N = N', 

4rr ~ = kl, 47r~ = k,, 4~: ~ --= k.,, 
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on trouvera par le m~me procdd6 que nous avons suivi dans le para- 
graphe prdc~dent 

(4a) 

~u ~u ~ b=~V c~oW 

~v k ~v c~W ~U 
~ -  + , ~T ~r - -  a ~r , 

~gw . k ~w~ a~U b~V 
~i r +  ~ T~ ~ ~#-- ' 

(4 b) 

Supposons 

Posons 

v~ v$ ' 

k, = k, = k ,  = k. 

u = f ( t ) u , ( ~ ,  ~ ,  s 

v = f ( t )  v,(~, ~ ,  ~), 

w == f ( t ) w , ( ~ ,  72, s 

ul ,  vl ,  wl, 4rant des fonctions ind~pendantes de t. 
En substituant ces valeurs dans les ~quations (4 a), (4b)on  trouvera 

~ ' f +  vf 
~t ~ k ~  + ~ f  ------ o, 
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(5 a) 

Vito Volterra. 

o = au,  + b 2aF '  

0 -~- aV 1 -}- c ~ a Wt  

0 = aW, "4- a2~U'  

_ _  ~ C2 a~V~ 

~ U ~  

~ _ _ b  ,av, 

(s b) 

a w  t ay  t 

a ~  1 awI  

oh a est une quantit6 constante. 
Mgme les 6quations de LAM~ se r6duisent k la forme pr6c6dente 

en posant 

= c V - a t l $ 1 ~  

V --~ e q - Z g t V l )  

tO = eq- :~twl .  

Particularisons les fonetions arbitraires qui paraissent dans les int6grales 
de LAM~ en prenant 

f ( x )  = ? ( x )  = ~v--7~, 

~ ( x )  = ~ ( x )  = o 

on trouvera, apr6s avoir divis~ par e ~/---~', des intdgrales des 6quations 
(5a), (5b) et par lb, on aura des intdgrales des 6quations (4a), (4b). 
On pourra appliquer 6videmment le m~me proc6d6 aux int6grales trou- 
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v~es dans rart. 8, et par une m~thode bien connue on obtiendra ainsi 
l'int~gration des ~quations (4 a), (4 b). 

Les %sultats qu'on a trouv~s dans les articles pr~cgdents peuvent donc 
s%tendre ais~ment aux ~quations de l%lectrodynamique lorsque les rapports 
kl  , k2 , k s sont egaux. 


