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SUR LA REPRI}SENTATION DES FONCTIONS MI ROMORPHES. 

Par 

A. BUHL 

A TOULOUSE. 

Le present M~moire est une contribution ~ l'~tude du prolongement analy- 
tique. Les r~sultats fondamentaux dont  ]e re'inspire sont ceux de M. G. MITTAG- 
LEFFLER dont on connalt  les magnifiques t ravaux publi~s ici m~me de 1898 s 1904. 

J 'ai  eu en rue  des m6thodes beaucoup plus ~l~mentaires que celles de M. 
MITTAG-LEFFLER. J'ai remarqu$ que si l 'on cherchait A r~soudre le probl~me du 
prolongement analytique pour les fonctions m~romorphes - - l o s  plus simples pour 
lesquelles il se pose - -  on pouvait  parvenir aux s~ries de polynSmes dont l e  
premier type est dfi k M. BOREL, sans intervention du caleul integral. De 
plus, t 'usage de certaines fonctions sommatrices pourvues de z4ros, telles la fonc- 
tion a, conduit h des r~sultats d 'un caract~re aussi 6trange qu'int~ressant. 
I1 n 'est  nullement prouv~ que cos r6sultats puissent s'6tendre ~ des fonctions non 
m~romorphes reals, m6me dana ee cas, la limitation serait remarquable, ear elle 
constituerait alors de nouvelles propri~t~s partiouli~res aux fonctions m6romorphes. 
Cos premiers points constituent le Chapitre ]. 

Dana le Chapitre I I  j'essaie d' introduire la variable x dans los coefficients 
c, des polynSmes s,  et j 'arrive ~ traitor compl~tement un cas partieulier tr~s 
~16gant. 

Dans le Chapitre I I I  je retrouve rapidement l 'une des int6grales curvilignes 
de M. MITTAG-LEFFLEa; je montre que, dans le cas d 'une fonction m~romorphe, 
eUe donne des r6sultats eoincidant pleinement avec eeux obtenus directement au 
Chapitre I et j ' indique d'autres g~n~ralisations possibles de la formule fonda- 
mentale de ce Chapitre. 

AcJa mat, hsmatica. 35. Imprim~t lo 10 mai 1911, 10  
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I. S~r ies  de po lyn 6 m es  e t  s~ries de f r a c t i o n s  r a t iomle l l e s .  ~ 

I. L 'or igine & a n t  un po in t  r~gulier, supposons que nous connaissionsles  pSles 

d ' une  fonct ion m~romorphe,  ]es par t ies  principales cor rcspondan tes  et  le d6veloppe- 

men t  t ay lor ien  valable  dans le voisinage de l 'origine. Je  me propose  de d~vclopper  

ce t te  fonct ion  en une  s~rie de polyn5mes  augmcnt~e  d ' une  s~,rie de fract ions 

rat ionnelles,  ces deux  s~ries p o u v a n t  converger  darts t o u t  le p lan  et dgpendant 

d'une ]onction enti~re arbitraire. Je  me propose  de m o n t r e r  aussi que si, des 

eonnaiss~nces pr~c~dentes, on  re t ranehe  ceUe des par t ies  principMes on p e u t  

s ' a r r anger  ~ ne conserver  que  la s~rie de polynSmes qui  n ' en  est  pas  moins 

p ropre  s r epresen te r  la fonct ion m~romorphe  donn~e. 

Soient  F (x) la fonct ion m~romorphe s t  a~, a2 . . . .  ses pSles ranges pa r  ordre  

de modules  croissants.  Je  suppose d ' a b o r d  que ces p6les sont  simples si bien 

que lea par t ies  principales cor respondantes  se ront  connues si l 'on sait  que a~ a 

pou r  r~sidu A~. Soit un cercle Ck a y a n t  l 'origine pour  cent re  et  d o n t  la circon- 

f~rence passe entre  ak et  ak+~. P o u r  x dans ce cercle on aura  

~-k Ai 
(I) F ( x )  = ~ - - a i  + ako + ak lx  + ak2x ~ + ""  

i-1 

Si F (x) se r4dui t  s une  f rac t ion  ra t ionnel le  dont le degrd du numgrateur ne surpasse 

pas celui du ddnominateur ~ on p e u t  supposer  que  le cercle C comprend  tous  

les pSles e t  alors la s4ric enti~re de (~) se r~duit  h son p remier  te rme a~o et  

peu t  m6me d i spa ra i t r e  t o t a l emen t  si le degr$ du  num~ra teur  est infSrieur d 'une  

unit~ ~ celui du  d~nominateur .  Quan t  au dSveloppement  de F ( x )  valable h 

l 'origine et  dans le voisinage on p e u t  l '~crire 

(2) F (x) --= 2 A i  . . . . . . . . . .  + ako + ak~x + .-. 

i~l 

e t  je d&ignera i  par  s~ 1~ somme des n + ~ premiers  t e rmes  de ce d~veloppe- 

ment .  Donz  s,~ est le polynSme de degr~ n qui  commence le d~ve loppement  

t ay lo r ien  p receden t ;  ]e dirai  que c 'es t  un  polyn~me taylorien. 

La  formule  (~) peu t  encore  s'~crire 

i Le titre choisi pour ce Chapitre rappelle intentionnellement celui d'un important M~moire 
de M. E. Boa~J, publi~ darts ce Recueil (T. 24, 1901) mais les points de rue sont diff~rents. 
J'&udie ici une forme de d~veloppement particuliSre et peut-~tre sp~cialement remarquable ~ 
cause de son ~l~gance. 

Darts rues publications pr~c~dentes cette hypoth~se ~tait faite implicitement toutes les 
fois qu'il s'agissait de fractions rationnelles. 
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/ X  ~ i'k I I X X ~ X n+l ] 
F ( = i.~ 1'- A al a~ a ~  1 + a~+l(x - -  aiiJ 

[ +  ( kO + akl  + "'" + aknx  n) + ak,n+lX n+l + "'" 

ou 
i=k Ai X n+l 

(3) F(x)  = an + ~a~+ 1 (x- -a l )  
i=l 

Soit maintenant  

une fonction enti~re. 

(f~ (~) = I (~) - -  e0 - -  c, 

Si alors on mu]t ip] ie tous ]es termes 

somme de n ~ o  ~ n ~ r  il vient 

+ ak,n+l X TM + ak,n+2X n+2 + ""  
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1(~) = 7 0  + ~ + 7 ~  + . . .  

Je pose c~ = 7~ ~ et aussi 

cp-1 ~- y~ ~ + 7~.+1 ~p+l + ... 

de la formulc (3) par c~+p et clue l 'on 

F(X)(f~(~')=~ Cn+pSn + ~i(?p~aii ~xl x - -a i  
(A)  n -o  i -1  

+ ~ (Tp ~ + "'" + 7p+n ~p+n) ak,n+1X n+l �9 
n--O 

J 'ai  donn6 cette formule, pour p -  o, dans le Journal de Mathdmatiques pures et 
appliqude8 (T. IV, 5 me s6rie, i9o8 ). On eomprendra dans la suite pourquoi j 'ai 

introduit  ici l'indiee p qui permet de d6placer les coefficients c par rapport aux 

sommes 8; d'ailleurs la formule pr6c6dente n'a pas le maximum de simplieit6 

pour p = o mais pour p = I. Cette formule r6sulte aussi de la transformation 

de certaines int6grales 6tudi6es par M. MITTAO-L•FFLER puis par moi mais je 

reviendrai sur ce point dans le Chapitre I I I  du pr6sent travail. I1 reste ~ la 

g6n6ra]iser pour le cas off F(x)  pr6sente non pas seulement des pSles simples 

mais des p61es d'ordre quelconque. Mais, avant  d'en arriver ls je pr6f~re 

montrer quelles sont ses propri6t6s essentielles. 

2. Divisons par epp(~) tous les termes de la formule (A). Etudions d'abord 
l'expression 

n ~ c ~  

(4) 2 7P ~P + ""~_p(~)+ 7p+n ~p+n ak, n+i X n+l �9 
n~O 

I1 est toujours entendu que x est dans le cercle Ck et, par suite, la s6rie dont  

le terme g6n6ral est ak,,X ~ est convergente. Faisons maintenant  cette hypoth~se 
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[ondamentale que la variable ~ aille ~ l'infini suivant un chemin tel que [] (~)[ 

croisse ind6finiment et d'ailleurs plus vite que n'importe quel polyn6me: Dans 

ces conditions l'expression (4) tend vers z6ro. En effet, darts la s6rie (4), on peut  

mettre g part  les q premiers termes, q 6tant fini, et ceux-ci tendent manifeste- 

ment vers z6ro; pour les termes restant, qui sent en nombre infini, le coefficient 

en ~ peut tendre vers i mais alors, si q est suffisamment grand, la convergence 

de la s6rie en x entralne que ces termes ont aussi une somme qui peut deveuir 

plus petite en module que toute quantit6 donn6e. 

Nous admettrons toujours qu'il existe un chemin allant ~ l'infini suivant 

lequel une fonction enti~re crolt en module plus vite qu'un polynSme. Si un tel 

chemin n'existait  pas, d'apr~s le th6or6me fondamental de Liouville, la fonction 

se r6duirait s un polyn6me. ~ Bien entendu il pourra exister plusieurs chemins 

de la nature indiqu6e et mSme une infinit6. Ainsi e~ croit  incomparablement 

plus vite en module que n' importe quel polynSme en ~ quand la variable ~ va 

l'infini en s'6loignant d droite de l'axe imaginaire. 

Bref, ~ allant s l'infini dans une direction convenable, on a 

"-=c.+.s,, ,-k "~a,' ta,) ~-1 A, (B) F ( x ) = l i m  ~ (~) + lim 
~_ ~ ~p  ~_| ~ x - -  al 

n--O "-- 

Remarquons bien que le second sigma porte sur k termes et sur k seulement 

quand x est suppos6 dans Ck. 
Une pareille formule, ind6pendamment des conclusions que nous aliens en 

tirer, paral t  d6j~ tr6s importante en elle-m6me. La variable x par tant  de l'ori- 

gine, c'est-h-dire passant de C0, dans C1, dans C2, etc., la formule (B) met en 

6vidence ]es pSles al, a 2 . . . .  les uns apr~s les autres. A c e  point de vue elle 

est k rapproeher de la formule de d6composition de M. MITTAG-LEFFLER; elle 

exige toutefois, pour former les polyn6mes s, ,  la connaissance du d6veloppement 

taylorien de $' dans le voisinage de l'origine. En revanche el]e ne contient 

aucune expression qu'on ne salt pas d6terminer, ]a fonetion ] ayant  plut6t le 

rSle d 'une fonction arbitraire. 
3. Mais le plus grand int6r6t, d6jk signal6 dans mes pr6c6dents travaux et 

sur lequel je vais revenir ici avec des r6sultats nouveaux, consiste ~ s'arranger 

d6truire le second sigma de (B). 

1 M. MITTAQ-LEFFLER (Aeta mathematica, T. 29. p. 145) a r6ussi cependant i~ construire des 
fonctions entibres ne devenant infinies dans aucune direction. Le paradoxe r6sult~ de conven- 
tions sur les modes de croissance de deux fonctions associ~es d'une certaine mani~re, conven- 
tions qui n'ont rien ~ faire ici. 
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Pour cela il suffit de poser 

,im lim = o , i = i , 2  . . . .  k. o o n  

77 

Les deux expressions limites (C) sent 6videmment les m6mes dans les conditions 

oh doivent croltre ]~] et [/(~)] puisque ] e t  9p ne diff6rent que par  des poly- 

n6mes. Les conditions (C) en g6n6ral ne seront r6alisables que pour x dans de 

certaines r6gions du plan. C'est en s 'arrangeant ~ 6tendre ces r6gions de plus 

en plus qu'on r6alisera, au moyen de s6ries de polynSmes en s , ,  un prolonge- 

ment  analytique de plus en plus 6tendu. 
Analysons les choses en d6tail. 

Soit d 'abord x dans Co. On aura 

F ( x )  =a00 + aotx + ao2x' + ...,  

~ E O O  ~ 1 0 0  

c , , §  + + " + 

Divisant par ~p (~) et faisant eroitre ~ eonform6ment k l 'hypothgse fonda- 

mentale d u n  ~ 2, il restera 

(5) F (x) = lim'~7 c,,+j, s,, 

formule qui n'est autre  que ( B ) p o u r  k = o  et qu i ,  h ce titre, aurait  pu ~tre 

~erite imm6diatement. Si maintenant  x sort de Co il faut compl6ter le second 

membre par le terme du second sigma de (B) qui correspond h i =  i mais, 

d 'autre  part, ce terme compl6mentaire peut  ~tre imm6diatement d6truit par  celle 

des conditions (C) qui correspond h i = i .  Cette condition, en g~n6ral, ne laissera 

plus s x la libert6 de eirculer dans toute la eouronne C t -  Co mais seulement 

dans certaines r6gions de celIe-ci. De m~me si x, sans p6n6trer dans les 

r6gions pr6c6demment interdites, peut  passer dans la couronne C2--C1,  le terme 
du second sigma de (B) qui correspond h i = 2 va apparai t re  dans la formule 

(5) et on pourra le d6truire par celle des conditions (C) qui correspond h i - 2 ;  

cela pourra interdire h x certaines r6gions de la eouronne C2- -Ct .  Et  ainsi 

de suite. 
Le cas le plus important  est celui ot~ l'on se propose de fa i re  circuler x 

dans tout  le champ complexe. Mais alors, si l 'on veut  repr6senter F (x) par des 

formules du type (5), toutes les conditions (C) interviennent h la lois. Chaeune 
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conduit, en g6n6ral, ~ limiter par une certaine eourbe le domaine de validit6 de 

la formule (5). L'ensemble des domaines aeceptables forme la rdgion de 8 o m m a -  

bilitd. 

Tout ceei s'6elaireira et se mettra facilement d'aceord avec des r6sultats 

connus en prenant  l'exemple particulier de /(~) = e~. 

4 .  S o m m a b i l i t g  exponent ie l le .  - -  Si / ( ~ ) =  e~ et si l'on pose d 'autre part  

-~ Q e i~~ x = re  io , ai ~ ai e iq  , 

on trouve imm6diatement que le rapport de / ~ ~ /(~) 

dont  la partie r6elle de l 'exposant est 

r cos (0 + to - -  v~) --  cos to . 

cst une exponcntielle 

R6aliser les conditions (C) c'est faire tendre de relies exponentielles vers z6ro, 

ce qui arrivera quand r eroitra ind6finiment si le crochet pr6c6dent reste n6gatif. 

G6om6triquement c'est faire rester la variable x toujours du m6me c6t6 que 

l'origine par rapport s la droite 

r cos (0 + to-- ~) = ai cos to 

qui passe par le point a i ( a i ,  fi) et fait en ce point un angle-~--to avec le rayon  
z 

veeteur O a i .  I1 ne faut pas oublier que ~ est tenu de croitre en module h droite 

de l'axe imaginaire, done to est compris entre ---~ et Lr. 
2 2 

II est tr6s important de remarquer que si ~ v a h  l'infini dans une direction 

donn~e les droites pr6c6dentes font des angles constants et t ous l e s  m6mes avec 

les rayons vecteurs tels que O ai .  Si la direction off ~ crolt change, c'est s dire 

si l'angle to varie, les m6mes droites tournent  autour des points ai d'un angle 

6gal ~ celui dont to a vari6, mais en sens contraire. 

Ceci pos6 supposons x dans Co; on doit avoir, pour repr6senter F ( x ) ,  

une formule du type (5) laquelle est simplement 6quivalente h la formule de 
Taylor. 

S ix  sort de Co, le terme qui s'ajoute k cette formule du type (5) ne peut dispa- 

raitre que s ix  ne franchit pas la droite A1 passant par al et faisant avec O al un angle 

constant (fig. I). Sous cette restriction x peut circuler dans ce qui reste de la 

couronne C~--Co; si eette variable sort de 1~ ce ne peut 6tre qu'b~ la condition 
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de ne pas franchir la droite A~, eonstruite comme A~, et ainsi de suite. On 

finit par obtenir comme r6gion de sommabilit6 un contour mixtiligne qui devient 

le polygone de sommabilitg de M. E. BOREL si ~ crolt  par valeurs r6elles car alors 

~o est nul et chaque droite Ai est perpendiculaire au rayon O ai. 

Je ne m'arr6terai pas davantage sur ees m6thodes; ~ j 'ai seulement voulu 

prendre un exemple simple pour le comparer avec ce qui va suivre. 

5. La [onction sommatrice a. ~ Sans insister sur les m6thodes de somma- 

bilit6 telles que celles du num6ro pr6c6dent on peut cependant remarquer que 

les premi6res fonctions sommatrices employ6es furent des fonctions enti6res 

d6pourvues de z6ros. Si l 'on prend des fonetions poss6dant une infinit6 de 

//I ~, �9 

/ ~ / 

] ""'.r .-"~", ,/ "~ ...... 

�9 t" it3 

lJ<A., 
Fig. 1. 

z6ros on se trouve en pr6sence de r6sultats compl6tement diff~rents des pr6c4- 

dents sur lesquels j 'ai d 'abord attir6 l 'a t tent ion dans une Note aux Comptes 

Rendus de l'Acaddmie des Sciences (i5 Mars i9o8 ) puis dans un article du Bulletin 

des Sciences mathdmatiques (Juillet i9o8). 
Dans ces premi6res publications je supposais toujours p ~ o; ici, au contraire, 

je conserverai la latitude, en laissant ~ p une valeur enti6re quelconque, de 

pouvoir d6p]aeer les coefficients c.+p par rapport aux polyn6mes tayloriens s. ,  

ce qui aura grande importance quand on ~tudiera la d6rivation des s6ries ob- 

tenues (n ~ 8). 
Consid6rons ]a fonetion a admet tant  pour z6ros tous les sommets du 

1 Pour plus de d~veloppements  on peut  se reporter  h un article de M. A. COSTABEt,: Sur 
le pro longement  analyt ique d 'une fonction m6romorphe (Enseignement  math~matique,  1908, 
p. 377). 
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quadrillage orthogonal form6 par les axes et des parall61es h ceux-ci d'abscisses 

et d'ordonn6es + z, + 4, -t- 6 . . . . .  On aura 

g, t5 g. ~7 g] t9 
(6) 

a ~ t  + -X'-- 2~.3.  5 2 a . 3 . 5 . 7  29 .3~ .5 .7  

les invariants g2 et gs Stant rSels. Si 2w et 2w' sont les p~riodes de la fonction 

p~, on a ici 2 (o~  2, 2 ( o T ~ 2 i  et une formule bien connue nous donne pour cas 
particulier 

a ( t  T 2moo) = ( - -  I)me'~'~(~+m~ 

m ~tant un entier et V un nombre rgel et positi/. 1 Dans ces conditions, si nous 

donnons h t les valeurs enti~res impaires I, 3, 5 . . . .  , ]a fonction a t  croit en 

valeur absolue d'une mani~re exponentielle, c'est h dire incomparablement plus 

vite que n' importe quel polynSme en t pour la m6me suite de valeurs de la 
variable, ce qui est ici l'essentiel. 

Donc on peut  faire un raisonnement exactement identique h celui qui, au 

n~ 3, a donn~ la formule (5) et r~obtenir d'ailleurs cette formule (5), la fonction 

/ contenue dans efp 4tant la fonction a qui vient d'6tre d~finie; il est toujours 

entendu que t erolt  ind~finiment en prenant  la suite des valeurs enti~res, posi- 

tives et impaires. Naturellement repr6senter F i x )  par cette formule ( 5 ) n ' a  

toujours  pas plus de valeur que l 'usage pur  et simple de la formule de Taylor 

dans le cerele Co. C'est maintenant, ]orsqu'il va falloir sortir x de Co avec a t  

comme fonction sommatrice, que des considSrations d 'une toute autre nature 

vont  s'introduire. II s 'agit toujours de transporter les conditions (C )dans  la 

formule (B). Ici les deux formes donnSes h la condition (C) sont encore ~quiva- 

lentes car (fp ne diff~re de / =  a que par des polyuSmes. Cela dit posons 

(7) 
I I n 

a~: = ~ (akl + lake), x = p (Xj + ix~) ,~,  = H  (a~, + a~,~); 
1 

p e s t  un entier rSel et positif; a k l  et ak2 sont des entiers r~els dont Fun est 
pair, l 'autre impair; xx et x~ sont des entiers pairs. Alors ~, pris deal (t ~ , ,  

crolt  ind~finiment par valeurs toujours impaires; ~x est un entier comp]exe dont 
a l  

x 5. TAN~RY e t  J.  MO~K. Fonct ions  eZliptlques. T. I. pp.  165 e t  201. P. AFPELL e t  E. L~coua .  
id. pp. 68 e t  402. 
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les deux parties sont paires si bien que ~ x  est toujours nul. 
a~ 

Alors la formule (B) se r~duit bien 

81 

(8) F (x) = lim ~, cn+p s~ 

croissant ind~finiment par  les valeurs enti~res impaires ~n donn~es par la derni~re 

des formules (7). (Bulletin des Sciences mathgmatiques. Juillet i9o8. ) 

Un pareil r~sultat ne peut paral tre valable, en dehors du cercle Co, que si 

x et les points si~guliers ak de F ( x )  ont des cordonn6es satisfaisant aux condi- 

tions ~nonc6es h propos des formules (7). Mais, comme l'entier p qni figure ~ 

dans les formules (7) est aussi grand qu'on veut, les z et les ak sont simplement 

assujettis s 6tre des nombres rationnels qui peuvent s'approcher autant  qu'on 

le voudra de routes valeurs donn6es h l 'avance. 

A c e  point de rue  la solution ici propos~e pour le pro]ongement analytique 

d'une fonction m6romorphe n 'a aucune inf~riorit~ sur celles off x peut varier 

d'une mani~re continue. M6me lorsque nous croyons consid~rer des ensembles 

continus nous n 'y  atteignons pratiquement que les ensembles d~nombrables qui 

peuvent y ~tre contenus; c'est lh (,la seule r~alit~ accessible~) (E. BOR~L, Les 

probabilit6s d~nombrables, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 19o9, 

premier semestre). En g6n~ral une formule ~ variable continue n'est calculable 

que pour des valeurs rationnelles de la variable. On ne perd donc rien s remplacer 

une telle formule par une autre ~ variable discontinue pourvu, bien entendu, 

qu'il ne s'agisse pas de discontinuit~s finies. 

6. Cas o~ F (x) prdsente des p~les multiples. - -  Comme on l'a d6j~ indiqu6 

la fin du num6.ro i, il faut  6tendre les r~sultats pr~e6dents aux fonctions 

m~romorphes ayant  des pSles d'ordre quelconque. On rencontre ainsi de nouvelles 

propri6t~s du plus haut  int~rSt. Je rappelle d 'abord quelques g6n6ralit4s. 

Dans le voisinage d 'un pSle d'ordre m la fonction F(x)  est d6veloppable 

par la formule de LAURENT SOUS la forme 

Am Am-I A1 
F (x ) - -  (x__a)~ + (x__a)m_l + ... + x - - a  + a o + a l ( x - - a ) + a 2 ( x - - a )  ~ + . . .  

D~signant par le symbole D une d6rivation par rapport s x, on a sans peine 

1 II est ~ peine besoin de faire remarquer que cet entier p n'a rien de commun avec l'indice 
p du second membre de (8). 

Acta mathematica. 35. Imprim4 le 11 mai 1911. ]1  
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(9) 

~_~ [F (x) (x - -  a) m] = Am, 

Dx-a  [F (x) (x - -  a) m] = I ! A m - I ,  

D~x-a I F  (x) (pc - -  a) m] = 2 ! Am-2 ,  

�9 . �9 , . . . . . . . . . . .  

m--I X D,~_a[F ( ) ( x - - a )  ~] == (m--I)!  A,; 

quant ~ la partie prineipale du d6veloppement pr6c6dent on peut l'6crire 

D ~ As i)m_ 1 D m-1 Am A, D A~ + 2-Y . . . . .  + ( - -  - -  
x - - a  i ! x - - a  x - - a  ( m - - i ) ! x - - a  

rationnelle 

par 

Dans ces conditions, lh off F ( x )  poss~dera un p6le at d'ordre m, la fraction 

At qui figure sous le sigma dans l'6galit6 ( i )dev ra  ~tre remplac6e 
x - - a t  

A~I D At2 D 2 At3 D m-1 At~ 
:c--at 1!:c--at  + 2~.x a~ . . . .  + ( - - I ) ~ - ~ ( m - - i ) ~ v . x  ai" 

Si, pour simplifier l'6criture, on pose 

I x ~ 
2 8 

ai,,, = al a t a t 

on voit de m~me que l'expression 

F xn+l 1 
A t  [ at," + a~,+l (x--~ at)J 

qui figure dans (2') dolt ~tre remp]ac6e par 

x" 
a .n+l  , 

$ 

(io) 

x n + l  ] 

At1 [at,. + a~+i (~-__ ai)J 

D x ~+~ 
--At~ ~ [at,.+1 + a~+2 ( x - -  at)J 

D 2 x . + 3  

Din-1 F 
+ ( -  i)~-~ A~ (~_---;)! [~,.+~_, 

Ceci entraine que le terme 

( I I )  qPP al  x - - a l  

. . . . . . . . . . .  ~ o ~ . . . . .  

)] + .+m(x__ai  " a i 
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qui figure 

Lai ( ") 
I't~O 

(12) 

sous le second sigma de (A) d0it ~tre remplac6 sous ce sigma par 

D Ai~ x ~+2 D ~ Ai3 x n+3 
$ n+3 ( X - - a i )  I! a9 +2 (x- -  ~ + ~.v at 

+ ( - - I )  "~-1 D m-1 Aimx~+m .] 
(m - -  I)! a~ +m ( x - - a d j "  

En s ,appuyant  sur l'identit6 

xr tTp  ( -  I)P -1 lr',n__lJrx l a n+p (x - -a)  
Xn 4-1 

- -  D p - 1  
~ffia z~+l (x - -  z) ' 

dont la v4rification est imm6diate en l '6crivant 

[" T (-- I)P--1 D p - 1  ] ~--=--- 
z kx- -  a 

X n+p'l] i I  I 
~- + ... + ~ u  = D U  x ~ . a +  + a  

I +  "+ 
a 

le r$sultat pr~c6dent peut  se consid6rer comme la valeur pour z = at de l'ex- 
pression suivante oh les D sont des d6rivations par rapport  h z 

- -~ r A~x ~+~ D Ai~x n+~ 

rt~O 
Finalement cela peut  s'6crire 

D m-1 ,A{mxn+_l ] 
+ "  + ( m ~ ) !  z ~ ~ ) j  " 

pro---1-][~l~p (~)(';)p--1 i Z ] 
(I3) [A i l  + Ai2 D +  Ais~t.  + . . .  + A i~  ( m - -  i)!J x - -  ' 

le premier crochet contenant un op6rateur, combinaison lin6aire de d6rivations, 

que l'on appliquera sans aucune confusion possible s la fonction de z contenue 

dans le second crochet. Dans le cas du p61e d'ordre I, t o u s l e s  A sauf AIL sont 

nuls dans le premier crochet et on retombe sur l 'expression ( i i )  ainsi que cela 
doit 6tre. En r6sum6, si l 'on pose 

A ~ D  A i ~ D ~ O ( z ) + . . .  + A~m D ~ - l O ( z ) ,  ,~?-~o(z)=A~,O(z)+ ~! m ( z ) + T  

la formule (A) s'6erit maintenant  

(D) 

(m--  i)! 

i z l , . i  i 
n--O i--I # ' a i  

+ ~ (TPg p + ... + yp+n~P+n)ak..+l x ~+1 . 

I I n e  sera pas utile de d6velopper davantage le J .  On remarquera simplement 
que c'est une forme lin6aire et homog~ne par rapport  h 
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( ~ 4 )  q,~, , ~c,o . . , ~  . 

Dans ce cas si ]'on veut  raisonner comme sur la formule (A) et notamment faire 

disparaltre le second sigma de (D) on retombera sur des conditions du type  (C) 

mais plus nombreuses puisqu'il faudra y consid6rer non seulement le num6rateur 

6gal au premier terme de la suite (z4) mais y remplacer succesivement ce num6- 
rateur par t o u s l e s  termes de cette suite. 

Nous allons rfexaminer, pour le cas des p61es multiples de F(x), l 'emploi 
des fonctions sommatrices e2 et a~.  

7. Tout  d 'abord et d 'une mani6re g6n6rale si l'on eonsid6re que efp (~) ne 
diff6re de /(~) que par  un polyn6me, on voit imm6diatement que, pour ~ crois- 

sant darts une direction off /(~) crolt  incomparablement plus vite que n' importe 

quel polynSme, le rapport  d 'une des expressions (i4) , soit ~kepgk)/s~xt, ~ I  ~ ~fp ( ~ )  s o  

comporte exactement comme ~ f~l ~ : ! (~). 

Les conditions (C) sont done k remplacer par les expressions 

(E) ! (~) ' - - f ( ~ 7  . . . . .  / (~)  ; i = ~, 2 , . . .  

dent  la limite, pour ~ croissant toujours comme plus haut, dolt ~tre dgal~e h 

z6ro. Si / ( ~ ) =  e~ ces conditions ne sent  pas distinctes et ne different pas de la 

premibre d6jk 6tudi6e all n ~ 4. Donc le procddd de sommabilitd exponentielle, 
dfi ~ M. E. BOREL, aTTliqug ~ une /onction mgromorphe, n'a besoin d'aucune 
modification quel que soit l'ordre des p~les de cette /onction. 

La conclusion va dtre route diHdrente avec /(~)== a ~ pour/onction sommatrice. 
Si, proc6dant comme au n ~ 5, on suppose toujours que les coordonn6es de x, de 

et des p61es ai sent repr6sentables par les formules (7), la premibre des expres- 

sions ( E ) e s t  bien nulle, puisque ~x est toujours un z6ro de a, mais il n 'y a al 

aucune raison pour qu'il en soit de mfime des suivantes, les z6ros de a n'dtant 

nullement tenus d'6tre des z6ros pour toutes les d6riv6es de eette fonction. On 

tournera la difficult6 en remplagant a t  par (a~) "~, m 6rant un entier positif. 

Donc la /onction sommatrice a g servant h la reprdsentation d'une /onction mgro- 
morphe F(x) ~ p61es simples, comme il a 6t6 expliqu6 au n ~ 5, il faut, pour 
gtendre le procddg ~ une [onction ayant des pSles d'ordre m, que l'on remplace 
a ~ par (~ ~)". 
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I1 est facile de voir que les d4veloppements (8) ainsi obtenus peuvent  

encore 6tre vari~es d'une infinit~ de mani~res ce que j'ai d~j~ indiqu~ dans mon 

M~moire du Bulletin des Sciences mathdmatiques (i9o8). Comme id4e plus nouvelle 

on peut  remarquer qu'on pourrait  remplacer a t  par z ~ e ~ 2 - - 1 ,  fonction qui 

a ~videmment lea mSmes z~ros que a ~ et qui, pour  ~ r~el, crol t  encore plus vite. 

De m6me v~ pourrait  8tre remplac~e par  e ~ -  I et ainsi de suite ind6finiment. 

8. Dgrivabilitd. R~le des indices p. -- Puisque ~ est toujours suppos6 aller 

l'infini dans une direction off /(~) crol t  incomparablement plus vite que n'im- 

~P($) tend vers 1 (du porte quel po|yn6me, il suit imm~diatement de l~ que /(~) 

moins s i p  est fini) et que la formule (5) peut  aussi bien s'~crire 

n ~ c ~  c 
( I 5 )  F ( x )  = lim ~ ~+ps~ 

n - - 0  

Cette forme est particuli~rement commode pour ~tudier sa d~rivation. 

Supposons pour fixer les idles, que F (x) soit une fonction m~romorphe h p61es 
simples; sa d~riv~e m t~me a des pSles d'ordre m § i. Les polyn6mes tayloriens 

qui sont So, s~, 82 , . . .  pour la fonetion primitive sont s(m m), s(~+~l, s (~ pour  
m + 2  ~ " " " 

cette d~riv~e. Avec la m6thode de sommation exponentielle, /(~)~-e2, nous 
avons alors sans pr6cautions sp~ciales 

(16) 
n - _ ~  C n §  8 ( m )  

F ( ~ ) ( x ) = l i m ~  -'  n+~ 
~-~ ~-0 / (~)  

et, comme p e s t  un entier arbitraire, il est indiff6rent d'~crire 

(I7) F (~ (x) ---- lim ~ "" ~ "§ ~ l l m  7_~ - -  " 

~-0 n-0 / (~) ~--| n--0 / (~) 

C'est dire que la s6rie de polyn6mes tayloriens (15) peut  6tre d6riv6e terme 

terme. Ce r6sultat est dfi h M. BOREL qui paral t  l 'avoir pr6vu avant  d'effectuer 

de v6ritables calculs (Sur l'extension du thdor~me d'Abel aux sdries sommables. 

Comptes Rendu8 de l'Acaddmie des Sciences. 13 Janvier  1896. ) 

Supposons maintenant  que la formule (15) soit l 'analogue do la formule (8) 

c'est g dire qu'on emploie la fonction a t  et les relations (7 )comme il a 6t6 

expliqu6 au n ~ 5. Alors (n ~ 7) on p e u t  encore passer de (15)h  ($6)mais  
conditon de substituer (a~) m+l ~ a t  puis, par le m6me raisonnement que pr6c6- 
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demment~ o n  obtiendra la formule (i7). Done l a  /ormule (I5) est m /o i8  ddrivable 

si [ (~)~--((~ ~)m+l et elle ne l'est que m / o i s .  

On a done un exemple pr6eis de s6ries de polynSmes spdcialement construites 

pour 6tre ddrivables m fois et m lois seulement; dans l '6tat actuel de la th6orie 

des sdries de polyn6mes s variab]e complexe ce r6sultat me semble extr6mement 

remarquable. 

9. Cas o~ F (x) est une /faction rationnelle. - -  Il est int6ressant de voir 

comment d6g6n~rent les r6sultats pr6e6dents quand F(x)  d6g6n~re en une fraction 

rationnelle. 
En commengant, s'il est n6cessaire, par effeetuer une division, on peut  

toujours admettre que le degr6 du num6rateur ne surpassera pas celui du 

d6nominateur. Alors, comme on l'a ddjk remarqu6 au n ~ i, le cercle Ck contenant 

tous les p61es, les coefficients al, o, akL, ak2 . . . .  disparaissent dans (i) ou se r6dui- 

sent au premier d'entre eux. Dans ces conditions le dernier sigma des formules 

(A) ou (D) n'a plus de raison d'gtre. Par  suite il n'est plus n6cessaire de faire 

croitre ~ ind6finiment pour ddtruire ce sigma. Mais, si l'on adopte la m6thode de 

sommabilit6 dc M. BOREL OU une mdthode analogue, la croissance ind~finie de 

reste ndcessaire pour satisfaire aux condit ions du type (C). I1 en est autrement 

avec la fonction sommatrice a. Comme on a 

los coefficients 7 ~tant eeux de la formule (6), on voit que, si p est nul  ou dgal 5 

i, cctte expression sera nulle en vertu des ~galit~s (7). E t  alors (A) donnera 
simplement 

n--~ Cn Sn 

n--0  

Les d~riv~es de efp sont dans les m6mes conditions que ~p, si l 'on remplace 

a par  une puissance eonvenable de cette fonetion. Done la formule pr~c~dente 

s'~tend facilement au cas off la fraction rationnelle F ( x ) a  des p61es d'ordre 

quelconque. Mais on ne peut  donner exactement la m6me physinuomie aux 

r~gles de d~rivation puisqu'on ne peut  plus disposer de l'indice p. 

II. S6r ies  off les coefficients c~ d~pendent de la var iable  x. 

Io. La th6orie des s6ries de polynSmes tayloriens, malgr6 les si importants 

t ravaux de M. G. MITTA(~-LEFFL~R et ~ laquelle ee qui pr6c~de n 'apporte qu'une 
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modeste contribution, parai,t d6jg pouvoir 6tre g6n6ralis6e de diverses mani~res. 

Dans le Bulletin des Sciences mathdmatigues (Juin 19o7) j 'avais d6j~ essay6 
de construire des formules assez g6n6rales pour  que les coefficients c des poly- 

n6mes s soient fonctions de ~ et de x et, en terminant Particle pr6cit6, j 'avais 

m6me donn6 une formule pour ]a repr6sentation de - I  laquelle, g vrai dire, 
I ~ X  

6tait plut6t  une identit6. E tan t  revenu depuis sur la question d ' u n e  mani~re 

plus profonde et en me bornant  toujours au cas des fonctions m6romorphes, j,ai 

obtenu d 'autres r6sultats qui, cette lois, semblent nouveaux et bien remarquables 

par leur 616gance. 

Le eas t o u t s  fait g6n6ral, off l'on veut que c. contienne x de fa~on quel- 

conque, est trop vaste pour qu'on puisse le traiter imm6diatement. Je  me 

bornerai au cas tr~s partieulier mais tr~s int6ressant off c. = y . ~  est par tout  

Cn remplae6 par  ~ .  Alors les notations restent les m6mes qu'an Chapitre pr6c6dent 

et  le raisonnement qui nous a conduit ~ la formule (A) conduit h une formule 

savoir route semblable ~ ee|a pros que ~ y est remplac6 par  x '  

(F) 

l'on est conduit 

sigma par 

n ~ 0  i--1 

~-~( ~ ~p+~l 
+ ~ 7p ~ + "'" + 7p+n ~ J a k  ~+1 

X / ' 
~ 0  

X n +1 

ce qui est une forme lin6aire et homogbne par rapport  

~p ~ , ~ ' ~  ~ , " .  ,p ~ �9 

S i x  ne sort pas du cercle taylorien C O ]e second sigma de (F) est inutile et il 
est ~ peine besoin de remarquer que la formule, abstraction faite de ce terme, 

peut  ~tre 6tabiie directement tout  comme (5) au n ~ 3. P o u r  faire dispara~tre le 
troisi~me sigma de l a  formule (F) on peut  encore diviser tous les termes par 

i = l  z = a i  

Cette formule suppose que 2' (x) n'a que des pSles simples. Dans le cas des p61es 

d'ordre m l e  raisonnement du n ~ 6 peut  encore ~tre refait mot pour mot et 

modifier la formule pr~c~dente en y rempla~ant le second 
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r (~) et ehercher ~ e e  que cette expression croisse en module incomparablement 

plus r i te  que n ' importe quel polyn6me en ~ . 
x 

I f .  No~vel  emploi  de la /onction exponentielle. ~ Si l'on prend / = ex, le 

module de cette expression est une exponentielle dont l 'e• est ~ cos (~o - -  O), 
r 

les notations 6tant celles du d6but du n ~ 4. S i r  est quelconque et si o croit 

'~ 03 

:U 

Fig. 2. 

ind6finiment cette exponentielle croltra de mani~re convenable si cos (o~--0) est 
positif. G6om6triquement si ~ part  de l'origine suivant une demi-droite O ~  
laquelle on mbne la perpendiculaire D O D  r, x doit circuler dans le demi-plan 

D~2D' .  Voyons maintenant  si ron  ne peut pas astreindre x ~ de nouvelles 
conditions de manibre s faire disparaltre aussi le second sigma de (F). I1 faudrait  

pour cela que le rapport  de efp ~ efp ou de / al ~ [ tende toujours 

vers z6ro quand ~ va ~ l'infini le long de O~.  Or, toujours avee les notations 
d u n  ~ 4, on caleulc imm6diatement que ce rapport a pour module une exponen- 

tielle dont l 'exposant est 

Q [cos ( ~ - -  r , ) ~  cos (~r-- 0)] 

Quand Q erol tra  ind6finiment ce module tendra vers z6ro si le crochet qui 
multiplie e est eonstamment n6gatif. Or eonsid6rons l'6quation (fig. 2) 
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cos  c o s ( t o - - 0 )  
t~i r 

= o ;  

89 

c'est, en coordonn6es polaires r e t  0, l '6quation d'une circonf6rence passant par 

l'origine O, par le point ai (al, ~i) et dont le centre se t rouve sur la droite ~ 'O  
d 'argument to. Pour  les eirconf6renees du demi plan D ~ D '  l 'int6rieur est la 

r6gion n6gative; c 'est au contraire l 'ext6rieur pour celles de D~2'D'. Done la 

variable x (r,O) dolt ~tre assujettic k rester darts une rdgion intdrieure ~ routes 

los circonf6rences C de D ~2D' et ext6rieure h toutes celles de D ~2rD '. I1 n 'y a 
en ~vidence sur la figure qu'une seule r6gion satisfaisant h de telles conditions; 

e 'est 10 eerele, couvert  de hachures, eontenu dans la cireonf6rence C~ passant 

par  at. Finalement, pour  x dans ee cerele et ~ allant ~ l'infini sur 0 ~ ,  on a 

(G) l" n ~  Cn+p Sn l" n ~  r Sn  
1133 ~ - - - -  . 

- ~ x !  

La conclusion serait la mfime avec la formule (F)compl6t6e  pour le cas des 

p61es at multiples, du moins tant  que I serait la fonetion exponentielle. 
Cette formule (G) et le domaine C~ qui lui correspond entralnent  des 

r6flexions dignes de remarque. Tout  d 'abord l'airc C, pout, dans eertains cas, 

s 'dtendre beaucoup et, prdcisdment faute de place, la figure n'a pas dtd faite 

dans une hypoth~se avantageuse. Supposons, par exemple, que les p61es a,, as, 

a s , . . ,  soient h peu prbs rang6s sur une droite pass/~nt par 0; alors en faisant 
jouer k cette droite le r61e de D O D '  on voit que la r6gion de sommabilit6 

pourra s'6tendre sur presque tout  le demi-plan D ~2 D'. 

En outre il est int6ressant de remarquer qua la formule (G) et l'aire C1 ont 

des propri6t6s plus proches de cellos de la s6rie de TAYLOR et de son cerele de 

convergence que de cellos des s6ries sommables et du polygone de sommabilit6 

de M. BOREL. Le polygone bor61ien a, en g6n6ral, un point singulier ai sur cha- 

que c6td et ne pout ~tre trac6 que par ]a considdration d 'au tant  de points singu- 

liers qu'il a de c6t6s utiles. Pour la formule de TAYLOR, au contraire, le eercle 

de convergence ne d@end que de la connaissanee d'un soul point singulier, savoir 

eelui qui est le plus proche de l'origine. I1 se passe quelque chose de tout  ~ fair 

analogue pour la formule (G). On d6termine l'aire C1 correspondante en par tant  

d 'un cercle passant par O e t  dont le centre par t  de O sur O ~;  dbs que la cireon- 

f6rence d 'un tel cerele mobile rencontre un point  singulier, tel al, l 'aire C~ est 

d6termin6e. 

Acta ma~ht'ma~ca. 86. lmprim6 l e l l  mai 1911, ]2  
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Ddrivabilitd. ~ Si F ( x )  n'a que des pales simples, F (ml (x) a des pales 

Donc d'ordre m + I; les polynSmes tayloriens sont s(~m), s(.~+)~, s(~+~ . . . .  

n - ~  8(m) 
F('n)(x)---- l im ~ C~+p , .+. .  

" n ~ O  / 

Comme p e s t  arbitraire on peut remplacer p par p + m, ce qui finalement revient 

F (ml (w) = lim ~ c.+~ s(."). 

Evidemment  nous ne sommes plus dans le m~me eas qu'au n ~ 8 et ceci ne r~sulte 
plus d 'une d~rivation terme h terme de (G) mais c'est encore formuler pour (G) 
une r~gle de d~rivation simple que de dire que, dans chaque terme, on dolt d4river 
le numSrateur seulement. 

!I1. Le r61e des int~grales curvilignes. 

I3, Je  consid~re eomme tr~s important  d'avoir pu ~tudier le prolongement 
analytique des fonctions m6romorphes, au moyen des expressions dont la premiere 
idle est due ~ MM. MITTAo-L~.FFLER et BOR~L, sans avoir eu reeours au calcul 
integral. La chose cesse probablement d 'e t re  possible pour des fonctions plus 
compliqu~es, notamment  pour les fonctions non uniformes. I1 importe alors de 
retrouver rapidement les formules d~pendant d'intSgrales curvilignes dues ~ M. 
1VIITTAG-LEFFLER, de montrer  comment elles donnent pour cas particuliers des for- 
mules relies que (A) et (D) et de chcrcher ensuite s i c e s  formules ne sont pas 
susceptibles de g~n6ralisations pour des fonctions admet tant  d'autres singularit~s 
que des pales. Cette derni~re question me parai t  tellement vaste que je me 
bornerai ici k quelques indications. 

Soit toujours 

+ c, + . . .  + cp_,) ,  

on aura 

I / 
r 

F 6rant un contour qui peut 8ire une circonf6rence ayant l'origine pour centre 
et un rayon aussi grand qu'on veut. D'autre part  on trouve facilement que 
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_~ C~ f Z ~+1 ~ X n+l d z . 
'%-2 i F(z)  z - - x  z ~+~' 

ici le contour C entoure d 'abord l'origine puis peut  grandir autant  qu'on veut 

h condition de ne /ranchir aucun des points singuliers a~ de F ( x ) .  On peut  alors 

imaginer tout de suite une forme canonique pour ce contour C, laquelle d'ailleurs 

est souvent employ6e. Tragons ]'6toile de M. MITTAG-L~FI~LER form6e de demi- 

droites issues des ai, oppos6es h l'origine et figur6es en pointill6 sur ]a figure 3; 

alors C sera le contour figur6 par un trait  plein. Ces d6finitions pos6es, on a 

( 2 ~ ) 2 J ~ f F  zn+l--xn+l~"+lad~dz 
Cn+p 8n = (Z) 6fp (~) Z - -  X ~ n + p + l  zn+l~ 

c P  
t 

I i  Ir 
/! 

/// 

/ 
/ 
J 

Fig. 3. 

Sommons de n ~ o & n ~ oo; en s 'appuyant  sur les identit6s 

~ , ~  z,~+~ (~ z)"+~J ~ n+l 

il vient finalement 
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Les identit6s sur lesquclles on vient de s 'appuyer ne sont vraies que si [~[< I 1, 
[~x[ < [~z[ mais ici on peut les consid6rer comme toujours vraies car, quels que 

soient ~ et x, on peut  toujours prendre le rayon I~[ de F assez grand pour que 

les in6galit6s qu'on vient d'6erire soient satisfaites. 

14. On peut  6tudier le second membre de (H) en consid4rant comme pre- 

miere variable d'int6gration soit z, soit ~. Je  prends ~. L'int6grale double peut  

s'6crire 

�9 ( ~  - ~ )  ( z  - -  x )  
dz d~ _ _ / , (  (~)~' x .. F (z) 9~, d z d~. 

D'apr~s la remarque qui termine le n ~ pr6c6dent ~ et ~x sont toujours dans F .  
z 

On pourrait  croire d 'autre par t  que le d6nominateur ~p qui figure dans les int6- 

grales pr6c6dentes doive faire consid6rer l'origine du plan de F comme un pSle 

d'ordre p. II n'en est rien car (f~(~) contient ~p en facteur. Donc l'int6gration 
en ~ conduit ~ remplacer (H) par 

I ,~, ( 'F(z)dz  I 

n--O ~(7 

d'ofi finalement 

(I) ~fp(~) F ( x ) = ~  ,~+pa~ + ~ -~ . l ~ I  9~ ~_~  
b 

Cette formule est du m6me type que celles form6es par M. MITTA(~-LEFFL~R dans 

ses derni~res recherches (Acta mathematica. T. 29). Pour p = i elle coincide m~me 

eompl~tement avec l'une des formules du c61gbre g6om~tre (loc. cir. p. 174)g cela 

prgs que ce dernier a consid6r6 une 6toile ayant  pour centre un point r6gulier 

queleonque a. Iei a = o. 

I5. Cas oh F (x) est m~romorphe. - -  Depuis le d~,but de ce Chapitre on n'a fait 

aueune hypoth~se sur la nature des points singuliers as de la fonetion F(x). Ob- 

servons d 'abord que si F(x)  est m6romorphe la formule ( I )do i t  redonner les 

formules (A) et (D); c'est ce qu'on va v6rifier. 

Le contour C se compose d'une part  de lacets enfermant chacun un as, 

d 'autre part  des arcs de cercle qui joignent les entr6es des lacets et qui appar- 

tiennent tous s une m~me cireonf6rence de centre 0;  si cette circonf6rence passe 
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entre ak et ak+l, c'est celle qui a dr6 ddsignde par Ck, au n ~ i .  Considdrons 

d'abord les lacets. Toutes les fois qu'il s'agira d 'une fonction F (x) uni/orme, ils 

n ' interviendront que par les boucles de rayon infiniment pet i t  qui entourent 

immddiatement les a~ et qui sont parcourues dans le sens inverse. Si a~ est un 
pSle d'ordre m i l  donnera le rdsidu 

I D m _ l [ l Z ~ p _  1 
--o, Lt J 

qui, convenablement d6velopp6 par l'emploi des formules (9), n 'est  autre chose que 
le J du second sigma de (D). D'ailleurs, s i a i  est un p61e simple, ce r6sidu se 

r6duit imm6diatement ~ l'expression qui est sous le second sigma de (A). 

I6. Consid6rons maintenant les arcs de Ck dont  l 'ensemble 6quivaut ~ cette 

circonf6rence entigre. La fonetion F 6rant uniforme le long de Ck, on peut  

consid6rer cette circonf6rence c o m a e  une couronne de LAVR~.NT aussi ~troite qu'on 
veut  et ~crire 

Ca 

D'ailleurs 

Z '  - 1  ( ~ )  X X 2 X 8 

X I x x ~ + + + . . . .  
z--x z 

C'est le produit  de ces trois expressions qu'il s'agit d'int~grer le long de Ck; or 

ce produit  est une s6rie ordonn6e suivant les puissances n6gatives et positives 

de z dont  t o u s l e s  termes, dans l'int6gration indiqu6e, donnent  des r6sultats nuls 

sauf celui qui contient z s la puissance - - i .  I1 vient finalement 

n'r X n+l ~ F ( u )  d u  

n-O Ok 

ce qui est bien le dernier sigma de la formule (A) ou de la formule (D). 

Si $' se r6duisait ~ une fraction rationnelle dont  le degr6 du num6rateur 
ne d~pass~t pas ce]ui du d~nominateur ce sigma pourrait  disparaltre; on pourrait  

prendre C~ assez grand pour contenir t o u s l e s  pSles et l'int6grale de (I) relative 
h Ck, contenant non seulement F(z)  mais z et ( z - - x )  s la puissance - - i ,  serait 
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nulle quand le rayon de Ca eroitrait  ind6finiment. C'est bien le r6sultat trouv~ 

directement au n ~ 9- 

17. Ggndralisations des /ormules du type (A). - -  Les derniers t ravaux sur le 
prolongement analytique aux moyen de s~ries de polynSmes tayloriens, dfis 

M. MITTAG-LEFFLER, s 'appuient surtout  sur des formules du type (I) dent  on 

cherche ~ faire disparaltre le dernier terme, d'ofi la creation de fonctions enti~res 

telles que le rapport  d e / ( ? ) s  / ( ~ ) r e a d e  vers z~ro q u a n d ~ v a s  On 
$ r 

peut  dire que le probl~me ainsi limit~ est compI~tement r~solu s l 'heure actuelle 

par  l'~minent g~om~tre ~ cela pros qu'on pourra toujours introduire quelque 

nouveaut~ dans le choix des fonctions /, ces derni~res ~tant en nombre illimit~. 

Mais il est visible que les formules (I) peuvent  faire nai tre  d'autres pro- 

blames; prenons par  exemple (A) qui n'est qu 'un cas tr~s particulier de (I); cette 

formule (A) conserve un tr~s grand int~r6t pour la representation d 'une fonction 

m~romorphe sans qu'on nit besoin d'en d~truire les derniers sigmas. On pourrait  

done se proposer d'~tudier l'int~grale eurviligne qui figure dans (I) pour en 

eonnaltre ]a nature intime et pas seulement pour la d6truire. 

Pour le moment je me bornerai, je le r6p~te, ~ quelques indications. 

Cette int~grale, du moins pour les fonctions h points singuliers isolSs 

distance finie, doit pouvoir se scinder en deux parties, l'une relative aux lacets 

du contour O (fig. 3), l 'autre aux ares de la eirconf6renee Ca qui joignent les 

pieds des lacets. 

Si F(x) est uni]orme le raisonnement du n ~ i6 est encore applicable; ainsi 

si parmi les al se trouvaient  des points essentie|s il faudrait sans doute modifier 

profond~ment les seconds sigmas des formules (A) ou (D) mais le troisi~me ne 

changerait pas. 

Si F(x) n'est pas uni/orme on sort des laeets sur Ca avec une dStermination 

qui n'est pas la m~me qu'h l'entr~e et le raisonnement d u n  ~ I6 n'est plus appli- 

cable directement mais il semble alors qu'on puisse dans des cas tr~s g~n6raux 

modifier la figure 3 en y combinant les lacets de mani~re ~ rendre la fonction 

uniforme sur Ca. Je  prends un exemple. Posons 

u ~ = A (z - -  al) (z - -  a2) (z - -  as) ( z - -  a,) 

et soit F (z, u) une fonction alg6brique du point analytique (z, u). En dehors 

des points de branchement a J, a2, as, a4, la fonction F (z ,  u) ne peut  admettre 

que des pSlcs oh elle est uniforme. Dans ees conditions on peut  donner au 

contour C la forme I de la figure 4 car il est visible que celui-ci peut  ~tre 
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engendr6 p a r  un  c o n t o u r  t r~s pe t i t  qui en toure  d ' a b o r d  l 'or igine O e t  qui  g rand i t  

sans  f ranchi r  aucun  po in t  singulier.  On p e u t  ensui te  passer  de la  fo rme  I 

la forme I I  car  on ne supprinJe ainsi que des chemins  qui  se ddtruisent .  Enf in  

p r e n a n t  les lacets  de la f igure I I  p a r  un po in t  de leur  pa r t i e  rect i l igne e t  a m e n a n t  

ce po in t  en O on a r r ive  ~ la forme I I I ,  les lacets  e t  le con tou r  circulaire d e v a n t  

6t re  pa rcou rus  c o m m e  les fl~ches l ' ind iquent .  

L e  long du con t ou r  circulaire la fonc t ion  F (z, u) est uni forme et,  pa r  suite,  

] i  

~ t  

o \\ 

Fig. 4. 

d6ve loppab le  p a r  la formule  de LAUR~NT. Le  r a i s o n n e m e n t  d u n  ~ i6  est  encore  

appl icable  e t  l ' in t~grale  de la fo rmule  (I) con t i en t  encore  le s igma t e rmina l  des 

formules  (A) ou (D).  Quan t  au  second s igma de ces formules  il sera i t  ~ r emplace r  

pa r  la somme  de qua t r e  int6grales  6gales 

~ l~lz\p -~ ( ? ) F ( z , u ) d z  
z - x  

prise s u i van t  les lacets  Oa.  
Quan t  aux  t e rmes  p r o v e n a n t  des pSles uni formes  ils ne donne ra i en t  lieu /~ 

aueun  r a i sonnemen t  nouveau .  

Toulouse,  le 31 Mars i9o 9. 1 

1 Depuis que ce Mdmoire est 6crit j'ai r6alis6 quelques progr~s quant aux th6ories y 
contenues. J'ai pu notamment reprdsenter, par des s~ries de polyn6mes Sn et en faisant usage 
de fonctions sommatrices pourvues de z6ros, des fonctions dent les d6veloppements tayloriens 
no peuvent avoir qu'un rayon de convergence nul. Ces fonctions sent analogues ~ celles que 
M. H. POI~CAR~ introduit en M6~anique C61este en les repr6sentant par des s6ries asymp- 
totiques, On trouvera une Note sur co sujet dans les Comptes-Rendus de l'Acaddmie des Scienees 
du 13 juin 1910. 


