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0BER DIE INVARIANTEN 

LINEARER UI~D QUADRATISCHER BINARER DIFFERENTIALFORMEN 

UND IHRE ANWENDUNG AUF DIE DEFORMATION DER FLACHEN 

VOl~ 

GERHARD HESSENBERG 
in C H A R L O T T E N B U R G - - B  E R L I N .  

In der vorliegenden Arbeit habe ieh versueht, die Hauptformeln der 
allgemeinen Flachentheorie, unter specieller Beachtung des Biegungspro- 
blems~ einerseits in msglichst algebraischer und formal abgekfirzter Weise, 
andercrseits so herzuleiten, dass die Invarianz der fiir allgemeine Coordi- 
naten giiltigen Formeln unml}telbar in die Augen springt. 

Zu diesem Zwecke ist zunachst durch Anwendung der Begrifle der 
Co- und Contragredienz das Naehrechnen yon Transformationen vermieden. 
Sodann ist durch Einfiihrung einer der Differentiation verwandten Opera- 
tion, die ich cogrediente Differentiation n enne, erreicht worden, dass die 
cogredienten Differentiale irgend welcher Grsssen bei Coordinatentransfor- 
mationen dieselben Substitutionen erleiden, wie diese GrSssen selbst. 

Mit den in den ersten vier Abschnitten gewonnenen Hiilfsmitteln er- 
geben sich ini Abschnitt V die Eigenschaften der gebrauchlichen Differen- 
tialparameter. Abschnitt VII giebt einen Uberblick iiber dig vielgebrauchten 
orthogonalen Systeme, die von zwei Parametern abhangen. Sodann folgt 
im Absehnitt VIII die Herleitung der Differentialgleichung 
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in IX die der Codazzischen Formeln und der Gauss~schen Relation, in X 
die der Weingartenschen Differentialgleichung, aus der sich die bisher 
bekannten CIassen aufeinander abwickelbarer F1Rchen bestimmen lasser). ~ 

Im folgenden Abschnitt wird eine eigenartige Singularit~t der letzt- 
genannten Differentialgleichung untersucht, auf die inzwischen auch Hr. 
WEII~GARTEN selbst unter Bezugnahme auf vorliegende Arbeit aufmerk- 
sam gemacht hat. 2 

Unter Umstanden liefert namlich die in Rede stehende Differential- 
gleichung nicht alle Biegungen der gegebenen Flache. Ich zeige, dass 
die Differentialgleichung auf unendlich viele Arten so aufgestellt werden 
kann, dass eine beliebig vorgesehriebene Biegung durch ihre Integration 
nicht gefunden wird. Andererseits l'~sst sich fiir jede Flache diese Singu- 
larit'ht vermeiden. Ieh leite ferner das Kriterium fiir das Eintreten der- 
selben mit Hiilfe einer im Abschnitt VI geffihrter~ Untersuchung her und 
zeige, dass die Bestimmung der night gefundenen Biegungen auf eine 
gewshnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiihrt. 

Im letzten Abschnitt sind einige specielle Beispiele hierzu untersucht. 
Es sei mir an dieser Stelle gestattet, den Hrn. WEINGARTEN und 

KSOBLAUCrI fiir ihr Interesse an der vorliegenden Arbeit und ntitzliche 
Ratschlage bei der Ausarbeitung meinen Dank auszusprechen. 

Io 
w I. In den nachfolgenden Untersuchungen bezeichnet abkiirzungs- 

weise $,x,  $(~ oder x(o das System der n Grsssen $~, x~, ~:,,~ oder x,,~, 
2----I, 2 . . . n .  Von zwei Systemen, die mit entsprechenden Bucbstaben 
des griechischen und lateinischen Alphabets bezeichnet sind, soll ange- 
nommen werden, dass sie contragredient sind, d.h., dass bei linearer Trans- 
formation des einen das andere die inverse und transponierte Substitution 

x W~I~OARTEN~ Mdmoire sur la ddformation des surfaces, Prcisschrift der Pariser- 
Akademie. A c t a  ma th .  Bd. 2o~ p. I59 ft. Die Citatc beziehen sieh auf die Publica- 
tion in den ~Mgmoires prdsen/ds par divers savants ctc.D Bd. XXXII .  

: DARBOUX. Thdorie gdngrale des surfaces. Bd. IV~ letztes Capitel. 
RlCCI. Della equazione [ondamenlal~ di Weingarten. A t t i  d e l l ' I s t i t u t o  Ve-  

ne to  de i  scienze~ l e t t e r e  ed a r t i :  T. V I I I .  S. VII .  I896--97. 
* Note zur Theorie der Defor~nalion der Fl~iehen. A c t a  math .  22: pag. I93 ft. 
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erleidet. Damit die inverse Substitution existiert, darf natiirlich die Sub- 
stitutionsdeterminante nieht verschwinden. 

Die Bedeutung des Begriffes der Contragredienz llegt in folgenden 
Satzen, die aus der Theorie der linearen Transformationen bekannt sind: 

I. Sind die Systeme ~ und x contragredient, so ist der Ausdruck ~ x ~  
invariant. 

II. Ist ~ , x ~  bei linearen Transformationen der ~ invariant, und 
kSnnen die ~ n Wertesysteme annehmen, deren Determinante nicht vet, 
schwindet, so sind die Systeme ~ und x contragredient. 

Der Ausdruck ~ x ~  soll mit (x ~) bezeichnet werden. 

Das Wort ))invariant)) gebrauche ich ausschliesslich im Sinne yon 
~absolut invariant)) und denke mir unter T eine Funktion, die die Eigen- 
schaft besitzt, bei linearer Transformation der Variabeln ~ sieh mit der 
Substitutionsdeterminante zu multiplicieren. Durch Multiplication mit einer 
Pofenz yon T kann jede Invariante im weiteren Sinne in eine absolute 
verwandelt werden. [Jber T wird an geeigneter Stelle verffigt werden. 

Aus n cogredienten Systemen $(0 und n ihnen contragredienten x(i) 
bildet man die Invarianten TI$~.~I und T-~lx,,~l, (i, 2------I, 2 , . . . ,  n). Da 
sie lineare Formen jedes der Systeme sin(], erhMt man aus (II) den Satz: 

II[. Bildet man aus (n ~ I) den $ cogredienten (bezw. contragredienten) 
Systemen die Determinanten ( n -  i) t~ Grades, so ergeben diese (bei geeo- 
neter Wahl der Vorzeichen) mit T (bezw. T -~) multipliciert ein den ~ con- 
tragredientes (bezw. cogredientes) System. 

w 2. ~: und $* seien zwei Systeme yon n bezw. m Variabcln; x und 
x" seien ihnen contragredient. Erfahren $ und ~" die Substitutionen 

F P 

so  ist  

Xp----- 8~pZ~ Xp ~ 8 X h. 

Das System der nm Gr0ssen ~ werde mit ~ "  bezeichnet. 1 Es wird linear 
transformiert durch 

io~q 

1 ~ ,  ist im allgemeineu yon ~ :  verschieden! 
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und das System xx" dureh 

Die Determinanten von (2) und (2,) haben nach einem Satz yon KROSECKmr ~ 
den Wert Is~pl'~.ls'~l ", sind also nicht null. Daraus folgt: 

IV. Ist  ~ zu x,  ~" zu x" contragredie~t, so ist auch ~$" zu xx  ~ con- 
tragredient. 

Denn da die Determinante yon (2) und (2~) nicht null ist, ist (2~) 
die inverse und transponierte Substitution yon (2). 

A bezeichne das Coefficientensystem der bilinearen Form 

6~ speciell das der Grsssen %,, wo e~ die Null oder Einheit bedeutet, 
jenachdem 2 yon p verschieden oder gleich # ist. Das System $$" kann 
nm Wertsysteme annehmen, deren Determinante nicht' null ist, z. B. fiir 
$~,~ = ~:~,~ = e,~. Mithin ist A dem System ~ '  contragredient. Ist B das 
Coefficientensystem der Form 

so sind ebenso die fl~ den xxx'~ contragredient, also nach IV auch den a~ z. 
Man erhalt damit den Satz: 

V. Sind ~,a~z$~'~ und ~fl~,x~x'~ zwei Contravarianten, so ist der Aus- 

druck ~, a~zfl~ invariant. 

Er werde kilnftig mit ( A ,  B) bezeichnet, also consequenterweise die 
Formen selbst mit 

(A, ~ ' )  und (B, z~'), 
wonach auch 

(z) ( x x ' ,  = r 

Ist n - - - - m ,  so ist das System A quadratisch, und seine Determinante 
multipliciert sich mit den Substitutionsdeterminanten der ~ und $'. Haben 

1 Siehe Hv.I~SEL, ~)ber die DarsteUung der Determinante eines Systems, welches aus 
�9 ,wei andern eomponiert ist. Aeta mathematica, I4, pag. 317--319. 
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wir nur die zwei Sorten $ und x yon Variabeln, so giebt es drei Typen 
yon Formen: 

]nit den Invarianten 
(,~, eq), (B, ,y), (6, ,~) 

Die Formen des Typus {~ I/eissen Zwischenformen; zu ihnen geh(irt ~. Als 

aufgefasst ist sie zu ~ contravariant und biIdet mit ($ die Invariante 

die auch mit M~ bezeichnet werden soll. 

w 3. Betrachtet man (A,$~*) als lineare Form der ~*, so ergiebt 
sich dcr Satz: 

VI. Die Grassen "x~-~ ~aa~,~ sind den ~* conlragredieNt. 

Setzt man sie daher in die Form B ein, so erhalt man den neuen 
invarianten Ausdruck 

$,,/~,v 

der eine Zwischenform mit den Coefficienten 

darstellt. Es ist 

( 4 )  

Setzt man 

so wird 

A, IL 

(~, er  - -  ('A, ~e) 

und nach der soeben eingefiihrten Bezeichnung 

/L 

(5) (A, ~') = (o,, ~') = - -  ( ,  ,~). "o " 
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Die analoge Bezeiehnung soll auf die Contravarianten von A zunachst 
nicht angewandt werden. 

Werden irgend welche eogredienten Systeme $,~7 oder A, B zu 
dem cogredienten System der Grossen hSz-}-k~]~ oder haa~-}-kba~ vereinigt 
(vorausgesetzt, dass h und k Invarianten sind), so so]l das neu entstan- 
dene System mit h$ ~ kT/ oder hA-{ -kB  bezeichnet werden. Da die 
eingeftihrten Ausdriicke mit Ausnahme yon Da in den auftretenden Sy- 
stemen linear sind, ist 

(6) 
(hA + k B , f )  = h(A,F) + k(B,F), 

('(hx + kS), r = h('x, r + k(~ r 

(~~ + *bx, 7) = h('x, 7) + k( bx, 7). 

I I .  

w 4. Wenn n unabhangige Variable u), in irgend einer Weise 
dutch n andere, ebenfalls unabh~ngige, u~ so ausgedriickt werden, dass 
weder zwischen den u~ noch zwischen den u~ eine Beziehung entsteht, 
so werden die Differentiale dua durch die du'~ linear ausgedriickt, und die 
Determinante der linearen Substitution der Differentiale verschwindet nicht 
identisch. 

:Fi~r ein bestimmtes Wertesystem der u~ ksnnen die du~ beliebige 
Werte durchlaufen. Man kann daher belicbig viele von einander unab- 
hangig variierende 8ysteme dluz, d~ua von Differentialen annehmen. Denkt 
man sich z. B. die uz als Funktionen yon mehreren Gruppen yon je n 
unabhangigen Parametern, so erfiillen die in Bezug auf die einzelnen 
Gruppen gebildeten Differentialsysieme die gestellte Anforderung. 

Bei dieser speeiellen Annahme sind (unter Voraussetzung der Stetigkeit 
der zweiten Ableitungen) die in Bezug auf die einzelnen Gruppen yon 
Parametern ausgefiihrten Differentiationen vertauschbar. Es sollen auch im 
folgenden dutch das Zeichen d nur solche Differentiationen bezeichnet werden, 
fiir die das Gesetz der VertauschbarkeiL erfiillt ist. Die anderen 8ysteme 
yon Differentialen zahlen dann unter die allgemein zu be~rachtenden Sy- 
sterne, die den Differentialen cogredient sin& 



~lber die Invarianten biniirer Differenfialformen. 127 

w 5. Nunmehr sei (A d~ud~u)= ~.,aa~,d~uzd~u~ eine bilineare sym. 
metrische Form der Differentiale. Ihre Determinante sei nicht identisch 
null, und fiir T werde eine zweite Wurzel aus derselben gewr~hlt, so dass 

Da----- i 
wird. 

:Nun ist: 

d3(A , dlud~u) ---- Ea,.~d3dxuzd2u ~ q- Ea~dxu~d~d~u~ -I- Edsa~d~u~d~u~, 

ein invarianter Ausdruck. Von den Summen der rechten Seite ist die 
erste symmetrisch in Bezug auf die Differentiationen d~ und d~. Bezeichnet 
man sie daher vorSbergehend mit A~, so ist die zweite gleich A~. Setzt 
man noch S~ far die dritte, so ist 

also 

d~(A, d~ud2u ) = A~ + A~ + S~, 

d,(A,d~ud~) = _~ + ~ + s~ 

z F~ap~ 

in Cm~ISTOF~ELS Bezeichnung. 

(s) 

und 

Oa~ Oap71___~oa 1 up -~ j I ~ 

Dadurch wird die rechte Seite yon (7)zu 

Pt a ~ 0  ~d3u~.[~aa~dzd, uz .-]- EI l~]dlupd,  u, I, 

da dieser Ausdruck wegen (7) invariant ist, sind die Coeffieientcn 

und 
al(~, a~ua~u)= A~ + ~ + s~. 

Um die zweiten Differentiale d~d~ux gesondert zu betrachten, 15se man 
nach A 3 auf: 

(7) ~I {d~(A , d~ud~u) T d2(A, d~ud~u) - -  d3(A ,4ud2u) } 

I (Si + $ 2 -  $8)" 

Das zweite Glied der rechten Seite ist eine trillneare Form der d,~uz. 
Der Coefficient yon dlupd2u,,d~u~ ist 
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der dsu ~ in ihm den Differentialen contragredient. 
CHRISTOF~FEL 

so wird aug (8) 

(8') 

---- a ~  ,1 ' 

Setzt man noch mit 

{ Pal dl upd2u,] ds u~ . 
h #  L p o  

Fiihrt man die Abkiirzungen 

p~ 

I l<,-o0  e'~ und 4 ~  + 

so wird der Ausdruck in der eckigen Klammer in (8') zu 

(9) 3,d~u~ ~- (~,d2u~, 

und diese Gr6"ssen sind infolge der lnvarianz yon (8') den duz cogredient. 

w 6. Die Abki~rzung 3 bedeutet nicht, wie d, eine auf jede Gr5sse 
anwendbare Operation, sondern ist wie ein dem Buchstaben ~" beigefiigter 
Index aufzufassen. 3~ steht far (~')~, und das System ~r ist aus dem 
System ~" gebildet. Ferner soll die in (9) gebrauchte Bezeichnung ~ mtr 
unter dem Vorbehalt gelten, dass die ~ den l~f[erentialen du~ cogredient sind. 
Fiir andere Systeme yon Grsssen wird das Zeichen ~ in anderem Sinne 
gebraucht werden. Es gilt dann folgende Verallgemeinerung des eben 
Bewiesenen: 

VII. Sind die GrSssen ~ den Differentialen duz cogredient, so gilt das 
gleiche yon den Ausdr~cken ~ .  

Drtickt man niimlieh in dem invarianten Gebilde 

3. ~. " 

d~ durch ~)r aus, so erhMt man: 
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gesetzt ist. Wahlt man fiir d i e ~  Differentiale, so ist nach dem zuletzt 
bewiesenen die zweite Summe der rechten Seite in (i o)fiir sich invariant, 
also auch die erste, d. h.: 

VIII. Sind die Gr6ssen xa den Differentialen dux contragredient, so 
gilt das gleiche yon den GrO'ssen #xx. 

Hiernach ist aber ~3x~. ~ t~berhaupt invariant, damit auch ~x~3~, 
woraus VII folgt. Ich will demgemass die $r und 3x als ))cogrediente 
Differentiale)) der ~" und x bezeichnen. 

w 7. lqachdem erst die Existenz cogredienter Differentiale erwiesen 
ist, kann man die Theorie derselben auf allgemeinster Grundlage aufbauen. 
Ich beschr/inke reich aber auf bilineare Formen. 

II {I Es m~gen Gr6ssen P und P yon der Besehaffenheit existieren, 

dass die Differentialausdr~eke 

Ill P P 

den" ~ bezw. ~'~ cogredient seien. Setzt man dann, wie soeben geschehen, 

so findet man, dass die Ausdriicke 

den ~ cogredient sin& Das entsprechende gilt fiir die gesternten Grossen. 
Nunmehr sind die Grfssen 

also auch 

Aota mathematlea. 23. Imprim~ le 4 mai 1899. 17 
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den ~ eogredient. Sie seien mit ~ ( ~ )  bezeichnet. 
den ebenso gebildeten 3(xi~) contragredient. 

Setzt man ~ = fl~,, x~x'~ = a~, so wird: 

p "  

P ap~,~ p P aa~. 

Sie sind nach IV 

Die Bezeichnung sei allgemein beibehalten fiir irgend welche den 
~r co- bezw. contragrediente Grsssen. Dann ist identisch 

also speciell 

Da die beiden ersten Summen der reehten Seite naeh Voraussetzung 
invariant sind, ist es auch die dritte, und man erhMt daher den Satz: 

IX. Die Gr6ssen 3a~ bezw. 3t~ sind den a~ bezw. 19~.~ cogredient. 

w 8. Es sei ~:f~-----o irgend eine Identitit, in der die $~ un- 

bestimmte Grsssen sind. Dann ist auch ~:f~ ~$~ = o und durch Differen- 

tiation der Identitit folgt eine Gleichuug yon der Form ~,3f~. $~------o, 
so dass die Differentiation nach den $~ einfach unterbleiben konnte. 

Zum Beispiel folgt aus der Identitat: 

sofort: 

d. h~ 

wenn ~Sz~ aus den 8~ ebenso gebildet ist, wie ~z~ aus den ~. 
Das Zeiehen 8 befolgt also, soweit diese Untersuchungen reiehen, 

dieselben algebraischen Gesetze, wie das Zeichen d. 
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w 9. In dem speciellen Fall, den wir betrachten, haben wir drei Typen 
yon Formen, far  die 

' xl'J I;I ohm,-----d%,+ e ,t ce~ ~ ~ he 
zu setzen ist. 

Verstehen wir unter den a~ wieder die Coefficienten der Form, aus 
der die Christoffelschen Ausdriicke gebildet sind, so ist naeh w 5 

d.(~ . d.ud.,) = (A. ~,d,.d,.) + (a.  %~.d.u) 

also da~t , - -  o, wie auch durch Ausrechnen der Christoffelschen Ausdriicke 
unmittelbar nachzuweisen ist. Es ist daher allgemein 

und 

d(a,  ,~)= (A, a~) + (a, *~) 

Die Gleichungen Sa~ ~ o bestimmen zugleich die Christoffelschen 
Ausdrt:tcke eindeutig, so dass allgemein gefiihrte Untersuchungen durch 
die Annahmen 

DOS ~ I , O~OSZtL ~--- 0 

auf die specielle Form der a~ bezogen werden. 

III. 
w Io. Im Falle n =  2 folgt aus Satz IV: 

Ist das System ~ zu ~ cogredient, so sind die Gr6ssen 

den ~ contragredient, und umgekehrt. 
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Es sollen daher mit entsprechenden Buchstaben des grieehischen und 
lateinischen Alphabetes nur noch solche System ~ und x bezeichnet werden, 
zwischen denen die Relationen 

(A) :Tr = ( - -  I)tx~ 

bestehen. Darin bedeutet 2, l eine Permutation von 
Damit entstehen zugleich die Identitaten: 

( , , )  

wenn in (,2) 

(n) 

gesetzt ist. 

I ~ 2 .  

xl~, + x~v~ = T - l ( x , y , - - y , x , )  = r ( % ~ , -  ~, %) = - -  (%y, + ~,y,), 

Tal~ = a ~ ( - -  ,)'; T~a,,~ --- aa~,(-- I) z+~' 

Aus (B) folgt sofort weiter: 

( '3) 

und ist umgekehrt 

so folgt aueh 

Ferner wird: 

Ea~,,fl~,.--- Ea~.,bl.,; 

fl~ = ~ ,  

bz~ = xaym. 

(,4) ~' (a ,  A)= Da = Da = D=, M 2 =  r - l ( a , , - - a , , )  = T(=, , - -=, , )  

w , ,. Da zu jedem System yon Grsssen ein contragredientes gehsrt, 
kann folgende Freiheit der Bezeiehnung festgesetzt werden: 

Dient ein Buchstabe zur abk~rzungsweisen Bezeichnung eines Systems, 
so dar f  er auch zur Bezeichnun# der durch (A) oder (B) damit verbundenen 
Systeme verwandt werden. 

Bedeutet A das System a~,, B das System fl~+, so ksnnen demnach 
die aequivalenten Ausdriicke (I3) mit 

bezeichnet werdet. 

(A, B), (A, B), (~t, ~) etc. 
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Fiir (12) kann ebenso 

(A,  xy), (A,  $y), (2 ,  St/) etc. 

geschrieben werden, ftir die vier aequivalenten Ausdriicke 
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(x, y), (x, :q) wie ($, y) oder ($, 7). 

(I I) sowohl 

E s  wird sich zeigen, dass yon den durch (B) verbundenen Systemen 
immer das mit lateinischen Buchstaben bezeichnete gegeben ist, aus- 
genommen {~. Von zwei dutch (A) verknlapften kann ~ oder x gegeben 
sein. Das andere ist dann von T abhlt, ngig und andert sich, wenn tiber T 
anderweitig verf~gt wird. Wird T durch P ersetzt, so ist fiir ~ zu 

T P schreiben ff$, wenn x gegeben, dagegen flit x T/,x, wenn $ gegeben ist. 

I 2 .  

tionen: 

(I5) 

Die Form (A,  bxy) soil auch mit (AB,  xy) bezeichnet werden. 
ist dann: 

(i 6) (B,  x~y) = (bx , "y) = ('"bx , y) ----- CAB,  xy). 

In w 3, (4) war gezeigt, dass 

(x 6') M('AB) ----- ( a ,  B) 

ist. Aus der Vertauschbarkeit yon A mit B und aus 

(I7) (A,  B) = CA, *B), **A = A 

ergiebt sich iibrigens: 

(,6") M(*AB) ---- M(*BA) ---- M(B*A)--'-- M(A'B) .  

Die Abktlrzungen (A,  .B), (x, y) befolgen nachstehende Rela- 

(A, B) = (B, A); (A, .4) = 2.Da; 

(x,  y) = - - ( y , x ) ;  = o ;  

Nach (15) 

Nach dem Multiplicationstheorem der Determinanten besteht zwischen 
vier Systemen ~(o, x(;) (i ~ I ,  2) die Idcntitat: 

( ,8 )  I(p.) ,  = :P r(2)), 
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wofiir auch geschrieben werden kann: 

(, s') (p(,~, ~(,))(r, V) = (~, r(~))(P,), Y) - -  (~, r~,)(P~,, V). 

Ist (p(t),p(~))----o, so ist demnach 

(Po), x) = f" (P(:,, x), 

wo f yon x unabhangig ist. 
So ergiebt sich aus ("x,  y) ~ - - ( x ,  "'y), wenn x fiir y gesetzt wird: 

('x + "~ x) = o, 

d. h. nach dem eben bewiesenen: 

( '~, v) + ("x, v) = f .  (~ ,  y). 

f ist von y und aus Symmetriegrfinden auch von x unabhangig. Dutch 
einfaches Ausrechnen erkennt man f =  M A  und mithin 

(19) (A , xp) - -  (A , vx) = M A  (x , Y). 

Naeh (3) und (i 8) ist daher speciell 

(20) M ( ~ )  = (p,  q) 

und andererseits nach (I6), wenn in (I9) "AB fiir A gesetzt wird, 

(2x) ('x, 'y) + ( ~ ,  "y) = (a ,  B)(~, y). 

Setzt man a-----b, so folgt 

(~ ,') (~ ~ = Da(~,  v). 

Schreibt man daraufhin in (I8) ap ft~r p, so ergiebt sich: 

(22) [(A, pt,)r(•)] ~--- Da(p(l, ,  p(~))(ro,, to,). 

Diese Formel kann aueh folgendermassen geschrleben werden: 

(22') (A ,  pr)(A , xy) = Da(p  , x)(r , y) - -  (~p , y)('ar , x). 

Im Falle Da----o ist also die bilineare Form das Produkt zweier Linear- 
faktoren. Die Umkehrung folgt aus (22) wegen (3). 
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w 13. Ist A eine symmetrisehe Form, so ist 

= _ _  

(22') ergiebt daher : 

(A, pp)(A, xx) = Da. (p, x)' + (~p, x)', (23') 

oder kurz: 
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(A , lop). A ---- Da . pp + "p"p. 

Setzt man dies in (B, A) ein und entwickelt, so entsteht: 

(23) (A, pp)(B, A ) =  Da(B, pp) + (B, ,pap), 

eine vielgebrauchte Formel. 
Will man zwei symmetrische Formen A und B auf die Normalform 

Pc~), 

bringen, so muss p(:) sowohl durch *P(I) wie bp(~) teilbar sein, wie aus (23') 
folgt. Mithin ist ("Po), bPo)) ---- o, d. h. 

(AB , P(1)Po)) = o. 

Ist umgekehrt (AB, pp)----o, so ist 

~/Daa. p ap 
- -  _ _ _ ;  P(~)  = p(1) ~(A, PV) v'~, PV) 

( A , A ) : ( A , B ) : ( B , B ) - - - -  2:(,~, + ~,):2~1,1 ,. 

Ubrigens wird 

~1 und 2~ sind also die Wurzeln yon 

D a . 2 ~ - - ( A ,  B)2 + Db = o. 

IV .  
w I4. Es sei wieder A die symmetrische Form, die zur Bildung 

der 35 und 5x diente. Es soll bewiesen werden, dass die vier Grsssen 55 
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und Bx die Relationen (A) erfallen oder, was dasselbe besa~, dass fiir be- 
liebige y 

ist. Aus den Identitaten 

folgt namlieh durch Differentiation: 

gesetzt, worin 

/gAt, ~ ~uIL p 

I-Iiernaeh und naeh (I9) ist 

(ap, x) = (P, xd~) 

(~,p, a,u) - -  (~w,d,u) = MP(d ,u ,  d,~) una ~ t "  = ~ ~ ,  ~ ,~ 

P ist also dann und nur dann eine symmetrisehe Form, wenn (p ,  du) 
ein exaktes Differential ist. Als Invariante der Form /9 sei daher M P  
aueh mit 

lp 

bezeiehnet, weil lp  = o die Integrabilitr~tsbedingung yon p ist. 

und 

~a~$)  8 8 ~ .  = X%,za~x t , ~ , s  oder (85, "x) = (8x, "x). 

Setzt man jetzt in (i8') fur P(1) ax, ft~r p(,) x, far  r eimnal 88, einmal 
8x, so folgt, da ("x,x) nieht identisch null ist: 

(O~ , U) = (ax , u), 
w. z. b. w. 

Aus (t2) ergiebt sich damit durch Differentiation unmittelbar, class 
auch die Systeme ~b~.:,, ~fla,,, und db~,,, durch (B) verknapft sind. 

In der linearen Form 
(@,~) 

sind die dp~ linear von den du~ abh/tngig. Es sei daher 
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Ist F eine Funktion von u~ und u~, so ist 
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w x 5. Man kann die Frage aufwerfen, ob zwei Operationen dt und 
o~ vertauschbar sin& Sie ist zu verneinen. Sicher ist jedenfalls, dass in 
den Ausdrticken 

die zweiten Differentiale 
Identitat 

der $ sich wegheben. 

d~d~(x , y) = d~d,(gc , y) 

Filhrt man aber in der 

die Differentiation mittelst der e? aus, so bleibt 

(zs") 

woraus folgt, dass 3,c?ix--#~3~x auch die ersten Differentiale der x nicht 
enthalt, mithin trilinear in x,  dlu und d2u ist. Das gleiche ergiebt sich 
aus der Identititt 

d2d,(A,xy ) =d ,d , (A ,xy ) ,  
die zu 

(~s'") (A,  ( ~  x - -  ~, ~x)y)  = - -  ( a ,  ( ~ , y - -  ~, ~,y) ~) 

wird. Die linke Seite dieser Gleichung ist eine bilineare Form in x , y ,  
etwa (C, xy), und die letzte Gleichung sagt aus, dass 

also nach (I 9) 

( c ,  ~y) = - ( c ,yx ) ,  

( c ,  xy) = r . ( ~ , y )  

ist. Offenbar ist f wieder bilinear und alternierend in dtu, d~u, 

f =  K,,.(dlu,d~u ), 

und K. h~ngt nur noch yon den Coefficienten yon A ab. Man bezeichnet 
K~ als die Gauss'sche Invariante oder in Rt~cksicht auf ihre geometrische 
Bedeutung nach BIA~cTaI klirzer als Krammung yon A. l~ur wenn sie 

Aota math~matica. 23. Imprim6 ]e 12 m~ 1899. 18 
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ersetzt werden. 
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null ist, ist identisch 3~J~ ---- $~$~. Die beiden Identitaten (25" )  und (25"') 
ksnnen jetzt durch 

( ~  ~ - -  ~, ~ ,  u) = - -  E , .  ( ~ ,  ~)(d~ ~ ,  d,u), 

Man gelangt zu K. noeh auf einem zweiten Weg, der zugleich er- 
kennen l~sst, dass K. nur filr specielle Formen verschwindet. Es sei 
( A ,  x x )  in lineare Faktoren zerlegt: 

(26) 

Sehreibt 
kommt: 

man x-] - ,~y  

( a ,  ,~ )  = (~,,,, x)(~,,), ,). 

ft~r x und vergleieht die Coefficienten yon 2, so 

(~6') : ( ~ ,  ~U) ---- (a,,,, ,)(, , , , , ,  U) + ('~,,,, *)(",,), U). 

Nach ( : : )  ist 
I(~ ,  r  (a(,,, a,.))', (i ,  k - , ,  2) 

land durch Ausrechnen der linken Seite nach (26) und (25') folgt 

(a,,), a , J  - -  - - 4 ,  (ao), a(:)) = 2~, 

wobei i eine zweite Wurzel aus - - i .  
Differenziert man (26), so fallen nach (25 ' )die  mit dx behafteten 

Glieder fort und es bleibt 

(da(,, ,  x)(a(,),  x)  --[- (~a(,) , x)(a(,) , x)  = o.  

Also muss ((~a(o , x) (lurch (a(o, x) teilbar sein. Der Quotient ist eine 
lineare Form der du ,  mithin 

(27) (aa,,) , x) = (a,,) , x ) ( p  , du) ; ($a,,) , x)  = - -  (a(,) , x ) (p  , du). 

Es sei (A, xx) auf irgend eine andere Weise in zwei Faktoren bo) 
und b(2) zerlegt. Bei passender Bezeich~ung ist dann: 

(b,l), x)  --~ (a(,, ,  x ) e ' ,  b(,)x = (a(,), x )e  -~' 

und andererseits 
(oh,,,, x) - -  (b,,,, ~)(q, d,,). 
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Nach der ersten Beziehung ist aber 

(oh,,,, r) = d(b,,,, r ) - -  (b,,,, Or) = ~'[(Oa,~,, r) + a~,. (a, , ,  r)], 

d. h. naeh (27) 
= (b,1), r)[(p, a~) + d~], 

also 
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(q , d.) ~- (p, du) + d~. 

Ist also A und p gegeben, so finder man a(t) und ao) dutch eine Qua. 
dratur. 

Offenbar daft aber p nicht willkiihrlich gewahlt sein. Notwendig 
und hinreichend daftir, dass d~ ~ (q , du) - -  (p , du) ein exaktes Differential 
ist, ist die Integrabilitatsbedingung: 

~ = ~ .  

Ip ist also eine Invariante von A,  da es yon der Wahl der Faktoren- 
zerlegung unabhangig ist. 

Durch Differentiation folgt aus der ersten der Gleichungen (27) , da sich 
die mit 0x behafteten Glieder wegheben und 0a(t) durch a(~) ausgedrtickt 
werden kann: 

also 

(0~01a(l,, X ) =  (ao),r)[(p , dlu)(p, d~u) q- (p , O~dau ) + (O~p, d~u)], 

(0,0,ao,--0,0~a,,, ,  x) = (a,,,, x)[(P, a, ud, u ) -  (V, d, ud, u)] 

= zp(~,,,, r)(d, , ,  d,u). 

Die linke Seite ist nach ( :5 ' )gleich ~ K . ( A , a o ,  x)(d~u,d2u ) 
(A,a(~,x) naeh (26') gleich --i(a(~,r). Demnach bleibt 

= iK.. 

und 

w I 6. Nach (20) ist (p, a(~)) ~-- - -  Ia(l) und ebenso (p, a(~)) = q- Ia(~). 
Damit wird nach (I8'): 

2i(p , x) = la(t)(a(~), x) zt- Ia(~)(a(t), x). 
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Sind also (ao) , du) und (a(2), du) exakte Differentiale, so ist 1o und 
damit K. = o. Und umgekehrt, ist K. ~ o, so darf p ~ o gewahlt werden, 
und es existieren zwei Linearfaktoren, die der Bedingung 

l a o )  . a(~) -{- Ia (2  ) . ao)  ~ 0 

geniigen, aus der Iar Ia(2)= o folgt. Man erhMt damit den bekann- 
ten Satz: 

X. Die Krammung einer Form A verschwindet dann und nur dann, 
wenn diese Form das Produkt zweier exakten Differentiale ist. 

Um das Auftreten des Imaginaren zu vermeiden, setze man: 

ao) = 1o(,) - -  ip(,),  a(~) = Po) + ip(~), p - -  ip(,). 

Dadurch wird 

(28) 

(~8') 

(~8") 

(A  , xy)  = (p(,) , ~)(p(,) , y)  + (p(,) , x)(p(,) , y) ,  (p(,) , p(,)) = , ,  

(ap(,),  x)  = (p( , ) ,  ~)(p(,)  , d~) ,  (ap(~) , x)  = - -  (Po) ,  x)(p( , )  , d . ) ,  

Ipo ) = (p(,), p(,)), Ip(,) ---- (P(3), P(,)), Ip(s) = K. .  

Es gilt also folgender Satz: 

XI. 1st 1)a = z, P(3) eine lineare Form und lP(3)----K., so existieren 
Paare p(,), P(2) yon linearen Formen, wdche folgende l~elationen erf~llen: 

.~ = p~,) + p~,), (p(,), p(,~) = , ,  zp(,) = (p(~), p(,)), zp(,) = (p(,), p(,)), 

und alle diese I~aare lassen sich dutch eine Quadratur bestimmen. 

In den Gleiehungen (28") ist eine Beziehung auf A nur dutch das 
im :Nenner stehende T enthalten. Schreibt man in der dritten noch 
(p(,), p(2))K fiir K. ,  so gelten alle drei unabh~ngig davon, welches T zur 
Bildung der Invarianten benutzt wird. Daher kann man weiterhin fol- 
genden Satz aussprechen: 

XII. Die drei Gleichungea 

(C) Ip(,) = (p(~), p(,)); Ip(2) --- (p(,), T(,)); Ip(3) = K(p(1), P(2)) 

sagen aus, dass die Form p~,)-b P~2) die Kriimmung K besitzt. 
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w x7. Ist D A =  I, so ist nach (28): 

(p(~), p(~))' = ~, 

also bei passender Bezeichnung 

(p(,), I%)  = i .  

Damit wird 
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( A  , p o ) x )  = - -  (p(~) , x ) ,  

(A , Po)Po)) ~ I. 

Die letztere Bedingung ist nach (23') hinreichend dafiir, dass A--p~1)ein 
vollstli, ndiges Quadrat wird. Die Form 

(29) (po), x) = (~' x) 

geniigt ihr identisch, wenn z eine beliebige lineare Form, nur kein Teller 
yon A ist. Ist ~ yon z linear abh~ngig, also ~ = f. z, so ist 

(~, ~) (z. x) 

Durchliiuft also z alle linearen, yon einander unabhi~ngigen Formen, aus- 
sehliesslich der beiden Teller yon .4, so ergiebt (29)a l le  Formen Po), 
fiir die (A, P0)P0))-~ I ist, und jede nur einmal. Aus (29) folgt welter" 

1 

(29') ~i0(2), ~) = - - ( A ,  po)x) = - -  (A ,  zz) -~  (A,  zx). 

Dureh Differentiation folgt welter aus (p(~), z )~-o:  

1 

(~(,, z) = ( ~ ,  r(,) = (A,  z~) - ~  (~z, z). 
1 

Nun ist (~Po), z ) =  (P(2), z)(p(,), du) und (p(:), z) nach (28') gleich - - ( A ,  zz) ~. 
Schreibt man noch x ft~r du, so folgt: 

(~9") (p~), ~)= - - ( a ,  =)-'(Z, z~). 

Die AusdrQcke (2 9 his 29") erft~llen also die Gleichungen (28 bis 28") 
identisch. Sie enthalten drei verschiedene Linearformen, nltmlich z, "~ und 
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~z. Wil l  man ausser z nur noeh e/he, zunachst willkt~hrliehe Form r 
benutzen, so hat man (t8') anzuwenden und erhalt: 

J(v(,), ~). r  ~) = - - ( a ,  z~)(~, ~) + (a, ~)(~, ~), 
(29"') I 

I(vc,), x). CA, ~)(~, ~) = --(Z,~,)(~, x) + (z, =)(,,  ~). 

VO 

w I8. Wenn die Iineare Form (p ,  du) ein exaktes Differential dp 
ist, so nennt man ihre Invarianten mit A ))Differentialparameter yon p}. 
FQr einige derselben hat man besondere Bezeichnungen eingefl:thrt, and 
z w a r :  

( a ,  pp) = zx,p; (4 ,  P) = a , v ;  

In Analogie hierzu kann man noch 

I p 1 ~( , P ) =  a . V .  

(P,pp) = A l , p  

setzen. Es ist dies dieselbe Invariante, die Hr. WErSGXRTSN in der Preis- 
schrift 2 mit Ip bezeichnet hat. 

Ist gleichzeitig (q, du)----dq, so setzt man noch 

(a,  v~)= a~v,q);' (p,q) = ~(v, q).' 

Naeh (22) ist 

a , v a , q -  a ' (p ,  q) = s'(p, q). 

T~ul[T(a12~-~Pu. 
~p 

(30) 

Far A~p hat man die Darstellung 

Dieselbe ergiebt sich aus unsern Entwicklungen folgendermassen: 

t Bei D~tRBOtrX - - a p ,  bei W E ~ G A R ~ ,  Preisschrifl, Op. 
s pag. 20~ GIeich. I5. 

n Bei den Italienischen Mathematikern V ( P ,  q)- 

�9 DARBOUX~ 1. c. 
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Es ist  J'iV ----- "@, also 

(~op, ~) = (~p, "'x) = ( F a ,  xdu) 

und damit nach (t6') 
x(op) = i ( F a ) =  (a, P), 

w. z. b. w. 
For A22~V giebt BiaNcm ~ ohne Beweis die Formel 

(3~) 4A ~ o A ~ = z A I o ~ ( p ,  A p ) - - A ~ A p .  

Man hat abet 

Setzt man f(~r du p , ' p  oder ~p, so folgt: 
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\ 

Leaioni di georr~tria differen~iale, Kap. II, Gleich. (26"). 

p) --  - 2 (P, opp), (32') ( ~ ( A ,  pp), 

( ~ (~  pp)p)= ~(p .p-p), (3:") A,  V~ ' ' 

(32'") (P, p ~  (~ , p~)) = ~ (P, . fp) = 2  (,-p, ,p) = (P, r)(~ , pp). 

Aus (32") folgt zunachst nach (23) 

i A ( p ,  Alp ) = A l p A p - - A 1 2  p. (32) 

Ferner hat man nach (22), d~ P eine symmetrisehe Form ist, 

' ( ~ , P ) ,  (P, o~.p)(P, pp)--(P,  .p~)' = (a, pp)'~ 

oder nach (32") und (32') 

A(p ,  Alp)AI~ p i ---4 o'(p, Alp) = A,~p. A p. 

Hierin hat man nur 0 und A nach (30) und (32) auszudrltcken, um 
(3x) zu erhalten. 

UnCer der Annahme (p,du)---dp lautet noch (32"'): 
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und, wenn man die linke Seite aussehreibt, 

(33) ~ A ~ p A I P  

( I 0p 0A,p 0p 0A,p + +Pro 
~ ~ 11 ~--~j* OU, .~12 ~ 1  OU,, OU, OU t / 0261 OU l A 

Diese Formel scheint bisher noeh nieht angegeben women zu sein. 

w 19. In den kusdrtieken (z9--29'")  hatte z die Reprasentanten 
der Classen abhangiger linearer Formen zu durchlaufen, aussehlie~lieh 
der beiden Teiler y o n  .4. Diese Beschrankung bedarf kaum der Er- 
wahnung, weil in diesem Fal]e die Formein dutch das Versehwinden yon 
(A , zz) bedeutungslos werden. 

Man kann aber als Reprasentant irgend ether Klasse linear abhangiger 
Formen stets ein exaktes Differential wi~hlen und demnach z alle reelle linear 
unabhangigen Differentiale dz durchlaufen lassen. Dabei durchlauft z selbst 
alle yon einander unabhltngige Funktionen zweier Variabeln; r sollte irgend 
eine yon z unabhJtngige Covariante yon z sein. Setzen wir lest, dass r 
ein exaktes Differential da ist, so ist a eine yon z unabhangige Invariante 
von z. Die einfachste Invariante yon z ist Alz. Wt~hlen wir daher, 
vorausgesetzt, dass Alz keine Funktion yon z allein ist, (r,  d u ) ~  dA~z ,  
GO gehen die Formeln (:9) und (29"') unter Beachtung yon (32'") t~ber 
in folgende: 

" (p~) , du) = dz 

(D) 0 ( , ) ,  d u )  = - -  Zx,,)a  + 

Diese Ausdrt~eke werden aueh dann bedeutungslos, wenn A ~  eine Funk- 
tion yon z a]lein ist, d. h. sie stellen alle Formen px, P2, Ps dar, die den 
Relationen (28 bis 28") genfigen, ausgeschlossen den Fall, dass (p~,du) 
ein exaktes Differential ist. 

Aus den Satzen X und XI folgt nun, dass man alle Tripel yon 
Formen, die die Bedingungen (C) erft~llen, herstellen kann, indem man 
sich alle Formen der Krt~mmung K angeschrieben denkt und sie in all- 
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gemeinster Weise als Summen zweier Quadrate, p~l)+ p[~), darstellt, wobei 
(Pro, P(~))-----I zu nehmen ist. Dann gentigen namlich P(1), P(~) und 

2 ( , )  = - -  I ~ o )  . P ( , )  - I p ( , )  . p ~ )  

den Relationen (C). 
Die Formen der Krtimmung K ordnen sich aber in Schaaren aqui- 

valenter Formen, d. h. solcher Formen, die durch Transformation der 
Veranderlichen in einander libergehen. Zu jeder solchen Schaar gehSrt 
die Gruppe der Substitutionen, die die Formen der Schaar und damit 
die zugehSrigen Tripel P(1), P(2), P(3) in einander l~berf~hren. Infolge ihrer 
Invarianz stellen mithin (unter der Beschrl~nkung Ipo ) ~ o) die Gleichungen 
(D) samtliche zu einer Schaar gehsrigen Tripel Po), P(~), P(8) dar. 

Hier tritt nun ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Falle eines 
veranderlichen und eines constanten K auf. Im ersten Fall giebt es unter 
den Formen der Krfimmung K unendlich vide Schaaren, aus jeder Klasse 
(d. h. Gesamtheit aquivalenter Formen) ausschliesslieh der Klassen con- 
stanter Krtimmung eine, und die zu einer solchen Schaar gehsrige Sub- 
stitutionengruppe umfasst niemals die Gesamtheit aller Substitutionen. 

Ist dagegen K eine Constante, so besteht die Gesamtheit aller Formen 
der Kriimmung K aus einer einzigen Schaar, da diese Formen eine Klasse 
bilden. Die zugehorige Substitutionsgruppe umfasst daher alle Substitu- 
tionen. Im Falle K-----const., und nur in diesem, stellen also die Formeln 
(D) alle Formen dar, welche die ttelationen (C) und I1~o) > o erfidlen. 

V I .  
w 2o. In dem singuli~ren Fall Ipo ) ----o muss sieh naturgem~ss der 

gleiche Unterschied zwischen ver~nderlichem und constantem K geltend 
machen. Befriedigt man durch den Ansatz 

(34) (Po), du) .~ dp, (p(:), du) ----- 2dt, (P(s), du) = l~dt 

die Gleiehung lpo ) = (p(~), p{,))= o identisch, so folgt aus den beiden andern 

o ( t ,  = p ) ;  o ( t ,  = - -   KO(t, p). 
Aeta math~mat~a. 23. Imprim~ le 12 mai 1899. 19 
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Also sind t ,  p 
riable ein, so folgt: 

(a4') 

also: 

(35) 
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unabh~ngige Funktionen. Ft~hrt man sie als neue Va- 

~p---~ -[- K~ = o. 

Ist K nicht constant, go ist es als Funktion yon u l ,  u, gegeben. W~thlt 

man far  2 irgend eine Funktion yon p und t ,  nur  so, dass ~-p,  nicht 

constant ist, so ist (35) eine Beziehung zwischen p ,  t und u I , u, .  Be- 
stimmt man noch p ,  t als Funktionen yon u~, u, so, dass diese Beziehung 

a2 den Relationen identisch erffillt ist, so sind die Formen (34) f(Ir ~ ~---a-p 

(C) unterworfen. 
Ist dagegen K eine Constante, so ist (35) eine Differen~algleichung 

ffir 2, und es folgt aus ihr, wenn K > o- 

2 = a c o s k p + b s i n k p ,  wo k = ~ / K ,  

und a und b yon t abhangen kSnnen. Jenachdem a ' +  b ' > o  oder = o 
ist, kann 2 = f ( t ) c o s k ( p - - p o  ) oder 2 = f ( t ) e  ~*p gesetzt werden. Indem 

noch fiir f f ( t ) d t  t geschrieben und (34') beachtet wird, erhMt man fol- 

gende identische Darstel lung der Formen Tm ,Po), 1oct) im FaDe K =  const. > o, 

IPO) ~ O: 

P(2) = c o s k ( p - - P o ) . d t ,  ~(3) = - - k s i n k ( p ~ P o ) . d t ,  

20 = v0(t), 

I Po ) = , 

(D') /ode  r 

t PO) = dp ,  p(~) = e '~ dr, P(s) ----- ikea~ dt ,  

Der Fal l  K = o bietet keine principiellen Schwierigkeiten. 
st~ndigkeit wegen sei angefahrt ,  dass entweder 

To) = dp ,  ~r = (p ~ f ( t ) )d t ,  ~vo) ---- dt,  
oder 

Pm ----- dp,  p(~) -~ dr, p<,) ---- o ist. 

Der Voll- 
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V I I .  
w 2~. Die Relationen (C) treten bei der Betrachtung orthogonaler 

Systeme, die yon zwei oder mehr Veranderlichen abhangen, wieder auf. 
Sei (X! a)) ein orthogonales System. Componiert man es mit dem System 
seiner Differentiale, (dX!a)), so erhMt man die unendlich kleinen Grossen 

~ d X  (~) X(~) P i k  ~ i k �9 ). 

Infolge der Orthogonalit~tsbedingungen 

k 

ist 

(36 ) 

and aus der anderen Reihe, 

folgt durch Differenzieren: 
h 

(37) P~k -I- P~ = o. 

Es bietet sich auf verschiedenen Gebieten die Aufgabe, wenn die p~, (als 
]ineare Formen der Differentiale der Variubeln) gegeben sind, die X~ -~) 
aus den Differentialgleiehungen (35) zu bestimmen. Dabei gilt der Satz: 

XIII. Giebt es ein orthogonales System, welches den Gleichungen (36) 
gen~gt, so giebt es fgr jedes (ortho#onale) System yon Anfangswerthen ein 
solches und nur eines. 

Geniagt namlich das System (Y~)) den Gleichungen (36), so folgt fi~r 

die Gr6ssen X~ ~)--- ~ ,a~Y,  ~), wenn die ~z constant sind: 

und wenn umgekehrt die Systeme (X! ~)) und (Y~)) beide (36) erft~llen, so ist: 
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Z Xl ') Y.~) = ~ ,  

wo ~ ,  constant ist. Da das System (a~,) aus den orthogonalen (X~ ~)) und 
(Y~X)) zusammengesetzt ist, ist es selbst orthogonal. Somit erlu~lt man aus 
einem .t~articuldren Integral yon (36) das allgeraeine dutch Compositian mit 
einem wilIk~rlichen constanten Orthogonalsystem. Damit ist Satz XIII aus- 
gesprochen. 

w 22. Wenn das System X~ ~) yon zwei unabhltngigen Variabeln 
u~, u~ abhangt, so erfordert das Bestehen der Gleichungen (36) das Er- 
ftHltsein der Integrabilitatsbedingungen ft~r die dX~ ~). Die pa sollen als 
lineare Formen der du~ mit (r(~,), du) bezeichnet werden. Dann ist 

d, h. 

- -  ZXi )llr(.). + r(,.))} = o,  

Die Betraehtung werde 
sehrankt und 

+ r(,.)) = o 

jetzt auf ein dreireihiges Orthogonalsystem be- 

(37') r<2s) ~ --r(8~) ~ to), r<sl) ~ --ros) "- r~,), ro~ > -- -- r(2,) --- rcs ) 

gesetzt. Dadurch werden die IntegrabUit~tsbedingungen zu 

(C') Iro) = (rc~) , r(,)); Ir(,) = (rr , ro)); Irc,) = (ro) , rr 

Sind die beiden Seiten der drei Gleichungen fcLr sich null, so lassen sich 
die Gleiehungen (36) auf den Fall einer unabh,~ngigen Verrmderlichen zu- 
raekfahren und sind dann, wie sp~ter zu zeigen ist, stets integrabel. 

Unter Ausschluss dieses Falles werde angenommen, dass (r(2), r~s)) 
nicht null sei.  Dana ist ro) vermittdst der beiden letzten der Gleiehungen 
(C') nach (IS') durch r<2), rr eindeutig bestimmt. 

Existiert also ein orthogonales System, welches die beiden Gleichungen 

(36') - -  ~: X(~)dX (~) = (r(,), a ,. , ~ d u ) ,  Z xo)ax~  ~) = (r(,) , du) 
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erfQllt, so ist auch 

(36") E X ( ~ ) d X  ( ~ ) ~  ~ ~ ---- (to) , du) 
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und damit allgemein (36) befriedigt. 
Setzt man aber r ( 3 ) = - - P o ) ,  r(~)= i~(~), r0)----P(~), so sagen die 

Gleichungen (C ~ nach Satz XII aus, dass die quadratisehe Form r~2)+ r~s) 

die Krtimmung I besitzt, bIach einem Satz des Hrn. WmSGARTErr ~ exi- 
stieren also drei Funktionen X? ) , X(: ) , X? ) welche die beiden Bedingungen 

(38)  

(3v) 
erf~llen. 

(40) 
setzen, wobei nach (I8') 

:~x?> ) 
(409 x(:): x~) :  ~ = \ - ~ - ,  r(~) 

it 1 1 

E dX(~)dX (~) (r(~), du) ~ it , ~ = d u ) '  + (r(,), 

Infolge der Unabhlingigkeit yon r(2) und r(s) kann man aber 

dX?) = Xi~)(r<.), du) - Xi~)(r(~>, du) 

: \ ~ , r(,) :(r(,) ,  r(,)). 

Die so definierten GrSssen X(~ ~) , X~ s) erfiiUen mit X? ) identisch die Orthogona- 
litdtsbedin#ungen, wie man z. B. erkennt, wenn man (40)auf  (39)und die 

aus (38) folgende Gleichung ]~X(~)dX(~)- - o anwendet und beachtet, dass 
it 1 1 

die Coefficienten der r(,) einzeln verschwinden miissen. 
Aus (40) ergiebt sich dann aber unmittelbar (36'), also geniigt dieses 

System den Gleichungen (36), d. h.: 

XIV. Die Bedingungen (C') sind notwendig und hinreichend fi~r die 
Existenz orthogonaler Systeme, die den Gleichungen (36) gen~gen. 

w 2 3. Die Bestimmung der Grsssen X? ) erfordert nach dem er- 
wlihnten Satz des Hrn. WEISGARTE~r die Integration zweier gewShnliehen 
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Man kann dies noch auf andere Weise erkennen. Die Differential- 

z Crel les  J o u r n a l ,  Bd. 94 und 95. 
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gleichungen (36) lauten ausgeschrieben, unter Weglassung des oberen 
Index: 

Setzt man, um die Gleichung ~X~-----I 

d X  1 = (r(3), du)X2--(r(~ ) , du)X3; 

4 x ,  = (~(,), d . ) x ,  - (r(,), d~)X, ;  

identisch zu befriedigen, 

X1 z + y X~ = i - - z y  i 4- zy = - - ~ y ,  ~ _------~j , x ,  = : (  ; - - -y ) , 

so erhMt man nach einiger Rechnung statt der drei angeschriebenen Glei. 
chungen die eine Riccatische, der x und y genilgen: 

i " du) + 2(r(~), d u ) x -  (r(~) .4- it(,) du)x2]. (4I) d x = ~ { ( r ( 2 ) - - , r ( , ) ,  

Hangen die r(,) nur yon einer Variabeln ab, so sind ft~r die Integrabilitttt 
yon (41) keine weiteren Bedingungen erforderlich. Im Falle zweier un- 
abh~ngiger Veranderlichen zerfallt die Gleichung in zwei gewshnliche 
Differentialgleichungen nach je einer dcr Variabeln, und diese kann man 
(als Riccatische) leicht in bekannter Weise auf lineare Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung zurfickffihren. 

w 24. Bezeichnet man die Form r~2)4-r~a) mit G 1 und wahlt T so, 
class (r(~),r(8))= x wird, so ist (G1, xr(8))= (r(2), x), also nach (4o') auch 

X~ ~) = G1,--~--~-u r(s) �9 Fohrt man also mittelst der Formeln (D) 

dz 
r(,) = --1~(,) = 4~,~ 

ein, so wird nach (4o') und (D): 

x~)__  ~ (~ ,  x l  ~)) xi~) = o( , ,  xi~)). 

dz 

(n) 
- -  A ( z ,  A,z)dz + A , z d A , z  

- -  ZA, , zA,zdz  + A , , z d A , z  
r(~) = oCz, A ,z ) .  ~ , z  ' 
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wobei die Differentialparameter aus der Form G~ gebildet sin& Wenn 

~ x ~  ~) ax(:) = ( a, , a~d~) 

ist, so geniagen die X! ~) identisch den Orthogonalit~ttsbedingungen, die rr 
den Relationen (C') und die dX~ a) den Gleiehungen (36). Jedes orthogonale 
System, in welehem weder Iro) noeh Irr ist dureh die 
Formeln (E) darstellbar. Alle yon z abhangigen Funktionen liefern, in 
(E) eingesetzt, dasselbe orthogonale System. 

VIII. 

w 25. Die Aufgabe, alle Biegungen einer gegebenen Fl~ehe zu be- 
stimmen, ftihrt auf die andere, eine quadratisehe Differentialform yon nicht 
versehwindender Diseriminante als Summe dreier Quadrate exakter Diffe- 
rentiale darzustellen. 

Hat man ftberhaupt (A, zx) als Summe dreier Quadrate dargestellt: 

( a ,  xy) = ~(a~o, x)(a(~, y), (~ = i ,  2 ,3 )  

und ist T ~ wieder die Discriminante yon A, so ist 

2 = (A, A) ~ (a(0, a(,))'. 

Bezeiehnet man die drei GrSssen (a(~), a(~)), (a(8), %)), (ao), a(J beziehungs- 
weise mit al, %, % so wird daraus 

und damit 

Ferner ist nach (I 8') 

(42) 

H ~  i ~ I 
i 

Z ~,(a<,~, p) = o, 

und dies ist zugleieh die einzige lineare Relation, die zwischen den Formen 
a(o bestehen kann. 

Endlich ist noch 

(43) ~ ( A ,  a(op)(%3, x) = - -  ~. (aco *p)(%~, x) = - - ( A ,  "px) ---- (p, @ 
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also 

(43') 

G e r h a r d  Hessenberg. 

Z (A, ~(op)(A, ~(,)q) = (A, ~) .  

w 26. 
Differentiale 

Mit (4 : ) fo lg t  aus (43) far ein beliebiges h: 

(44) Z [ ( ~ ,  ~cop) + h. ~,](~c0, ~) = (p, ~), 

und dies ist die allgerneinste Darstellung yon p durch ac~), a(2), a(s). 

Ist nun A speciell als Surnrne der Quadrate dreier exakten 

dz, = (z(,~, du) 

dargestellt, so ist .4 ~ z~)=  z~2)A-z~3) eine Form der Kri~rnrnung null;  
und umgekehrt: ist die Krfirnmung yon A--z~o null, so kann man dureh 
eine Quadratur zwei Differentiale dz~ und dz 3 bestimmen, so dass 

2 

wird. 
Urn die Krtirnmung yon A -  z~) zu berechnen, sei, wie in (:9), 

1 

zc,). (A  , zc,)z(,)) ~ = Pc,) 

gesetzt, was irn allgemeinen, und, wenn Realitat verlangt wird, stets 
msglich ist. Dadurch wird fiir z - ~  z(~), ~ - - ~  = v ~ i - - ( A ,  zz): 

(A,  xx) = (Pc~), x) '  + (Pc,), x) ', 

(A,  ~x) - -  (~, ~)'  = (q(~), x) ' + (q(~), x) ~, 

wobei 

Nunmehr ist nach (:4) 

lp(1) = ~/i - -  ~--=-~ z ,  -~u/ ' Iq(1) = 

well ja ( z ,  du) ein exaktes Differential sein sol|. 

I 

q(2) ~ P(2). 

I 

Mithin ist 
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und daraus nach (C), weil q(~)-----P(2): 

I I I ( p  ~ )  

(~, ~) = ~ - -  r 

somit ist ~(A, z z ) _  2r und nach (29") und (32"') 
~u ~u 

Wir erhalten mithin fiir die Krommung yon A ~ dz ~ den Ausdruek 

{ K o ( ,  - -  A ~ ) _  a , , ~ } ( ~  - -  a , ~ )  -~  

und damit den bekannten Satz: 

XV. Gen~gt z der D~fferentialgleichung 

(F) a . ~  = Ko(~ - -  AI~ ), 
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und ist A,z X I, so kann man durch Quadraturen zwei .Funktionen x , y  

bestimmen, derart dass (A , dudu) ~ dx ~ T dY ~ -[- dz~ wird. 

Ist A,z = I, so ist nach (33) A~z  = o und (F) erffillt. Anderer- 
seits ist die Diseriminante yon A ~ dz ~ null, d. h. 

(•, d~d.) = d~' + (V , d~du), 

~vo p nur im Falle K, -~ o ein exaktes Diferential sein kann. Die Diffe- 
rentialgleichung besitzt also Integrale, die zu dem Deformationsproblem 
in keinerlei Beziehung stehen. Ausserdem werden die Funktionen x und 
y nur d a n n  reell, wenn Alz < I ist. Nach irgend welchen bekannten 
Methoden ist die Gleichung nur in dem fast trivialen Fall / / ,  ~ o zu 

integrieren. 

I X .  

w 27. Differentilert man beide Seiten der Gleichung 

(A, 7) = ,Z(~+, x)(~,,~, y), ( / = , ,  2,3) 
Aota maihemaMa. 23. Imprlm6 le 12 wal 1899, 20 
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dr~ckt ~zco dureh Z~ aus und gchreibt p f~r d~, so kommt: 

~,(z,, ~p)(~,,,, y) + ~, ( z , ,  yp)(,,,~, ~) = o. 

Vertauscht man p , x ,  y, so fo l~  aus der Symmetrie der Formen Z,: 

Z CZ,, ~)(~,,~, ~) = o. 

Da die Gleichung (42) die einzige lineare Relation zwischen den Formen 
a(o ist, muss 

(45) (Z~, xy) --- - -  ~.(C, xy) oder (3z(o , x) = - -  ~.(C, xdu) 

sein, wobei auch C eine symmetrische Form ist. Sie wird in der Fllichen- 
theorie als zweite Fuadamentalform bezeichnet und l~sst sich als: 

(45') (C, ~a~) = Z d~.(~,,~, ~) ---- - -  ZC.(Z,,, ~d~) 

darsteUen. 
Das Differential d~- sei mit ~lo, du) bezeiehnet. Damit ist 

Drilckt man die ~. durch die zio aus und beachtet (z~0, zio ) -----o, so wlrd: 

8 S 

(~,,,, a~) = - -  ~,(~,,~, ~,,,)(c, ~,,~a,) = ,g.,(~,o, ,,,,)(~,,, oa,) = ( a ,  ,,,,,a~), 
also allgemein: 

(46 / (z,,,, a:) --- - -  (',o, "x). 

Hieraus ergiebt sieh naeh (23) und (43'): 

Z (~.~, x)' = (A, '~'~) - =  CA, c)(V, ~x) - -  1)c(~, x~). 

Diese Form, welche das Quadrat des Linienelementes der Gauss'schen 
Kugel darstellt, sei mit (G, xx) bezeichnet. Man findet leieht: 

(a ,  G) = 1)g = (Dc)'. 

Dc sei mit K bezeichnet und der Fall  K-----o yon der weiteren Betrach- 
tung ausgeschlossen. Dann ist mit A und C aueh G bekannt, und die 
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Bestimmung der ~ erfordert die Integration der im VII t~ Capitel er- 
w~hnten Riccafischen Gleichung. Hiermit hat man auch die Formen ~(o; 
denn aus (46) folgt, indem man '~x ft~r x setzt: 

(46') (z(o , x) .-- - -  K - ' ~ ( o ,  '"x) --. - -  K - ~ ( A ,  %~x). 

Diese Ausdrt~cke erfOllen identisch die Forderung 

w 28. Die angegebenen Schritte sind dann und nur dann ausfi~hrbar, 
wenn die Ausdr~cke (45' 7 integrabel sind und K~--  I ist. Um die Be- 
dingungen dafQr aufzustellen, frthre ich neben den in bezug auf A auch 
die in bezug auf G gebildeten Invarianten ein und unterscheide sie durch 
einen Strich 'von  den ersteren. Da D g = K * ,  kann T ' = K T  gewahlt werden. 

Zunachst folgt aus (46'), indem man far x links Kx, rechts ~ ~ 
einsetzt: 

K'(,,,~, ~) = ( a ,  %oo~) . - .  (a, ~,,:x). 

Von den Systemen z(o , ~(~, A,  G und O sind die mit lateqn/schen Buehstahen 
zu schreibenden Coefficienten yon der speciellen Wahl yon T unabhangig 

definiert. Daraus ergiebt sich, dams auch (ztr , x) ---- ~z~,A$~ T nicht enth~lt, 

wahrend in (G ,  -~:x) T ~ im Nenner steht (cf. w Io und x I). Daher lautet 
die letzte Gleichung, mit T ' =  T K  in Bezug auf G gebildet: 

(46") (z(o , x) '  = ( a ,  ~r 

Die lntegrabilitatsbedingung yon z(0 ist erfllllt, wenn (~'~(o, x) eine sym- 
metrisehe Form in x und du ist. Nun ist #'G = o, also 

(46'" 7 (d'z(~), x)' = (G, ~z,(o'x)' q.- (O, z,(o'r'x) '. 

Aus der Definitionsgleichung yon G, 

Y-, ( 4 , ) ,  x)' = ( a ,  x~), 

kann aber genau wie in w 27, G1. (45, 45'), geschlossen werden, dass 

(o~,,~, x)'--- - -  r  ~du)' 
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sein m u ~  wenn 
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r = (~,,,, ;,,,~)' , _ - ~ ( z r 1 6 2  u. s. f. und ( B , x d u ) ' =  ~d~(7~(,~,x)'. 

Nun ist naeh (46) 

(~,,,, ~,.,) = ( '% , ,  ~%)) = K(z(,), r 

also allgemein 4"~ = ~, d. h. B -  G und 

(~'i(.), ~)' = - - ~ ( a ,  zd . ) ' .  

Damit wird die erste Form der reehten Seite in (46'") zu 

- -  (o%o,"~) '  = ~.(a,  , ' xa . ) '  = -  ~.(c, xd.) ' ,  

jedenfalls also symmetriseh in Bezug auf x und du, und es bleibt die- 
selbe Bedingung noeh far (G, ~(o*'~x)'------(~'C, g~(ox)' zu erfallen. Da unter 
den drei Formen ~z(o zwei linear unabhangige sind, kann ein beliebiges 
System y filr g~(,) gesetzt werden, so dass endlich die Integrabilitat der 
Ausdracke (4 5'') dutch folgende Identitat bedingt wird: 

(0) (~ ;c ,  vd ,  u)' = (O;C, vd,  u)'. 

w 29" 
A, C, G auf die gemeinsame Normalform. 
dass dabei 

a - -  p~,) + A) ,  

a ' C = atp~,) + ~p(,), 

a = a~p~,) + g A )  

wird. Es ist namlieh n a c h w  x3 

womit sieh aus 

Um Kg zu bereehnen bringt man am besten die drei Formen 
Man aberzeugt sieh leieht, 

(P( , ) ,  P(,)) = x, 

( a ,  c )  = a, + ~,, K = 4 a , ,  

a = ( A ,  c ) c -  x a  

der gewansehte Ausdruek; far G ergiebt. 
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Setzt man noch 

so wird 

q(0 ~ 21P(1)~ 
I . I 

+t: ---- - - ,  +t~ = -- /11 Ps 

a = ~,) + q~,), (q<,)q<:))' = ~, 
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ist, so kommt:  

oder, da 

(47) 

Die algebraische Beziehung zwischen den drei Formen A ,  C, G i s t  also 
symmetrisch in Bezug auf  A und G. 

Zunachst ergiebt sich, wenn (28') auf  qo), q(2) angewandt wird, aus 

2 

(c, ~u)' = ~(p+,, v)'(q+, ~)': 

d u '  I ' x '  ' x '  (~'C, xu)'={ ~(,~'p+,u)'(q+,~)'} + (~ ,+,)  {(p+,v) (~+,) - (p+,v)  (q+,)}, 
also 

( ~ ; c ,  ~ 4 , , ) '  - -  (~;c, xd ,  u)' = 

++, + =),-  +,,,, 

Da dieser Ausdruck nach (G) null  ist, mtissen die Coefficienten yon qo) und 
q(~) einzeln verschwinden. Beachtet man dabei, dass p(p)--~upq(p) und 

(q(~>, ~)) '  ~ I'q(~), (q<8), q(~))' ~- I'q(~> 

1'1~ = Pfl 'qo),  I'p(~) = ~I'q(2),  

I~ = K .  1'~ ist:  

Ipo ) = ~ l ' qo ) ,  Ip(~) = ~I'q(~), 

d. h. nach ( :s , , )  u , d  (~S') 

(G') p<,) = ~+.  

Da diese Bedingung mit (G) gleichbedeutend, andererseits aber vollkommen 
symmetrisch in Bezug auf  die Formen A und G ist, gilt (G) auch, wenn 
die Operation d' dutch ~ ersetzt wird. Die Formel (G) ist idenlisch mit  
den sogenannten Codazzischen Formeln. 

Pl ~(1) + P2 q(2). 
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Nach (G') ist nunmehr 

d. h. naeh (47): 

Gerhard Hessenberg. 

I~ts) ~ ]q(s), 

~ . =  K , . K , '  

woraus sieh, da K s -~ t sein soll, die Gauss'sche Relation 

K-----Ko 
ergiebt. 

Damit erhMt man folgenden Satz: 

XVI. Zu jedem Tripel yon Funktionen z~ , z~ , z 3, wdche die Bedingung 

dz~ + dz~ + dzl = (A , dudu), (Ko ~ o) 

erfallen, gehart eine symmetrische Form C, wdche den. tidationen 

D e  - -  Ko,  

(a,c, zd, u ) - - ( ~ , c ,  za, u) = o 

genagt, und umgekehrt. Die Bestimmung der dz~ aus A und C erfordert die 
Integration einer totalen t~iccatischen Differentialgleichung. 

Xe 
w 30. Wenn man A auf zwei verschiedene Weisen als Summe dreier 

Quadrate dargestellt hat: 

( a ,  = )  = ---- 

so existiert ein und nut ein orthogonales System der Determinante + I, 
weIches die Bedingungen 

(48) 

erf~llt~ lqaeh (44) muss dabei 

X ~ )  - (,4, a+r + h,~ 
t WEISOARTEN, F e s t s c h r i f t  der  techn.  H o c h s c h u l e  zu Berl in~ I884; pag. 

25, Gleich. !3. 
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und aus Symmetriegrtinden (weil auch a(o = ~X~i~za) ist) 

sein. 
auf 

und man rechnet leicht 
Orthogonalsystems ist. 

I59 

Die Orthogonalitatsbedingungen reduzieren sich nach (4 5) und (43') 

h ~- -  I, 

nach, dass h der Wert der Determinante des 

Umgekehrt folgt ausdenOrthogonalit~tsbedingungenwieder: ~z(~)--~a(o , 
so dass durch den Ansatz (48) die Forderung ~ z ~ ) - - A  in allgemeinster 
Weise identisch befriedigt ist. Damit f~hrt das Deformationsproblem auf 
die Aufgabe, alle orthogonalen Systeme zu bestimmen, far die die Formen 
z(~) in (48) exakte Differentiale dz~ werden. 

Die Integrabilitatsbedingungen der ~(a) werden unter Einft~hrung der 
Formen r(~) des siebenten Kapitels zu 

z.(o + Z(.(.), r(,,~/= o, (~, k = , ,  5,31 

oder ausgeschrieben: 

(491 Ia( , ) - -  (a(,), r(,)/-- (a(,), r(,)); Ia(,) = (a(,), r ( , ) l -  (a(,), r(,)); 

~a~) = (a(,), ~(.))-  (%) ,  to)). 1 

Ausser die~n algebraischen Gleichungen unterliegen die Formen r(,~ noch 
den Gleichungen (C'). Und umgekehrt, wenn drei Formen r(o den Gleich- 
ungen (C' / und (49) gen~gen, so existieren orthogonale Systeme, die (36 / 
erfallen, und ftlr alle diese Systeme sind die Formen 

exakte Differentiale. 
Ferner gilt folgender Satz: 

XVII. Kennt man yon dem ~u dner Lasung r , z(,) , z(s) geh6rigen 
Orthogonalsystem drei GrSssen mit demselben unteren Index (etwa i), und sind 
derselben yon einander unabh~gige Funktio~m, so kennt man auch die 
~brigen Gr6ssen des Systems und damit ~o), ~(~) und z(3) selbst. 

El. D~oux~  Bd. I~ Cap. VII. 
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Zunachst ist namlich die Discriminante yon 

(G~, dudu) = ZdXi~)dXi ~) = (r(,), du)' -t- (rr du)' 

nicht null;  daher giebt es unendlich viele Paare g(~), g(s)yon unabhdngigen 
Formen, far die 

G, = 9~,, + g~,,. 

Drackt man die r~), r(8) dutch ein specielles solches Paar linear aus, so 
bilden die Coefficienten wegen 

ein orthogonales System, so dass man 

r(~) ----- g(~) sin ~ § g(,) cos ~; r(s) ~ ~ g(~) cos F -{- g(~) sin 

setzen kann. Durch 

I~(,) = (~(,), ~ ( , ) ) -  (a<,), ~(,)) 

ist dann f~ und damit rr und r(8)selbst zweideutig bestimmt, Nach (40') 
findet man daraus unmittelbar die andern Reihen des Systems, w. z. b. w. 

w 3I. Die Zweideutigkeit beschr~nkt sich auf das Vorzeichen der 
r(,), wenn Iav)-~ o ist. Diese Thatsache f•hrt auf zwei besonders ein- 
fache Specialisierungen, indem man entweder auch Ia(~) und Ia(s), oder 
aber a(z) selbst als identisch verschwindend annimmt. Im ersten Fall ware 
in dem Tripel ac~), ar a(8) eine particulate LSsung der Aufgabe yon vorn- 
herein bekannt. Dies entspricht auch vollst~ndig dem geometrischen Sinn 
des Deformationsproblems, bei dem es sich um die Biegungen einer ~#e- 
gebenen Fldche~ handelt. Da aueh zugleich die Gleichungen (49) homogen 
werden, diirfte die Untersuchung dieses Falles vielleieht lohnend sein. 

Unter der zweiten Annahme, dass eine der Formen ar ~ und zwar 
sei dies jetzt ar - -  identisch null sei, geht zwar die Symmetrie der 
Gleichungen (49) verloren, dafar aber bestimmen die beiden ersten, 

Zar = (a(,) , r<,)), Ia( ,  > = (re,) , a<,)), 

rr vollstiindig, und zwar ist rr dieselbe Form, die im IV t~ Capitel far  
ar ~ P0), a ~ ) ~  P(2) mit 2(3) bezeichnet war, also auch Ir(~)~ Ko. 
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Ist aber r(~) bekannt, so ist aueh die zur Darstellung des orthogonalen 
Systems durch die Formeln (E) dienende Htilfsfunktion z als Funktion 
yon u ~ , u  2 definiert. Und zwar muss z----eonst, das allgemeine Integral 
yon (r(8), du)-----o sein; abet z muss nieht die allgemeinste Funktion sein, 
die diese Bedingung erfi~llt; denn die allgemeinste Funktion ist ?(z), 
und diese liefert dasselbe orthogonale System, wie z. 

Hat man fiir z eine specielle Wahl getroffen, so ist nach (E) das 
Q u a d r a t r  des zu z gehorigen Multiplieators yon r(8) gleich der in Bezug 

auf die Form GI ----~.dX(~)dX(~ ~) zu bildenden Invariante Alz, vorausge- 

setzt, dass die Discriminante yon G~ nicht null ist. 
Um die Formeln (E) anwenden zu k0nnen sei wieder der Fall K. ~ o 

ausgeschlossen. Dann ist r(~) kein exaktes Differential und z und Axz----- a 
sind wohlbestimmte, unabhangige Funktionen z(u~, u~), a(u~, u2) yon ux 
und u~. Daher sind die X(~ ~) aueh Funktionen yon z und r und um- 
gekehrt sind z und a Funtionen zweier der X(~ ~) oder aberhaupt zweier 
unabht~ngiger Parameter x : , x2 ,  durch die man die X(~ ~) so dargestellt hat, 
dass die Summe ihrer Quadrate identisch I i s t .  Dann gilt abet der Satz: 

XVIII. Kennt man z als Funktion yon x 1 , x 2, so kennt man das ganze 
orthogonale System und die zugeh6rige ZSsung z(1), z(2),z(8). 

Man kennt namlich G~ in seiner Darstellung durch x~, x2, also mit 
z auch a ~--A~Z als Funktion yon x~,  x~. Damit kennt man, den funk- 
tionalen Zusammenhang zwisehen den u und den x, d. h. man kennt 
die X~ ~) und nach Satz XVII  oder dureh die Formeln (E) das ganze System. 

w 3 2. Es bleibt noeh die Frage: Wie darf  z als Funktion yon x l , x  ~ 
gewCihlt werden, damit es wirklich zu einer Z6sung des _Problems gehdrt? 

Die Darstellung des ortliogonalen Systems dutch (E)befriedigt die 
Orthogonalitatsbedingungen und die Gleichungen (C*) identiseh. Durch die 
Annahme z = z(u l ,  u~), A l z  ~- a(u~ , u~) wurden die Gleiehungen 

erfiillt. Es bleibt also nur noch: 

(49')  (ao) ,  r<2)) - -  (ar to) ) = o.  
Ac~tt maO~,na~iea. 23. lmprim~ le 12 mai 1899. 21 
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Fcthrt man in A z und a als neue Ve~nderliche ein, so werde 

(ao) , du) ----- adz + ada, 

(a(,), du) = + fld , 

wo a ,  a ,  b, fl bekannte Funktionen yon ~ und a sin& Dann lautet (49') 
ausgeschriebeu und mit O(z, A~r multiplieiert: 

(W) a A , z  -t" aA (z , A~z) - -  b .,x,.. 2 f lA, .z  ~l-~-~z - -  o, 

worin die Invarianten aus der Form G~ in x~, x~ gebildet sind uud filr a 
t~berall Azz zu setzen ist. Hiermit folgt der Satz: 

XIX. Zu jedem Integral ~ der Differentialgleichung (W), f$r welches 
A~z eine yon z unabhdngige Funktion ist, geh6rt eine L6sung des Deforma- 
tionsproblems, fiir die die Form G~ des zugeh6rigen Orthogonalsystems eine 
nicht verschwindende Discriminante besitzt, und umgekehrt. 

Wenn also Lssungen des Problems existieren, filr die die Discrimi- 
nante yon G 1 null ist, so werden sie durch die Integration der Differen- 
tialgleichung (W) nicht gefunden. 

Die Differentialgleichung ist zuerst von Hrn. W~I~GART~Iq in der Preis- 
schrift aufgestellt worden. Sie lasst sich, wie Herr WE[NGART~ ebenda 
gezeigt hat, ft~r samtliche bis jetzt bekannten FMle, in denen das Deforma- 
tionsproblem vollstandig gelSst ist, nach bekannten Methoden integrieren, 
fQr das Rotationsparaboloid z. B. durch Zwischenintegrale. 

w 33. Herr WEINOARTEN bezeichnet die Einft~hrung der Variabeln z 
und a in die quadratische Form A als Reduktion der Form. Das Kri- 
te r ium,  ob die Form (adz + ada) ~ "t" (bdz q- flda) ~ reduziert ist, und ob zu 
der Zerlegung in zwei Quadrate die Form (r(3), du) ~ -  dz:~/Tr gehSrt, lautet 

Ia(,) ~- (a(,),  r{8)), Ia(,) = (r(~), a(I)), 

oder ausgeschrieben: 

(5o) 

Das Kriterium, ob 

Va p. vb vp a 

eine noch nicht in Quadrate zerlegte Form A redu- 
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dm ziert ist, d. h. ob in ihr r(3)= ~/~ 

Satz XI: 

163 

gewahlt werden darf, ist naeh 

I 
It(s) = K~ oder T. K, ---- 2 ~/e*" 

Die zugehsrige Zerlegung ergiebt sich nach demaelben Satz durch eine 
Quadratur. 

Aus einer nicht reduzierten Form (A,  dudu) kann man dutch eine 
Quadratur jederzeit eine reduzierte herstellen. Wahlt man n~mlich r3,~----Or 
d .h .  

(r(~), du) = re,,du,, 
so wird wegen Ir(3)= K, 

~r,,l = TK~, 
O u  s 

Ft~hrt man also 

- "  ~1~ 

als neue Variable ein, so wird, wie verlangt, r(3) zu - - - -  dz bei geeigneter 

Definition der Vorzeichens yon ~/~. 
Diese Reduktion und Zerlegung einer gegebenen Form durch Qua- 

draturen ist in der a. v. S. angefi]hrten Arbeit des Hrn. WEINOARTEN in 
ausft~hrlichster Weise dargestellt. 

X I .  
w 34. Da durch die Integration der Differentialgleiehung (W) die- 

jenigen Lssungen des Problems, ftlr die die Discriminante yon G1 ver- 
schwindet, nicht gefunden werden, so entsteht die Aufgabe, im gegebenen 
Falle zu entscheiden, ob solehe Lssungen existieren, und, wenn dies der 
Fall ist, die zu ihrer Auffindung notwendigen Schritte anzugeben. Ob- 
gleich das Auftreten solcher Lssungen durchaus singul~ ist, kann man 
trotzdem far eine beliebige Form A die t~eduktion und die Aufstellung der 
Differentialgleichung auf unendlich vielfache Weise so ausfahren, class eine 
beliebige, vorgeschriebene L6sung dutch die Integration der Differentialgleichung 
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nicht gefunden wird. Um dies einzusehen, bedient man sieh am besten der 
geometrischen Anschauung. 

Da a(s) identisch null ist, hat man nach (48)langs der Curven (a(~), du )=o :  

dz 1 : dz 2 : dz 3 --.----- X~1): X(~) : X(lS); 

also sind die X(1 ~) die Richtungscosinus der Tangenten der Curven 
du)  = o .  

Wenn nun die Discriminante yon Gt ~ r~2)q-r~s) null  ist, so sind 
r(~) und r(3) abhangige Formen, d. h. r(~) ist dutch r(s)teilbar. Das gleiche 
gilt yon den dX~ ~), da sie nach (40) lineare Verbindungen aus r(v und 
r(a) sind. Langs der Curven (r(s), d u ) - - - o  ist also dX(~ ~')-- o, d. h.: 

Ist die Discriminante yon GI null, so sind die Tangenten der Curven 

(a(~), d u ) =  o fangs tier Curven (r(s), d u ) ~  o einander parallel. 

Die Curven (r(3), du) .~  o sind also Schattengrenzen der Flaehe bei 
Beleuchtung aus unendlieher Entfernung und mSgen kurz als Streiflinien 
der Flache bezeiehnet werden. Auf jeder Flache nicht versehwindender 
Kri~mmung giebt es co ~ Streiflinien; jedem unendlieh fernen Punkte ent- 
spricht eine, und langs einer jeden ist der Fliiehe ein Cylinder um- 
schrieben. 

Wahlt  man daher auf einer Flache ~ veto Linienelement ds ---- ~/(A, du du) 
eine einfach unendliche Schaar Streiflinien, so umhiillen die erzeugenden 
Geraden der zugehorigen Cylinder eine Schaar yon Curven der Flaehe, 
etwa (p,  du) = o. Setzt man (p ,  du):~/A, TT -~ (a(2), du), so ist 

2 A = a~,) q'- a(,), 

und die Discriminante yon G~ verschwindet, da die Cosinus der Tangenten 
der Curven (a(~), du) ~ o nut yon dem Parameter der Streiflinien abhangen. 

Bildet man also aus a(~) und a(,) r(s), bringt es auf die Form dz:~/~ 
(was ohne Integration ausfahrbar ist, wenn die Strefflinienschaar dutch 
eine endliehe Gleichung gegeben war) und stellt die Differentialglei- 
ehung ffir z auf, so liefert die Integration derselben die Flaehe ff nicht, 
W. Z. b.  w .  

Andererseits giebt es f~r jede Form 1 A Differentialgleichungen (W), 

t sc. nicht verschwlndender Krttmmung. 
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die sdmmtliche LO'sungen des _Problems liefern, d. h. es giebt auf  jeder 
Flaehe eine Sehaar yon Curven, die ft~r keine Biegung der F i che  ~mt-  
lieh Streiflinien werden. 

Wahlt man z. B. far  ao) ein exaktes Differential, so wird lao)-----o und 
r(8) dureh ao) teilbar, d. h. die Curven (%), du) ---- o und (r(8), du) ---- o fallen 
zusammen. Sind aber die Tangenten der %)-Curven langs dieser Curven 
selbst parallel, so sind die Curven Gerade, die Flaehe ist geradlinig. 

Bringt man also A - -  was immer m5glieh ist, --- auf die Gestalt 

@ '  + Pdq', 
wo -P nieht yon der Gestalt 

~ ( q ) f  + r + X(q) . 

ist, so liefern die Formen 
(a(,), a . )  = dp, 

(a(~), du) = Pdq 

eine Differentialgleiehung (W), der keine Lssung des Problems entgeht. 

w 35. Wenn die Discriminante yon GI null ist, ist (r(2), r(8))~-o. 
Im Kapitel VI war gezeigt, dass man dann im allgemeinen 

(rv) , du) = @ ,  (r,,), du) -~ eos (p - -po )d t  , (r(,) , du) = - -  sin (p --/oo)dt 

setzen kann, Wobei P0 nur yon t abhangt. Ist z----eonst, wieder das all- 
gemeine Integral yon r ( , ) ~  o, --~/~ der zugeh~rige Multiplikator, dann 
ist t eine Funktion yon z allein, ebenso P0. Dutch diese beiden ist/o 
gegeben; es wird 

I 

I 
(5 I') p ---- io0 + arcsin r~/~' 

dt 
wenn ~----- r gesetzt wird. 

Es bleibt also zu entseheiden, ob zwei Funktionen/~o und r yon z 
so bestimmt werden k~nnen, dass die Gleiehung 

(a(,), = (a(,), 
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identiseh erft~llt is~ Dieselbe wird unter Beachtung der Relationen 

ZU 

( % ,  du) = @ ,  r( , )  - -  - -  c o t g  ~ - -  po)r(,), ( r ( , ) ,  a(~)) = 1%) 

und, wenn man A als reduzierte Form annimmt, u 1 ~ z ,  u~ = a setzt und 
p nach (5I, 5I') ausdrQckt, zu 

(P) (~b ~ )  b r' 
(r 'G - -  I) ~ ~ + ~ - - f l g  + fl&O;J~--- I "~-- O. 

XX. Dann und nur dann, wenn zwei Funktionen r u n d  loo yon z allein 
der Gleichung (P) gen@en, liefert die Differentialfleichun# (W)nicht sammt- 
liehe L6sungen des Deformations2roblems. 

Die Entscheidung, ob solehe Funktionen existieren, wie aueh die Be- 
stimmung yon /~ und r erfordert in jedem einzelnen Fall eine endliche 
Anzahl yon Operationen und ist jederzelt ausf~hrbar. Hat man p; und 
r, so sind die r(0 bekannt, und die Bestimmung des orthogonalen Systems 
ft~hrt auf die Integration der Rieeatischen Gleiehung in Kap. VII. Die- 
selbe wird, wenn man 

- -  O(~ +p)/ 

setzt, zu 

d,; = _ i sin (,~ + p0), 
d~ 

d. h. die Bestimmung derjenigen Losungen, welche bei der Integration 
der Gleichung (W) verloren gehen, erfordert die Integration einer gewdhn- 
lichen Differentialgleiehung erster Ordnung. 

Naeh Kap. VI kann auch 

~'(1) ~ d~0p 

gesetzt werden. 
Dann wird: 

und f~r (49') kommt: 

--_ e~Pdt, --_ id~ dt r(~) r(s ) 

I 

i e ' i  = ~ JT,' 

la{~) 4" d p a(g) , ~ u /  
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I ( a(~) ~ - -  o, 
\r  r 

a(~) 
d. h. es muss ~aa einen ]Kultiplikator besitzen, der nut yon z abhangig 

ist. Die zugehsrige Riccatische Differentialgleichung wird zu ~ ~ e -'~ 

far x -  e ('+# und gestattet die Bestimmung der (offenbar imaginttren) 
Flttehen ohne weiteres. 

Es sei noch bemerkt, dass man dutch Quadraturen beliebig viele 
Beispiele solcher singularen Differentialgleichungen (W)herstellen kann. 
Wlthlt man namlich t9, r und Po beliebig, so ergiebt sich b aus (P) durch 
eine Quadratur. Denn man kann (5 2) auch no schreiben: 

l ( c o s ( w - - w o ) a ( , ) ) - - ~ ( a ( , ) ~ ) s i n ( w - - w o ) ,  

und da apo -~-----o, ergiebt sich daraus: 

cos (p- -p0) )  = ~ (fl cos (P - -  P.o)) - -  flsin (p - - p o ) ~  

Aus b und fl findet man nach (50) a und dutch eine zweite Quadratur a. 

X I I .  
w 35. Zur Erl~u~erung des Vorstehenden mSgen kurz einige be- 

kannte Satze t~ber Rotationsflachen abgeleitet werden. Sei 

du ~ + P~dv 9 

das Quadrat des Linienelementes einer Rotatiomflache, also P eine Funk- 
tion yon u allein. Wahlt man 

so wird 
a(1) ~-- Pdv ,  ao) --.~ du ,  

dPdv. r(s) ---~ du ' 
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also kann z - - - - v ,  a ~. \ d P /  gesetzt werden, und man erhLlt: 

A = Pdz  2 + a d P  2 = .Pdz 2 -F r ~, 

dP is~. Dadurch wird wo P jetzt als Funkt ion yon o aufzufassen und P" --- -d-go 

(53)  a(~) = Pdz,  a(,) = ~/~,Fdt, 

d . h .  a = P ,  a = o, b - -  o, ,8 = ~/7~P, 

und fiir (W) kommt:  

wobei 

P also P ---- cei ist. 

f~ ist mithin nicht  identisch null ,  sonst aber ganz belieblg. 
Zun~chst Qberzeugt man sich leicht, dass die Differentialgleichung 

(R) Integrale besitzen kann, die mi t  dem Deformationsproblem nichts zu 

thun haben. Denn wenn ~(a)  fiir a ~ a  0 verschwindet, so genagt  jedes 

Integral  yon 
AIZ -~- o o 

aueh (R), wlthrend doch A~z keine yon z unabhltngige Funktion, vielmehr 

eine Constante ~'o ist. 
gweitens gehen bei der Integration der Differentiglgleiohung Fl~chen 

verloren. (P) wird n~mlich zu 

r '  = 7 p 0 g P o - -  ~, 

was fiir r ' =  o, P0----o m~glich ist. P0 kann unbeschadet der Allgemein- 
heir gleich nul l  angenommen werden, dagegen ist r yon nul l  verschieden. 

Die Integration der zu den Formen 

to) = dp, r(~) ~- cospdt ,  rcs) = - - s i n p d t  

gehsrigen Kiccatischen Differentialgleiehung kann man vermeiden. Es wird 

Ga = dp ~ -{" cos' pd t ' ,  

so dass 

(54) X(~ 1) ~- cospcos t ,  X(8 ~) - -  cosp sin t, X(a 8) ~ s inp 
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gesetzt  we rden  kann.  Fi ir  die andern  f indet  m a n  aus dX~ z) Y(~')~" Y~ �9 ~-" - " 1  " ( ~ ) ~ - ' ~ 2  (1). 

X~ ') - -  s i n / ,  X~ ') ~ s i n p e o s t ,  

X ?  ) = cos t, X~ ~) = s inp  sin t ,  

X ? )  = o ,  X ~  ~) = - -  e o s p .  

Beach te t  m a n  noch,  dass s i n p  - -  I : r~/~r, r ~ const. ,  so erhMt m a n  fiir die z~: 

f ~'1 = P COS t, /~'2 = P sin t Z3 = f = 4 ~  - -  I --  de ,  
T T ~ 2" 

also werden die zu 

gefunden. 

d u 2 ~  - P~dv ~ gehfrigen Rotationsfl(ichen dutch (R) nicht 

w 37. Stel l t  m a n  die X~ )') d u r e h  die F o r m e l n  ( 5 4 ) d a r ,  schreibt  

aber  x u n d  y ffir p u n d  t ,  so wird  

al  = dx 2 + eos2 x d y  ~. 

Fti r  diese W a h l  yon G1 besitzt  (R), wie le icht  nachzuweisen,  das part i -  

cu la re  In tegra l  v o n d e r  F o r m  ~ ( x ) q - r  

t 

wobei  a d u r c h  die G le i chung  

1 F da 

s in  �9 ' m - ~  c o n s t .  

als F u n k t i o n  yon ~c al lein gegeben  ist. 

Man erhMt aus  diesem In t eg ra l  die Schraubenf lachen  m i t  der  z~ Achse  
als Drehungsachse :  

~ = r c o s ~ ,  z~ ----- r s i n ~ ,  z~ = f ( r )  + g~ ,  

WO 

w 38. W ~ h l t  m a n  als G le i ehung  der  ~ota t ionsf l~ehe  

z 3 = ic log ~/~ + ,~, 
Aeta mathemativa, 23. Imprim~ le 4: septembre 1899. 22 
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so wird (R) zu: 
h~2z ~ I - -  Z ~ 1 r  

Dies ist die Gleichung (F) des VIII TM Kapitels filr K = i. Daraus folgt 
der aus der Theorie der Weingartenschen Fl~hen  bekannte Satz: 

Kennt man alle Biegungen der Rotationsfldche der logarithmischen Linie, 
so findet man dutch Quadraturen alle FlCichen constanter Krammung, und 
umgekehrt. 

w 39. In seinen Untersuchungen fiber die Fl~hen,  zwischen deren 
Hauptkriimmungen eine Gleichung besteht, hat Hr. WEINOARTZN gezeigt, 
dass das Deformationsproblem der Rotationsflachen aquivalent ist mit der 
Aufgabe, alle Formen der Krtimmung I yon der Gestalt: 

pdz 2 + ~(p )dq '  --- ( a , ,  dxdx) 

zu finden. Setzt man namlich statt (53): 

a(~) = -Pdz, ao) = - -  ~/a P'da, 

so wird (W) zu 
p ' & l z A ( z ,  A~z) + PAI~z  = o, 

und wenn man A1~ naeh (32) ausdrtickt, zu: 

(Fp' ~ ) A ( z ,  A ,z )  = o. 

Ftir d z = ( r ,  dx) ist nach der Formel ftir A2z in w 18 A~z-----I(gr), mithin: 

P-- I( ' r)  + ' r ,  G = o. 

P 
lqach (24) ist also ~ ein Multiplikator yon gr, d. h. es ist 

(gr, dx)  = x~adq 
P 

und 
dq ~ (G1, dxdx) ---- ( r ,  dz)" -{- (or, dz) '  ----_ ~dz' _~_ f f c ,  

( G , r~') a 

also yon der verlangten Gestalt. 


