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SUR LA REPRESENTATION ANALYTIQUE D'UNE BRANCHE UNIFORME
D’'UNE FONCTION MONOGENE
(Premiere note?)
PAR

G. MITTAG-LEFFLER.

Désignons par o un point du plan de la variable complexe z, et
adjoignons a a une suite infinie de quantités,

(1) F(a), F¥(a), F®(a), ..., F®(a), ..

ou chaque quantité est parfaitement déterminée quand on sait le rang
qu'elle occupe dans la suite. Supposons, ce qui sera possible d’une infinité
de maniéres, que ces quantités F' soient choisies telles que la limite su-

y L F®(a)

] soit un nombre
Ill

périeure des valeurs limites? des modules

. I
fini, par exemple pl

' La présente note est un extrait des différentes communications qui ont 4té faites
& I'Académie des sciences de Stockholm dans le courant de 'année 1898, et qui ont été
publides sous les titres suivants:

Om en generalisering af polensserien (9 Mars 1898).

Om den analytiska framstillningen af en allmin monogen funkiion: Forsta med-
delande (11 Maj 1898); Andra meddelande (11 Maj 1898); Tredje meddelande (14
Sept. 1898).

* P désiguant une suite infinie de nombres, on nommera nombre limite ou valeur
limite de ces nombres, un nombre tel que, dans un voisinage aussi rapproché de lui que
I'on voudra, il se trouve une infinité de nombres appartenant 3 P. Linfini est dit la
valeur limite de la suite si, dans un voisinage aussi rapproché de zéro que l'on voudra,

Aeta mathematica. 23. Imprimé le 15 mars 1899.
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Si, au moyen des quantités F' comme éléments, 'on forme une série
de puissances

L

(2) B(z]a) = ’mea),(x — ay,

p=0 I

cette série sera convergente tant que z remplira la condition
|z —a|<r,

et sera divergente tant que
|z —a]>r."

Le domaine |# — a| < r, qui dans le plan des & est représenté par
un cercle ayant pour centre le point a et pour rayon la quantité positive
r, est' le cercle de convergence de la série B(z|a).’

Dans la théorie dcs fonctions analytiques, édifiée par WEIERSTRASS,
la fonction est définie par la séric P(x|a) et par la continuation analy-
tique de cette série. Chaque fonction analytique est parfaitement de-
terminée, pourvu que les éléments

F(a), F(a), F®a), ..., F9a),...

soient donnés. On désigne en général par F(z) la fonction qui dans sa
totalité est définie par ces éléments.
Si K est un continuum formé d’une seule piéce qui ne se recouvre

il existe une infinité de nombres qui sont les inverses des nombres appartenant & la suite P.
Si P est formée de nombres réels quelconques, et, si parmi ces nombres il en existe un
qui n'est ioférieur 3 aucun des autres, ce nombre sera dit la limite supérieure de P.
Si, parmi les nombres qui appartiennent 3% P, il en est de plus grands que tout nombre
donné, c'est linfini qui sera dit lo limile supérieure de P. Si aucun de ces deux cas
v’a lieu il existe toujours, ainsi que WEIERsSTRAsS 1'a démontré d'une manidre rigoureuse,
un nombre plus grand que tous les nombres appartenant & P et tel que dans chaque voisinage
de ce nombre il existe un nombre infini de valeurs appartenant 3 P. Ce nombre alors
sera dit la limite supérieure de P.

La limite inférieure de P peut aussi étre définie d'une manidre analogue.

' Voir: CauvcHy, Cours d'analyse de 1'Ecole Royale Polytechnique. I®™¢ Partie.
Analyse algébrique, Paris 1821. Chapitre 9, § 2, théoréme I, pag. 286.

? Nous ne comptons domc pas le contour du cercle de convergence comme faisant
partie du cercle,
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nulle part elle-méme, renfermant le point a, et tel que la branche de la
fonction F(x), formée par B(x|a) et sa continuation analytique a I'intérieur
de K, reste uniforme et réguliére, nous désignerons cette branche par FK(x).

Le probléme dont nous allons nous occuper sera de trouver une repré-
sentation analytique d'une branche FK(x) choisie aussi étendue que possible.

De la définition méme de la fonction analytique F(z), et de celle
de la branche FK(z), résulte immédiatement une sorte de représentation
analytique de la branche FK(z) en question.

En effet, pour obtenir une représentation de cette branche, il suffit
d'effectuer un nombre dénombrable de prolongements analytiques de $(x|a),

par exemple
“\ 1 /drFK()
el =F  (259)_ o

r=0
y=0,1,2,...5 ¢, = a; P,(z|a) = B(z|a).

Les séries P,(w|a,) sont formées au moyen des éléments

(%Z)x_% ; B0l

daxtt v=0,1,2,...

et ces éléments eux-mémes peuvent étre calculés au moyen des éléments
primitifs

FOa); (p=0,1,2,...; FO(a) = F(a)).

Mais, pour opérer ce calcul, il faut connaitre le rayon du cercle de con-
vergence de chaque série P,(x|a,), car il est impossible d'effectuer la
continuation immédiate d’une telle série sans en connaitre le rayon de
convergence. Nous avons déja cité le théoréme de CaucHy qui nous
donne ce rayon de convergence exprimé par linverse de la limite supé-
rieure des quantités positives

\7L @ FK (z)
;g( da )x

On voit que cette maniére de représenter FK(x) au moyen dex-
pressions analytiques est d’une complication extréme ct d’une transcen-

s =0, 1,2,...

=a,




46 G. Mittag-Leffler.

dance trés élevée. 1l semble d’ailleurs que WEIERSTRASS n’ait guére re-
gardé la continuation analytique autrement que comme un mode de dé-
finition de la fonction analytique. Les avantages de cette définition sont
bien connus, et je n’ai pas besoin d'y insister.

Au premier abord il semble que la théorie de Caucny, qui est édifiée
sur des principes tout autres que celle de WEIERSTRASS, posséde un grand
avantage sur celle-ci, lorsqu’il s'agit de la représentation analytique de
FK(x). Ln eftet une telle représentation est donnée par la formule

(3) FK(o) _fFlt(z)

ou lintégrale est prise le long d'un contour fermé § situé a lintérieur
de K et aussi rapproché de la fronticre de K que l'on voudra. D’aprés
la définition méme d’une intégrale, il est évident que lintégrale (3) peut
étre remplacée par une somme infinie de fonctions rationnelles de x
dont les coefficients sont exprimés par des valeurs spéciales de z en
nombre dénombrable et par les valeurs correspondantes de FK(z).
Cette observation a été le point de départ d'un travail magistral de
M. RunGE, que jai publié dans le tome 6 de ce journal.' La représen-
tation analytique que l'on obtient ainsi exige donc que l'on connaisse la
valeur de FK(z) en un nombre infini et dénombrable de points qui
doivent se rapprocher indéfiniment de la frontiére de K. Or, dans les
problémes habituels de l'analyse, ces valeurs ne sont nullement connues.
En général, c'est au contraire la série des valeurs

F(a), FVY(a), F®(a),

qui cst donnée. Si I'on se met au point de vue usuel, il en est ainsi,
par exemple, dans le probléme si vaste de l'intégration des équations
différentielles.

Quand il s'agira de trouver la représentation analytique de FK(z),
il faudra donc la tirer des éléments (1) et gefforcer a laide seule de
ces éléments de construire une formule qui représente la branche FK(xz)
toute entiere.

Y Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen, § 1, p. 229—239.
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Désignons par C le cercle de convergence de la série (2). L’expression

@

Z T%F(“)(a) v —a)

p=0 [

donnera alors la représentation analytique de FC(z), I'égalité

FO() =<;.l—;;F<ﬂ>(a).(x — a)

ayant lieu pour tous les points de C.
Cette expression est construite au moyen des éléments

F(a), FYa), F¥(a),...

. 1, . . . . iy,
et des nombres rationnels 171 indépendants du choix des dits éléments.

Est-il possible d’obtenir de méme pour une branche FK(x) ayant
la plus grande étendue possible une représentation analytique de cette
nature? Nous allons voir que la réponse est affirmative, et qu’il est
par conséquent possible de combler une lacune de la théorie des fone-
tions analytiques; en effet, jusqu'ici I'on n’avait pu donner pour la brancle
générale FK(x) une représentation analytique pareille & celle trouvée dés
les débuts de la théorie pour la branche FC(z).

Pour traiter & fond la question que nous avons posée, il faut définir
un domaine X qui soit aussi vaste que possible. C'est ce que nous allons
faire en introduisant unc nouvelle conception géométrique: I’ Eloile.

Dans le plan de la variable complexe z, soit une aire engendrée
de la maniére suivante: autour d'un point fixe ¢ on fera tourner une
fois un vecteur' I; sur chaque vecteur on déterminera d’une maniére
univoque un point, soit @, dont la distance au point fixe a sera plus
grande qu'une quantité positive donnée, la méme pour tous les vecteurs.
Ce point @, pourra étre situé & une distance finie ou infinie du point a.
Dans le cas ou la distance de a & g, est finie, on exclura du plan des
x la partie du vecteur qui s'étend de @, a l'infini. Nous donnerons le
nom d’Etoile au domaine qui reste aprés que l'on aura exécuté toutes ces
coupures dans le plan des z.

! Une demi-droite.
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On voit que Uéfoile ainsi définie est un continuum formé d'une
seule piéce et a connexion simple.
Adjoignons maintenant & a les éléments

F(a), F(a), F®(a), ..., F¥a), ...,
et formons la série

B(e|a) = Z;F ). (o — ay.

Effectuons la continuation analytique de P(z}a) le long d'un vecteur
issu du point a.

Il sc peut que chaque point de ce vecteur appartienne au cercle de
convergence d’une série qui est elle-méme une continuation analytique de
P(z|a) obtenue en procédant le long du vecteur; mais il est aussi possible
quen procédant le long du vecteur on rencontre un premier point qui
n'est situé 4 lintérieur du cercle de convergence d’aucune continuation
analytique de P(z[«) le long du vecteur. Dans ce dernier cas nous
exclurons du plan des z la partie du vecteur comprise entre le point
ci-dessus et linfini. En faisant tourner une fois le vecteur autour de a
nous obtiendrons une étoile telle qu'elle a été définie précédemment.

Cette- étoile étant donnée d’une maniére univoque deés que les éléments
(1) sont fixés, nous l'appellerons Vétoile appartenant a ces éléments.” Nous
la désignerons en général par 4, la premiére lettre du mot grec dorijp.

En définissant 1’étoile, nous avons choisis comme vecteurs des demi-
droites. Il est facile de voir qu'on aurait pu prendre aussi bien des
lignes courbes définies d'une maniére convenable.

En analogie parfaite avec la terminologie: éfoide apparienant aux
éléments (1), nous parlerons du cercle appartenant & ces éléments, qui n'est
pas autre chose que le cercle de convergence de la série

(2) i l_;__ F¥(a).(x — a)-

Nous parlerons de méme de la fonction I'(z) et de la branche fonc-
tionnelle FA(x) appartenant ¢ ces éléments.

' J'ai introduit pour la premitre fois la conception de I’étoile appartenant aux
éléments (1) dans ma note déja citée Om en generalisering etc.
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Ces préliminaires terminés nous pouvons énoncer ainsi le théoréme
principal qui sera démontré dans la suite:

La branche FA(x) peut toujours étre représentée par une série

2 Gyy(),

n=0

les G\(x) désignant les fonctions entiéres rationnelles de x:
G, (z) = (Z)c?‘)F(“)(a) .(x—aY,

o les coefficients <+ sont domnés a priori indépendamment du choix de a
et de F¥(a) v =0,1,2,...,00).

Cette série ZOG#(x) est convergente pour chaque point de Uétoile A et
ll,:

uniformément convergente pour chaque domaine & Uintérieur de A.

Dans cette premiére note on trouvera une démonstration de ce
théoréme, remarquable par la forme trés-simple qu'on obtient pour les
coefficients ¢*’. Dans d’autres notes nous donnerons d’autres démonstra-
tions qui se distinguent surtout par une détermination différente des ¢.
Nous nous occuperons de méme d’autres questions rentrant dans le méme
ordre d’idées ainsi que de leurs applications.

Pour donner la démonstration que nous voulons exposer dans cette
note il sera commode d'employer une construction géométrique se rap-
portant & une étoile quelconque, soit E, qui n'est pas le plan des # tout
entier.

Soit a le centre de V'étoile E, et soit » un nombre entier positif
donné. Nous définirons une étoile E™ de la maniére suivante. Fixons
un vecteur ! issu du point ¢. En désignant par v une quantité positive
suffisamment petite et en limitant le vecteur & la longueur (n — 1)z,
il arrivera que tout cercle de rayon r, décrit d’'un point quelconque de ce
vecteur limité comme centre, fera partie de E. En désignant par p la
limite supérieure de t, en portant sur ! la longueur np et en faisant
tourner ! une fois autour de @, nous obtiendrons l'étoile E®. On voit
que Détoile EM est un cercle, que 'étoile E*+Y renferme l'étoile E™ et

que toutes les étoiles E®, E®, E®, ... font partie de l'étoile E.
Acta mathematica. 23. Imprimé le 11 juillet 1899, 7
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Soit ensnite @ une quantité réelle positive et inférieure a 'unité.
Nous considérerons, conjointement avec l'étoile E™, n autres étoiles E
(p=1,2,...,n) obtenues en remplagant p successivement par

(4 Pu== 0P
On voit que E¢ est situé a lintérieur’ de E®, (u=1,2,...,1; EP=E®).
Soit maintenant € une étoile quelconque et soit X un domaine fini
situé & Vintérieur de @, on pourra toujours trouver une étoile finie E
concentrique a @, située toute entiére a l'intérieur de €, et qui renferme
a son intérieur tout le domaine X.
En effet, puisque X est situé a l'intérieur de E il existe une quan-
tité positive ¢ telle que, z étant un point quelconque du domaine X, #’
appartient & € dés que [2'— x| < . Soit X' le domaine formé par tous

. . \ . . y . \ I a
les points dont la distance & un point de X est inférieure & _4. Il est

évident que le domaine X' est situé a l'intérieur de € et qu'il comprend
le domaine X & son intérieur. Formons maintenant une étoile E de la
maniére suivante: Quand du point @ on méne un vecteur quelconque et
que Von désigne par B la limite supérieure des distances de a aux points
de ce vecteur qui appartiennent au domaine X', tous les points du vecteur
dont la distance & o est inférieure ou égale &4 R appartiendront & E, tandis
que ceux dont la distance 4 a est supérieure a R n'y appartiendront pas.

Le domaine X, étant situé & lintérieur de X', est évidemment situe
a Vintérieur de l'étoile E.

11 est encore évident que I'étoile E est finie lorsque le domaine X est fini.

Enfin, il est facile de voir que 'étoile E est située a lintérieur de

s . , 1. .
I'étoile €. En effet, on sait que «l'entourage _d» d’'un point quelconque

de X' fait partie de €. Considérons un point quelconque de E, soit z,
et soit r la distance de @ 4 z. Comme précédemment soit R la portion
appartenant 4 E, du vecteur issu de a et passant par z. Puisque le

. 1 ’ . ’ vy I
point & Yextrémité de ce vecteur est sur la frontiere de X', son entourage 4

! Un domaine fini X est dit situé d 1'intérieur d'un autre domaine X' &'il existe
une quantité positive & telle que, @ étant un point quelconque appartenant 3 X, tous les
points 2  pour lesquels ]a:' ——a:] < & appartiennent & X'; ce qu'on exprime parfois en
disant que @l’entourage d» de @ appartient 3 X'.
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fera partie de @, et par conséquent, puisque € est une étoile dont le
centre est en a, 'entourage %g de z fera partie de §. Soit & la limite
supérieure des R et soit £ une quantité positive fixée d’'une maniére quel-
conque, on pourra a fortiori dire que I'entourage g%g du point z fait partie

de €, dés que r, la distance de a & x, n'est pas inférieure &4 k. Fixons
maintenant, ce qui est toujours possible, £ de telle maniére qu'un cercle

- . 10 ko
décrit du point & comme centre, avec le rayon k(l +§5>=k+ 73
fasse partie de €. Alors l’entoux;age %—Z du point z fera partie de G,

méme si r est inférieur a %, et il en sera de méme, par conséquent, pour
toutes les positions du point z a lintérieur de E. Donc E est, comme
nous l'avons dit, situé a l'intérieur de 6.

Nous pouvons aller plus loin encore. Il est toujours possible de
-trouver un nombre entier % suffisamment grand pour que X soit situé
a lintérieur de E™ dés que n>n. En effet, soit E’ une étoile située
tout & fait & lintérieur de E et contenant X & son intérieur, et dé-
signons par ¢’ une quantité positive telle que I'entourage ¢’ de tout point
de E’ appartient a E. Considérons un vecteur quelconque issu de l'origine.
D’aprés la définition de Vétoile E™, et puisque tous les vecteurs de E
sont inférieurs ou égaux a &, il est évident que tous les points de ce

. . \ . e\ \ 3
vecteur qui appartiennent a4 E’ appartiennent aussi & E™, dés que o <9’

Il suffit donc de prendre # plus grand que ; pour étre suir que tout le

domaine X sera situé & Dlintérieur de E™ dés que n > 7.

Ayant choisi un nombre » qui vérifie cette condition, on pourra
encore choisir « en sorte que non seulement E® mais encore E{ ren-
ferme & son intérieur tout le domaine X. En réalité, si nous faisons
dépendre a de n de telle sorte que a® converge vers I'unité quand n
croit indéfiniment, il arrivera toujours, a partir d’une certaine valeur de
n, que E{ renfermera & son intérieur le domaine X.

Ces préliminaires posés, nous supposerons que X est un domaine fini
quelconque, situé & lintérieur de l'étoile A appartenant, au sens défini

ci-dessus, aux éléments
' F(a), FO(a), F®(a),.. ..
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1

C’est par rapport & cette étoile 4 que nous formerons aussi bien
Pétoile finie E qui renferme & son intérieur le domaine X et qui est située
elleméme & lintérieur de 4, que I'étoile E™ et les n étoiles adjointes

EQ, Ep, ..., B,

Pentier # étant choisi arbitrairement.

Nous supposerons que 7 soit choisi suffisamment grand pour que
E® renferme & son intérieur le domaine X.

A lintérieur et sur la frontiére de E la limite supérieure des valeurs
| FA(z)] sera une quantité finie que nous désignerons par g.

Pour simplifier les formules suivantes, nous conviendrons d'écrire

r—a

& au lien de ;

z—a

£, au lieu de a4

n
Nous ferons encore cette convention que dans nos formules F®(x)
dFA(z)
dan

Soit maintenant # un point du domaine X. Fixons le vecteur issu
du point @ qui passera par z, ainsi que la quantité positive p corres-
pondant 4 ce vecteur, de la maniére indiquée a la fin de la page 49.
Si maintenant 2z satisfait a la condition

(5) le—&| Z 0,

2 sera situé a lintérieur de E, ou sur sa frontiére, et 'on aura

signifiera

«

©) FA(z) = 3 0= FOE )6 — &

Ayu=0 i

Par conséquent, en vertu d'un théoréme connu, développé par WEIER-
STRASS dans son mémoire de 1841 Zur Theorie der Potenzreihen,' on aura

(7) S RO, )

|4

Le point z appartenant au domaine X appartiendra en méme temps

<go™h.

! Werke, Bd. 1, page 67.
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a E{, et on aura |&] < p,, ol p, cst défini par la formule (4). Par
conséquent

_I_ A1) Ay £y A'__ A
(8) l!.ﬁ 0, )& l__<=g(p) — got.

Si z appartient 4 Vétoile E, et si 2z et 2z, sont choisis conformé-
1 1
ment aux conditions

(9)

I'zx _,_én—2|ipv
lz - Zl!ép — Py

la distance de z au point &,_,, situé sur le vecteur allant de a a 2,
est au plus égale & p, et 2 appartient, par conséquent, 4 Vintérieur ou
a la frontiére de E. On aura donc pour toutes les valeurs z qui
satisfont & la condition (9)

(10) FA(2) = gI—ZF“"(z ). (e — 2, )"

et, par conséquent, en vertu du théoréme de WEIERSTRASS on aura

(11) F*(z)

ég(ﬂ — pl)ﬁli’

L
Multipliant par [(z, — &, )" < pi', on obtient immédiatement

LY

S T D S

Or on a

(13) F®(z,) = Z SO — G

i=0 ._

et, par conséquent,

(1) F Ve — &) = Eu FFO e — Gl

Ro=0

Appliquant encore une fois le théoréme de WEIERSTRASS nous ob-
tenons, en vertu de (12) et (14)

A
(I 5) h)l | F(erz)(E _2)| < g — a) p;—(ln+lz).
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Le point z étant situé non seulemnent a l'intérieur de E{” mais

est inférieur en

. v . r—a
encore i lintérieur de E{’, on trouve que £ = -

valeur absolue a p,, et on aura

(16) 1 Fhti (g, \ghth

‘ﬁlﬁ ég( a )Mal‘“’-

I—a

En continuant de la sorte, nous aurons finalement a considérer une
suite de variables z,_,, 2,4, ... 4, , # assujetties aux conditions

|21 — @] £ pus

lza—z —— &y I é Pr—2 " Pa-1s

lzl"' ,l__<__pl—p,,
2 —al<p —p:

Il est évident que les valeurs admissibles de toutes ces variables
appartiennent toutes a lintérieur ou & la frontiére du domaine E.
Nous obtiendrons successivement

oo

FA(z) = Z I—;: F® (). (2 —2, )

=0 -1

ég' (P - pl)—l'

— A
< (’D_—.-—-l p’) = a“
Ay g

I
l 'Tl' F& (""’1)

I
|G P ) G — )

-

PR e e — o) =Y e PO (). (5 — )t
L_‘ =0 ‘..i L! '

I
[mree)

< ga*(p, — p,)" N+

I
‘ |4 |4, Fot2(z,)(e, — 2, " l < gat.a"*"
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(18)

A FAP l 7 Fht (2,)(2, — )z‘ﬂz - z m;_l.z_ FMHht®d (3. (z, — z3)l,+).2+l,
Mp=o 0 (TRLCS

F()'H'lz'{'ls)(z l < gallall"‘la (p —p, )"‘(l]"’lz"‘l.‘)

l\*\l\‘

. - -

ky Ay sy
l(x (2 (}u: F( Fhot it )(Z!l—l)l

< ga}q . a‘\“‘l‘z alx* ot ot dnz (pn' 2 ——pn—-l)-“l* hotoeetin-n)

h] ‘2 ‘Zn: F(h‘l’lz"‘ oA Au1) (Z —l)(zn ) — a)l,-}-).z-{- A Ao
< galt.ghths, ghtibetles ( a )M+Az+...+z,...
= ‘-—————‘ 7z
}”fﬁf* Fhbhtetdd g Vg, | — ag)sthdotha
'l n—1

z \A \A (Al+lﬂ+---+la)(a).(zu_l___a))~1+lz+...+ln

‘W\ ‘_F(M-Hﬁ +1n)(a) ‘

I—a

Mgt oot h
Aty b ties [ @ Tt —Gut kot
< gaha T . Y

et enfin, & appartenant & E,

(19)

7 V‘ B Fttutetd (g) ghtitoth
Dflaeln

YIRS YN 3

”n PR PR
a

< gall‘all%‘lg"‘ul|+l¢+-..+l.a2‘ :

La condition (5) étant remplie si lon fait 2 = x, on tire de (6)

(20)

FA(z) = ZﬁF (g, _)EN + g,
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Al

ou

o

(21) &= Y T FWE,_)eh

ly=m+1 I_

On aura donc, & cause de (8),

® 2 am,«!»l
(22) e <9 Z ot =g -
Ay=m;+1
De méme, les conditions (9) étant remplies en faisant 2, = §, ,, 2=2,

on aura, en sommant dans (14) par rapport a A, depuis o jusqu'a m,,

(23) z —-F“O £, )eh z z D L posne, et poe

Z=0 4=0 ;=0
ou
m, @™
(24) €, = Z z T Ftb(g yzhth
=0 l1=m2+11 !

On aura, par conséquent, en vertu de (16)

() lel<e) ¥ - g‘i'ga(‘—('?)mm)'f’i'

Ag=0 2y=my+1 1 —

On démontrera de la méme maniére les formules suivantes

(26) FA(x)_.Z Z ZV - F(1,+A+ 42 (q), (“’;‘a

2,=0 A,=0 da=0

)lr‘- I T Y

+e,+e.,+...+s,,+...+e

\
on
( al‘ )MI < aﬂ_l >mz ( a' )mﬂ'—l
1—a I —a I—a
(27) lel‘lég ],__a' I——a'“ )
I— 1 — I —
u* ar! a’

(=)= () (= )
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La derniére formule pourra s'écrire

F'—l ( /' I —a )my-l-l)
I—-{ ———
(28) |e,|<g =2 Kﬂ"""” am+l  gmtmg  gmtmetmg  gmtmyt..tm,
IL =

ﬁ(l I"‘“) .I—a'(l—-—a)'"l'(l-—a)"'zm (1 — @)1 ’

y==1 —-F—(—“:T)

Nous avons fait la supposition suivante au sujet de a: c’est une
quantité positive plus petite que l'unité, indépendante de z, de a et
des constantes (1) mais qui dépend du nombre #, et cela de telle sorte
que " tende indéfiniment vers l'unité en méme temps que le nombre n
croit indéfiniment.

Faisons maintenant

1
(29) a=e "0

ol w(n) est une quantité positive qui dépend de n de telle sorte que

lim @(n) = co.
n=w

On aura

(30) 1—a<

nw(n) ’

dés que » devient suffisamment grand, et de méme

A 1
at =™ < ™™ pour A==2,3,...,M%.

Par conséquent,

I—a )
= qw(n)
et
I I
I —a= L
I— T erlw)
a [ —
nw(n)

Acta mathematica. 23. Imprimé le 18 octobre 1899. 8
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___1__ —n
1 e.(ﬂ) )
p—1 [ —a é(l_nw(ﬂ)
H (I - a;t——(v—l))

y=1

et enfin

ou pour n infini la limite du second membre est 'unité. Puisque
p—1
1—a\™t!
I(—(G=5)"")<n
v=1

on voit que si k est une quantité réelle quelconque supérieure a l'unité
on aura pour # suffisamment grand

a™t+1 amtms gMtmgtm, a™tmettmy,

(31) Je.l < gk

I—a (I—a™ (1 —am™ (1 — @)™ )

Au moyen de cette formule on reconnait immédiatement, puisque

(32) Z— < no(n),

I—a
qu'en faisant
(m, > 2n0(n) lognw(n),
my, > m, .no(n) lognw(n),

m, + m, > m,.nw(n) lognw(n),

(33)

m, +m, ...+ m,_y+ m,>m,_, .no(n)lognw(n),

(my +my M2, no(n)lognw(n),
on aura

(34) led <gb——s p=1,2,...,n

na(n)
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et, que par conséquent,

(35) |51+e,+...+sn|<g.k.—%—).

of

Si on fait dépendre les entiers m, ,m,, ..., m, de n d’'une maniére
déterminée de telle sorte que les inégalités (33) soient vérifiées, au moins
pour les grandes valeurs de #, l'expression

my  my mn A\ gt
(36) gu(®) = z z L Z “ “: [/1 . F(A.+Az+...+z..)(a)<” R “) ,
Ay=0 A=0 An=0}l1 {78 v R

qui a la forme
(37) %cﬁ"’ﬁ"”’(a) (z—a)’

ou les coefficients ¢ sont des nombres rationnels qui dépendent seule-
ment de » et de y, aura la propriété trés remarquable que voici:
Si 4 est I'étoile qui appartient aux éléments

F(a), F'(a), F®(a), ...,

si X est un domaine quelconque situé & lintérieur de 4 et si o est
une quantité positive donnée, on pourra trouver un nombre n tel que
I'inégalité

| FA(2) — g.(2)| < o

soit satisfaite pour tous les z qui appartiennent &4 X, pourvu que # soit
supérieur a n.

Nous pouvons résumer au moyen du théoréme suivant le résultat
que nous avons obtenu:

Théoréme 1. Désignons par A Uétoile appartenant aux éléments
F(a), F'(a), F®(a), ...

et par FA(z) la branche fonctionnelle correspondante qui appartient & ces
mémes éléments, et soit X un domaine fini quelconque d Uintériewr de A et
o une quantité positive aussi petite que U'on voudra.
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1l est toujours possible de trouver wun mombre entier n tel, que la diffé-
rence entre FA(z) el le polynome

(38) 9:(2) = L F®(a)(z —ay

soit, dés que m surpasse n, inférieure & o en valeur absolue pour toutes les
valeurs de x appartenant au domaine X.

Les coefficients ¢ peuvent étre choisis @ priori et sont absolument
indépendants de a, de F(a), F®(a), F®(a),... et de x.

De Yexpression (36) on tire pour les ¢¥ la formule

1 1
(39) == T L

Sl Th
ou A, 2,,...,A, parcourent tous les entiers positifs, le nombre zéro y

compris, qui verifient les conditions

Al +Ag+°'°+lu=v’
Aléml’la_s_mn"'wkémn

o m, ,m,,..., m, sont des entiers positifs dépendant de n.

La dépendance des nombres m,, m,, ..., m, du nombre n peut étre
fixée d'une infinité de maniéres différentes. 1l faudra seulement la choisir
telle que I'inégalité (35) soit vérifide.

Nous avons vu que l'inégalité (35) a lieu dés que les m ,m,,...,m,
sont choisis de maniére a vérifier les inégalités (33).

Ces inégalités subsistent pour des valeurs suffisamment grandes de
n si I'on pose

(40) m,=n"; u=1,2,...,n.

En choisissant cette détermination pour les m,, le polynéme g, (z)
prend la forme trés simple

,,z n2»

9u(z) = Z z A |A F“!“* 0 (-" :

120 A;=0 Anm0

a,) L4244 2s

La forme (39) que nous avons obtenue pour les ¢ est loin d'étre la
seule possible. Il y a au contraire un nombre indéfini d'autres formes
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qui répondent a des conditions spéciales. Il y a lieu de considérer
entr’autres pour les ¢® des expressions qui sont formées & l'aide des
deux célebres transcendantes e et z.1

Il est maintenant facile d’obtenir le théoréme que nous avons mis
en téte de ce travail.

En effet, posons

Gy (2) =g,(x) = F(a),

42 G.(v)=g,(r)—g, ,(2); p=1,2,...,00.
On a
(43) T 6,(0) = .(2)

Par conséquent, x étant un point quelconque a lintérieur de 4, et
o étant une quantité positive aussi petite que l'on voudra, on aura en
choisissant % suffisamment grand,

(4#) FA(z)— £ G,(s)| <o
L’égalité

(45) FA(z) = ¥, 6(z)

a donc lieu pour chaque point 4 lintérieur de 4.
La série

(46) > 6,(a)

p=0

est uniformément convergente pour chaque domaine a lintérieur de 4.
En effet pour un tel domaine on a en méme temps

FA(z)— Z G,(z)| < o, le nombre n étant suffisamment grand
p=0 *

(47)

|ra)—E 6,(0)

< g, le nombre m étant un nombre entier
positif quelconque

! De telles expressions ont été étudiées dans les deux notes déji citées: Om en ge-
neralisering af potensserien et Om den analytiska framstillningen of en allmin monogen
funktion, Tredje meddelandet.
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et, par conséquent,

(48)

n+m

2 Gu(2)

p=n+41

< 2¢0.

Nous avons donc obtenu le théoréme suivant:
Théoréme 2. Désignons par A Uétoile qui appartient aux éléments
F(a), F'(a), F*®(a),...

et par FA(x) la branche fonctionnelle correspondante qui appartient & ces
mémes éléments.
Cette branche FA(x) pourra toujours étre représentée par une série

(46) 2 6.(2)
ou les G,(x) sont des polynomes de la forme
Gu(2) = EPFO(a).(o — o,

chaque coefficient ¢» étant un nombre rationnel déterminé qui ne dépend
que de v et de p.
La série

2,G.()
est convergente pour chaque valeur de x ¢ lintérieur de A et elle est uni-

formément convergente pour chaque domaine & Uintériewr de A.
On aura partout & Uintérieur de A

% 6,(x) = lim . (2)

ok g,(x) désigne le méme polynome que dans le théoréme 1.




