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SUR LA REPRESENTATION ANALYTIOUE D'UNE BRANCHE UNIFORME 

D'UNE FONCTION MONOGi~NE 

(Premiere  no te  ~) 

P A R  

G. M I T T A G - L E  F F L E R .  

D6signons par a un point du plan de la variable complexe x, et 
adjoignons k a u n e  suite infinie de quantit6s, 

(,) F(a),  F(')(a) , F(~'(a), . . . ,  F(~)(a), .. . 

off chaque quantit6 es~ parfaitement d6termin6e quand on salt le rang 
qu'elle occupe dens la suite. Supposons, ce qui sere possible d'une infinit6 
de mani~res, que ces quantit6s F soient choisies telles que la limite su- 

p6rieure des valeurs limites 2 des m o d u l e s . . I  ~ / ! F ~  ] t / 1 / 1  ~ /  soit un hombre 

fini, par exemple i .  
9" 

i La pr~sente note est un extrait des diff6rentes communications qui opt &6 faites 
/~ ]'Aead~mie des sciences de Stockholm dans le courant de l'ann6e I898 ~ ct qui ont 6t6 
publi~es sous ]es titres suivants: 

Om en generalisering af  ioote~sserien (9 Mars I898 ). 

Om den analytiska framstdllningen af  en allm~in monoge~ funklion: F6rsta med- 

delande ( I I  Maj I898);  Andre meddelande ( I I  Maj I898);  Tredje meddelapde (I 4 
Sept. 1898). 

P d&igaant uue suite ipfinie de nombrcs~ on nommera nombre limite ou valeur 
llmite de ces nombres: an nombre tel quc: dans up voisinage aussi rapproch6 de lui que 
l'on Voudra: il se trouve uue ipfinit6 de nombres appartenapt .~ P .  L'infini eat dit la 
valeur limite de la suite si~ dana un voisipage aussi rapproehd de z&'o que l'on voudra, 

Acts mathematics. 23. Impr im6 le 15 mars 1899. 
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Si, a u  m o y e n  des  q u a n t i t ~ s  F c o m m e  616ments ,  l ' o n  f o r m e  u n e  s6r ie  

de puissances 

p~O I= (2) ?~(xla) = ~ F ( Z ) ( a ) . ( x - - a )  ", 

ce t t e  s6rie  se ra  c o n v e r g e n t e  r a n t  q u e  x r e m p l i r a  la  c o n d i t i o n  

I x - a l < r ,  

et sera divergente tant que 

Ix- l>r, 

Le domaine ]x ~ a I <  r, qui dans le plan des x est reprdsent6 par 
un cercle ayant pour centre le point a e t  pour rayon la quantit~ positive 
r, est le cercle de convergence de la sdrie ~3(xla). 2 

Dans la th6orie des fonctions analytiques, 6difi6e par WEIErtSTRASS, 
la fonction est dSfinie par la s6rie !~(x]a) et par la continuation analy- 
tique de cette sdrie. Chaque fonction analytique est parfaitement dd- 
terminde, pourvu que les 616ments 

F ( a ) ,  F(')(a),  ~ ' ( ~ ' ( a ) ,  . . . , F ~  

soient donn6s. On d6signe en g6n6ral par F ( x )  la fonction qui dans sa 
totalit6 est d6finie par ces 61&nents. 

Si K est  un  c o n t i n u u m  f o r m 6  d ' u n e  seu le  p i6ce  qui ne  se r e c o u v r e  

il existe une infinitd de nombres qui sent lea inverses des hombres appartenant ~ la suite P .  
Si P e s t  formde de nombres r~els quelconques~ et: si parmi cea hombres il en existe un 
qui n'est inf~rieur i~ aucun des autres: ee nombre sera dit la limite supdrieure de P .  
Si~ parmi les hombres qui appartiennent b, P~ il en est de plus grands que tout hombre 

donnd~ e'est l'infini qui sera dit la limite supdrieure de P .  Si aueun de ees deux eas 
n'a lieu il existe toujours~ ainsi que WEIERSTRASS l'a ddmontr6 d'une manibre rigoureuse~ 
an hombre plus grand que tous lea nombres appartenant k P e t  tel que dana ehaque voiainage 
de ee hombre il existe un nombre infini de valeurs appartenant ~ P .  Ce nembre slots 
sera dit la limite su19drieure de zP. 

La limile infdrieure de P peut aussi 6tre d6finie d'une mani~re analogue. 
1 Voir: CAUCHY~ (~ours d'analyse de l'Eeole Royale Polyteehnique. I ~re Partie. 

Analyse algdbriqu% Paris I82I. Chapitre 9, w 2~ thdor6me I~ pag. 286. 
Nous ne eomptons done pas |e contour du eerele de convergenee eomme faisan~ 

partie du cerele. 
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nulle part elle-mdme, renferinant le point it, et tel que 1~ branche de 1~ 
fonction F(x),  formde par ~3(xta ) et sa continuation analytique h l'intdrieur 
de K, reste uniforme et rdguliSre, nous ddsignerons cette branche par Fit'(w). 

Le probl~me dont nous allons nous occuper sera de trouver une reprd- 
sentation analytique d'une branche 1,'K(x) choisie aussi dtendue que possible. 

De la d~finition mdme de la fonction analytique E(x),  et de celle 
de la branche FK(x),  r~sulte immddiatement une sorte de reprSsentation 
analytique de la branehe FK(x)  en question. 

En effet, pour obtenir une reprdsentation de cette branche, i[ suffit 
d'effectuer un hombre d~nombrable de prolongements analytiques de ~(x[a), 
par exemple 

= o ,  , ,  2 ,  . . . .  ; a o = a ; ~ 0 ( x J a )  = 

Les sdries ~3.(xla,~ ) sont formdes au .moyen des ~ldments 

(dZFK(~)) ; ,.,=o, 1, 2,....t (/~=0,1, ~, ...~ 

et ces dl&ments eux-mdmes 2euvent dtre calculds au moyen des ~ldments 
primitifs 

//'('*)(a) ; (# == o ,  , ,  2 , . . . ;  F(~ = F(a)). 

Mais, pour op~rer ce calcul, il faut connaitre le r ayon  du cercle de con- 
vergence de chaque s~rie ~.(xla.) , car il est impossible d'effectuer la 
continuation immddiate d'une telle sdrie sans ell connaltre le rayon de 
convergence. Nous avons d~jk cit& le thBor~me "de CAucHY qui nous 
donne ce rayon de convergence exprim& par l'inverse de la limite sup& 
rieure des quantitds positives 

v l _ ~ \  a~,, J - o % l '  l ,  = o , ~  , ~ _ ,  . . . .  

Oil volt que cette mani~re de reprdsenter FK(x)  au moyen flex- 
pressions analytiques est d'une complication extrdme ct d'une transcen- 



46 G. Mittag-Leffler. 

dance t r6s 61ev6e. II senlble d'ailleurs que WEIERSTRAS8 n'ait gu6re re- 
gard6 la continuation analytique autrement que .comme un mode de dd- 
finition de la fonction analytique. Les avantages de cette d6finition sont 
bien connus, et je n'ai pas besoin d'y insister. 

Au premier abord il semble que la th6orie de CAUCnY, qui est 6difide 
sur des principes tout autrcs que celle de WEIERSTRASS, poss6de un grand 
avantage sur celle-ci, lorsqu'il s'agit de la repr6sentation analytique de 
FK(x).  En effet une tellc repr6sentation est donn6e par la formule 

8 

j - i - - 7  

o(I l'int6grale est prise le long d'un contour ferm6 S situ6 k l'int6rieur 
de K et aussi rapproch6 de la fronti6re de K que l'on voudra. D'apr6s 
la d6finition mdme d'une int6grale, il est 6vident que l'int6grale (a)peut  
4tre remplac6e par une somme infinie de fonctions rationnelles de x 
dont ]es COEfficients sont exprim6s par des valeurs sp6ciales de x en 
nombre d6nombrable et par les valeurs correspondantes de FK(x). 
Cette observation a dr6 le point de d6part d'un travail magistral de 
M. RU:NGE, que j'ai publi6 dans le tome 6 de ce journal. 1 La repr6sen- 
tation analytique que l'on obtient ainsi exige donc que l'on connaisse la 
valeur de FK(x) en un hombre infini et d6nombrabte de points qui 
doivent se rapprocher inddfiniment de la fronti6re de K. Or, dans les 
probl6mes habituels de l'analyse, ces valeurs ne sont nullement connues. 
En gdndral, c'est au contraire la sdrie des valeurs 

qui est donnde. Si l'on se met all point de vue usuel, il en est ainsi, 
par cxemple, dans le probl5me si vaste de l'int6gration des 6quations 
diffdrentielles. 

Quand il s'agira de trouver la repr6sentation analytique de _FK(x), 
il faudra done la tirer des dldments (I) et s'efforcer ~ l'aide seule de 
ces 616ments de construire une formule qui repr6sente la branche FK(x)  
route enti~re. 

t Zur Theorie der eindeutigen analytischcn Functionen, w I, p. 229--239. 
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DSsignons par C le cercle de convergence de la s&ie (2). L'expression 

donnera alors la repr&entation analytique de FC(x), l'~galit5 

Fc( ) = 

ayant lieu pour tous les  points de C. 
Cette expression est construite au moyen des ~lSments 

I 
et des nombres rationnels ~ ind4pendants du choix des dits 514ments. 

Est-il possible d'obtenir de m4me pour une branche FK(x) uyant  
la plus grande dtendue possible une rcpr&ent'ttion analytique de cette 
nature? Nous allons voir que la r~ponse est affirmative, et qu'il est 
par cons4quent possible de combler une lacune de la th~orie des fonc- 
tions analytiques; en effet, jusqu'ici l'on n'avait pu donner pour la branche 
g6n~rale FK(x) une repr&entation analytique pareille g cclle trouvde d& 
les ddbuts de la thdorie pour la branche FC(x). 

Pour tt-aiter k fond la question que nous avons posde, il faut ddfinir 
un domaine K qui soit aussi vaste que possible. C'est ce que nous allons 
fitire en introduisant une nouvelle conception gdom~triquc: l'Etoile. 

Dans le plan de la variable complexe x, soit une aire engendr~e 
de la mani~re suivante: autour d'un point fixe a on fera tourner une 
fois un vecteur 1 l; sur chaque vccteur on ddterminera d'une mani&e 
univoque un point, soit a~, dont la distance au point fixe a sera plus 
grande qu'une quantit4 positive donn4e,, la m~me pour tous les  vecteurs. 
Ce point a~ pourra dtre situ5 ~ une distance finie ou infinie du point a. 
Dans le cas oh ]a distance de a g at est finie, on exclura du plan des 
x la pattie du vecteur qui s'dtend de az g l'infini. Nous donnerons le 
nora d'Etoile au domaine qui reste aprgcs que l'on aura exdcut6 toutes ces 
coupures darts le plan des x. 

Uae demi-droite .  
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On volt que lYtoile 1 ainsi d~finie est un continuum form~ d'une 
seule piSce ct ~ connexion simple. 

Adjoignons maintenant i~ a los dl6ments 

i f ( a ) ,  F~  F(2)(a), . . . ,  /;'~)(a), � 9  

et formons la s6rie 

~(x] a) = ~ ! l~,t,)(a~.(x__ay ~. 

Effectuons la continuation analytique de !l)(xta ) le long d'un vecteur 
issu du point a. 

I I s c  peut que chaque point de ce vecteur appartienne au cercle de 
convergence d'une sdrie qui est elle-m~me une continuation analytique de 
%(x]a) obtenue en proc4dant le long du vecteur; mais il est aussi possible 
qu'en procddant le long du vecteur on rencontre un premier point qui 
n'cst situ4 i~ l'intdrieur du cercle de convergence d'aucune continuation 
analytique de ~(x[a) le long du vecteur. Dans ce dernier cas nous 
exclurons du plan des x la pattie du vecteur comprise entre lc point 
ci-dessus et l'infini. En faisant *ourner une lois le vecteur autour de a 
nous obtiendrons une dtoile telle qu'elle a dtd d4finie prdcddcmment. 

Cette-5toile dtant donn6e d'une mani~re univoque d& que lea ~14ments 
(1) sont fixds, nous l'appellerons l'dtoile appartenant d ces dldments. ~ blous 
la d~signerons en g~n~ral par A, la premiere lettre du mot grec ?zar~p. 

En ddfinissant l'(itoile, nous avons choisis comme vectcurs des demi- 
droites. I1 est facile de voir qu'on aurait pu prendre aussi bien des 
lignes courbes ddfinies d'une mani&e convenable. 

En analogie parfaite avec la terminologie: dtoile appartenant aux 
gl~ments (i), nous parlerons du cercle a ppartenant d ces dldments, qui n'est 
pas autre chose que le cercle de convergence de la s&ie 

a o  

(2) ~=o~l,F(~)(a) .(x--ay ". 

Nous parlerons de m(ime de la fonclion l?(x) et de la branehe /one- 
tionnelle F A ( x )  appartenant d ces dldments. 

1 J ' a i  introduit pour la premiere lois ]a conception de l'~toilc appartenant aux 

dl6ments ( I )  dans ma note d~jl~ cit~e Omen generalisering etc. 
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Ces pr61iminaires terminus nous pouvons ~noncer ainsi le th6or~me 
principal qui sera d6montr6 darts la suite: 

La branche FA(x )  peut toujours ~tre reprdsentde par une sdrie 

o~ 

les Go~)(x ) ddsignant les fonctions entiOres rationnelles de x: 

ao,)(z ) = ~(o c~) ~'(')( a) . ( x - -a ) ' ,  

o~ les coefficients c~ ) sont donnds a priori inddpendamment du choix de a 
et de 

oo 

Cette sdrie ~_doG~(x) est convergente pour chaque point de l'dtoile A e t  

uniformdment convergente pour chaque domaine 5 l'intdrieur de A. 

Dans cette premi6re note on trouvera une d6monstration de ce 
th6or6me, remarquable par la forme tr6s-simple qu'on obticnt pour les 
coefficients r Dans d'autres notes nous donnerons d'autres d6monstra- 
tions qui se distinguent surtout par une d6termination diff6rente des c~ ). 
Nous nous occuperons de m6me d'autres questions rentrant dans le m~me 
ordre d'id6es ainsi que de leurs applications. 

Pour donner la d6monstration que nous voulons exposer dans cette 
note il sera commode d'employer une construction g6om6trique se rap- 
portant ~ une 6toile quelconque, soit E ,  qui n'est pas le plan des x tout 
entier. 

Soit a le centre de l'6toile .E, et soit n un nombre entier positif 
donn6, l~ous d6finirons une 6toile /i~ (n) de la mani6re suivante. Fixons 
un vecteur l issu du point a. En d6signant par ~ une quantit6 positive 
suffisamment petite et en limitant le vecteur ~ la longueur ( n - - I ) ~ ,  
il arrivera que tout cercle de rayon r, d6crit d'un point quelconque de ce 
vecteur limit6 comme centre, fera partie de E.  E n  d6signant par p la 
limite sup6rieure de ~, en portant sur 1 la longueur np et en faisant 
tourner 1 une lois autour de a, nous obtiendrons l'6toile E (n). On volt 
que l'6toile /~(') est un cercle, que l'6toile E ("+') renferme l'6toile E (") et 
que toutes les 6toiles E (I), E (~),/i~ (3), . . . .  font partie de l'6toile /i~. 

Aa~a matharaat,h~a. 23. Imprim6 le 11 juillet 1899. 7 
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Soit ensuite a une quantit6 r6elle positive et inf6rieure k l'unit~. 
Nous consM6rerons, conjointement avec l'6toile ~r n autres 6toiles E~n ) 
(# = i ,  2 , . . . ,  n) obtenues en rempla~ant p successivement par 

(4) p~ = ~"P. 

O n  voit que E~ ") est situ6 {~ l'int6rieur' de E (~)~,_~ (#  = I ,  2, . . .  , n; .E~o')-----E('>). 

Soit maintenant @ une 6toile quelconque et soit X un domaine fini 
situ6 g l'int6rieur de @, on pourra toujours trouver une 6toile finie E 
concentrique ~ @, aitu~e toute enti~re i~ l'intdrieur de @, et qui renferme 

son int6rieur tout le domaine X. 
En effet, puisque X est situ6 ~ l'int6rieur de E i l  existe une quan- 

tit6 positive 3 telle que, z 6tant un point quelconque du domaine X, x' 
appartient ~ @ d6s clue Ix ' - - -x[  < 6. Soit X'  le domaine form6 par tous 

i 
les points dont la distance "~ un point de X est inf~rieure k -6 .  I1 est 2 
6vident que le domaine X '  est situ6 ~ l'int6rieur de @ et qu'il comprend 
le domaine X i~ son int6rieur. Formons maintenant une dtoile E de la 
mani~re suivante: Quand du point a on m6ne un vecteur que]conque et 
que Con d6signe par / /  la limite sup6rieure des distances de a aux points 
de ce vecteur qui appartiennent au domaine X', tous lea points du vecteur 
dont la d~stanee {~ a est inf~rieure ou 6gale ~ R appartiendront h, E ,  tandi~ 
que ceux dont la distance '~ a eat sup6rieure ~ R n'y appartiendront pas. 

Le domaine X ,  6rant situ6 ~ l'int6rieur de X', est dvidemment situb 
l'int6rieur de l'6toile E.  

I1 est encore 6vident que l'6toile ~ est finie lorsque le domaine X est fini. 
Enfin, il est facile de voir que l'~toile ~ est situ6e ~ l'int6rieur de 

l'6toile @. Eu effet, on salt que el'entourage ~ov d'un point quelconque 

de X'  fait partie de @. Consid6rons un point quelconque de E ,  soit x, 
et soit r la distance de a g x. Comme pr6c6demment soit R la portion 
appartenant ~ E,  du vecteur issu de a et passant par x. Puisque le 

point ~ l'extr6mitb de ce vecteur est aur la fronti6re de X', son entourage ~ d 

Un domaine fini X est dit situ6 ~ l'int6rieur d'uu autre domaine X'  s'il existe 
une quautit6 positive a telle que~ �9 6rant an point quelconque appartenant /L X,  t ous l e s  
points z' pour lesquels i x ' - - x ~  <~ ~ appartie~neat k X ' ;  ce qu'on exprime patrols en 
disant que el'entourage c~v de x appartient k X'. 
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fern partie de 6, et par cons6quent, puisque ~ est une ~toile dont le 
r 3  

centre est en a, l 'entourage ~ de x fera partie de ~. Soit R la limite 

sup6rieure des /~ et soit k une quantit6 positive fix~e d'une mani6re quel- 
k 3  

conque, on pourra a fortiori dire que l'entourage ~-2 du point x fait partie 

de 6, d~8 que r, la distance de a k x, n'est pas inf6rieure k k. Fixons 
maintenant, ce qui est toujours possible, k de telle mani6re qu'un cercle 

( d6crit du point a comme centre, avec le rayon k i + ~ -  = k q - ~  2 '  

fasse partie de (~. Alors l'entourage k 3 ~-~ du point x fera partie de 6,  

m~me s i r  est inf6rieur k k, et il en sera de m6me, par cons6quent, pour 
toutes les positions du point x k l 'int6rieur de E .  Donc E est, comme 
nous l'avons dit, situ6 k l'int6rieur de 6. 

Nous pouvons aller plus loin encore. I1 est toujours possible de 
t rouver  un nombre entier ~ suffisamment grand pour que X soit situ6 
k l'int6rieur de E r d6s que n :> ~. En effet, soit E '  une 6toile situ6e 
tout k fait ~ l'int6rieur de E et contenant X k son int~rieur, et d6- 
signons par d' une quantit6 positive telle que l'entourage 5' de tout point 
de E '  appartient k E.  Consid6rons un vecteur quelconque issu de l'origine. 
D'apr~s la d6finition de l'6toile E ~), et puisque tous les vecteurs de /~ 
sont inf6rieurs ou 6gaux k ~ ,  il est 6vident que tous les  points de ce 

vecteur qui appartiennent a E '  appartiennent aussi k E %  d6s que - - < d ' .  

I1 suffit donc de prendre ~ plus grand que ~r pour ~tre stir que tout le 

domaine X sera situ6 k l'int6rieur de E r d6s que n > n-. 
Ayant choisi un nombre ~ qui v6rifie cette condition, on pourra 

encore choisir a en sorte que non seulement /~r mais encore E~ ) ren- 
ferme k son int~rieur tout le domaine X. En r6alit6, si nous faisons 
d6pendre a de n de telle sorte que a ~ converge vers l'unit6 quand n 
crolt ind6finiment, il arrivera toujours, k partir d'une certaine valeur de 
n, que E~ ~) renfermera k son int6rieur le domaine X. 

Ces pr61iminaires pos6s, nous supposerons que X est un domaine fini 
quelconque, s~tu6 '~ l'int~rieur de l'6toile A appartenant, au sens d6fini 
ci-dessus, aux 616ments 

. . . . .  
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C'est par rapport ~ cette ~toile A que nous formerons aussi bien 
l'~toile finie E qui renferme ~ son int~rieur le domaine X et qui est situ& 
elle-m~me ~ l'int~rieur de A, que l'&oile E (~) et les n &oiles adjointes 

l 'entier n &ant choisi arbitrairement. 
Nous supposerons que n soit choisi suffisamment grand pour que 

/~(~") renferme ~ son int6rieur le domaine X. 
A l'int6rieur et sur la fronti6re de E la limite sup6rieure des valeurs 

I F A ( x ) I  sera une quantit6 finie que nous ddsignerons par #. 
Pour simplifier les formules suivantes, nous conviendrons d'6crire 

$ au lieu de z - - a ,  
~b 

~ au lieu de a + # z - - a .  
n 

Nous ferons encore cette convention que dans nos formules /r(~)(x) 

signifiera d~ FA (z) 

Soit maintenant a~ un point du domaine X. Fixons le vecteur issu 
du point a qui passera par x, ainsi que la quantit6 positive p corres- 
pondant k ce vecteur, de la mani6re indiqu6e k la fin de la page 49. 
Si maintenant z satisfait k la condition 

(2) < p ,  

sera situ~ h l'int~rieur de E ,  ou sur sa fronti~re, et l'on aura 

(6) .b"A (z) = . 

Par consequent, en vertu d'un tMor~me connu, d~velopp~ par WEIER ~ 
STraUSS dans son m~moire de I84Z Zur Theorie der Potenzreihen, I on aura 

(7) I ~-~--' F(~')($'-') I ~ g ' - ~ ' "  

Le point x appartenant au domaine X appartiendra en m~me temps 

t W e r k e ,  Bd.  I~ page 6 7 . 
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E(~ "', et on aura I~1 < P , ,  oh p, est d6fini par la formule (4)- 
cons6quent 

(8) IVY_, F~ 
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Pa r 

S i x  appartient k l'6toile E(~ ~), et si z et z~ sont choisis conform6- 
ment aux conditions 

(9) l ~ , -  e . - , l  < e , ,  

l . - . , l < p - p , ,  
la distance de z au point ~:~_~, situ6 sur le vecteur a l lant  de a ~ x, 
est au plus 6gale s p, et z appartient ,  par cons6quent, k l ' int6rieur ou 

la fronti(~re de E .  On aura donc pour toutes les valeurs z qui 
satisfont ~ la condition (9) 

o~ 

et, par  cons6quent, en vertu du thdorfimc de WmV.~STI~ASS on aura 

!' I (,,) ~F,"o(z,) =< e~--  e,)-"'. 

Multipliant par [ (z, - -~ ,_2)  ~' l <: Pl', on obtient imm6diatement 

I I (;q) (i2) 

O r  o n  a 
ao  

et, par cons6quent, 

I | I 

Appliquant  encore une lois le th6or6me de W~XERST~ASS nous ob- 
tenons, en vertu de (I2) et (x4) 

(,s) " " - " I  ---- ~' ~,' - - - - : -~ / " '  " 
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Le  p o i n t  x 6tant situ6 non 

encore ,~ l'int6ricur de E(2 "), on 

valeur absolue K p~,  et on aura 

O. Mittag-Leftler. 

seulement ~ l'int6rieur de E(/~ mais 

trouve que ~ = z -  a est inf6rieur en 
Tt 

(x6) ~ - -  , . ._~, .  ~ g ~ : - ~ /  ~ �9 

En continuant de la sorte, nous aurons finalement ~ consid~rer une 
suite de variables zn- l ,  z . _ ~ , . . ,  z , ,  z assujetties aux conditions 

I , ._ , -  al<p._,, 

I',-',i_-<p, p~, 
11' - -~ , l<p p,. 

I1 est 6vident que les valeurs admissibles de toutes ces variables 
appartiennent toutes i~ l'int6rieur ou K la fronti6re du domaine E ,  

Nous obtiendrons suceessivement 

_va(z) = I 

1 ~ ~(",'(,,)1 ___< g. ( ,o-  p,)-~' 
[ x--F(~,'(z,)(z,--z,)~,[< (6--P'~ ~'- 
I~, " =g,~--'-E/, / -g~ '  

'-- v(~" (', )(', - ' J '  = ~ ~ F'~'+~"(', )'(', -~J'+~' ,~ - _ _  

I x  F'~'+"(,,) [ < g='(p, -- p,) -C''+~ 

I @  F(',+','(,,)(,, -- ,~)"'+~" l < g~,".~"'§ 
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I ~ _ Z~)~,+~~ ~ 

,=la, l ~ l S :  ,-~, = 

< 9~ ~'. ~,+~ a~,+~+..,+~-, (p~_ ~ ~ _ 

l ,~ l .~ r. . l.~._____l F{" + ':+" + :"-') (z:-,)( z . - ,  = a)" + :'+'" + "-' I 

/ ,-, \ 2~+;h+...+a+-, 

J 
' ~. F{"+':+"+"-'>(z.-,)(~.-,--~) ~'+'+'''+'-' 

IL, IL,'.'I - 

I ~ F<~,+~,+...+~.,(~). (~._, ,),,+~:+...+,- 
= Z - 

)m=O ~ -  " 

I ~ x ~q+lz+ ..,'+ L~-I , . 
< 9~,=~,+~, ,,. a~,+~,+...+~.-,. ( ____2_ ~ .p;a,+~+...+,.> 

et enfin, x appartenant k E<.> 

IIA ' F",+',+"'+"}(a) ~', +',+'+" I~"'I~ I 

- - ~  " " ' "  " \ ~ !  " 

La condition (5) 6tant remplie si Yon fait z = x, on tire de (6) 

(20)  F .~ : ( z )  = x-" ~ ~ ,~ , , ,~  , ~ ,  
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o 6  

(=~) 

G. Mittag-Leltqer. 

e e  

- -  X "  ~ [  Fo , )z=  '~ ,  
),:= ml+l 

On aura done, k cause de (8), 

{Zmt+ I 
('~) I~,l<e e.=~,-a" 

~.t=m~,+l 

De mdme, les conditions (9) 6tant remplies en faisant z, = $.._~, z - -  zt, 
on aura, en sommant  dana (]4) par  rappor t  k 2~ depuis o jusqu'k m,, 

m~ I ~'  ~ I 

(~3) Z &-: ~,~,,(e._,)e, = Z % i~ 15 ~i=O ~i=O ~=0 

oll 

~FC~,+~',)($.._,)~ ~'+~" + ~, 

(24) 
a o  

On aura, par cons6quent, en vertu de (16) 

I-~.,l<a ~ ( ,_.) , ,  
~t--0 ~2= m~+l - - = - ' q  l - - a  ~ a  

I 

On ddmontrera de la mdmc mani6re les formules suivantes 

oh 

11111 ~ IRII 

x(, ;'-~162 - -  \ - ~ - /  ] \  

I ~ a  I ~ , 2  I ~ a  
I I I .  

l - - \ ~ . , , _ , ]  ] . . .  I - - \ - - 2 -  ! ] , _  �9 

+ ~l + ~, + - ' .  + ~, + - "  + ~, 
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La derni~re formule pourra s'~crire 
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( ~ 8 )  I ~ , l < g  ' - 1 ~ . ~ 1 - -  .k  _ ~  / 
a ra l+l  aml+ra~ otml+ra2+ms olmlWm2+...+mlL 

I - -  ~Z ' ( I  - -  a )  m ' '  ( I  - -  a) m, ( I  - -  a )  m ~ - ?  

Nous avons fair la supposition suivante au sujet de a: c'est une 
quantitd positive plus petite que l'unit$, ind~pendante de x, de a et 
des cons~antes (i)  mais qui d4pend du hombre n, et cela de telle sorte 
que a" tende ind~finiment vers l 'unitd en mdme temps que le hombre  n 
crolt ind~finiment. 

Faisons maintenant  

1 

(= 9) a = e "~ 

off o ( n )  est une quantit6 positive qui d6pend de n de telle sorte que 

lim co(n) = co. 

On aura 

( 3 o )  I - -  ~ < ~ , ( n )  ' 

d& que n devient suffisamment grand, et de m~me 

Par consequent, 

a -~ = e "~{~) < e "{"--i pour 2 ----- 2 , 3 ,  . . . ,  n. 

1 
I - -  a e ~{n} 
~ . 

et 

I I < 
i _ _ a =  1 

I e~(~} 
a~ I ~  

Acta math~n~tiea. 23. Imprim~ le 18 octobre 1899. 
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et enfin 

G. Mittag-Lefller. 

~ ) - "  
81,(-) 

x < x na, Cn) I - - a  

oh pour n infini la limite du second membre est l'unit& Puisque 

,~-i ( [ , _a,~,.,+l, ~ 
]-I ~ - - t ~ /  ) < ~' 
l i m l  

on volt que si k est une quantit~ rfielle quelconque sup~rieure k l'unitfi 
on aura pour n suffisamment grand 

(3I) 
6~mj+l aml+m,j aml+m,~+ms 

Ir < a k ,  _ . ( ,  _ . ) . . ( ,  _ a)-,'" 
~,~+~+...+mt~ 
(x -- a)'. "-~ 

Au moyen de cette formule on reconnait imm6diatement, puisque 

a <,, , , ,(-),  (32) ,-z~ 

qu'en faisant 

(33) 

r 

~ ,  >= : . o ( n )  Xog .,,, ( . ) ,  

m, ~ m, . too(n) log noJ(n), 

ma -!- ma ~ m~ .nab(n) lognoJ (n), 

�9 . �9 . �9 �9 ~ �9 �9 �9 �9 * * �9 

m I 4- m, + . . .  q- ml,_, + mt,~m~,_~.n~o(n) logno~(n), 

m, q- m, + ... + m,._, + m,.~m._l .n,~(n) logna~(n), 

o n  a u r a  

(34) 
I 

I~.l < = g . k . ~ z i ;  u - -  , ,  2 , . . . , .  
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et, que par consdquent, 
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I 
(35) I,, + * ,  + ... + , . I  3. 

Si on fait d~pendre les entiers m~, m 2 , . . .  , m, de n d'une mani~re 
d~termin~e de telle sorte que les in~galit~s (33) soient v~rifi~es, au moins 
pour les grandes valeurs de n, l'expression 

(36) g . ( x ) =  Z Z . . . a ~ _ o l ~ [ ~ "  15 "F(a'+a'+'''+a")(a \ n /  

qui n la forme 

(37) 
O) 

off les coefficients c~ ") sont des nombres rationnels qui d~pendent seule- 
ment de n e t  de ~, aura la propri~t~ tr~s remarquable que voici: 

Si A est l'~toile qui  appartient aux ~l~ments 

F( 'a) ,  F ' ( a ) ,  F ( ~ ) ( a ) , . . . ,  

si X est un domaine quelconque situ~ ~ l'int~rieur de A et si a est 
une quantit~ positive donn~e, on pourra trouver un nombre ~ tel que 
l'in~galit4 

IF~(~)  - - g . ( x ) I  < ~ 

soit satisfaite pour tous les  x qui appartiennent ~ X, pourvu que n soit 
sup~rieur k ~. 

Nous pouvons rdsumer au moyen du th~or~me suivant le r~sultat 
que nous avons obtenu: 

Th~or~me 1. Ddsignons par A l'dtoile appartenant aux all,meats 

, F '  , , . . . 

et par FA(x)  la branche fonctionnelle correspondante qui appartient ?~ ces 
mdmes dldments, et soit X un domaine fini quelconque d l'int~rieur de A et 
a une quantitd positive aussi petite que l'on voudra. 
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II est toujours possible de trouver un hombre entier ff tel, que la diff~- 

fence entre F A ( x )  et le polyn6me 

(3s) a.(x)  = E c ? ' F " ( ~ ) ( x - -  a) ~ 

soit, d~s que n surpasse ~, infdrieure d ~r en valeur absolue pour toutes les 

valeurs de x appartenant au domaine X .  

Les coefficients c~ ") peuvent ~tre choisis d priori et sont absolument 

inddpendants de a, de F ( a ) ,  F(~)(a), F(~)(a), . . .  et de x. 

De l'expression (36) on tire pour les d~ ) la formule 

= �9 I g  

oh 2x, 2 ~ , . . . ,  2~ pareourent t ous l e s  entiers positifs, le nombre z~ro y 
eompris, qui verifient les conditions 

~, < m , ,  a~ < , n , ,  . . . ,  ~ , <  m. 

oh mx, ms , . . .  , m, sont des entiers positifs d~pendant de n. 
La d~pendance des hombres ml,  m ~ , . . . ,  mn du hombre n peut ~tre 

fix~e d'une infinit~ de mani6res diff~rentes. I1 faudra seulement la choisir 
telle que l'indgaIit~ (35) soit v~rifi~e. 

Nous avons vu que l'in~ga]itd (35) a lieu d~s que les m x , m 2 , . . . , m  ~ 

sont choisis de mani~re k v~rifier les in~galit~s (33). 
Ces in4galit~s subsistent pour des valeurs suffisamment grandes de 

n si l'on pose 

(40)  m,, = n~";/L ---- x ,  2 , . . . ,  n .  

En choisissant cette d~termination pour les m~, le polyn6me g, (x )  

prend la forme tr6s simple 

l lz  n r flzm 

g ' ( ~ ) = Y ' - -  "'" f51s I (a) l t = O  ~ = 0  1 , , = 0  "" _ _  

La forme (39) que nous avons obtenue pour les c~ n) est loin d'etre la 
seule possible. I1 y a au contraire un nombre ind~fini d'autres formes 
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qui r6pondent ~ des conditions sp6ciales. II y a lieu de consid6rer 
entr'autres pour les c~ ") des expressions qui sont form6es ~ l'aide des 
deux c616bres transcendantes e et 7r. 

I1 es~ m/~intenant facile d'obtenir le th6or6me que nous avons mis 
en t4te de ce travail. 

En effet, posons 

(42) 

On a 

ao(x)=go(x)=F(a), 
G ( x )  = / ~  I ,  2 ~ . . . ,  C~. 

(43) ~=oGt,(x)-~g.(x). 

Par cons6quent, x 6tant un point quelconque ~ l'int6rieur de A, et 
a 6tant une quantit6 positive aussi petite que l'on voudra, on aura en 
choisissant n suffisamment grand, 

L'6galit6 

(45) FA(x)-~oO~(x) 
a done lieu pour chaque point s l'int6rieur de A. 

La s6rie 

(4 6 ) E G~(x) 

est uniform6ment convergente pour chaque domaine ~ l'int6rieur de A. 
En effet pour un tel domaine on a en m4me temps 

I I 
IFA(x)--~G~(x)[< a, le nombre n 6tant suffisamment grand 

nq-m 

(47) FA(x)-- E G~(x) < a, le nombre m 6rant un nombre entier 
~=o positif quelconque 

De telles expressions ont 4t4 ~tudi~es dans les deux notes d~j~ cities: Om en ge- 
neraliseri~g af  potensserien et Om den analytiska framM~lb~ingen af  en allm(in monogen 
funktion~ Tredje meddelandet. 
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et, par consequent, 

(48) I f f~:  G t , ( x ) ] ~ a .  

Nous avons donc obtenu le th~or~me suivant: 

Th6or~me 2. D~signons par A l'dtoile qui appartient aux dl~ments 

F(a) ,  F ( a ) ,  F'"(a), . . .  

et par FA(x)  la branche fonctionnelle correspondante qui appartient h ces 
m$mes dldments. 

Cette branche FA(x)  pourra tou]ours dtre reprdsent~e par une sdrie 

(46) .~=oa~,(x) 

oi~ les G~(x) sont des polyn6mes de la forme 

chaque coefficient r dtant un hombre rationnel ddtermind qui ne ddpend 
que de ~ et de p. 

La sdrie 

Za.(x) 
pffiO 

est convergente pour chaque valeur de .~ d rintdrieur de A et elle est uni- 
formdment convergente pour chaque domaine ~ l'intdrieur de A. 

On aura partout h l'intdrieur de A 

p~O n ~ o o  

oi~ g.(x) ddsone le mdme polyn6me que dans le thdor~me 1. 


