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SUR LA RI~SOLUTION OUALITATIVE DU PROBLI~ME RESTREINT 

DES TROIS CORPS 

P A R  

T. LEVI-CIVITA 
P A D O U E .  

Dans le probl~me des trois corps (points mat6riels, qui s'attirent 
suivant la loi de NEWTON) les forces et par consgqucnt les 6quations diff6- 
rentielles du mouvement se comportcnt d'une fa~on analytique rgguli~re 
rant ClUe les positions des trois points restent distinetes. 

D'apr~s cela il est presque 6vident qu'il ne peut y avoir autre raison 
de singularitd pour le mouvement en dehors de la circonstance que deux 
des trois corps (ou tous les trois) so rapprochent ind6finiment. 

Plus pr6eisgment M. PAINLEV~ 1 a dgmontr6 qu'~ partir de conditions 
initiales donn6es des singularit6s peuvent se pr6senter alors seulement 
qu'une au moins des distances mutuelles tend vers z6ro pour t convergent 
vers uno valeur finie t,. 

Quoi qu'il en soit, les r6sultats rgcents de M. MITTAG-LEFFLER sur 
les repr6sentations des branches monog~nes des fonctions analytiques per- 
mettent d'affirmer que: 

Dans le probl~me des trois corps los coordonn6es sont exprimables en 

tout cas et ~endant route la durde du mouvement par des s6ries jouissant 
des proprigt6s fondamentalos des s6ries de TAYLOR. 

Soit en effet x une queleonque de ces coordonn6es. D'apr~s la con- 
clusion de M. PAINLEV]~, rappelgo tout ~ l'heure, la fonction x( t )  reste 

t Voir ses >>LeTons etc., profess6es ~ Stockholm,>, chez A. ttermann, Paris I897 , 
p. 583. 

~lota mathemat~a. 30. Imprim6 le 17 f6vrler 1906. 3 9  
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r6guli~re pour routes les valeurs de t, qu'il y a lieu de considgrer: savoir 
de l ' instant initial t o jusqu'A l'infini dans le cas gdndral oh il n 'y  a pas 
de choe au bout d 'un temps fini; de t o ~ t I (ee dernier instant exclu) 
lorsque le choe intervient. 

Dans les deux cas les intervalles de l'axe rdel (to, o,o), (to, t,) sont 
intdrieurs ~ l'gtoile de M. MITTAG-L~FFLER se rappol~ant au point t o. Lea 
dquations du mouvement fournissent d'ailleurs, en fonction des donndes 
initiales, les d~riv~es successives de la fonction x ( t )  au centre t o de l'~toile. 
I1 suffit donc de construire, en se servant de ces valeurs, un des dg- 
veloppements indiquds par M. MITTAG-]2EFFLER pour en tirer une ex- 
pression de x ( t ) ,  embrassant route la durde du mouvement. 

On peut dire que le probl~me est rdsolu. Mais (tout en restant dans 
le terrain thdorique, off l'on fair abstraction de la complexitd des moyens 
employds) ce n'est pas une rdsolution complete. Elle est, pour ainsi dire, 
aridement quantitative et ne nous laisse pas apereevoir la nature du mouve- 
ment. 

A c e  point de rue se pose d'abord la question de la pr~vision des 
choes: conditions ~ ~tre remplies par les eirconstances initiales pour que 
deux des trois corps, ou t o u s l e s  trois, se choquent au bout d 'un temps tiM. 

La premiere partie de cette question, dont je m'~tais occup6 pour le 
cas particulier du probl~me restreint 1, vient d'etre brillament discutde par 
~ .  ]~ISCONCINI. 2 

La seconde attend encore une rgponse. Mais, lors m~me qu'on en 
poss~derait une, il ne serait pas encore permis de tirer des consdquences 
astronomiques. En effet les corps cdlestes ne sont pas des points matdriels 
et il est loisible de les traiter ainsi pourvu seulement que leurs dimensions 
soient ndgligeables par rapport aux distances, c'est-~-dire (dimensions et. 
degrd d'approximation grant donngs) pourvu que leurs distances ne descen- 
dent pas au dessous d'une certalne limite e. A c e t t e  condition seulement 
les rdsultats mathdmatiques seront acceptables. 

En l'esp~ce, pour pouvoir affirmer qu'~ partir d'un dtat initial donn6, 
le mouvement se poursuivra rgguliSrement, il faudra ~tre certain que les 
distances restent sup~rieures ~ l 'e susdit. 

i Traiettorie singolari ed urti nel problema ristretto dei tre corpi, Annali di l~a- 
~ematica, Ser. III, T. 9, E9O3. 

* Sur le 2orobl~ne des trois corps etc., dans ce m~me volumo des Acta. 
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Reconna~tre d'avance sur les donn~es iniiviales quand il en est5 ainsi, 
voil~ le but essentiel de 1'analyse qualitatif de notre probl~me. 

J 'ai r~ussi ~ faire un petit pas pour le cas par~iculier du probl~me 
restreint. Voici d'une fagon prdeise le contenu de ma recherche. 

Rappelons d'abord qu'il s'agit dans le probl~me restreint du mouve- 
merit plan d'un corps P (de masse nggligeable) attir~ par deux autres S, J 
tournant uniform6ment autour de leur centre de gravit6. 

La distance S-7 restant eonstante, on dolt se prdoecuper seulement 
de PS ,  P J, et il suffit d'en envisager une, pS  par exemple, puisque les 
mgmes consid6rations s'appliquent 6videmment ~ l'autre. 

Cela 6rant, je me suis propos6 l'dtude des trajectoires du syst~me 
(courbes dderites par le point P) dans une r6gion suffisamment petite D 
entourant le centre S. 

Les 6quations diff6rentielles du mouvement pr6sentent, eomme il est 
gvident d'apr~s la nature newtonienne de la force, des singularitds au point 
S. Mats on peut les r6gulariser (le sens de ee mot n'a pas besoin d'ex- 
plieations) par une transformation convenable. On peut notamment, en 
ayant recours ~ l'6quation de H&MIr,TO~-JAcoBI, earactdriser d'une fagon 
trbs nette les trajeetoires de la rggion D. On en tire sans peine une re- 
prgsentation sous forme holomorphe de tous les  arcs de trajeetoire A, pos- 
sibles h l'int6rieur de D. Aueun de ees arcs ne peut se rapproeher in- 
d~finiment de S sans le rejoindre jamais, e'est-~-dire tout arc A, ne passant 
pas exactement au point S, en reste h une distance finie. La moindre 
distance 5 du point S ~ l'arc A peut ~tre exprimde en fonetion (uniforme 
h l'intgrieur de D) d'un quelconque des dtats de mouvement de P sur A. 

Ou bien (~ = o; c'est la condition du choc. Ou bien a > o. On peut 
affirmer clue sur  Fare A le mouvement se poursuit rgguh~rement. Si au 
surplus ~ > e, il sera permis d'attribuer un sens physique au rdsultat ma- 
th6matique. 

Rien n'autorise toutefois des pr6visions ~t longue 6ch~anee (~> r ni 
mgme ~ > o quel que soit t). 

C'est lh une remarque essentielle, que je dots ~ l'obligeanee de M. 
PHRAGM~. 

On eon~oit en effet qu'on puisse, en suivant une trajeetoire d6termin6e, 
sortir de D l e  long d'un arc A, et y rentrer le long d'un are diffdren~ 
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A',  et ainsi de suite, avec des nouveaux 3, ayant m~me z6ro pour limite 
inf6rieure. 

I1 arrive sans doute - -  l 'exemple grant offert (.~ 8) ddj~ par le cas 
616mentuire, oh ]a masse de J serait nulle - -  qu'une trajectoire pdn~re 
duns D u n e  infinit6 de fois par une s~rie d'arcs A, qui, tout en 6taut 
en continuation analytique, se prdsentent h l'int6rieur de D comme des 
dldments distincts. 

Sur la lin~itc inf6rieure des 3 je ne puis rien dire: tous rues efforts 
duns cette direction out compl~tement 6choud. 

L'analyse de ce qui se passe au voisinage de S ne suffit donc pus 
6puiser la question tout en fournissunt des renseignements dignes d'int6r~t. 

Pour r6sumer sous forme expressive on peut dnoncer la conclusion 
suivante: 

Si 3 >  ~ il n 'y  a rien ~ craindre pour le moment du voisinuge de 
S. Seuls des rapprochements nouveau.v (c'est-h-dire pr~c~d6s par des sorties 
de D) pourraient devenir dangereux. 

Qu'fl me soit permis de saisir l'occasion pour adresser tous mes re- 
merciements h MM. )/~ITTAG-LEFFLER et 1)HRAGMI~N, qui ont honor6 mu 
recherche de leur intgrdt bienveillant. 

w 1. F, q a a N o n s  d u  m o u v e m e ~ t .  --  E o r m e  ea~ lon ique  u s u e l l e .  

Soit P celui des trois corps, dont la masse est n6gligeable et n'exerce 
par consdquent aucune influence sur le mouvement des deux autres S ,  J. 
Ce mouvement est alors kdt)ldrien. On suppose qu'i] soit le plus simple 
possible, c'est-h-dire que les deux corps S c t  J tournent uniformdment 
autour de leur centre de gravit6 commun O. On suppose encore que le 
corps P se meut dans le plan, qui contient les deux orbites circulaires de 
S e t  de J .  

On est ramen6 de la sorte ~ un probl~me avec deux degrds de libertd: 
Mouvement plan d'un poin~ P,  sollicit6 par l 'attraction newtonienne de 
deux centres variables S e t  J .  

Convenons de prendre comme unit6 de masse la somme des masses 
des deux corps S e t  J ;  si /~ ddsigne la masse de J ,  ~ ~ l - - , u  sera alors 
eelle de S. 
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Convenons encore de prendre la distance constante 8s pour unit6 de 
distance et de fixer l'unit6 de temps de fa~on que la vitesse angulaire de 
la droite S J  soit dgale ~ l'unitg. D~s lors la constante de la gravitation 
universelle r6sulte, elle aussi, 6gale h l'unit6, et le potentiel des forces 
agissantes sur l'unit~ de masse de P est 

; X '  

en ddsignant par r et A l e s  distances P S e t  P-J. 

P 
..'%. 

..~ 
r ..~ '%. ]~ 

. .  4~ .~ 

~ 

Bapportons-nous pour un moment ~ deux axes mobiles Oxl, Oyl ayant 
OJ comme direction positive de l'axe xl, et, comme direction positive de 

l'axe Yl, celle qu'on obtient de OJ en tournant de ~ dans le sens de la 2 
rotation de la droite SJ. 

Comme 0 est le centre de gravit6 de S e t  de J e t  ~ =  I, les coor- 
donndes de S sent" - - f  t, o; celles de J :  I - - # ,  o. 

Ceci posd, d'apr~s le thdor~me de CORIOLIS, les composantes de l'acc6- 
l~ration absolue d'un point mobile quelconque P (ayant x~(t), y~(t) pour 
coordonn~es par rapport h nos axes) seront 

x~' - -  2y'l - -  x l ,  

y',' + 2 x ~ - - y , ,  

les accents indiquant des d6rivations par rapport au temps t. 
Les 6quations du mouvement s'obtiennent en dgalant l'acc616ration 

la force, qui agit sur l'unit6 do masse. 
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Elles sent donc ici: 

v',' + 2 x ' , -  v, = ~ + ~ �9 

Passons maintenant de xt,  yt ~ un syst~me d'axes para11~les x, y, ayant 
pour origine le point S. 

Les formules de transformation 

donnent 

(,) 

gC z -~- X , - - p ,  Yl  ~ Y 

X " - -  2 y ' - - X  = - - / t  + az + 

y" + : z ' - - y - - - -  a-j + 

ayant pos6 pour abr6ger 

Je pose encore 

A 

x'--T+Y, 
(2) y' - -  q - -  s ,  

et je puis alors 6crire les dquations (z) sous la forint: 

(3) dq ~(~ IT) 
a - i = - - v + V y  + ~  �9 

Les dcux 6quations du second ordre (I) se trouvent ainsi remplac6es par 
le syst~me 6quivalent d'dquations du premier ordre (2), (3) aux quatre 
fonctions inconnues x ,  y ,  p ,  q. 

C'est un syst~me oanonique, dent la fonctio.n caractdristique est 

I r  ~ }, (4) .F=-~z{(p+y)' +(q--~)'}-- rV +~ +zV 

et les variables conjugu~es x ,  p; y ,  q. 
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On constate en effet imm6diatement que les dquations (2) et (3)sont 
bien identiques aux suivautes: 

(i) 

d z  a F  dy  a F  
d-~ = ~ '  ~-Y = ~-~ ; 

dp ~F d__qq ~ ~F 
dt  ~ ~z ' dt  ~y 

I1 eonvient de remarquer: 

I ~ que les auxiliaires p e t  q, ddfinies par (2), ne sont que les com- 
posantes de la vitesse absolue du mobile (plus prdeis~ment de la 
vitesse de P par rapport h u n  syst~me de direction invariable 
ayant l'origine en S); 

2 ~ que les dquations (I) adme~tent l'int6grale (dire de Jxcom) 

En d6signant par v la grandeur de la vitesse relatSve (aux eom- 
posantes x', y'), la dire intggrale s'gcrit, d'apr~s (4) et (2), 

_ I r.~ } i v  ~ ~'h'~ + p V  = - - C .  (5) ~ ,. 

w 2. A~ttre f o r m e  canon ique .  - -  l~f f t t la~' isat ion a u  p o i n t  S. 

Une transformation du syst~me (I), qui donne lieu ~ des cons6quences 
remarquables, s'obtient en posant 

(6) 

(7) p -  iq = 2 (~ + i~) 

oh fi est sous-entendu qu'on doit s6par6ment ~galer clans les deux membres 
les coefficients de i e t  les termes qui ell sont indgpendants. 

Les deux sdries conjugudes x ,  y ; p ,  q sont de la sorte 1ides aux deux 
nouvelles sdries ~, ~ ; $ ,  Z par une transformation de contact. I1 suit en 
effet de (6) 

dx + idy = ~ (~ + i~)(d~ + ~ ) ,  
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d'ofi, en mul~iplian~ membre h membre avee l'6quation (7), 

(1o--iq)(dx + / d y )  = ( $ -  iz)(d$ + Mr/), 

co qui donne en particulier 

$}dx + qdy ----- $d~ + zdr/. 

En posant 

(s) 

e~ en renan* eompte que r n'es* autre que I~/z'-r-+-~[, on ob~ien* ais~men~ 
de (6) ot; (7) 

(9) 
-4p--- t 

I 
x10 + yq = ~ (8~ + r/I.), 

! 

v10 - -  x q  ~ (r/r - -  $z ) .  

Appliquons maintonant le changement de variables (6) et (7) au syst~me 
diff6rentiel (I). 

D'aprbs l'ident~itd 

pdx + qdy --- ~d$ + zdr/, 

le syst~me transform6 en ~,  r/, $ ,  X sera encore canonique avec la m~me 
fonction caraet6ristique F ,  qu'on dolt seulement exprimer par les nouvelles 
variables. 

•ous aurons done 

(r) 

(4') 

d~ aF d~ aF . 
~ 7  

d$ aF d Z = _ aF 
- -  ~ 

d-T ~ aS ' d t  ay 

Quant h F, les (4) e~ (9) donnent apr~s coup 

i } 
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V - -  i x grant une fonefion r~guli~re rant que P S  < I, c'est-h-dire, A 
d'aprSs (6), rant que $ 2 A - ~ 2 <  I. Pour notre but il suffit d'ailleurs de 
retenir que e'est une fonetion holomorphe pour 1~1, [~1 assez petits. 

I1 ne me paralt pas sans intdrgt de faire remarquer (tout en n 'ayant  
pas ~ m'en servir dans ce clni va suivre) que le syst~me (I') peut gtre r6- 
gularis6 au point S. 

Voici de quelle fagon. 
Introduisons une variable auxillaire r d'apr~s l a  position 

dt 

Tant  que le mouvement se poursuit rdguli~rement p2_~ r n 'est  pas 
nul (hi infini). I1 y a done correspondanee biunivoque entre t et r, et 
on pent bien consid6rer eette derni~re, au lieu de t, eomme variable in- 
d@endante. Faisons ee changement dans les dquations diffdrentielles (I'). 
On n'a qu'~ y remplacer dt  par p2dr,  ee qui donne: 

de ~ a F d*l ~ a F  . 

d---r= P ~ ' d-V= P ~z ' 

d$  ~ ~g  d z ~ vF  

Comme p~-----$2-t-~2, et F a, pour route solution de (I'), une valeur con- 
stante - - C ,  on peut 6erire: 

2~F= ~ F:C$=~[p(F+C)]. 

De mgme 

p ~ ~ [p'(F + V)]. 

I1 suffit done de poser 

H =  p ' (F+  e) = ~{(~+ 2p',~)' + (X-- 2p',) '}-- ~--Cp' + ~ # + ~ p ' V  

A~ta 9 r ~ e ~ t ~ .  80. Imprlm~ le 19 f~vrier 1906. 
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pour pouvoir pr4santer le sysf~me pr~c4dent sous la forme 

(r,) 

d$ ~H dy a l l .  
a~ dr a Z ' 

d~ aH ~ = aH 

= a~ ' d~ --~-' 

qui est encore canonique at parfaitemant r4guliar au point S. 
Toute solution de (I') Ion de (I)] donne lieu h une solution de (I"), 

pour laquelle H =  o, et r4eiproquement (la constanta C ayant m~me valeur 
darts les daux cas). 

w 3. E q u a t i o n  de H a m i l t o n - J a c o b i .  - -  D j d u c t i o n  d ' u n e  t n t ~ g r a l e  

c o m p l e t e  W. 

L'6quation de HAMILTOI~-JACOBI, relative au syst~me (I'), s'obtient de 
suite an 4galant la fonction caract4ristique (4') a une constanfe et en  y 
entandant 

aW aW 

Ja d4signerai la aonstante par - - C ,  at je pourrai 4crire, en ehassant le 
ddnominateur p~. 

L'6quation analogue pour le syst~me compl~tement r4gularis~ (I")serait 

H ~ const. ,  

ca qui reviant encore ~ (,o) lorsqu'on donne ~ la eonstante du second 
mambre la valaur zdro. 

Caci remarqu6 en passant, raisons subir aux variables ind4pendantes 
$, ~ una substitution orthogonale 

-b i~ = e ~(~, "4- iTA) (r constante r6elle). 
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Los bin6mes 

~ / -I- \ ~ i 

~W ~W 
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sent des invariants et on peu~ 6crire de suite comme ~ransform6e de l'6qua- 
~ion pr6cddente 

+ 

off V~ est ce que devient V on y rempla~ant $, 7/ par $1 cos a - -  ~1 sin a, 
$1 sin a -b ~71 cos a. V 1 est donc une fonction de ~1 , 71 , a, pdriodique par 
rappen  ~ e et reguli~re rant que [~1 [, 1711 domeurent assez pe~0i~s. 

,, �9 ~ t g  
L equahon (io') ,  quadra~ique par rapport ~ -~- ,  a deux racines, se 

rgduisanf respectivement ~ • ~/8-~ pour la valeur z6ro des trois au~res ar- 
~W guments ~I, ~ ,  ~ 

Le th6or~me g6n6ral d'exis~ence relatif aux dquations aux ddriv6es 
partielles du premier ordre, nous permet ainsi d'affirmer qu'il existe deux 
intdgrales de (xo'), holomorphes au voisinage de ~1----~71 = o et se r~- 
duisant ~ z6ro pour ~-----o. Leurs d~veloppements en sdrie de puissances 
de ~ ,  ~ peuvent ~tre calculus de proche en proche, on partant de l 'une 

aW 
ou do l'au~re des deux expressions de ~ fournies par (~o'). 

Fixons par exemple cello, pour qui le radical ~/8u a sa valour arith- 
m~l~que. 

L'int~grale eorrespondante a n~cessairement la forme 

w =  

oh ~1 est tme s6rie de puissances de $1 , ~ ,  qui s'annule pour ~, ~ r/1 ~--o. 
Comme les coefficients de l '6quation (lo ')  sent des fonctions p6rio- 

diques du param6tre a, il en sera de m4me des coefficients de W et par 
suif~ de W elle-m~me. 
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Le champ de convergence de ~L, au~our du couple ~:~----~h ~ o, peut 
d@endre en particulier de la constance C et dn param~tre a. Mais a ne 
d~range pas. On est assur6 en effet par les remarques, qui pr~c~den k 
que, une fois fixde la valeur de C, on peu~ lui faire correspondre an do- 
maine de l'espaee complexe $1, ~ ,  autour du couple $~ ---- ~h ----- o, oh la 
fonction W reste rdguli~re quelle que soit la valeur (rdelle) de a. 

Abandonnons d6sormais les variables auxiliaires $~, ~ ,  en reprenan~ 
nos variables ~,  ~]. 

La fonction W, qu'on vient de d~finir, prend l'aspect 

(II)  W = ~/~-~ (~cosa q- ~/sina){, + ~ (e ,  7 ,  a)}, 

oh ~ est une fonetion p~riodique de a, qui s'annule pour ~ = : 7  = o et 
reste r6guli~re dans un certain domaine des ~, :7, qu'on peut supposer in- 
d~pendant de a (reals non de C). 

w 4. Su~" une dquatton i m p l i o t t e  ddpendante  de IV. 

On tire de (I i) 

~W - -  aW 
05 = ~/S, cos a + . . . ,  a,~ - -  = ~ / ~ s i n  a + . . . ,  

a w  . a w  ~ / ~ e  ~ + .  + ~ - ~  = . . ,  

les termes non gcrits contenant ~ ou 7] en facteur. 
Introduisons, pour abrgger l'dcriture, l'expression (5) de la vitesse re- 

lative v, c'est&-dire, en y remplagant r par p2, 

(5') p v  = 1~/2~ - -  2cp" + po + 2/~p'V l, 

e~ posons 
~W .aW + ~ - - -  ~ip'(~ + i~) 

2pv = e~(~ + ~ ) .  

La fonction s ~,  a) jouira - -  on le constate de suite - -  des mgmes 
propridtds que ~ ,  sauf bien entendu que ce n'est plus tree fonction rdelle. 
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Ceci posd, envisageons l 'dquation 

317 

(z 3) ~: + * ~ - -  : k,  
2pv 

en y entendant par k un hombre de module ~gal ~ l'unit~, et en y con- 
sid~rant: $ ,  7/ comme des param~res ayant des valeurs donn6es $o, 7/o; ~ 
comme inconnue. 

Le premier membre, c'est-~-dire d~(I "4-~), est une ~onction pdrio- 
dique de a, r~guli~re pour leo I, 17ol assez petits. 

On peat  dire ~g~lement, en rempla~an~ ~ par 

que le premier membre de l 'dquation (I2) es~ une fonc~ion uniforine de T, 

r  ~0, T0), 

holomorphe pour tous les points du cercle IT[ = i, rant que [ ~o ], [7/0 [ sent 
assez pe~i~s. 

A cause de (io) e~ de (5'), on a l 'ideniit~ 

~ W  + i a W  21p'(~ + i,~) 

~pv a w . ~ w 

L'dquation (x e)ent ra lne  donc la sulvante: 

~W .~W 

2pv = ~' 

ce qu'on pent aussi 6noncer on disant que l'~quation (I 2) se [ransforme 

i (sans toucher aux en elle m~me lorsqu'on y change i en - - i ,  e f k  en 

autres quanfit6s). 
Me~tons en ~vidence eomme inconnue ~-, au lieu de ~, e~ appelons 

ce que devient la foncfion r lorsqu'on change i en - - i  en laissant route 
let~re inal~6r~e. 
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r  7~ = k, 

ne seront pas distinctos, d'aprbs ce qu'on vient de dire: t~ute valeur de 
Y satisfaisant ~ la premiere v~rifie par 1~ m~me aussi la seconde. 

A~tribuons en par~iculier la valeur z~ro aux paramb~res $o, 7o. I1 
reste, au premier membre de (t2), e ~. L'~quation (i 2 bis) se rgduit done 

T ~ k .  

Or - -  ne s'annule pas pour ~0 = 70 = o (e'est l'unif~). 
9T 

I1 existe par~n~ un domaine au~our du point $ ~-~7 ~ o, dans lequel 
l '6quation (~2 bis) d6finit univoquement une racine T~. Je dis qu'elle a 
l 'unit6 pour module. 

Je remarque pour cela qu'elle satisfai~ aussi ~ l 'dquation ( i9 '  bis), et 
par suite mgme ~ eeUe qu'on en dgduit en rempla?ant route quantit6 par 
sa eonjugu~e. 

Comme $0,7o et les au~res eonstan~es C, p ,  ~ sont essent-iellement 
I I 

rdelles, la dire op6ration consiste dans la substitution de Ib ~ ~,  ----- et = 
Ta k 

Let 

Le module de k ~t~nt l'unit~, ~I = k, et l'on aura en d~finitive, 

ebt~ de 
r 70) 

aussi 

I 
I1 en r~sulte que ~ est racine de (i 2 bis) en mgme temps que ~'~. 

T1 t 

Mais dans un certain domaine des $ ,  7/ il n 'y  u qu'une seule racine: 
I 

~'t et ~ sont donc identiques, ce qui dgmontre bien que la racine de l'~qua- 
T, 

tion (t 2 bis) reste unimodulaire dans ce domaine. 
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Je le ddsignerai par D, en faisant ici encore remarquer qu'on peut 
le considdrer comme fixe dbz qu'on ne fair pas varier C. Tant que ~, ~7 
appartiennent ~ ee domains on pout satisfaire h l 'dquation (I 2) par un 

x 
angle rdel a ~-:logT~ , et un seulement, puisqu'on ne dolt naturellement 

considgrer comme distincts ceux qui en different par des multiples entiers 
de 2~r. 

w 5. Sol t t t ions  par t i cu l i~res .  - -  Choix  des p a r a m ~ t r e s .  

Revenons aux ~quations du mouvement en coordonn~es cart6siennes x, y. 
Une solution partieuli~re quelconque rests d~termin6e d'une fa9on 

unique pourvu qu'on se donne l'dtat de mouvement (position et vitesse) 
correspondant ~ un instant quelconque t o. 1 

Los quatre ~l~ments dgterminatifs des dtats de mouvement, apparte- 
nant ~ une mgme solution, sont toutefois lids ~ tout instant par la relation 
intdgrale F - ~ - -  C', et on pourral pour fixer une solution partieuli~re, se 
donner la valour de la constants C, et trois des quatre quantitds d6finissant 
la position Po et la vitesse h l ' instant t 0. 

En premier lieu, par exemple, los valeurs ~0, ~70 de $ ,  ~/se rapportan~ 
h /90. La connaissance de /90 et de C ddfinit sans ambignit6 la valour 
absolne v de la vitesse moyennant (5'). 

Comme quatri~me dldment ddterminatif il y a lieu de prendre la di- 
rection de la vitesse. 2 

d~signant 1'angle, que ladite direction fair ayes la direction positive 
de 1'axe des abscisses, 

(13) k (po = Iq o +  01) Po 

sera notre quatri~me param~h'e. 
Pour fixer une trajectoire il suffit naturellement de se donner C, ~o, ~o, k 

en se passant de 1'instant partieulier t o auquel correspondent cos quake 
valeurs. Mais le phdnom~ne est rdversible, ce qni se ddduit analytique- 

i Cola' suppose naturelloment que tout soit r6gulier et par suite que la position 
du mobile dans l'6tat envisag6 ne soit ni S ni J. 

s Js n'aurai pas ~ oonsid6rer lecas v ~ o, et je puis partant parler de direction. 
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merit de la eirconstance que les ~quations (l) ne changent pas lorsqu'on 
y change t e n  - - t  en renversant en m~me temps los signes de x', y'. 

Renverser le sons de la vitesse 6quivaut ~ changer F dans F-4-r, et 
par cons6quent (la position restant la mgme) k dans - - k .  

I1 s'en suit qu'aux deux dtats de mouvement 

C , $ o , , k ,  k ; 

O,  Co, 70,  ~ k  

correspondent les deux sens opposds d'une m~me trajcctoire. 
I1 convient encore d'indiquer quelle est l'expression de k e n  fonction 

des variables conjugu6es $, 7,  w ,Z  (je supprime l'indice o pour abrdger 
l'~criture). 

Partons pour cola de l'identit6 

On en tire 

x ' + i y ' = v e  ~. 

z' + iv' ~ - -  i~ 
v p 

Transformons le second membre en profifant des (2), (6), (7), et il viendra 

(~4) k = 2pv 

w 6. I n t ~ e v a l e s  o a n o n i q u e s .  ~ L e u r  v a l i d i t ~  e f f ec t i ve  

a u  v o i s i n a g e  d e  S. 

Soit /5 une consfan~ et envisageons los 6quations classiques de la 
m6thode d'inf~gra~ion de JAcom 

~W p ,  
(II) a-~ = 

a W  aW 
(III) at  - -  ~ '  a~ = X, 

W 6rant l'inf~gmle compl~fe, d6finie au w 3. 
Supposons qu'elles soient sa~isfai~es par des valeurs par~iculi~res $0, 

70, ~'o,Zo de ~, 7, ~,Z" 
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I1 est bien eonnu que les intdgrales $ , ~ ,  $ , Z  de (I'), ddfinies par 
les valeurs initiales $0,7]0, ~o, ;go eontinuent ~ vgrifior ces 6quations rant 
clue le mouvement reste rdgulier. 

Ceei rappeld, ddsignons par A u n  are queleonque de trajeetoire tout 
intgrieur au domains D. 

On a le thdorgme suivant: 

Quel que soit A, on pent toujours fixer les constantes a e t  fl de fagon 
que les 6quations (l-i), (III) soient remplies on tout point de A. 

D'aprbs ee qui prdeMe, il hens suffit de le eonstater pour un point 
seulement, soit Po(~o, ~%), qu'on supposera, bien entendu, distinct de S. 

La vitesse est sans doute > o, 1 et on peut compldter la ddfinition de 
la trajectoire en assoeian~ ~ C, $o, To le quatrigme parambtre k du para- 
graphs prdeddent. 

Les valeurs de N,Z ,  qui correspondent K la quaterne C, $o, ~o, k 
sent les solutions des deux dquations F =  ~ C  e t  (I4), v grant ddfini par 
(5') en fonction de C, $o, 72o" 

La premibre dquation E - ~  ~ C peu~ s'derire, ~ cause de (4') et de (5'), 

4 

qui, combinde avee (I4) , donne lieu au systbme lindaire: 

+ i r -  2ip'(~ + i~) = k, 
(I4) 2pv 

2pv ~ k" 

Considdrons d'autre part la fonetion IV et supposons d'attribuer ~ cr 
la valeur a~, racine de l'dquation (I2), off l'on suppose bien entendu que 
C, $o, ~o, k soient eeux qui appartiennen~ au point envisagd de notre A. 

Les denvees" " " ~W~, ~W~] vdrifient de la sor~e (pour ~=$o,  ~ - ~ o )  l'dqua- 

tion (~2) et par 1~ m~me (somme on l'a remarqud au w 4) aussi l'dqua- 

i En effet, parml les conditions, qui doivent gtre satisfaites darts le domains D, 

il y a la suivante: pv c'est-~-dire 1~]~ - -  gOp' + p' + 2]~p'I z ] rests uniforms, v ne 
peut done pas s'annuler ~ l'int~rieur de D.  

, ~  matl~matica. 30. Imprim~ le 19 f~vrler 1906. 41 
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tion (I 2'). La comparaison de ces deux gquations (z 2), (12') avec le syst~me 
(~4), (~5) donne imm~diatement (pour l'~tat de mouvement C, C0, ~70, k) 

9W ~W 

Les 6quations (IH) sont done remplies au point P0 de A, d~s qu'on 
donne ~ a la valeur aj. I1 e n e s t  de m~me de (II), pourvu qu'on prend 
fl ~gal ~ la valeur du premier membre. C . Q . F . D .  

Remarque. Rien n'empdche de suivre une trajectoire aussi hors de 
D, rant que le mouvement reste r~gulier. On peut encore affirmer que 
les gquations (II), (III) resteront v~rifi6es, en entendant par W la continua- 
tion analytique, obtenue en suivant la trajeetoire, de la d~termination va- 
lable dans D (et uniforme dans ce domaine). Mats cela ne nous aide pas 
grande chose, puisqu'il nous est ineonnu comment se comporte W hors de D. 

En particulier si une trajectoire rentre dans D apr~s en ~tre sortie, 
la continuation de W, eorrespondante ~ la renfrde, soit W1, tout on grant 
toujours une intdgrale de (9), peut fol~ bien diffdrer de la ddtermination 
~/~ (~ cos a W ~ sin a) -t- . . .  : eelle-ei gtait en effet caraetdrisde par une condi- 
tion initiale, qui n'est pas invariante vis-h-vis d'une continuation analytique. 

On peut ajouter que cette circonstance g~nante de la non-uniformit6 
de W n'est pas seulement k craindre, mats se prdsente en rgalitd. Voici 
un exemple bien simple. 

Supposons que la masse # du centre J soit nulle. P n'est alors soumis 
qu'~ l'attraction de S, et l 'on est reconduit au problSme ~l~mentaire du 
mouvement d'un point P, attir6 suivant la lot de NEWTO~ par un centre 
S, qu'on peut consid6rer fixe. 

Par rapport ~ des axes fixes le mouvement de P e s t  k~pldrien et 
admet les deux int~grales des forces rives et des aires. Celle de JAcom 
n'en est qu'une combinaison lindaire, et, h, c, C ddsignant respectivement 
les constantes des forces rives, des aires et de JAconI, on trouve 

C=--h-4-c. 

Si h est n~gative, la trajeetoire (absolue) de P est une ellipse; son axe a 
et son parambtre ~v sont exprim~s par les formules 

I a ~ ,  p ~ - c  ~. 
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Par rapport aux axes mobiles z ,  y, qui tournent uniformdment, tou t  
se passe comme si (les axes 6tant fixes) 1'ellipse tournait autour du foyer 
S, clans le sens opposd, pendant clue B la parcourt d'un mouvement kd- 
pldrien.. 

Laissons de c6td les valeurs partieuli~res de h, pour qui le moyen 
mouvement serait commensurable avec la vitesse de la rotation (fictive) de 
l'dlipse, c'est-~-dire rationnd, puisque cette vitesse a la valeur - - I .  

Un petit raisonnement, bien souvent employ~ darts des cas analogues, 
permet alors de conelure que la trajectoire relative de /) remplit en~i~re- 
merit 1 la couronne circulaire d~finie par les distances aph61ie et pgrih61ie 
de l'orbite absolue. 

I1 suffi~ done que le domaine D (correspondant ~ une valeur donnde 
qudconque de la constante C) renferme ~ son int~rieur quelciue point 
d'une de ees trajeetoires (provenant des orbibs elliptiques) pour qu'il doive 
n6cessairement contenir une infinit6 d'ares A appart~nant bus  ~ cette mgme 
trajectoire. 

Pour constater qu'il ell bien ainsi, donnons h C u n e  valeur positive, 
d'ailleurs quelconque, et rappelons l'iden~it6 C =  ~ h q-c.  

On y satisfait en prenant par exemple c tr~s petit, et par consgquent 

- - h  tr~s voisin ~ C, avee la pr6caution que (- -h)  ~ ne soit pas rationnel. 
8 

L'orbite absolue est alors une ellipse de moyen mouvement (--h)  ~ irra- 
tionnel et de param~tre 1o = c ~ tr~s petit. 

Rien n'empgche dvidemment de supposer c assez petit pour que la 
rdgion pgrih61ie tombe bien h l'intdrieur de D. 

$ 7. Cons6q~tences  de  la  r e p r 6 s e n t a t i o n  h o l o m o r p h e  des  t r a j e e t o i r e s  

St l ' i n t d r i e u r  de  D .  ~ C o n d i t i o n s  de  ehoe  et  de  s f t re td  m 6 e a n i q u e .  

- -  Po~t6e  r e l a t i v e  de  ees  cond i t i ons .  

Th~or~me: Si un arc A se rapproche ind~finiment de S, il y passe. 
D'aprbs le paragraphe precedent l'~quation (II) sera v6dfi~e en tout point  

i Plus pr6eis6ment la courbe est condens6e dans la couronne, c'est-~-dire qu'il y a 
des points de la r si pros que l'on veut de tout point ilx6 d'avance ~ l'int6rieur 
(ou sur le contour) de la couronne. 
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de A pour des valeurs convenables des cons~antes a et /9. Par hypoth~se 
l'arc possSde des points si pros de S que l'on veut. Dans ces points la 
fonction 

aW 
aa = ~/8-~(--~sin~ + ~eos~) -{- . . .  

prend des valeurs, qu'on peut rendre plus petites que route quantit4 as- 
aW 

signde d'avance. Mais a~a a, tout le long de A, la valeur cons~ante /9. 

On dolt en conclure /9 = o, ce qui ddmontre bien que A passe par S. 
Si, pour un A quelconque, /gXo, la courbe ne peut passe rapprocher 

ind4finiment de S. C'est une cons4quence 4vidente du rdsul~t ob~enu 
tout s l'heure. Mais il y a plus. 

Le minimum ~ des distances des points de A k S es~ une fonction 
de C, a,/9, pdriodique par rapport s a e t  s'annulant avec/9. On en conelu, 
d'apr~s le paragraphe pr6c4dent, que ce ~ est une foncfion uniforme des 
circonstances initiales. Soien~ en effet C, ~o, T0, k les quatre param~res 
ddfinissant 1'4~a% initial C o (le point ~0, ~o 4tant r suppos~ s l'in- 
t4rieur de D). 

Consid4rons d'autre part la foner ~(5', a,/9). On doi~ y remplaeer 
par la racine al de l'4quation (i 2) e~ /9 par sa valeur 

(~ devient ainsi une fonction uniforme de C, ~o, To, k; mais on peut 
encore substituer ~ C er h k leurs valeurs F et (I4), et on aura de la 
sorte une r uniforme des param~tres canoniques ~o, ~o, ~o, Zo de 

Oceupons-nous maintmnant des courbes 

aW 
"" ~ O~ aa 

qui passent simplemcnt par le point S. 
Aux conditions, impos4es ~ D au w 4, imaginons a iout4e, comme i l  

es~ 6videmment permis, encore la suivan~e: 
/9 dolt ~tre assez pe~it pour que la courbe 

aW 
- - ~ O  Oa 
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n'ait g l'intgrieur de D que l'unique branche r6guli~re passant par S; et 
eela quelle que soit la valeur (r6elle) de a. 

On est alors assur6 que la longueur de l'are de la dire courbe, compris 
entre /)0 et S, es~ finie. 

D'ailleurs, dans le domaine D, pv est toujours > o et diff~re autant 
moins de [~/~[ qu'il s'agit de points plus prbs de S. 

Le mouvemen~ ne peut donc pas changer de sens sur l'are PoS; de 
plus la vitesse erolt inddfiniment lorsqu'on s'approche de S. Le temps 

n~cessaire au mobile pour parcourir cet arc PoS reste partant fini et tend 
m~me vers zdro plus rapidement que l'arc h i  m~me. 

On pourrait prdciser cette remarque en ayant recours h la derni~re 
intdgrale canonique 

~W 
~O - -  t "4- const. ; 

mais nous n'avons pas h discuter les lois du mouvement. 
I1 nous suffit de rappeler que sur route trajectoire le mouvement est 

possible dans les deux sens, pour pouvoir conclure de ce qui prdc~de: 
~W Chacun des arcs ~a - - o  est h la lois trajeetoire de collision et tra- 

jeetoire d'djection; f l =  o (on, si l'on veut, 3-~ o) est donc la condition 
caractdristique d'un choc P ,  S. 

Ainsi qu'il a 6t6 remarqud plus gdndralement ~ propos de la fonction 
~(C, a,/~), on peut exprimer fl en fonction uniforme des circonstances ini- 
tiales, c'est-hldire de C, $0,70, k, ou bien encore de la quaterne canonique 
$0, To, $0, Zo" ]_l serait aisg de ealculer autant de termes que l'on veut 
du ddveloppement (convergent h l'intgrieur de D) de fl(C, $o, 70, k) en 
sgrie de puissances de S0,70. 

J'ome~s le calcul en renvoyant h men mdmoire ))Traiettorie singolari 
etc.)) cit6 clans l'introduction, off j'ai explicit6 la condition du choe sous 
une forme un peg diffgrente. 

Les denudes grant encore C, So, 70, k, on peut se proposer de re- 
eonnaltre si le choc, caractdris6 par la condition /9~ o, est pass6 on futur. 

Voyons pour cela ce qui se passe au voisinage immddiat du point S. 
Toute A est une courbe r6guli~re ayant e n S  une tangente bien ddterminde. 
Si l 'on a affaire h u n  choe passe, le rayon vecteur S P a  du ~tre dirig~, 
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l ' instant de l'6jection, pr~cisdment comme la tangente ~ A dans le sens 
du mouvement. On a done alors ~ la limite ~ -~  6, en d6signant par 
l'anomalie du rayon veef~ur, e~, comme au w 5, par ~ l'inclinaison de la 
vitesse sur la direction positive de l'axe des abscisses. 

Si l 'on a affaire a un choc futur, la relation limi~e sera au eontraire 

~ - - - - ~ T ~ .  
Ceci pos6, comme les dtats, qu'on consid~re, colTespondent ~ des po- 

sitions tr~s voisines de S, il est bien 6vident que, la relation / ~ = o  6rant 
satisfaite, ~ doit diff6rer tr~s peu: ou bien de 6, ou bien de t~+r.. Dans 
le premier cas il s'agit d 'une djection, dans le second d'une collision. 

Au point de vue physique l'absence de choc ne suffit pas ~ garantir 
la rdgularit6 du mouvement:  pour qu'il soit ldgitime de le retenir con- 
forme aux prdvisions du calcul, il faut que les corps ne se rapprochent pas 
au ddlh d 'un certain ~. 

Lorsque le mobile est ~ l'int6rieur de D on peut encore d~eider, par 
la connaissance de l'6tat de mouvement h u n  instant quelconque, s'il en 
sera ainsi (3 > z). Toutefois ni cette condition de sfiret6, ni l 'autre moins 
restrictive, qui exclut simplement le ehoc, embrassent route la dur6e du 
mouvement. 

Elles sent bien valables hint que le mobile reste en D; mais si le 
mobile y rentre apr~s en @ire sorti, elles no permettent a priori aucune 
pr6vision. Cela tient h co que l 'on rentre dans D avec une d6termination 

awl inconnue W 1 de W, pouvant donner lieu h u n  nouveau arc aa '=  t9" 

Quoi qu'il en soit, il reste toujours un r6sultat positif se rapportant 
la rdgion D: Si 3 >  z, il n 'y  a rien ~ craindre pour le moment du 

voisinage de S. Seuls des rapprochements nouveaux (e'est-h-dire pr6c6d6s 
par des sorties de D) pourraient devenir dangereux. 

w 8. _]~entarque. 

Tout are de trajectoire intdrieur h D satisfait effectivement aux 6qua- 
fions 

et (III). 

a w  
~tZ - -  # 
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Comme il a d~j~ 6t~ substantiellement remarqu~, en ~lim:nant a et 
~W 

C de --~- on obtient une fonction uniforme f de ~, V, ~ ,  Z. 

On a donc pour tout arc A 

f(~, V, ~, Z)=#. 
La fonction f est distincte de F ,  puisque, en so rapportant par exemple 
aux variables C, ~, V, k, on a F = -  C, tandis que 

f = v ' ~ ( - -  ~sin a q- ~ cos a) q- . . .  

( k=!  ' )  
=V~ -- zi + V - q - - . + ' -  

n'est pas :me fonction de la seule C. 
Voil~ une intggrale autro que F-----const. uniforme pour quelque 

syst~me de valeu~s de $, ~2, $ ,  Z et par suite aussi des variables cartgsi- 
ennes x,  y,  x', y', qui en sent des fonctions alg~briques. 

A premiere vue la conclusion est choquante, puisqu'elle paralt en 
contradiction avec le th6or~me bien connu de M. POI~CAR~, qui exclut 
l'existence d'intggrales uniformes en d6hors de /~ '= const. 

I1 n'en est rien toutefois, et on peut s'en convaincre ais6ment en ayant 
6gard aux limites de validit6 des deux r@sultats. 

Celui de M. Po:NcAa~ 6tablit la non-existence d'int@grales uniformes 
par rapport aux variables k6plgriennes, ce qui implique l'uniformitg au 
voisinage de tous les gtats de mouvements x, y,  x', y', qui appartiennent 
une m~me orbite osculatrice (elliptique). 

On ne peut pas exclure, d'apr~s cette proposition, l'existcnce d'intg- 
grales uniformes, pour quelque portion de l'orbite sculement, ni non plus 
au voisinage des 6tats de mouvement, qui ne seraient elliptiques du tout. 

lqotre int6gr'~e f ~ - # ,  qui est uniforme dans le domaine D, se trouve 
pr~cis~ment dans l'une ou dans l'autre de ces conditions. 

Padoue, septembre I9o 4. 


