SUR LA REPRESENTATION DES FONCTIONS DISCONTINUES

PAR

RENE BAIRE
4 MONTPELLIER.

PREMIERE PARTIE.

Introduction.

Le présent. mémoire constitue la premiére partie d’un travail dans
lequel je me propose d’exposer l'ensemble des résultats que j'ai obtenus
dans D'étude du probléme suivant: Caractériser les fonctions discontinues
(de m variables) représentables par des séries simples, doubles, triples, ete.
de fonctions continues, et que jappelle fonctions de classes 1,2,3,...

En ce qui concerne le cas des séries simples (fonctions de classe 1),
j'al exposé d'ume maniére compléte la solution du probléme dans mes
»Lecons sur les fonctions discontinues».’ Je renverrai souvent le lecteur
a ce livre, dans lequel j'ai eu l'occasion de traiter plusieurs questions qui
me sont utiles pour I'étude que j'ai en vue, en particulier la théorie des
nombres transfinis (Chapitre II).

Voici un résumé des matiéres traitées dans le présent mémoire.

Je donne, au chapitre I, la définition des diverses classes de fonctions,
ainsi que quelques propriétés générales qui en résultent d’une maniére
immédiate.

Je rappelle, au chapitre II, les principaux théorémes de la théorie des
ensembles de points & n dimensions dont j'ai besoin pour la suite.

! Editées chez Gauthier-Villars, dans la »Collection de monographies sur la théorie
des fonetions» publide sous la direction de M. BoreL. Voir, dans les »Legons sur les
fonctions de variables réelles», de M. BoreL (méme collection), Note II, une autre so-
lution, de M. LEBESGUE.
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Dans le chapitre III, aprés avoir rappelé le théoréme général con-
cernant les fonctions représentables par des séries de fonctions continues,
je. donne a ce résultat une extension, relative au cas olt l'on se donme
une fonction définie en des points dont l’ensemble ne constitue pas un
continu, ni méme un ensemble fermé, et ou l'on veut savoir sous quelles
conditions on peut compléter la définition de la fonction de maniére a
obtenir une fonction de classe 1 sur un ensemble fermé. Cette généralisa-
tion, outre l'intérét qu’elle présente par elle-méme, m’est nécessaire pour
la suite de mes recherches.

Au chapitre 1V, j'établis 'existence d'une certaine propriété qui ap-
partient aux fonctions continues et qui se conserve a la limite, ¢’est-a-dire
qui, dés qu'elle appartient & tous les termes d’une suite de fonctions
tendant vers une fonction limite, appartient aussi & cette derniére fonction.

J’aborde, au chapitre V, I'étude des fonctions de classes 2 et 3, dont
je démontre lexistence -effective. Pour poursuivre cette étude, j'ai 6t6
conduit, comme je l'ai indiqué d'une fagon succincte dans des notes aux
Comptes Rendus de 1’Académie des Sciences (décembre 1899), a
transformer les notions d'emsemble de points et de point limite. Toutefois,
la notion nouvelle dont il s'agit n’apparait pas dans le présent mémoire;
elle sera exposée avec tous les développements nécessaires dans un mé-
moire ultérieur.

CHAPITRE 1.

Définition des diverses classes de fonctions.

1. Désignons par B l'ensemble des nombres réels, par R’ I'ensemble
obtenu en adjoignant a4 R les éléments + co, —co. Une suite: %,
Uy, ..., Uy, ... a pour limite A (u,, %,, ..., %,, ... et A appartenant & R)
si, quels que soient les mombres A’ et A" tels que X' <A<A” (l'un des
nombres A’ et A” pouvant ne pas exister), il y a un entier p tel que n>p
entraine A’ <u, <A”.

P étant un ensemble fermé de l'espace a n dimensions &,, si, a
chaque point 4 de P correspond un nombre de R',f(4), I'ensemble de
ces nombres constitue une fonction définie sur P. Si tous les nombres
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f(A) appartiennent a R, la fonction est dite finie. Si les bornes supérieure
et inférieure de 1'ensemble des nombres f(4) appartiennent 2 R, la fonc-
tion est dite bornée.

Une fonction f définie sur P est dite continue si elle a en chaque
point une valeur finie et si, 4,, 4,, ..., 4,, ... étant une suite de points
de P tendant vers un point A4, (qui fait nécessairement partie de P), on
a: }lim f(d,) = f(4,).

Toute fonction non continue est discontinue.

Si 'on a des fonctions: £,,f,, ..., , ... et f, définies sur P, et
telles que, A4 étant un point quelconque de P, on a: limf,(4)= f(4),

p=w

on dit que f est la limite de f,.

P étant toujours un ensemble fermé de G,, aux différents nombres
ordinaux des classes I et II nous ferons correspondre des classes de fone-
tions définies sur P au moyen de la définition suivante.

1° Une fonction continue appartient a la classe o.

2° Une fonction appartient 3 la classe a (a>0) si elle est la limite
d'une suite de fonctions appartenant a des classes marquées par des nombres
inférieurs & a, et si elle ne fait pas partie de l'une de ces classes.

Soit E l'ensemble des fonctions appartenant a toutes les classes mar-
quées par les nombres des classes I et II. Je dis que E contient toutes
ses fonctions limites, ¢’est-a-dire que si une suite de fonctions f,7,,...,/,,..-
a pour limite f, et si toutes les fonctions f, appartiennent a E, il en est
de méme de f. En effet, les fonctions £, f,, ..., f,, ... appartiennent a
certaines classes o, , @, ..., &, ..., il existe un nombre a des classes I ou
II supérieur a tous les a,; donc f est de classe a ou de classe inférieure;
done f fait partie de E.

2. Soit f une fonction quelconque définie sur l'ensemble fermé P.
Soient b et B deux nombres finis (b < B). Appelons transformation 6(b, B)
la transformation qui remplace f par une fonction ¢ ainsi définie:

En un point 4 de P ou: f(4)<b, ¢(d4)=0".
En un point ou: b<f(A)<B, ¢(d)=r(4).
En un point ou: B<f(4), p(d)=B.
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On voit d’abord que, si f est continue, ¢ l'est aussi. Car, pour deux
points quelconques 4 et 4’, on a:

l¢(4) —p(4)| S| F(4) —7(4)]-

Donc, si A’ varie et tend vers 4 supposé fixe, le second membre tend
vers O, par suite aussi le premier.

Supposons maintenant qu’on considére une suite de fonctions £, f,, ...,
f,, ... ayant une limite f; la transformation #(b, B), appliquée & toutes
ces fonctions, donne de nouvelles fonctions ¢,, ¢,, ..., ¢,,... et ¢; je
dis que ¢, tend vers ¢. Il y a, pour un point 4 de P, trois cas possibles:

1° b<f(4)<B. Quand y dépasse une certaine valeur p, on a:
b<f,(4)< B, et par suite: ¢,(4)="1.(4); comme ¢(4)=/f(4), on a:
lim ¢,(4) = ¢ (4).

2° B<Zf(4). A e>o0 correspond p tel que, si y>p, on a:
B—e<f,(4). Dans ces conditions, que f,(4) surpasse ou non B, on a:
B—e<g,(4)<B; comme ¢(4)= B, on a encore: lim ¢,(4) = ¢(4).

3° f(4)<b. La démonstration est analogue.

Cela posé, je dis que la transformation 6(b, B), appliquée a une fonc-
tion f de classe <a, donne une fonction ¢ de classe <a. Le fait a été
établi pour a=o0. Pour quil soit établi dans le cas général, il suffit,
d’aprés le principe de récurrence généralisé, de montrer qu'en ’admettant
pour tous les nombres inférieurs au nombre déterminé », il a encore lieu
pour a. Or, si f est de classe <a, f est la limite d'une suite de fonc-

tions f,, f,, ..., f,, ... dont chacune est de classe <a; en appliquant a
toutes ces fonctions la transformation 6(b, B), on obtient une suite ¢,
@y -+, @, ... tendant vers ¢, et chacune des fonctions ¢, est de classe

< a, d’'aprés I'hypothése admise; donc ¢ est de classe <a.

Si f, supposée de classe <a, est bornée, si m et M sont ses bornes
inférieure et supérieure, en prenant: b =m, B= M, on a ¢ =, la suite
@y @Poy vy @, ... tend vers f, et on a: m<¢, <M. Donc, une fonc-
tion bornée de classe <a peut étre considérée comme la limite d'ume suite
de fonctions de classes < a, dont chacune est comprise entre les bornes de f.

3. La somme algébrique, le produit d'un nombre fini de fonctions
finies de classe <a est de classe <a. Dans le cas de o = 0, cela résulte
de la- définition des fonctions continues. Admettons le théoréme pour tous
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les nombres inférieurs au nombre a, et étendons-le & ce nombre; il suffit
de considérer le cas de deux fonctions. Soient donc f et g deux fonctions
finies et de classes <a; elles sont respectivement limites de fonctions , et
g, de classes < a; d’aprés I'hypothése admise, £, +g,, f,9, sont de classes
au plus égales a la plus grande des classes de.f, et g,, donc de classes
<a; or f,+9g, {9, tendent vers f+ g, fg, qui sont donc de classes < a.

Une série, dont tous les termes sont des fonctions finies de classes < a,
si elle est convergente en tout point de P, définit par sa somme une fonc-
tion de classe <a; car Ja somme des n premiers termes est une fonction
de classe <a.

Une série, dont tous les termes u,, ,, ..., %,, ... sont des fonetions
finies définies en tous les points de P, et qui est convergente en chacun
de ces points, est dite wuniformément convergente sur P si, quel que soit
e>o0, et quel que soit l'entier %, il existe un entier n>h tel qu'on a,
en tout point de P:

[#0gr + oy + ... | <e.

Nous allons montrer que, si les termes d'une telle série sont des fonc-
tions de classes <a, la somme f de la série est aussi de classe <a. Dans
le cas de a=o0, ce théoréme se réduit & une proposition connue relative
aux fonctions continues. '

Pour traiter le cas de a> o, jutiliserai la remarque suivante:* Eiant
donnée une série uwiformément convergenmte: w , Uy . ..., Uy, ..., ON Peut,
par un certain groupement de termes comsécutifs, la remplacer par une série:
U,,U,..., U, ... dont les termes sont, & partir du second, inférieurs en
valeur absolue & ceux d'ume série comvergente & termes positifs numériques
donnée.

Si les u, sont de classes < a, il en sera de méme des U;, dont chacun
est la somme d'un nombre fini de termes wu,.

Tout revient donc & montrer que si I'on a une série de fonctions de
classes <a: %, U,, ..., %, ... et une série convergente & termes numé-
riques positifs: @, , @,, ..., a,, ..., telles que: |u,|<a,, la somme f de la
série est de classe <a.

D'aprés I'hypothése, il y a, pour w,, une suite de fonctions %,,,
U,py ooy U,,, ..., tendant vers u,, toutes de classes <a, et telles que,

v Legons sur les fonctions discontinues, p. I11.
* Pour la démonstration, voir loc. cit., p. I12.
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quel que soit p: |u,,|<a,. Si on pose: fi=u,+ u,; 4 ...+ 4, on
vérifie! que f; a pour limite f. Or, f; est de classe <a, comme somme
d’un nombre fini de fonctions de classes <a. Donc f est de classe <a.

Etant donnée une série uniformément convergente, on dit que la somme
f, des y premiers termes tend uniformément vers la somme de la série.
On voit que, si une fonction £, de classe <a tend uniformément vers une
limite f, f est aussi de classe <a.

Si une fonction [ est telle que, quel que soit € > o, il existe une fonc-
tion ¢ de classe <a différant de f de moins de ¢, f est de classe <a.
En effet, prenons une suite de nombres positifs tendant vers o, soit ¢,
€, ..+, 8, ... et prenons, pour chaque ¢, une fonction £, de classe <a
telle que |/, —f|<e,: on voit que £, tend uniformément vers f, qui est
par suite de classe <a.

4. Montrons que 1'étude des fonctions non finies ou non bornées
peut se ramener a l'étude des fonctions bornées. Nous utiliserons pour
cela la transformation 7' qui remplace la variable y pouvant prendre toutes
les valeurs de R’ par une nouvelle variable z définie comme il suit:

Pour —oc0<y<o, o=
= = I — y
T y
P o<y< + =
our Syt oo, 2= ¥y
On sait® que si les nombres: y,, ¥,, ..., ¥, , ... et y,, appartenant
a R, ont pour transformés par 7' les nombres z,,2,,...,4,... et 2,

il y a équivalence entre les conditions:
limy, =y, et limz =2,

En appliquant la transformation T aux valeurs d'une fonction f dé-
finie sur un ensemble P, on obtient une fonction ¢, comprise entre — 1
et 1, qui est la transformée de f par T f est la transformée de ¢ par 7.

I. Si on considére une suite de points de P: 4, ,4,, ..., 4,, ...
ayant pour limite un point 4, il y a équivalence entre les conditions:

limf(4,) =f(4) et limg(d,)=¢(4).

‘)

' loc. cit., p. I13.
* loe. cit.,, p. 122.
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II. 8i Pon a des fonctions 7,,7,,...,f,, ... et f, définies sur P,
et si leurs transformées par T sont ¢,,¢,,...,9,,... et ¢, il y a équi-
valence entre les conditions:

mf,=f et limg, =¢.

Nous avons réservé le mot de fonction continue aux fonctions finies.
Une fonction peut avoir en certains points l'une des valeurs -+ co, — oo,
et posstder en tout point A la propriété: lim £(4,) = £(4) pour toute suite
de points 4,, 4,,..., 4,, ... tendant vers 4. Nous dirons qu'une telle
fonction est continue (sens étendu). D’aprés I, on voit que:

Une fonction f et sa transformée ¢ sont comtinues (sens étendu) ou non
en méme temps.

Si f est de classe o, il en est de méme de ¢; mais, si ¢ est de classe
o, f n'est de classe o que si elle est finie. Je dis que, étant domnées une
Jonction f et sa transformée ¢, si Uune de ces deux fonctions est de classe
a (@>1), il en est de méme de U'autre.

Admettons cette proposition pour toutes les valeurs de a>1 et in-
férieures a un nombre 3, et démontrons-la pour S.

1° Si f est de classe 8, il y a une suite f;,f,, ..., f,, ... tendant
vers f, chaque fonction £, étant de classe <pf. Les transformées ¢,,
Cos ooy @y ... de fi 1o, ..., fi,... sont, d’aprés la proposition admise,
de classes <f et tendent vers ¢; donc ¢ est de classe <p.

2° Bi ¢ est de classe g, il y a une suite ¢, , ¢, , ..., ¢,, ... tendant
vers ¢, chaque fonction ¢, étant de classe <pg ot étant comprise, comme
¢, enfre — 1 et 1. DPrenons une suite de nombres positifs inférieurs
a 1 et tendant vers 1, soit A, 4A,,...,4,.... La fonction 4¢,, qui
tend vers ¢, est comprise entre des nombres intérieurs & I'intervalle
(—1,1); donc la transformée de A, ¢, par T, soit f,, est bornée; f, est
de méme classe que A ¢,, Cest-a-dire que ¢,, si cette classe est > 1, d’aprés
la proposition admise, et aussi dans le cas ou elle est égale & o, car alors
f,, étant bornée, est une fonction continue proprement dite; ainsi les £,
qui tendent vers f, sont de classes <pg; donc f est de classe <p.

Les fonctions f et ¢ appartiennent donc & deux classes dont aucune
ne peut surpasser l'autre; donc 7 et ¢ sont de méme classe.

On voit, en outre, quune fonction f quelconque de classe <a peut
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étre considérée comme la limite d'une suite de fonctions bornées de
classes < a.

Supposons qu'on soit parvenu & déterminer une condition (A4) né-
cessaire et suffisante pour qu'une fonction bornée soit de classe <a (a
étant > 1 et déterminé); supposons que la condition (4) soit invariante
par rapport aux transformations 7T et I'™', c'est-a-dire que, ¢ étant la
transformée par T d’'une fonction f, les fonctions f et ¢ remplissent en
méme temps ou non la condition (4); je dis que (A4) est la condition né-
cessaire et suffisante pour qu'une fonction quelcongue soit de classe <a.
En effet: 1° si / est de classe <a, ¢ est aussi de classe <a, ot, étant
bornée, satisfait a (A4); donc [ satisfait a (4). 2° si [ satisfait a (A), il
en est de méme de ¢; ¢, étant bornée, est de classe <a, donc f aussi.
Cela nous permettra, dans la suite, d’introduire le plus souvent la restriction
qu'on s’occupe de fonctions bornées, les résultats s’'étendant facilement au
cas général.

CHAPITRE II.

Les ensembles a n dimensions.

5. J’indique ici les résultats relatifs a la théorie des ensembles de
points & 7 dimensions dont j’ai besoin pour la suite; pour la plupart
d’entre eux, je me contente de donner les énoncés, renvoyant pour les
démonstrations aux »Lecons sur les fonctions discontinues», (Ch. V, sec-

P,Q,R,... étant des ensembles de points dans &,, on désigne par
DP,Q,R,..) lensemble des points communs a P, @, R,..., par

M(P,Q, R, ...) l'ensemble formé par la réunion de P, @, R, ...; quand
P,Q,R,... nont deux & deux aucun point commun, on écrit aussi:
MP,Q,R,..)=P+Q+R+....

Si P,Q, R, ... sont fermés et en nombre fini, M(P,Q,R,...) est
Jermé, car tout point limite pour cet ensemble est limite pour l'un au
moins des ensembles P, @, R, ....

Si P,Q,R, ... soot fermés, D(P,Q, R, ...), ¢l existe, est fermé.
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Si on a des ensembles fermés P, , P,, ..., P,, ... tels que:
P>P,>...>P>...

chacun contenant au moins un point, et si P, est borné, il y a au moins
un point commun a tous.

6. P étant un ensemble quelconque, on désigne par P' l'ensemble
dérivé, ou dérivé d’ordre 1, de P. Nous désignerons par P° I'ensemble
M(P, P"), et nous dirons que cest le dérivé d’ordre o de P. On voit
que P° comprend, outre les points de P’ les points qui font partie de P
sans faire parlie de P', c’est-a-dire les points isolés de P. Ainsi, un point
A appartient & P° si toute sphére de centre A contient aw moins un point
de P, et il appartient a P' si toute sphére de centre A contient une in-
finité de points de P.

L'ensemble P° est fermé et a powr dérivé P', car si un point 4 est
limite pour P° c’est que toute sphére de centre 4 contient une infinité
de points de P°: ces points appartenant a P ou P, le point 4 fait partie
de P'; réciproquement, un point de P! étant limite pour P, est limite
pour P° qui contient P.

Si un point 4 n’appartient pas a P° il y a une sphére de centre 4
et de rayon positif qui ne contient aucun point de P: on dit que A est
evtérieur a P.

Si P est dense en lui-méme, on a P<P'; il y a donc identité entre
P° et P': P° est parfait.

7.>  8i I'on a des ensembles fermés ou nuls correspondant aux nombres
des classes I et II:

(1) P,P,..., P

ay *

avec la condition que a <a' entraine P,> P, ces ensembles sont tous
identiques entre eux a partir d’une certaine valeur 8 de a, c’est-a-dire que:

Pﬂz.Pﬂ+1=..--

En désignant par P, l’ensemble commun & tous les ensembles (1),
on a, en outre, les résultats suivants:

! loe. cit.,, p. 103, 104, I05.
Acta mathematica. 30. Imprimé le 14 aotit 1905. 2
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I. 8i, pour tout nombre a de seconde espece, P, est I'ensemble
commun a tous les ensembles P, d’indice inférieur a «, on a:

PO=Z(P7-—P7+])+P.Q) r=031)"‘<;8'

II. Si, outre la condition I, on a Py,=o0, et st P, est borné, il y

a un pombre y tel que P, contient des points, P,,, étant nul.

IIT. Si les ensembles (1) sont tels qu'un point isolé de I'un d’eux
ne fait pas partie du suivant, P, est nul ou parfait.

Ces considérations s’appliquent en particulier aux ensembles dérivés
d'un ensemble quelconque P. En tenant compte de la définition donnée
plus haut du dérivé d'ordre o, on voit que P a des dérivés marqués par les

nombres des classes I et II a partir de o, et par &, soit

P, P P* ..., P ..., P

)

On a
(2) P’ = X (P'— P 4 P*

P est nul ou parfait, et les ensembles F” sont tous identiques & P* a
partir d’une certaine valeur de y. Si, dans un domaine borné, P* est
nul, il y a un nombre y tel que P contient des points dans ce domaine,
tandis que F"*' y est nul: P’ contient dans ce domaine un nombre fini
de points.

Dans la formule (2), chaque terme P”— P+ est un ensemble isolé,
par suite dénombrable, donc 2. (P"— P7*') est aussi dénombrable.

8. Soit P un ensemble parfait. Désignons par X, soit une sphére
a n dimensions, soit un parallélépipéde de cotés paralléles aux axes, com-
tenant au moins un point de P a son intérieur. Considérons l'ensemble
K des points de P qui sont intérieurs a X; K est dense en lui-méme, car,
au voisinage de tout point 4 de K existent des points de P intérieurs a
Y; donc (§ 6) K° est parfait. D'ailleurs K° est contenu dans P. Nous
appellerons portion' de P déterminée par X l'ensemble parfait P, = K°;

! La définition actuelle différe légérement de la définition donnée dans les »Legons
etc.», (p. 105), en ce quun point de la surface de 2 n’est ici considéré comme ap-
partenant & la portion que s'il esé limite de points de P intériewrs & 2. Cela ne
‘modifie en rien la définition des ensembles non denses.
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de plus, nous conviendrons de dire que tout point de K est intériewr &
la portion P, de P. D’aprés cela, pour quun point 4 de P soit intérieur
a une portion déterminée P, de P, il faut et il suffit quil existe une
sphére de centre A et de rayon positif telle que tous les points de P
contenus dans cette spheére appartiennent a P,.

Soit P un ensemble parfait, et @ un ensemble contenu dans P. Deux
cas seulement sont possibles:

1° Dans toute portion P, de P existe une portion P, qui ne contient

aucun point de ¢, (et par snite aucun point de @°). Nous dirons dans
ce cas que § est non dense dans P.
° Tl existe une portion P, de P telle que toute portion P, de P,
contient des points de @. La partic de @ contenue dans P, est alors
partout dense par rapport a P,, et la partie de @° contenue dans P, coin-
cide avec P,.

On voit que, si @ est non dense dans P, on peut, au voisinage de
tout point de P, trouver un point de P n’appartenant pas a €°, et réci-
proquement, si ce fait a lien, ¢ est non dense.

Si @ est fermé et ne coincide pas avec P, il y a une portion de P
qui ne contient aucun point de €.

2

9. En supposant toujours que @ est un ensemble contenu dans I'en-

semble parfait P, nous dirons que @ est de premiére catégorie par rapport
@ P si @ peut étre formé par la réunion d’un nombre fini ou d'une in-
finité dénombrable d’ensembles non denses par rapport a P.

Tout ensemble qui n'est pas de premitre catégorie est dit de deuziéme
catégorie. '

Un ensemble contenu dans un ensemble de premitre catégorie est
lui-méme de premiére catégorie.

Un ensemble formé par la réunion d’un nombre fini ou d'une infinité
dénombrable d’ensembles de premidre catégorie, est lui-méme de premiére
catégorie.

Si Q est de premiére catégorie dans P: 1° la partie de Q contenue
dans wne portion P, de P est de premiére catégorie dans P,; 2° il y a,

! loc. cit., § 65, p. 105.
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dans toute portion P, de P, des points de P qui w appartiennent pas a Q;
3° P— @ est de deuxiéme catégorie.

Dans les applications, nous aurons souvent a considérer un ensemble
@. contenu dans un ensemble parfait P et dépendant d'un entier n de
maniére qu’on ait:
Q<e<..<¢..
Soit:
Q=MQ,,Q,, -, @, )

Nous dirons que @ est 1'ensemble limite de §,. On voit que si @), est
de premiere catégorie, l'ensemble limite ¢ I'est aussi.

La méme remarque s’applique au cas d'un ensemble ¢, dépendant d'un
nombre positif o, avec la condition que p’ < p entraine ¢, > ¢),. Prenons
une suite quelconque de nombres positifs décroissants tendant vers o: p,,
O -5 Pny-.. et soit @ V'ensemble limite de ¢, . On reconnait que ¢ est
indépendant de la suite choisie; nous dirons encore que € est 1'ensemble
limite de ¢, quand p tend vers o. Si, pour toute valeur positive de p,
¢, est de premiere catégorie, il en est de méme de @.

CHAPITRE III

Les fonctions de classe 1.

10. Supposons qu’une fonction f soit définie en tous les points d'un
ensemble I' de G,, I' étant quelconque, et f pouvant prendre toutes les
valeurs de l'ensemble R’ défini au § 1. i

Si [, est un ensemble contenu dans I, / est définie aux différents
points de 7}, l'ensemble des valeurs de f en ces points a une borne
supérieure, une borne inférieure et une oscillation," que nous désignons
respectivement par:

M, 1), wf, 1), o, IN)=M{f,I)—mnf, )

! On convient de poser, si @ est fini:
+m-—a,=a—(—<x))= +(,\’)—(‘-®)= + oo,
+ 00 — (4 o) = (— c0) — (— ) = 0.
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On a évidemment, si /, est contenu dans I :

M(}(J rl)iM(f’ 1_’2)> M(f, rl)_ém(f’ Fg)) (D(f, Fl)iw(f) FQ)

Soit maintenant 4 un point de I'° (§ 6). En appelant I, la partie
de I' contenue dans la spheére de centre 4 et de rayon p, on reconnait
que, lorsque p décroit et tend vers o, les nombres M(f, I'), w(f, I,) ne

croissent pas, le nmombre m(f, I')) ne décroit pas; ces trois nombres ont

donc des limites, que nous désignons par:
M, I', A), m(f, I', 4),
(l)(f, F) A)=M<f; F; A)—M(f, FJ A)io9

et que nous appelons respectivement maximum, minimum, oscillation de f
en A par rapport a I

D’aprés ces définitions, si un point 4 de I'° est intériewr a une
sphere X et si I est la partie de /' contenue dans ¥, on a:

M, I, )< M(f, Iy); m(, I, ) 2w, 1), of, I )Zo, 1))

11. Si f est définie au point 4, de 7™, (ce qui n’a pas lieu néces-
sairement), on a

M(f, I, 4)) = f (4,).

Supposons qu’on ait:
(I) M(f) F) A0)=f<AO)

Alors, quel que soit € > o0, on peut trouver un nombre positif p tel que,
dans la spheére de centre A4, et de rayon p, on ait, en tout point 4 de I":

F(d) <f(4o) + e.

Réciproquement, cette propriété entraine la condition (1). Nous dirons que
la fonction f est semi-continue supérieurement en A, par rapport & I'.

De méme, nous dirons que f est semi-continue infériewrement en A,
par rapport & I' si Uon a:

m(f) r) AO) = f(‘AO)
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Si, au point 4,, on a:
M, I, 4) =m(f, I', 4)) = f(4),

la fonction est continue en A, par rapport & I'; la condition de continuité
s’exprime par:

w(f, I, A) = o.

Si une fonction f définie en tous les points d'un ensemble fermé P
posséde en chaque point de cet ensemble la semi-continuité supérieure, ou
inférieure, ou la continuité, nous dirons qu'elle est semi-continue supérieure-
ment, ou inférieurement, ou continue sur P. Toutefois, dans ce dernier cas,
pour nous conformer aux définitions du chapitre I, la fonction ne devra
étre considérée comme une fonction continue proprement dite que si elle
a en chaque point une valeur finie.

Si P, est un ensemble fermé contenu dans l’ensemble fermé P, la
semi-continuité supérieure (inférieure) sur P entraine la semi-continuité su-
périeure (inférieure) sur P,.

Si f est semi-continue supérieurement, — f est semi-continue in-
férieurement. '

La somme d'un nombre fini de fonctions semi-continues supérieure-
ment est aussi semi-continue supérieurement.

Si f définie sur l'ensemble fermé P est semi-continue supérieurement,
I'ensemble H des points ou 'on a: f>k, k étant un nombre quelconque,
est fermé. En effet, si A4, est limite d'une suite de points en chacun
desquels on a: f>k, il en résulte: M(f, P, 4,) >k, et par suite:

f(do) = M(f, P, 4) > k;

donc l'ensemble H contient tous ses points limites.

12. Soit f une fonction définie sur un ensemble I’ quelconque.
Nous avons défini, en chaque point 4 de I, le nombre M(f, I', A); ce
nombre est donc une fonction ¢(A) définie en tout point de l'ensemble
fermé I; je dis que cette fonction est semi-continue swupérieurement sur
I'°. En effet, soit 4, un point de I'® et ¢ un nombre positif; nous
pouvons déterminer une sphére X, de centre A, telle que, I’ étant la
partie de I' contenue dans cette sphére, on ait:

M, ) <M, T, 4,) + ¢,
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et par suite, si 4 est un point quelconque de I, intérieur a X, :

M, I', )< M(f, I') < M(f, I', 4;) + ¢,

d’ott I'on déduit que, dans une sphére ¥, concentrique et intérieure a X,
on a, en foul point de I

o(d) <p(4,) +e.

C'est la propriété qui caractérise les fonctions semi-continues supérieure-
ment.

On reconnait de méme que ¢(4)=m(f, I, 4) est semi-continue in-
férieurement sur /™.

La fonction w(4), qui est égale en chaque point 4 de 7'° a l'oscilla-
tion de £, étant la somme des fonctions ¢ = M(f, I', 4) et —¢=—m(f, I, 4),
est semi-continue supériewrement. 11 en résulte que l'ensemble des points
de I"° ol loscillation de f est > o, o étant un nombre positif, est fermé.

13. Une fonction f définie en tous les points d'un ensemble parfait
P est ponctuellement discontinue sur P, si, quel que soit o> 0, 'ensemble
des points 4 de P olt w(f, P, A)> o est non dense dans P; alors l'en-
semble des points de discontinuité est de premitre catégorie; il y a, dans
toute portion de P, des points de continuité; la fonction w(f) a, dans
toute portion, et par suite en tout point, son minimum nul. (Nous faisons
rentrer le cas des fonctions continues dans ce cas.) Dans le cas contraire,
[ est totalement discontinue; il existe un nombre positif a et une portion
1 de P telle qu'en tout point de /7 on a @ >a; on voit que w(f) a
son minimam >« dans la portion /7.'

Théoréme I. La condition wécessairve et suffisante pour qu'une fonction
définie sur un ensemble fermé P soit de classe <1 est qu'elle soit ponctuelle-
ment discontinue sur tout ensemble parfait contenw dans P.*

! loc. cit., § 67, p. 108,

? La démonstration de ce théoréme résulte des §& 68, 73 et 74 des »Lecons sur
les fonctions discontinues», ol toutefois 1’ensemble P est supposé parfait; mais les rai-
sonnements des §§ 73 et 74, qui &tablissent que la condition est suffisante, sont valables
en supposant seulement que P est fermé. L’extension du résultat, démontré d’abord
pour les fonctions bornées, aux fonctions quelconques, (§ 77) peut se faire en remarquant

que la condition de 1'’énoncé est invariante par rapport aux transformations 7 et T —!
(8 4 du présent mémoire).
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14. Une fonction semi-continue, supérieurement par exemple, sur un
ensemble fermé P, est de classe <1.’

Une telle fonction a la propriété suivante. 3 étant une sphere con-
tenant des points de P, soit ¢ (%) le maximum de f dans X; étant donné
un point 4 de P, et une sphere ¥ de centre A dont le rayon tend vers o,
¢(X) a pour limite f(4). Nous allons établir une propriété en quelque
sorte réciproque.

Soit P un ensemble fermé. Supposons qu'a chaque sphére 2 con-
tenant des .points de P corresponde un nombre ¢(X). avec la condition
que si X’ est contenu dans ¥, on ait: ¢(Z') < ¢(2). Soit 4, un point de
P, et soit X la sphere de centre 4, et de rayon p; quand p déeroit et
tend vers o, ¢(X), qui ne croit pas, a une limite déterminée. Soit f(4,)
cette limite; je dis que f(4) est semi-continue supériewrement. En effet,
soit ¢ un nombre positif; nous pouvons déterminer une sphére ¥ de centre
A4, telle quon ait: ¢(2) < f(4,)+ <. Soit A4 un point quelconque de P
il v a une sphére de centre 4 contenue dans ¥, d'ott il

intérieur a X,

résulte qu’on a:

FA) < ¢(3)<FlA,) + <.

La fonction f posséde donc bien la senmi-continuité supérieure.

15. Il résulte du théoréme I que si une fonction n’est pas de classe
<1, il existe un ensemble parfait sur lequel elle est totalement discontinue.
Pour démontrer qu'une fonction définie sur wn ensemble fermé P est de classe
<1, 4 suffira donc de démontrer que dans tout ensemble parfait H con-
tenw dans P existe wune portion swr laquelle f est de classe <1. En
particulier, une fonction quelconque définie sur un ensemble fermé dé-
nombrable (autrement dit réductible) est de classe < 1. Une fonction dé-
finie sur un ensemble fermé P est de classe <1 si elle est de classe <1
sur ’ensemble parfait P°.

Soit f, une fonction de classe < 1 définie sur un ensemble fermé P,
f, une fonction de classe <1 sur un ensemble fermé P,; je considere la
fonction £ qui est égale & f, en tout point de P, et & f, en tout point

de P, qui n’appartient pas & P,. Je dirai que f est obtenue par la super-

' loc cit., § 78, p. 124; méme observation que plus haut.
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position de f, a f,; f est définie sur l'ensemble fermé M(P, , P,). Je dis
que f est de classe <.

I faut montrer que, dans tout ensemble parfait H contenu dans
M(P,, P,), existe une portion de H dans laquelle f est de classe <1.
Posons: H, = D(H, P)). Ou bhien H, coincide avec H, et [ est identique
sur H a f,, donc de classe < 1. Ou bien H, ne coincide pas avec H, et
comme H, est fermé, il y a (§ 8) une portion K de H ne contenant aucun
point de H, et par suite de P ; sur K, f est identique a f;, donc de
classe <1.

Le théoréme est donc établi; il s’étend de suite au cas de % fonctions
superposées, et 'on a 1’énoncé suivant: Soient f,, f,, ..., f, des fonctions
de classe <1 respectivement définies sur les ensembles fermés P, P,, ..., P,.
Prenons f égale & f; aux points de P; qui ne font pas partie de P, P,, ...,

F,_,. La fonction f, définie sur M(P,, P,, ..., P,), est de classe <1.

16. Nous nous sommes occupés, dans les § 13, 14, 15, de fonctions
définies en tous les points d'un ensemble fermé. Nous allons maintenant,
dans le cas ol l'on donne une fonction sur un ensemble P guelconque,
étudier la question suivante: a quelles conditions est-il possible de com-
pléter la définition de f aux points de l’ensemble fermé P° ou elle ne se
trouve pas définie, de manitre a obtenir une fonction F de classe o, ou
de classe <1, etc.? Si ce probléme est possible, nous conviendrons de
dire que la fonction f, incomplétement définie sur P°, est de classe o, 1,...
suivant le cas.

Le cas des fonctions continues se traite sans difficulté. Il est évidem-
ment nécessaire, pour que f, définie sur I'ensemble P quelconque, soit
de classe o, qu'en chaque point 4 de P° on ait: o(f, P, 4)=o0. Cette
condition est aussi suffisante, car si elle est remplie, il suffit de poser, en
tout point 4 de P°:

F(d)= M, P, A) =m(f, P, 4).
La fonction F, continue sur P° est identique & f sur P.
17. Pour ftraiter le cas des fonctions de classe 1, nous donnerons

d’abord une extension aux notions rappelées au § 13.
Acta mathematica. 30. Imprimé le 14 aoiit 1905.
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Soit H un ensemble parfait, 7 se trouvant définie seulement en certains
points de H, formant un ensemble /'; l'ensemble 7™ est contenu dans H;
nous dirons que f, au voisinage d'un point de /™ se trouve définie sur
H, et au voisinage d'un point de H— I'°, n’est pas définie. En chaque
point 4 de I'® existent des valeurs déterminées pour le maximum, le mini-
mum et l'oscillation de f relativement a I'; nous désignerons ces nombres
par M(f, H, 4), m(f, H, 4), o(f, H, A).

Nous dirons que [ est ponctuellement discontinue sur H s1 1'ensemble
des points ol w(f, H, A)> ¢ (6> 0), est non dense dans H; sinon, f sera
dite totalement discontinue. Cette définition comprend évidemment la dé-
finition relative au cas ol f est complétement définie sur H.

» Si f est ponctuellement discontinue sur H, l'ensemble K des points
de discontinuité est de premieére catégorie par rapport a H; un point de
H— K est, ou bien un point de continuité pour f, ou hien un point au
voisinage duquel / n'est pas définie. Si f est totalement discontinue, il y
a une portion H, de H et un nombre positif 4 tel qu'en tout point de
H,, Voscillation de f est > 4.

18. Etant donnée une fonction f sur un ensemble P quelconque, s’il
existe une fonction F' définie sur I'ensemble fermé P°, égale a f sur P, et
de classe <1, cette fonction F', d’aprés le théoréme I, doit étre ponctu-
ellement discontinue sur tout ensemble parfait H contenu dans F°: donc
f doit aussi étre, sur tout ensemble parfait, ponctuellement discontinue, au
sens étendu du § 17. Je dis que cette condition nécessaive est aussi suffi-
sante.

Supposons donc f ponctuellement discontinue sur tout ensemble parfait.
Je vais tout d’abord déterminer, étant donrné un nombre positif o, une
fonction ¥, définie en tout point de P°, différant de / de moins de ¢ en
tout point de P, de classe <1, et enfin comprise entre les bornes de f.

Définissons des ensembles fermés:

(1) P,,P,...,P,, ...

au moyen des trois conventions suivantes:
1° P, =P°

2° P, est, quel que soit a, I’ensemble des points 4 de P7 ot I'on a:

off, P, )=
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3° Bi a est de deuxi¢me espéce, P, est I'ensemble commun a tous
les ensembles d’indice inférieur a a.

On voit que, st Py existe, f étant ponctuellement discontinue sur cet
ensemble, P,,, est non dense dans P? et I'on en déduit que les ensembles
(1) sont nuls® & partir d'un certain indice ; par suite, on peut écrire:

P =P =%2P,—P,.) a=0,1,...,<p.

a

Chaque ensemble P,— P,,, se décompose comme il suit:
P,—P, =X (P,— P;") + (P! — P.,).

Pour définir F, en chaque point 4 de P°/ donnons-nous tout d’abord un
nombre C compris entre les bornes de f, et distinguons deux cas:

1° Le point 4 fait partie d'un ensemble P, — Pi*'. Ce cas se sub-
divise en deux:

a) f est définie en 4. Nous posons: F,(4)=7r(4).
b) f n’est pas définie en 4. Nous posons: F (4) = C.
2° Le point A fait partie d’un ensemble Pf—P,,,. Soit /I, 1'en-
semble des points de PY ou [ est définie; en chaque point A4 de 7] existe
une valeur pour m(f, P? A). Subdivisons en deux cas:
¢) A fait partie de /13. Nous posons: F,(4) = m(f, P, A).

d) A ne fait pas partie de /1. Nous posons: F,(4)=C.

On voit que si A fait partie de /I,, et ne fait pas partie de P,.,
ensemble des points de P? ot w(f, P7, 4)> 0o, on a:

M(f) Pf) A)—m(f) Pf: A)<0')
d’on il résulte:
(2) 0 < f(d4)—F,(4) <.

Cette condition est remplie aussi dans le cas a); elle est donc remplie
en tout point ol f se trouve définie. F| est évidemment compris entre les
bornes de f. Il reste & montrer que F, est de classe <1, et pour cela
(§ 15), que dans tout ensemble parfait H existe une portion sur laquelle

! Cf. loc. cit., & 74, p. 117.
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F, est de classe <1. H étant un ensemble parfait quelconque contenu
dans P°= P, posons: H,= D(H, P,). On en déduit:

Ha—Ha+1 =‘D(H; 'Pa—Pa+l)

et par suite:

H=X(H,—H,) a=o0,1,2,...,<p.

Les ensembles I7,— H,,, ne peuvent étre tous nuls; soit 7 le plus petit
des nombres pour lesquels H,— H,,, n’est pas nul. On a:

H=H =H =...=H>H,,.
De H= H,< P, on déduit: H* < Py, et comme H est parfait:
H=H'<Pe.

Comme 1’ensemble fermé H,,, = D(H, P,,,) ne coincide pas avec H,
il y a une portion K de H qui ne contient aucun point de H,,,, par suite
aucun point de P,,,. L’ensemble parfait K est contenu dans P} et ne
contient aucun point de P,,,; donc, d’aprés les définitions c) et d), F est
égal sur K a la constante €, sauf aux points 4 de l'ensemble fermé
D(II;, K), ou F, est égal & m(f, P?, A); cette derniére fonction est semi-
continue inférieurement, par suite de classe <1, sur /17 et aussi sur D(/I;, K);
ainsi F, est obtenu, sur K, par la superposition de cette fonction a la
fonction constante C; donc (§ 15), F, est de classe <1 sur K, qui est
une portion de H. Ainsi F, remplit toutes les conditions indiquées.

Posons, en tout point de P:

szo + &,
On a, d’apres (2):
oégbl <og.

La fonction ¢, définie sur P est ponctuellement discontinue par rapport
a tout ensemble parfait H, car l'ensemble des points de discontinuité de
¢, =f—F,, ne pouvant comprendre que des points de discontinuité de
f ou de F,, est de premitre catégorie par rapport a /. On peut donc
appliquer la méthode précédente a ¢, et, remplagant & par g , déterminer

une fonction F, de classe < 1 définie sur P° telle que:
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o
o =F +¢,, O:<__gb2<—2, o<UF <o.

En continuant l'application de la méthode, en obtient successivement:

g g
g, =F, + ¢, o< ¢, <5-t‘ OiF2:<,—5’
g

= F, + ¢, Oi¢i+l<§) OéFiéF’

Les F; sont des fonctions de classe < 1 définies sur P’ et forment une
série uniformément convergente; donc la fonction

F=F +F +...+F+...

est définie sur P° et est de classe <1
On a, en tout point de P:

f=F,+F +F +.. .+ F+d¢,,

et comme ¢, tend vers o, il en résulte: f=F.
En résumé, on a déterminé une fonction I de classe <1 sur P°,
égale a [ en tout point de P, ce qui démontre la proposition énoncée.

CHAPITRE IV.

Propriété commune aux fonctions de E.

19. Soit H wun ensemble parfait; supposons qu'une fonction f soit
définie en tous les points de H.

Je désigne par M'(f, H) la borne supérieure des nombres A tels que
I'ensemble des points de H ou f>2 est de deuxitme catégorie. L'en-
semble des points ol f>M' —e, (¢>0), est de deuxieme catégorie.
L’ensemble des points ot /> M’ + ¢ est de premiére catégorie; ce dernier
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ensemble, qui dépend de =, et ne peut que s’accroitre quand ¢ déeroit, a
pour limite, quand e tend vers o, 'ensemble des points ou f > M’, lequel
est par suite de premidre catégorie (§ 9). En résumé, il existe un nombre
M'(f, H) tel que l'ensemble des points ou f> M'(f, H) est de premiére
catégorie, tandis que l'ensemble des points ou f> M'(f, H)—¢e, (¢ > 0)
est de deuxiéme catégorie. Cette double propriété ne peut évidemment
appartenir qu'a un seul nombre, elle caractérise donc le nombre M'(f H).

On a évidemment: M(f, H)> M'(f, H).

De la méme maniére, on voit qu’il existe un nombre déterminé m'(f, H)
caractérisé par ce double fait que l'ensemble des points ou f<wm'(f, H)
est de premiere catégorie dans H, tandis que l'ensemble des points on
f<m'(f,H)+= (¢>0) est de deuxiéme catégorie. On a: w'(f, H) > m(f, H).
- Je dis quon a: M'(f, H)>w/(f, H). En effet, I’ensemble ¢ des points
ol > M’ est de premiére catégi)rie; done U'ensemble H— @ est de deuxieme
catégorie, et en chaque point de cet cnsemble, on a /< AM’. Done, d’aprés
la propriété caractéristique de m', on a M >m'.

On a donc:

M(F, H) > Mf, H) > nl(f, H) 2 m(f, H).

Posons:

W, H) = DI, H)—we(f, H);

nous aurons:

o'(f, H)<w(f, H)

Nous dirons que M', m', o', sont le maximum, le mivamum, Uoscillation
de [ sur H, quand on néglige les ensembles de premiere catégorie. Re-
marquons que si P est un ensemble de premieére catégorie dans H, on
peut, dans la définition de M’, m', ', faire complétement abstraction des
valeurs de f aux points de P; de plus on a:

M, H—P) 2 M'(f, H),  w(f, H—P)< m(f, H),
of, H—P)> o'(f, H).
20. Je dis que si H est une portion (§ 8) de H, on a

M(f, H) < M'(f, H).
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En effet, I'ensemble des points de H ou f> M'(f, H) est de premiere
catégorie dans I, donc (§ 9) la partie de cet ensemble contenue dans H,
est aussi de premiére catégorie dans H,, par suite le nombre M'(f, H))
ne peut surpasser le nombre M'(f, H).'

On a, dans les mémes conditions:

w'(f, H)Zm'(f, H) et o'(f, H)<o'(f, H).

Cela posé, soit 4 un point de H. Désignons par H, la portion de
H déterminée par la sphére X de centre 4 et de rayon p. Quand p
décrolt et tend vers o, les nombres M'(f, H,), «'(f, H,) ne croissent pas,
le nombre m'(f, I,) ne décroit pas; ces trois nombres ont donc des limites,
que nous désignons par:

M(f,H, 4, w(f, H A, o H A)=M{ H, A)—w'(f, H, A

D’aprés ces définitions, si un point A de H est intérieur & une sphere
S, et si H, est la portion de H déterminée par §, on a:

M, H, M, H), i, H, 42z, H),
o'(f, H, ) <o, H).

21. Le nombre M'(f, H, A), défini en chaque point 4 de H, constitue
une fonction ¢’, qui fait évidemment partie de la catégorie de fonctions
étudides au § 14. Donc ¢’ est semi-continue supérieurement. De méme,
' =m'(f, H, A) est semi-continue inférieurement, et enfin w'=¢'— ¢’ est
semi-continue supérieurement.

En chaque point de H, on peut avoir £> ¢’ ou bien f<¢’, mais je
dis que l’ensemble des poinis o f> ¢’ est de premiére catégorie dans H.

Pour le montrer, considérons® I'ensemble (A) des cubes:

a; —

a; 4+ 1
=1
20

I
éxié 20 ’

2 n

3 c ey

! Mais, & l'inverse de ce qui a lieu pour la fonction M, du fait qu'un ensemble
parfait K est contenu dans H, ne résulte nullement la condition M'(f, K) <M, H)
Par exemple, soit /= O aux points de ’ensemble H des points du segment (O, I),
gauf aux points d'un ensemble parfait non dense K, o f=1. On a: M(f,H)=o0
et M'(f, K)=1> M{f, H).

* loc. cit., § 61, p. IOI.
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o, 0,...,a, 6tant entiers, p étant un entier positif. Cet ensemble est
dénombrable et a la propriété suivante: si 4 est un point, et si X est une
sphére de centre A, il est possible de trouver un domaine A auquel 4
est intérieur et tout entier contenu dans ¥.

En désignant les domaines de (A) par A,, A,,..., A;, ..., soit H;la
portion de I déterminée par A, si cette portion existe; le nombre M'(f, H,)
est alors déterminé, et 1’ensemble K; des points de H; ot 'on a > M'(f, H)
est de premitre catégorie dans H;, par suite dans H. IL’ensemble

K=MK, K,,..., K, ..)

est donc aussi de premiére catégorie dans H. Je dis que cet ensemble
contient tous les points de H ou /> ¢’
En effet, soit 4 un tel point. On peut poser:

FA4)=¢'(d)+a, a>o.

Soit ¢ tel que: o<e<a. Nous pouvons déterminer une sphére X de
centre A telle qu'on ait, R étant la portion de H déterminée par 2

M'(f, R)<¢'(4) + ¢,

et il existe un domaine de l'ensemble (A) auquel A4 est intérieur et con-
tenu dans X; soit A; un tel domaine; H; est une portion de R et l'on a:

M, H)S M'(f, R)<¢'(d) + e <¢'(d) +a=[f(4)

Ainsi, au point 4, on a f(4)> M'(f, H;), ce qui montre que 4 fait
partie de K et par suite de K.

L’ensemble des points de H ou f>¢’, étant compris dans K, est de
premiére catégorie. Il en est de méme pour l'ensemble des points ol
f<¢'. Soit P la réunion de ces deux ensembles, on voit qu'il y a un
cevtain ensemble P de premiére catégovie dans H, tel qu'en tout point 4 de
H—P on a:

¢ (A4)<r(d) < ¢'(4).

22. La fonction ¢’, définie dans ce qui précéde, posséde, outre la
semi-continuité supérieure, une propriété spéciale, que nous allons établir.
Nous avons d’abord, en vertu de cette premiére propriété:

(1) ¢'(4) = M(g', 4) = M'(¢’, 4).
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D’autre part, dans une sphére S de centre 4 déterminant une portion
B de H, l'ensemble des points oll /> ¢’ est de premiére catégorie, on
peut le néglicer dans la définition des nombres M'(f, R) et M'(¢’, R);
comme en tous les autres points ol f est définie, f<¢’, on a:

M'(f, B]< M'[¢’, R].

En faisant tendre le rayon de & vers o, cette inégalité donmne, pour les
limites des deux membres:

(2) ¢'(d)=M[f, )< M'[¢’, 4].
De (1) et (2) résulte:
¢'(d) = My, 4) = M'(¢’, 4),
propriété plus particuliére que la semi-continuité supérieure.
23. On a vu, dans le chapitre III, I'importance de la notion de
discontinuité ponctuelle d’'une fonction f sur un ensemble parfait H; cette
propriété s’exprime par la condition que, H, étant une portion quelconque

de H, on a:

ou encore
m{w(f,H,4),H, A]=o0
en tout point 4 de H.

D’une maniére analogue, considérons -une fonction f définie sur H et

telle qu'on ait: ‘
mlow'(f, H, 4), H]=o0

pour toute portion H, de H, ou, ce qui revient au méme,
ml[o'(f, H, 4),H, A]=o0

pour tout point 4 de H. Pour abréger, nous conviendrons de dire que
f satisfait dans ce cas & la condition

(1) ml@'(f)] = o

sur l'ensemble H.
Acta mathematica. 30. Imprimé le 16 aodt 1905, 4
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Remarquons que, en vertu de la propriété exprimée par o' < w, les
fonctions ponctuellement discontinues sur H satisfont a la condition (1), de
sorte que les fonctions de classe o et 1 possédent, sur tout ensemble parfait
H, la propriété (1).

Si f satisfait & la condition (1) sur H, l'ensemble fermé des points ot
o'(f, H, 4) > o (6> 0) est non dense dans H, car sans cela, dans une certaine
portion de H, le minimum de w'(f, H, A4) serait > ¢; donc l'ensemble
des points ol @’ > o est de premiére catégorie, et en tout point de H— @,
on a =0, dol ¢ =¢".

D’autre part, d’aprés le § 21, en tout point de H— P, P étant un
certain ensemble de premiére catégorie, on a: ¢’ <f<¢’. L’ensemble
I1=DM(P, ) est encore de premilre catégorie, et, en tout point de
H—11, on a:

f=¢ =¢.

D'aprés cela, f, étant sur H— /1 égale a ¢’ et a ¢, est a la fois
semi-continue supérieurement et inférieurement en tout point 4 de H— /1
par rapport a H—JI, cest-a-dire continue.

En résumé, si f satisfait sur H a m(o'(f)) = o0, il y a un ensemble
de premiére catégorie I1 tel qu'en tout point A de H—1II, [ est continue
par rapport ¢ H—1I.

24. Réciproquement, supposons cette derniére condition vérifiée. Soit
A, un point de H-—JI, et soit ¢ >0; il y a une sphére X de centre 4,
telle que, dans la portion H, de H déterminée par X, on a, pour tout
point 4 de H— I

F(A)—e <f(A)<f(4,) + <.

Comme /I est de premiére catégorie dans H, on peut en faire abstraction
dans la définition des nombres M'(f, H,), m'(f, H,), lesquels sont par suite
compris entre f(4))—e et f(4,)+ ¢; il en est a fortiori de méme pour
les nombres ¢'(4,) = M'(f, H, A,), et ¢'(4,)=m'(f, H, 4;) compris entre

les précédents; le résultat étant vrai quel que soit ¢, on a:
f(Ao) = 50'(440) = fl"(Ao)r

d’ou?
‘”I(Ao> = 0,
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4, étant un point quelconque de H—/JI. Enfin, H— II étant dense dans
toute portion de H, la fonction ' a son minimum nul dans toute portion
de H, et par suite en tout point, c’est-a-dire satisfait a la condition (1):
m(w'(f)) = o.

La fonction ¢’, étant semi-continue, est de classe < 1; done, si f satis-
Jait & m(o'(f))=o0, f differe d’'une certaine fonction de classe <1 aux
points d'un ensemble de premiére catégorie.

Remarquons, en dernier liew, que la condition (1) est invariante par
rapport aux transformations 7' et T du § 4; cela résulte de ce que, si
A est un point de H—JI od f est continue par rapport a H— /I, la trans-
formée de f par T ou par 7' a la méme propriété.

25. Nous allons démontrer que la condition m(w'(f)) = 0 se conserve
a la limite, cest-a-dire qu'on a le théoréme suivant:

Théoréme. Si, sur un ensemble parfait P, une suite de fonctions f,,
fay-veslyy .r a une limite f, et si chacune des fonctions f; satisfait a la
condition m{e'(f;)) = o0, il en est de méme de f.

Dans la démonstration de ce théoréme, nous supposerons que les fonc-
tions f; et f sont finies, ce qui n’enlévera rien a la généralité du résultat.

Tout revient & montrer que l'hypothése contraire & I'énoncé conduit
2 une contradiction; cette hypothése est qu'il existe une portion H de P
dans laquelle on a:

(2) nlw'(f, P, 4), H] > o.
Prenons deux nombres 1 et p tels quon ait:

m{w'(f, P, 4), H}> 24> 2p>0

et posons:

(3) r=p+ae,  (£>0)
Pour toute portion H' de H, on a:

(4) o'(f, H)> 22.

Drautre part, a la fonction f; correspond un ensemble /I; de premicre
catégorie dans H tel qu’en tout point de H— II;, f; est continue par rapport
a H—1Jl,. 8ilon pose: M=M(l , 1,,...,1,, ...), Iensemble I est de
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premiére catégorie; quel que soit ¢ et quel que soit le point 4 de H— 11
(qui est contenu dans tous les H—11), f; est continue en A par rapport
a H—11.

Cela posé, soit p un entier, et soit H, une portion quelconque de H,
déterminée par une sphére X,. L’ensemble H— /] étant partout demse
dans H, on peut choisir un point 4, qui fasse partie de H—1/I et soit
intériewr & X,. Comme on a: limf(4,)=f(4,), on peut déterminer un
entier a>p tel que:

(5) |£.(4,) —F(4,)] <e.

La fonction f, étant continue en A, par rapport a H— /I, on peut trouver
une sphére X, de centre 4,, contenue dans X, telle que, A étant un point
quelconque de H—1/] intérieur a2 X,, on ait:

(6) | £.(4) —f.(4,)] <.

Prenons une sphére I, de centre A, et intérieure a X,, et soit H, la
portion de H déterminée par ,. D’aprés (4), on a: o'(f, H,) > 2A.
Or, si l'on pose: Q=D(H-—1,H,), on a, d’aprés une remarque

du § 19:
olf, Q> e'(f, H)> 22

Les valeurs de f aux points de @ forment donc un ensemble dont l'oscilla-
tion surpasse 24; donc, d’'aprés un lemme connu,’ l'une de ces valeurs
differe du nombre f(4,) de plus de.A, c'est-a-dire qu'on peut trouver un
point 4, de @ tel que:

(7) |£(4,)—F(4,)]> 2.
On a: limf(4,) =/r(4,); on peut donc choisir un entier > p tel que:
(8) If;i(A1)_f(Al)|<e'

Enfin, 4,, qui appartient & @, par suite a Z,, est intérieur a Z,, et
appartient aussi & H—JI; f; est donc continue en A, par rapport & H—II;
déterminons une sphére X, de centre 4,, contenue dans Z,, et telle que,
A étant un point quelconque de H-—JI contenu dans X, on ait:

(9) |f:(4) — (4| <e.

! loe. cit., p. 8o.
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Comme X, est contenu dans X,, le méme point A vérifie aussi la rela-
tion (6).

En combinant, d'une part (5) et (6), d’autre part (8) et (9), on trouve:

|fu(d) —F(4)| <22,  |f(4)—F(4,)] < 2,
inégalités qui, combinées avec (7):
If(A])—f(Ao)l>A=p+4€,

donnent, powr tout point A de H— Il contenu dans X,:

(r0) |/a(d) —F(4)| > p,
et par suite, comme a et 3 sont supérieurs a p:
(11) olf,(4), fin(d),...]>pn.

Ainsi, p étant donné, toute portion H, de H contient une portion
dont tous les points, sauf peut-étre ceux de /I, satisfont a (11). Par
suite, I'ensemble K, des points de H qui ne satisfont pas & (11), se compose
d'un ensemble non dense dans H et d'un ensemble compris dans /I, donc
est de premiére catégorie. Donnons & p toutes les valeurs possibles, et soit:

K=MK, K, ., K,..).

K est de premiere catégorie par rapport & H. L’ensemble complémentaire
H-— K contient donc effectivement des points, lesquels ne font partie
d'aucun des ensembles K,; si 4 est I'un de ces points, 4 satisfait a (11),
quel que soit p, ce qui est contradictoire avec le fait que f,(4) tend vers
une limite finie.

Ainsi, I'hypothése (2) conduit & une contradiction.

On a donc, dans toute portion H de P:
m[o'(f, P, 4), H] = o.

Autrement dit, la condition m(w'(f)) = 0 se conserve a la limite.

26. Cette propriété appartient & toutes les fonctions de 1’ensemble E
défini au § 1. En effet, elle appartient aux fonctions des classes o et 1;
supposons établi qu'elle appartient 4 toutes les fonctions de classes in-
fénieures & a, et montrons qu'elle appartient aussi aux fonctions de classe
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a. Soit f une fonction de classe «; il existe une suite f,,f,, ..., 7, ...
tendant vers f, chaque fonction /, appartenant 4 une classe <a, et par
suite satisfaisant & m[w'(f,)] =o0. Donc la fonction f= limf, satisfait a
la méme condition.

D’aprés cela, on serait assuré qu'une fonction f n’appartient pas a
l'ensemble E si, sur un certain ensemble parfait H, [ satisfaisait a la
condition: m(w'(f, H, A), H]>o0. Par exemple, si I'on pouvait partager
H en deux ensembles K et H— K qui, dans chaque portion de H, seraient
tous deux de deuxiéme catégorie, en posant f=o0 sur H, f=1 sur H — K,
on aurait, dans toute portion, et par suite en tout point de H: M'= 1,
m =0, dol @ =1, et f ne ferait pas partie de FE.

CHAPITRE V.

Premieres recherches sur les fonctions de classes 2 et 3.

27. Abordons maintenant la recherche des conditions suffisantes pour
qu'une fonction f définie sur un ensemble fermé P de l'espace a n di-
mensions soit de classe 2,3,.... D'aprés les résultats du chapitre pré-
cédent, nous devons nous borner a considérer des fonctions satisfaisant, sur
tout ensemble parfait, a la condition m(w’(f)) = O, puisque ce sont les
seules qui appartiennent & l'ensemble E. D’un autre c6té, d’apres le § 15,
une fonction 7 définie aux points d’un ensemble fermé P est de classe <1
si elle est de classe <1 sur I'ensemble parfait P°; a fortiori, / est de
classe <a (a>1) sur P si elle est de classe <a sur P*; nous pouvons
done, dans la suite, nous borner i considérer des fonctions définies sur un
ensemble parfait.

Soit donc f définie sur 'ensemble parfait P et satisfaisant & la con-
dition: m[w'(f)]=o0 sur P. D’aprés le § 24, il existe sur P une fonction
¢ de classe <1 telle que / ne differe de ¢ qu’aux points d’un ensemble
de premiere catégorie K. Soit K=MK , K,, ..., K, ...), les K, étant
non denses dans P. Remplacons chaque ensemble K par son dérivé d’ordre
o, K7, qui est aussi non dense dans P, de plus, est fermé, et contient
K;, de sorte que si K'=M(K}, K},..., K], ...), ona f=¢ en tout point
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de P—K'. Chaque ensemble K se compose de 1'ensemble parfait K7 (s'il
existe), plus un ensemble dénombrable, soit H;. Posons:

H=DMH, ... H, . ) e K'=DMK?, .. K ..)

On a:
K' = M(K", H)

et H est dénombrable. En résumé, on peut supposer que Uensemble de
premiére catégorie K tel que f= ¢ auxr points de P— K se compose d’une
infinité  dénombrable d'ensembles parfaits, plus wun ensemble dénombrable.
Nous sommes conduits & étudier 7 sur chacun des ensembles K7, et pour
cela sur chacun des ensembles parfaits KY.

Nous devons supposer que f satisfait sur K7 a la condition m(w’'(f))=o0
de telle sorte qu'on peut déterminer une fonction ¢; de premiére classe
sur K7 et une infinité dénombrable d’ensembles fermés et non denses dans
K%, soit K, K,,, ..., K;, ..., avec la condition que /= ¢; en tout point
de K7 qui n’appartient pas & l'un des ensembles K;. On sera conduit
ensuite 4 étudier f sur les ensembles Kfj-, et a introduire de nouveaux
ensembles non denses par rapport aux emsembles K}, et ainsi de suite.
Pour montrer l'utilité de ce procédé, démontrons d’abord un théoréme

qui nous permettra de définir des fonctions de classe 2.

b

28. Théoréme. Soit P, un ensemble fermé, et P, P, ..., P
une infinité dénombrable d’ensembles fermés tous contenus dans P,; soit
f, une fonction définie sur P, et de classe <2, et f,,f;,, ..., fi, ... des
fonctions respectivement définies sur P, , P,, ..., P;, ... et toutes de
classes < 2. La fonction f qui est égale a £, sur P, a f; (i=2,3,...)
aux points de P; qui ne font partie d’aucun des ensembles P\, P,,..., P, ,,
enfin & f, sur les points de P, qui ne font partie d’aucun des ensembles
P, P, ..., est de classe <2 sur P,.

En effet, d’aprés les hypotheéses de 1'énoncé, h étant un quelconque
des nombres o, 1,2,...,4,..., f, est de classe <2 sur P,. Ily a donc
une suite de fonctions de classe <1 tendant vers £, soit:

fny fony ooos By -nee

En tout point 4 de P,, on a: lim7,(4) =f,(4).
J==
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Cela posé, définissons des fonctions ¢, (»=1,2,...) de la maniere
suivante: ¢, est égale a f,, sur P, a f,, (h=12,3,...,v) sur les points
de P, qui n’appartiennent & aucun des ensembles P, P, ..., P, ,, enfin
a f,, sur les points de P, qui n’appartiennent & aucun des ensembles P,
P,,...,P,. La fonction ¢, qui est ainsi définie sur P, est de classe
<1, daprés le § 15, car elle est obtenue par superposition des fonctions
de classe < 1: f,1,f2,..., ., o Je dis en outre qu'on a: limg¢, = f.

En effet, soit 4 un point de P,. Si A fait partie d'un des ensembles
P ,P,, ..., soit i le plus petit indice tel que A appartient a P,;; alors
A n’appartient & aucun des ensembles P, P, ..., P,_, (dans I’hypothese
i>1). D’aprés la définition de ¢,, dés que v>4i, on a: ¢,(4) =1, (4).
On a donc: limg,(4)=1limf, ;(4) = f;(4); or, d’aprés la définition de 7,

Vo= o

on a aussi f(4)=f;(4); donc limg,(4d)=r(A).

Si 4 ne fait partie d'aucun des ensembles P, P,, ..., on a, quel
que soit y: ¢,(4) =1, ,(4); done, on a:limg,(4) =limf, (d) = f,(4); on

a aussi, d’autre part, f(4)=/f,(4), par suite lim¢,(4) = 7F(4).
En résumé, f est la limite de ¢,, qui est de classe <1, donc £ est de
classe < 2.

29. Indiquons des cas particuliers de la proposition générale qui
précede.

Si f, est de classe <2 sur l'ensemble fermé P, la fonction f obtenue
en remplacant par des valeurs arbitraires les valeurs de £, aux points d’un
ensemble dénombrable @ est de classe < 2. En effet, soient 4,,4,, ..., 4,, ...
les points de @; il suffit d’appliquer la proposition du § 28 en prenant
P,= A, et f,=1. La proposition est vraie a fortiori si f, est de classe
<1. On peut aussi conclure de ce qui précede que si R est un ensemble
dénombrable, la classe a d'une fonction [ ne dépend pas de ses valeurs aux
points de R, dés que a> 2.

Reprenons maintenant le procédé du § 27. Partons d’une fonction
f satisfaisant sur l'ensemble parfait P, a la condition m{w’(f)] =o0. Il
existe, d'une part ume fonction ¢, de classe <1, dautre part un en-
semble de premicre catégorie dans P, soit P, tel quen tout point de
P — P, on af=c¢,; de plus, d’aprés une remarque du § 27, on peut
supposer que P, se compose d’une infinité dénombrable d’ensembles parfaits
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non denses dans P, soit p,,p,,...,P;, ..., plus un ensemble dénombrable.
Si f se trouve étre de classe <1 sur chacun des ensembles p, l'application
du théoréme du § 28 (en remplagant f, par ¢, et tous les f; (i > o) par f)
montre que f est de classe <2 sar P,.

Sinon, nous traiterons chaque ensemble parfait p; comme nous avons
traité P,; nous définissons donc une fonction ¢; de classe <1 sur p;, eb
un ensemble de premicre catégorie dans p;, soit p;, tel que f= ¢, en tout
point de p;—p;; en outre, p; se compose d'une infinité dénombrable d’en-
sembles parfaits non denses dans p;, soit: p;,, Pia, -+, Dijs -+, plus un
ensemble dénombrable. Soit P, 1’ensemble formé par la réunion de tous
les ensembles a deux indices p,;. Supposons que f soit de classe <1 sur
chacun des ensembles p,;; alors f est de classe <2 sur chacun des en-
sembles p,, d'aprés le § 28; ce point étant établi, on voit, par une seconde
application du méme théoréme, que f est de classe <2 sur P,.

Si les conditions précédentes ne sont pas remplies, c’est-d-dire si f n’est
pas de classe <1 sur chacun des ensembles p;;, nous serons conduits a
continuer l'application du procédé précédent; nous introduirons donc des
fonctions ¢;; de classe <1 et des ensembles a trois indices p,;;, puis 81l
y a lieu, des fonctions ¢;;,, et des ensembles p,,,,. D'une manitre géné-
rale, si nous avons ét6 conduits a introduire l'ensemble parfait p; ; . ., b
si f n'est pas de classe <1 sur cet ensemble, comme f satisfait sur cet en-
semble & la condition m[w'(f)] =o0, il y a une fonction ¢, ; .. de classe

caig

<1 surp;; et un ensemble de premiére catégorie par rapport a p;

NI P ) gy eens B ?
soit Dissig i tel qu'on a: f= Piyigy iy, €1 tout point de p; ;, iy — Pipiy iy
I’ensemble p; ; ., se compose, outre un certain ensemble dénombrable,
d’une infinité dénombrable d’ensembles parfaits non denses dans p; ; _;;

nous les désignons par p, I'indice ¢,,, prenant les valeurs 1,2,....

LR AR,
Désignons par P, l'ensemble formé par la réunion des ensembles p a a
indices.

Cela posé, si, par l'application du procédé dont la loi vient d’étre
indiquée, nous obtenons un ensemble P, tel que f soit de classe <1 sur
chacun des ensembles p, . ., dont se compose P,, je dis que f est de
classe <2 sur P,. 1l suffit en effet, pour le faire voir, d’appliquer suc-
cessivement le théoréeme du § 28, d’abord & chacun des ensembles & h—1

indices, ce qui montre que f est de classe < 2 sur chacun de ces ensembles,

Acta, mathematica. 30. Imprimé le 16 aoat 1905. 5]
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puis ensuite & chacun des ensembles &2 % — 2 indices, et ainsi de suite en
remontant jusqu'a chacun des ensembles p,, p,, ..., p;, ... et finalement a P,.

30. Nous allons, pour éclaircir les généralités exposées dans ce qui
précede, les appliquer a des exemples. Nous nous bornerons tout d’abord,
pour plus de simplicité, a étudier des fonctions d’une seule variable x dé-
finies dans le champ o<z<1.

Je rappelle d’abord des résultats relatifs a la notion d’ensemble parfait
non dense par rapport & un continu linéaire.’

Si P est un ensemble parfait non dense dans le segment de droite
AB, il existe, sur AB, une infinité dénombrable d’intervalles, que j’appelle
contigus a P, qui n'ont deux a deux aucun point commun, et tels que
I'ensemble AB — P est constitué par les points intérieurs a ces intervalles.
L’ensemble P contient des points de deux sortes: 1° les points e, extré-
mités des intervalles contigus & P; 2° les points [, dont chacun est ex-
térieur a tous ces intervalles. Chaque point de P, qu'il soit e ou I, est
limite de points des deux catégories; mais, tandis qu’il y a, au voisinage
d’un point I, des points de P, & gauche et & droite de ce point,* il 1’y a,
au voisinage d’un point e, de points de P que d'un seul coté. IL’ensemble
des points e est dénombrable.

31. Rappelons d'autre part certaines propriétés relatives a la repré-
sentation des nombres par des fractions continues, limitées ou illimitées.
Nous poserons;

chaque nombre a, est un entier positif; les quotients incomplets a,, a,, ...

a,, ... sont en nombre fini, ou en nombre infini.
Un nombre irrationnel de l'intervalle (o, 1) est représentable d’une
maniére bien déterminée par une fraction continue illimitée (a,, a,, ..., a,, ...)

! loe. cit.,, Ch. III, section II.
* Sauf dans le cas ol le point coincide avec 4 ou B, extrémités du segment 4B.
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et réciproquement, de telle sorte qu'il y a une correspondance biunivoque
et réciproque entre l'ensemble des nombres irrationnels du segment (o, 1) et
I’ensemble des suites infinies d’entiers positifs (a,, a,, ..., a,, .. .).

Un nombre rationnel de l'intervalle (o, 1) [les nombres o et 1 étant
mis a part], est représentable d’'une maniére bien déterminée par une frac-
tion continue limitée dont le dernier quotient est > 1; mais, si on supprime
cette restriction, il y a, pour tout nombre rationnel, deux représentations
possibles, car on a, si @,> 1:

(@ s @y oy @y, @) =(ay, 0y, ..., 81, a0,—1I,1I).

Etant donné un systéme de % entiers positifs rangés dans un ordre
déterminé, soit (a,, a,, ..., @), tous les nombres représentables par des
fractions continues, limitées ou illimitées, commencant par (a,, a,, ..., &),
sont compris dans la formule

r= avec o<y<I.

1
+ah+y

Ils forment donc, dans le segment représentatif (o, 1), un intervalle
continu, points extrémes compris, que je désigne par I(a,,a,,...,a,), et
dont les extrémités sont les deux points rationnels:

(@, a, ..., @) e (2,a,...,a,I).

Pour tout point intérieur a l'intervalle, on a: o <y < 1, de sorte que
la représentation d'un point ntérieur a cet intervalle commence toujours
par (a,, @y, ..., ).

Soit 4 un point rationnel, admettant les deux représentations:

(@, 8y, .., @, @)=(a,,a,,...,0_,a—1,1) [a>I1]
Le point A est l'extrémité commune des deux intervalles:
I(al’aﬁi“-aahv-l)ah) et I(alyagy"')ah-—lyah_l’I))

et ces deux intervalles sont situés de part et d’autre de 4.
Soit B un point irrationnel, représenté par la fraction:

(@, a,,...,a,...)
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Le point B est intérieur a chacun des intervalles:
I<a1)’I(a1)a2))"':I(a1ya’2>--~;a‘v);~--

dont chacun est contenu dans le précédent, et c’est le seul point contenu
dans tous ces intervalles.

Enfin, étant donnée une fraction continue, limitée ou illimitée, si on
y remplace le quotient incomplet d’ordre % par un nombre plus grand, on
augmente ou on diminue le nombre représenté suivant que % est pair ou
Impair.

32. Cela posé, donnons-nous d'une part un entier positif n, d’autre
part un systéme de % entiers positifs dans un ordre donné, soit (a;, &y, ..., %);
je me propose d’étudier Uensemble @ des points représentables par des frac-
tions continues limitées ou illimitées commencant par (a;,a,, ..., o), chacun
des quotients swuivants, s'il exviste, étant > n.

Tout d’abord, l’ensemble @ est évidemment compris dans lintervalle
I(@,, a,, ..., @), de sorte que tout point, rationnel ou irrationnel, qui est
en dehors de cet intervalle, ne fajt pas partie de ¢, et n'est pas point
limite pour .

Etudions maintenant les points de cet intervalle, et en premier lieu,
les points rationnels. En mettant & part pour linstant les deux points
extrémes, tout point rationnel A4 de lintervalle I(a,, a,, ..., @) admet
une représentation de la forme:

(@, @, ... @, fagrs .-, B) avec k>h et F>1.

Le point A est donc l'extrémité commune de deux intervalles situés de
part et d’autre de lui, savoir:

11=I(a1732> --wan;ﬂu-x) ""ﬂk)
et
IZZI(GI,G,,...,G,”/?,._H, "‘7/gk-—1)ﬁk_1; I)-

Un point intérieur a lintervalle I, ne peut, dans aucun cas, faire partie
de @, car la fraction qui représente un tel point contient nécessairement
un quotient <7, a savoir le quotient de rang % 4 1, qui est égal a 1.

En ce qui concerne I, deux cas sont a distinguer. Si A ne fait pas
partie de @, c’est que 1'an des nombres f£,,,, ..., 5 est <n; alors, pour
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tout point intérieur a I, il y a un quotient incomplet <n, tous ces points
sont done en dehors de @, de sorte que le point A est extérieur & @ (§ 6).
Si au contraire 4 fait partie de @, les nombres §,,,, ...J:, sont supérieurs
a n; considérons alors les points:

(alya'z; "';ah)ﬂh-ﬂs""ﬂk:;’)

ot y recoit des valeurs supérieures & n et croissant indéfiniment, nous ob-
tenons ainsi une suite de points distincts de 4, qui appartiennent a @ et
qui tendent vers A; donc A est point limite pour @, mais d'un seul coté.

Nous avons laissé de coté les extrémités de l'intervalle I(ay,ay,...,a,).
Le point B: (@, @y, ..., a,), fait partie de Q; il est, d'une part, extré-
mité de l'intervalle I(x,a,,...,a,—1,1) si a,>1 ou L{ay,a,...,%,_; + I)
si @, = I, dont aucun point intérieur ne fait partie de @; d’autre part, il
est limite de la suite de points de @ représentés par (a,,a,,...,a,,7), ol
y croit indéfiniment, de sorte que B est limite pour Q, mais d'un seul
coté. Quant au point (&, e, ..., @, 1), il ne fait pas partie de Q, et
comme 1l est l'extrémité des deux intervalles

Lla,, a0, ... a,,1) et I(ay,ay,..., % ,a + 1),

dont aucun point intérieur ne fait partie de @, il est extérieur & @. On
~a, en résumé, les résultats suivants, concernant les points rationnels du
segment (0, I):

1° Tout point rationnel de @ est limite pour Q, d'un seul coté.

2° Tout point rationnel qui ne fait pas partie de @ est extérieur & Q.

Passons maintenant aux points irrationnels de l'intervalle I(a,, a,, ..., a,).
Si C est un point irrationnel ne faisant pas partie de @, la fraction cor-
respondante est de la forme:

(alaa25"", ah)/gh-l—l)---“@k)---)

avec la condition qu'un certain quotient g, soit 5, est <n. Dans ces con-
ditions, tous les points intérieurs & l'intervalle I(ay, a,,..., &, Batis---, B
auquel C est intérieur, sont en dehors de ; donc C est extérieur a Q.

Si D est un point irrationnel de @, la fraction correspondante est de
la forme:

(ana‘n --')ah:ﬂh+1)ﬂlx+2) "‘;/gk)"->;
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tous les B étant supérieurs & n. On obtiendra un autre point de @ en
remplacant un quelconque des nombres fj, soit §,, par un nombre supérieur;
en prenant 7 assez grand, et successivement pair ou impair, ce nouveau
point pourra étre pris d'un c6té ou d'autre de D, et aussi voisin qu'on
voudra de D. Donc D est limite powr Q, et des deux cotés. En résumé:

3° Tout point irrationnel de Q est limite pour @, des deux cOtés.
4° Tout point irrationnel qui ne fait pas partie de Q est extérienr a Q.

Tirons maintenant des conclusions des propositions 1° 2° 3° 4°
D'aprés 2° et 4°, tout point qui ne fait pas partie de @ est extérieur a @,
donc @ est fermé. D’aprés 1° et 3° tout point de @ est limite pour ¢,
donc @, qui est fermé, est parfait. D’apres 1° et 2° il y a, au voisinage
de tout point rationnel, par suite dans toute portion du continu, un inter
valle qui ne contient aucun point de Q, c’est-a-dire que @ est non dense
par rapport au continu.

Ainsi, Q est un ensemble parfait non dense dans le continu lLinéaire;
d’aprés le § 30, les points de @ sont de deux sortes, les points e, et les
points [; d’aprés 1°, tout point rationnel de ¢ est un point e; d’apres 3°,
tout point irrationnel de @ est un point /; il en résulte que réciproque-
ment tous les points e de @ sont rationnels, tous les points [ de @ sont
irrationnels. En résumé, on a la proposition suivante:

L'ensemble des points représentables par des fractions continues limitées
ou illimitées commencant par (a,, a,, ..., a,), les autres quotients étant su-
périewrs @ n, est un ensemble parvfait non dense, et cenxr de ces points qui sont
wrrationnels constituent les points 1 de cet ensemble.

Nous désignerons dans la suite cet ensemble par q"[a,, a,, ..., &),
et 'ensemble de ses points [ par p™(a,, a,, ..., @]

33. Supposons quon donne & m une valeur fixe, et qu'on fasse varier

de toutes les manitres possibles les entiers h, a,, a,, ..., @,. On obtient
ainsi une infinité dénombrable d’ensembles ¢"[«,, a,, ..., a,]. Je désigne
par P, l'ensemble formé par la réunion de tous les p™{a, a, ..., @]

correspondauts. On reconnait que:

Tout point de P, est un point irrationnel représentable par wne frac-
tion continue dont fous les quotients incomplets surpassent m, a partir dun
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certain rang; et réciproquement, un point qui remplit ces conditions appar-
tient o P,.

Un point déterminé de P, appartient évidemment a une infinité d’en-
sembles p™, car soit (a,, a,,..., a,,...) ce point, les quotients de rang
supérieur a p étant supérieurs & n; le point fait partie de tous les ensembles
»™a,a,...,a,...,4a,;), quel que soit k. Mais, comme nous allons
le montrer, il est possible de choisir parmi les ensembles p™, une série
déterminée, dont la réunion constituera P,, et telle qu'un point donné de
P, fasse partie d'un seul ensemble de cette série. De plus, en vue d’ap-
plications ultérieures, nous nous astreindrons a ce que, dans chaque en-
semble de cette série, le nombre % des quotients incomplets qui ont des
valeurs fixes soit au moins égal A n.

Prenons, parmi les ensembles ¢™(a, , a,, ..., a,):

1° ceux d’entre eux pour lesquels % = n, les nombres «, , «
prenant toutes les valeurs possibles.

2° ceux pour lesquels > n, avec la condition a,<n.

Appelons, pour abréger, ensembles normaux q™ les ensembles ¢ qui
viennent d'étre définis, et ensembdles normaux p™ les p™ correspondants.

Je dis qu'un point déterminé 4 de P, appartient & un et un seul
ensemble normal p™. En effet, soit (a,, a,, ...) ce point. Le seul en-
semble ¢® qui remplit I'une des conditions 1° ou 2° et qui contient 4
est l'ensemble ¢™[a, , a,, ..., @), b étant le plus petit nombre supérieur
ou égal a n, tel que tous les @ de rang supérieur & 4 soient supérieurs a n.

D’aprés cela, deux ensembles normaux p™ distincts n’ont aucun point
commun, deux ensembles normaux ¢ distincts ne peuvent avoir en com-
mun que des points rationnels.

23"'1“):

34. D’aprés la propriété caractéristique des points de P,, il est
évident que P,,, est contenu dans P,. D’une manitre plus détaillée,
étudions la disposition d’'un ensemble normal de P,,, par rapport aux
ensembles normaux de P,.

n

Soit ¢"*V[a, , @,, ..., ;] un ensemble normal ¢"*"; on a:
soit k=mnd1, soit k>n-41, avee @ <n- 1.

Si les nombres @,,;; ..., a;, sont tous supérieurs a n, posons: k= n;
sinon, certains d’entre eux étant inférieurs ou égaux a n, prenons, parmi
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ces derniers, celui qui a le rang le plus élevé, et désignons par h ce rang.
’ q g P )
Ainsi, on a, soit h=mn, soit h>n, avec a, <, de sorte que l'ensemble
q¢™[a,, a,, ..., a,] est normal; de plus, les nombres a, ., ..., a (si k>h)
sont supérieurs & n. Par suite, tout point de ¢"*V[a, ,a,, ..., @, ..., ]
posséde la propriété caractéristique des points de ¢"[a;, a,, ..., @]. Donc
tout ensemble normal ¢"+" est contenu dans un certain ensemble normal ¢
q )
lequel est unique, car un ensemble normal ¢ autre que ¢™[ay,a,,..., ),
n’ayant en commun avec cet ensemble que des points rationnels, ne peut
contenir ¢ a0y, ..., a, ..., o]

Je dis que l'ensemble ¢"+"[a,,a,,...,a,] est non dense dans ¢™[a,,a,, ..., 0]
Pour le démontrer, si nous tenons compte d'une part de ce fait que l'en-
semble p"(a, ay, ..., a,] a pour dérivé ¢“[a,, a,, ..., «,] et est donc dense
par rapport a lui, d’autre pa:it de ce que ¢"*"[a,, @y, ..., @] est parfait,
par suite fermé, il suffit (cf. § 8) de faire voir qu’au voisinage de tout point
de p™[a,, a,, ..., a,) existe un point qui fait partie de ¢“[a,, a,, ..., ;)
sans faire partie de ¢U"*"[a,, a,, ..., a]. Or, soit 4 un point de
Pay, ayy ooy @)

(al)a2) "'.‘ah)ﬂh+l)ﬂh+2) >

Considérons, j étant un entier arbitraire, le point B:

(@5, 8y oevy @ny Brvry Brgas - s By 1,m41,..)

dans lequel tous les quotients qui suivent celui de rang & + s sont égaux a
n4 1. Ce point appartient bien & ¢"[a,, as, ..., a,], puisque les quotients
de rang >h% sont >mn, mais il n’appartient pas a P,,,, puisqu'il y a
une infinité de quotients égaux, & n+ 1; donc il n’appartient pas a
p"*Pay, ay, ..., &), et, étant irrationnel, n’appartient pas non plus 2
q"* [y, @y, ..., ). De plus, en prenant j assez grand, le point B peut
étre pris aussi prés qu'on veut du point A. La proposition est donc dé-
montrée.

Cela posé, modifiant les notations précédentes, nous supposerons qu'on
ait rangé d’abord les emsembles normaux ¢ dans un ordre déterminé, et
nous les désignerons par la notation ¢, ¢,,¢qs,...,¢;,.... Chacun des
ensembles normaux ¢® appartient & un et un seul des ensembles normaux
q"; considérons ceux des ensembles normaux ¢ qui sont contenus dans
¢;; 11 y en a une infinité dénombrable; nous supposerons qu'on les ait
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rangés dans un ordre déterminé, et nous les désignerons par ¢;., ¢is, ---,

¢, --.. Nous définirons, par l'application du méme procédé, des ensembles
g8 3,4,...,n,.. indices, qui seront les ensembles normaux ¢, ¢¥, .

o)
-

On a ainsi des ensembles parfaits non denses dans le continu désignés
par la notation générale: ¢; ; . ., les entiers n, é;,4;,...,%, prenant toutes
les valeurs entiéres positives. L’ensemble g, . . . .. est contenu dans I'en-
semble ¢; , . et est non dense par rapport a lui.

Soit p; ;... l'ensemble des points irrationnels de g ;, . ;. La réunion
de tous les p; . . ., n étant fixe, constitue 1’ensemble P, des points irra-
tionnels pour lesquels tous les quotients incomplets, & partir d'un certain

rang, surpassent n.

35. 1l existe des points qui font partie de P,, quel que soit n; ce
sont les points irrationnels représentables par des fractions continues dans
lesquelles le nombre des quotients incomplets inférieurs a n est fini, quel
que soit 7; je désigne l’ensemble de ces points par P,; ainsi, P, est U'en-
semble des points irrationnels powr lesquels le quotient incomplet de rang n
croit indéfiniment avec n, et l'on a, P, désignant le segment (o, 1):

P,>P >P,>...>P,>...>P,
Soit 4 un point déterminé de P,, représenté par la fraction:

g1 Ggy oo0)

Ce point fait partie de P,, P,,..., P,,...; il appartient donc & un
ensemble normal ¢ bien déterminé, soit ¢;, & un ensemble normal ¢®
bien déterminé qui, puisqu’il a en commun avec ¢; un point irrationnel,
doit étre contenu dans g;, soit donc ¢, ,; d'une manitre générale, le point
A est contenu dans un ensemble normal ¢™ déterminé, qui est de la forme
s, .- Ainsi, au point 4 de P, correspond une suite d’entiers positifs

bien déterminée %, ,4,,...,4,,... telle que le point 4 est contenu dans tous
les ensembles:

(a,, a

1

i > Qi = - 2 Qi in =+

Réciproquement, donnons-nous une suite d’entiers positifs ¢, ,4,, ..., %, ..
et considérons les ensembles:

(1) Pi>q:>0,6> > Qiiyin ™ -

Acta mathematica. 20. Imprimé le 19 aoht 1905, 6
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Ces ensembles étant fermés, et le premier d’entre eux étant borné, il existe
an moins un point qui leur est commun. Si nous revenons aux notations
premidres relatives aux ensembles ¢, ces ensembles seront désignés de la
maniere suivante:

1
Qilzq()[au O3y -0y ahx] avec h‘il’

2
@i, = QO 01, Gy ooy Oy oo ey 0,] BVEC By > 2 et Ry >y,

Qiigoin =G0, Oy ooy @iy ooy Oy ooy O] AVEC Ry >m €F Ry >Ry y -

Du fait que %,>n résulte que %, croit indéfiniment, de sorte que les
entiers a définis par ce qui précéde sont en nombre infini; il y a done
un et un seul point contenu dans tous les ensembles g de (1); cest le
point irrationnel défini par:

(15 gy evey Oy ooy Tagy ovey Gy oo o)

et ce point appartient & tous les P,, par suite a P,. Ainsi, a toute
suite d’entiers positifs 4,,4,, ..., correspond un point déterminé de
P,, & savoir le point unique contenu dans tous les ensembles ¢, ; . ..
Nous établissons de la sorte, entre ’ensemble S de toutes les suites d’entiers
positifs et l'ensemble P,, une correspondance biunivoque et réciproque dé-
finie par la loi suivante:

11 y a correspondance entre 1'élément A de S:

i

ny ¢

() By ey lyye-s)
et le point B de P, représenté par la fraction:
(@, Qq,...,0,...)

si le point (a,, a,,...) est contenu dans tous les ensembles ¢; ;, ., quel
que soit n.

Je dis que la partie de P, contenue dans I'ensemble ¢, ; ., soit
Dlq; s, . i, P.], est dense dans q; ;, .. En effet, soit

n .
q‘lhi’b"-x'iﬂ = q( )[al s @2y ooy ah],
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au voisinage de tout point 4 de p™[ay, a,, ..., a,], soit:

(auaz: ceey Uy, ﬂh+1;ﬂh+2; )

existe un point faisant partie du méme ensemble et de P,; il suffit de
prendre le point:

(al)a2)"‘Jah)ﬁh+l;"-)ﬂh+j)n+I)n+2)'--)

olt les quotients qui suivent celui de rang % +j sont les nombres de la
suite naturelle a partir de n 4 1. Ce point, qui fait partie de P, et de
9"y, ay..., @], peut étre pris aussi prés quon veut de A, en prenant s
assez grand. La proposition est donc démontrée.

A fortiori, si »>n, Uensemble D[q, ; . ., P, est dense dans q; . . ..,
puisque P, contient P,.

vy ln y

36. Cela posé, nous allons donner des exemples de fonctions de classes
2 et 3, définies sur P,. Remarquons d’abord que, d’aprés le § 29, la
classe a d'une fonction f définie sur P,, si a>1, est indépendante des
valeurs de [ aux points rationnels de P,, qui forment un ensemble dé-
nombrable.

Donnons-nous % 4 1 nombres finis, quelconques, que nous désignerons
par g, %, %y, ..., %, et considérons la fonction ¢ définie de la maniere
suivante: sur P,—P;,,, (i=o0,1,2,...,n—1), ¢ =u; sur P,, o =u,.
¢ est ainsi définie en tout point de P,; je dis que ¢ est de classe < 2.
En effet, ¢ est de classe <2 sur chaque ensemble normal ¢®, puisqu’on a
sur un tel ensemble: ¢ =w,, sauf aux points rationnels de I'ensemble; ad-
mettons comme démontré que ¢ est de classe <2 sur tous les ensembles
normaux ¢“*V; alors, comme, sur chaque ensemble normal ¢, ¢ différe de
la constante w; aux points d'un ensemble comprenant, d'une part un en-
semble dénombrable, d’autre part une infinité dénombrable d’ensembles ¢¢+?
sur chacun desquels ¢ est de classe <2 par hypothese, ¢ est aussi de
classe <2 sur l'ensemble ¢ considéré (§ 28); en remontant de proche en

proche, on reconnait ainsi que ¢ est de classe <2 sur P,.

37. Donnons-nous maintenant un systéme de nombres finis compre-
nant une suite infinie: w,,w,,%,,...,u,,... et en outre un nombre u,;

70 1o

considérons la fonction f ainsi définie: sur P,— P,  [i=o0,1,2,...,7n,..],
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f=wu; sur P, f=wu,. Je dis que f, qui est ainsi définie en tout point
de P, est de classe < 3.

En effet, désignons par £, la fonction qui est égale & »; sur P,— Py,
[i=o0,1,2,...,n—1], et & u, sur P,; £, est de classe <2 d’apres le
§ 36. Je dis quon a: limf,=/. En effet, tout point 4 de P, ap-
partient, soit & un des ensembles P,— P, soit a P,; dans le premier
cas, A appartenant & P,— P, on a, dés que n dépasse la valeur i:
fi{d)=wu,=f(4), d’ott lim f,(4) = (4); dans le second cas, 4 fait partie

de P,, quel que soit %; on a done, pour toute valeur de n: f,(4) =u,=f(4);
donc encore: limf,(4) =f(4). Ainsi f, limite de 7, qui est de classe < 2,
est de classe < 3.

Dans le cas particulier ol l'on a: limu, = u,, je dis que f est de
classe <2. En effet, formons la fonction f—7/,; elle est égale, sur
b—prP ,P—P, ,P_,—P, a o, sww P,.—P,.,, Popy—PF,,.,, ..

n) ) ‘)

P, ,—P, 1, ... respectivement & w, — %, , Uppy = Upys ooy Ungp=— Uy, - ..
enfin, sur P,, & o. Si e est un nombre positif, dés que n est assez
grand, toutes les quantités w,—ru, , 4, — ¥, , ... sont en valeur absolue

inférieures & e; on a dome: |f—7,|<e, ce qui montre que f, tend uni-
formément vers f; donc f est de classe <2 d'apres le § 3.

38. Je dis maintenant que si l'on n'a pas: limu, =u,, la fonction
f n'est pas de classe <2, par suite est certainement de classe 3. Pour
cela, je vais montrer qu'on aboutit & une contradiction en supposant,
comme je vais le faire, qu’il existe une suite de fonctions f1,/.,...,f,, ..
toutes de classe <1, et telles qu'on ait: limf, = f.

Du fait que la suite w,,u,,...,%,,... n'a pas pour limite #, ré-
sulte qu’il existe un nombre positif 4 tel que, quel que soit 7, il y a un
entier m, > n tel que:

ot — 1, | > 2.

Prenons g tel que: o<p <2 et posons: 2= pu -+ 2¢.

Cela posé, considérons un ensemble normal ¢ déterminé, choisi arbi-
trairement, et soit H une portion de cet ensemble, c'est-a-dire, d’apres la
définition du § 8, V'ensemble parfait qui est le dérivé de l'ensemble des
points de ¢™ intérieurs a un segment I contenant & son intérieur au moins
un point de ¢™.
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Déterminons un entier n, >n tel que:

(1) |ty —u,|>2=p+ 2¢.

L’ensemble D(¢™, P,) est dense dans 'ensemble ¢, par suite D(H, P, )
est dense dans 'ensemble parfait H, de sorte qu'on peut trouver un point
A4 intérieur a X, faisant partie de H et de P,; ce point appartenant a
P, , fait partie d'un ensemble normal ¢™ bien déterminé, soit K la portion
de cet ensemble normal déterminée par I. K est contenu dans H.

K est un ensemble parfait; chacune des fonctions f; est de classe <1
sur K, par suite ponctuellement discontinue; il y a donc un ensemble /7
de premitre catégorie par rapport a K, tel qu'en tout point de K —1I,
chacune des fonctions f; est continue par rapport a K. D’autre part, K
est une portion d'un certain ensemble normal ¢™; on a = u, aux points
de cet ensemble qui ne font pas partie de P, ., et qui ne sont pas ration-
nels, et comme D(¢™, P, ,,) est de premiére catégorie par rapport a ¢,
I'ensemble I des points de K ou l'on n’a pas: f=w,, est de premicre
catégorie par rapport & K. L’ensemble K— M(/1, L) est donc dense dans
K; nous pouvons prendre un point B intérieur a X et contenu dans cet
ensemble; on a: f(B) =wu,, et toutes les fonctions f; sont continues en B
par rapport a K.

Cela posé, donnons-mous un entier p. Comme lim £ (B) = f(B) = u,,,
nous pouvons déterminer un entier p, >p tel que:

| (B) =, | <.

Comme f, est continue en B par rapport a K, nous pouvons déterminer
une portion H, de K contenant B, telle que, C étant un point quelconque
de H,, on ait:

|7,(C)—Fn(B)| <e,

ce qui donne, en combinant avec l'inégalité précédente:
|£,(C)—u, | < 2e.

En rapprochant de l'inégalité (1), on obtient:

(2) |/,(C) —u,|>p.
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En résumé, étant donnés, d'une part un entier p, d’autre part une
portion H d’'un ensemble normal ¢, on peut déterminer un entier p, > p
et une portion H, d'un ensemble normal ¢, avec n, >n, et H, étant
compris dans H, tels que pour tout point C de H,, on ait l'inégalité (2).

Appliquons cette proposition une seconde fois en remplacant p et H
par p, et H , nous obtenons un entier p, >p, et une portion H, d’un
ensemble normal ¢"?, avec n, >mn, et H, étant compris dans H, tels
quen tout point C de H,, on a:

|7.(C) —ua| > p.

En répétant indéfiniment l'application de ce procédé, on obtient, d’une
part deux suites d’entiers croissant indéfiniment:

p<p<..<p<...
n<n<..<g<...,

d’autre part des ensembles parfaits dont chacun est contenu dans celui qui
précede:
H>H>. .>H>. ..,

H; étant une portion d’ensemble normal ¢, de telle sorte qu’en tout point
C de H; on a:

(3) [ 7.(C)—u,| > p.

Il existe un point contenu dans tous les ensembles fermés H, par suite,
satisfaisant & (3) quel que soit ¢; un tel point, soit C, appartenant a une
infinité d’ensembles normaux ¢™, ¢, ..., ¢™, ..., les n; croissant indéfini-
ment, fait partie de P,; on a donc:

f(C)=u,.
L'inégalité (3) s’écrit dome:
pra(0>_f(0)l>/")

ce qui, comme p; croit indéfiniment, est en contradiction avec le fait que
lim f,,(C) = f(C). La proposition est donc démontrée.
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Nous avons ainsi établi ['existence effective de fonctions de classe 3.1
On peut particulariser, en prenant, par exemple: u,=u,=...=u,=...=0,
#,=1, ce qui nous donne, comme exemple de fonction de classe 3, la
fonction égale & o en tout point du segment (0, 1), sauf aux points irra-
tionnels dont le quotient incomplet de rang n croit indéfiniment avec =,
pour lesquels elle est égale & 1.

! Dés 1898, M. VOLTERR4, 4 qui j'avais communiqué le théoréme sur les fonctions

de classe I (§ 13), m’avait indiqué un exemple d’une fonction qui n’est certainement
pas de classe < 2.
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