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SUR UFIE E X T E N S I O N  D'UN THI~0RI~ME CLASSI( IUE 

DE LA THI~0RIE  DES FONCTIONS 

P A R  

E. PIIRAGM~N 
S T O C K H O L M .  

On sait le rble fondamental que joue, dans la thgorie dldmentaire des 
fonetions analytiques, le thdor~me qui dit qu'une fonction enti~re est nd- 
eessairement une constante, si, en valeur absolue, elle reste partout in- 
f6rieure ~ une quantit6 donnde. 

En me servant des propri6tds de 1'expression analytique bien connue 
indiqude par LAPLACE et ABEL, et appliqude avec rant de succ~s par 
M. PoI~cAa~ et M. BOnE• h l'6tude de plusieurs problSmes difficites, je 
suis arrivd ~ une extension assez remarquable de ee thgor~me. 

Pour faeiliter l'expos6 de mort r6sultat je d6montrerai suecessivement 
six th6or~mes, Le premier de ces th6or~mes s'gnonce ainsi: 

Th6orbme I. Soit  F (x )  une fonction entidre satis faisant  aux deux con- 

ditions suivantes : 

I ~ ] F ( x ) ] < C l e  I~lk pour  les points x situgs ~t l ' int&ieur d 'un certain 

angle, l'exposant k et le grandeur a de l'angle grant assujettis it la condition 

ka < ~r; 

2 ~ ] F ( x ) [ < C  2 pour  t o u s l e s  autres points x (C~ et C 2 d6signant 
deux constantes). 

Cette fonction F ( x )  sera n6cessairement une constante. 

Pour la d6monstration nous pourrons supposer que l'angle eonsiddrg 
air son sommet ~ l'origine et qu'il soit orient6 de mani~re que 1'axe r6el 
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des x coincide avec sa bissectrice. Choisissons alors k 1 > k mais tel qu'on 
air encore  

k l a  < ~r; 

et  e o n s i d 6 r o n s  l'int~grale 

( ' )  =f 
0 

l'axe rgel positif 6rant pris pour ehemin d'int6gration. 
La convergence de cette intdgrale 6rant meilleure que celle de l'in- 

t6grale 

+) 

0 

ou de l'int~grale 

(3) q fle-'dal, 
0 

il est gvident que notre intdgrale converge uniform6ment dans tout domaine 
fini et que, par consdquent, elle reprgsente une fonction enti~re de x. 

Or, on dgmontre aisdment que cette fonction entiSre reste partout 
inf6rieure, en valeur absolue, h une certaine constante. 

Remarquons, en effet, qu'on peut, sans changer la valeur de l'intd- 
grale, ehoisir pour ehemin d'int6gration au lieu de l'axe r6el positif, une 
demi-droite infinie quelconque issue de l'origine et faisant avee l'axe positif 
un angle aigu. En effet, cela se d6montre imm~dia%ment en eomparant 
avec les intdgrales (2) et (3). 

En posant maintenant 

x = r e  vi, a --- p e  ~ 

on  aura 
• [ +o~ 

a ~' x -~ rp k' e F ~') , 

7r 
et on pourra ais6ment ehoisir 0 de mani~re que 10] < ~  et que, en m~me 

0 a 
temps, f + ~  soit, en valeur absolue, sup6rieur ou ~gal ~ ~, c'est-~-dire 
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1 

de mani~re que le point  a ~, x ne soit pas situ6 h l ' in t&ieur  de l 'angle 

donn& E n  effet, si 

-~<1~1<~, 2 

on fera O o, et si [ ~ i < a  = - on choisira 0 de m~me signe que ~ et tel 
2 

= k  a 101 o .   lora que 

IP(a *)i< C, 
et par consequent  

I r < o=fle-~ c, 
0 oo-7 " 

2 

La fonetion cp(z) sera donc n6eessairement une constante. 

Or, on en eonclut  immddia tement  que la fonetion F ( x ) e s t  elle-m~me 

une constante. 

En  effet, puisque t ' int~grale (I) converge un i fo rm6ment  en tou t  do- 

maine fini, on sai~ que, en dcrivant 

et en faisant 

tI)a ~ F~ a ~' e - ~ d a ,  
t 
0 

o n  a 

r = E~ r  ~'. 

Or, puisque nous avons ddmontr6 que r  o pour 2 -~  I ,  2 , 3 , . . .  il 

s 'ensui t  F~ = o pour 2 = I ,  2 , 3 , . . .  ; et  par suite 

F ( x )  = Fo = ~o. 
c. q. f. d. 

Pour  mieux apprdcier la portde du thdor~me que nous venons de d6- 

montrer ,  il se r e command e  de le t ransformer  dans le thdor~me suivant :  
A e t a  m a t h a n a t l v a .  28. Imprim6 le 18 avril ]904. 4 5  



354 E. Phragm~n. 

Th6or~me II. Soit F(x )  une fonction entidre satisfaisant aux deux 
conditions suivantes : 

 ou, r tou  tes points x ap~partenant it un cen'tain 
angle A de grandeur a, l'ex~osant k satisfaisant it la condition k~ < 7r. 

2 ~ ]F(x)  l <  C 2 pour tous les points x at~l~artenant it l'un ou l~autre 
de dcntx angles B~ et B 2 contigus de cOtg et d'autre it l'angle A ,  

(C 1 et C 2 d4signant deux constantes). 
Cela _,rosS, on aura ndcessairement, rant que x reste compris dans 

l' angle A 

lira F(z) 
I=i=| (log-~)~ = O, 

l'exposant fl 4tant choisi sup~rieur it l'unitL Cette expression convergera 
unifor~n~ment vers sa valeur limite. 

Pour d4montrer ce nouveau th4orSme il suffira d'dtudier l'int4grale 

I f F(z) dz 
(4) d  log 

L 

2qous formerons le chemin d'int4gration des parties infinies de deux demi- 
droites issues du sommet des angles A ,  B1, B~ - -  nous supposerons que 
ce soit l 'or i~ne - -  et comprises dans l'int~rieur des angles B~ et B~ respec- 
tivement, et d'une partie de eireonf4rence les reunissant. 

11 est clair que cette intdgrale converge quel que soit x pourvu seule- 
ment  clue x ne soit pas situd sur le chemin d'int4gration. I1 est clair 
aussi que la valeur de notre int4grale ne varie pas si on change le chemin 
d'int4gration, pourvu que ce chemin reste conforme aux indications donn4es 
ci-dessus, et que le point x reste toujours du m~me c5t4 du ehemin d'in- 
t4gration. 
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Notre intSgrale ddfinit done deux fonstions analytiques, soit F~(x) 
et /~'2(x), selon que x est situs du mgme c5t6 que l'origine ou de l'autre 
cbtS par rapport au chsmin d'intSgrution L.  

On u dons, pour x situd ~ l'intdrieur de l'angle formd par la rdunion 
des trois angles A ,  B1, Bs, 

] z - - x ( l o g z )  ~' 
Ll 

z - -  a~ (log z) s 
/'2 

si Fare de eireonfdrsnce qui entre duns le therein L 1 u un rayon supgrieur 
h I x] st celui qui entre duns L,  un rayon infdrieur ~ Ix].  

I1 s'ensuit, s i x  uppartient h l'intSrieur de l'ungle (B 1 -4-A-t-B2) 

K 

K grant le ehemin d'intSgrution indiqu6 duns la figure 

c'est-~-dire 

La fonstion Fl(x ) est r6guli~re dans tout domuine fini. C'est done 
une fonetion entiSre. 

Or, eette fonction sutisfait aux conditions posses duns le tMor~ms I, 
si l'ungle nommS duns ce thSorSme cst formd de deux demi-droites situSss 
duns les angles B1 et B~ respectivement, st choisies de mani~re que l'angle 
a 1 inclus par elles satisfasse h la condition 

k% ~ 7r. 
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On a dvidemmen~, en effet b 

(6) 
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lim F~(x) = o, 
M = | 

tant que x reste extgricur ~ eet angle ou m~me ~ un angle un peu 
moindre, et 

(7) lim F, (x )  = o 
Ixl = 

rant que Ix[ reste intdrieur au m~me angle ou m~me ~ un angle tm peu 
plus grand. Cette derniSrc propridt6, combinge avecla  formule (5), montre 
que la fonction Fl (x  ) poss~de la propri6t6 exigge sous I ~ du thdor~me I. 

On a donc, en appliquant ce thdor~me, 

ou bien, en vertu de (6) 

ce qui donne, d'apr~s (5), 

F (x)=cons . 

F,(x) = o ,  

(log x)~ 

identit6 qui persiste duns l'angle (B 1 -{--A + B~) et qui, en vertu de la 
formule (7), cont~ient le rgsultat que nous voulions dgmontrer. 

Nous ajouterons encore le tMor~me suivant qui consfitue une ggng- 
ralisation du thgor~me I. 

Thgorgme III. Soit F (x )  une fonction entiOre satisfaisant aux condi- 
tions suivantes : 

I ~ [ F ~ ) ]  < (~e I~1~ ( k =  I ,  2 , . . . )  quand x reste compris dans un 

certain untie A~ de grandeur az, les quantit~s k~ et aj. ~tant assujetties aux 
indgalitds 

k~ax < 7:, 

2 ~ [ F ( x ) [ < 0  quand x reste extOrieur h tous les angles A~. 
Parmi les angles A~ il "n'y a pus deux qui soient contigus. Q et 0 

ddsiynent des constantes. 
Cela posd, la fonction F(x)  sera ndeessairement une constante. 
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En effet, d'aprbs le second thdor~me, on conclut qu'on a, sans re- 
striction, 

l i r a  (log x)~ - -  o 
I~1 = | 

et cela uniformgment dans routes los directions. 
ment  que 

F ( z )  = eonst. 

On en conclut " " a l s e -  

:Les fonctions 

Eo (x)  = ** 
0 

gtudi6es par M. ~ / [ I T T A G - L E F F L E R ,  n o u s  donnent l 'exemple de fonctions 
qui restent finies ~ l'ext6rieur d 'un angle de grandeur a ,  et qui, dans eet 
angle, deviennent infinies comme 

~-e ~ . 
t~ 

Par consdquent, nous ne pouvons pas, dans nos thdor~mes, 6changer la 

condition 
ka  < zr 

contre cette autre condition 

k a < ~ .  

D'un autre c5t6 on peut dire que nos thdor~mes font ressortir les fonctions 
E ~ ( x )  de M. •ITTAG-LEFFLER comme les fonctions les plus simples de 

leur esp~ee, en ce sens que, parmi les fonctions devenant infinies seule- 
ment  dans un angle de grandeur a, il n 'y en a pas dont l'ordre de crois 

sance soit essentiellement infdrieur h celui de E~ (x). 

On peut dgmontrer des th~or~mes analogues aux pr6eddents, se ratta- 
chant h d'autres classes de fonctions dtudi6es par M. ~/[ITTAG-LE~'FLER, 
et dont je dois la connaissance ~ une communication personelle de l'auteur. 

La fonction enti~re 
x 

e e 
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ne devient infini pour x infini que lorsque la partie rdelle de x est po- 
sitive et la partie imaginaire de x comprise entre 

2 ~ - -  ~ et 2 ~ + ~ ,  
2 

2 dtan~ un nombre entier quelconque. Or, il est facile de former une 
nouvelle fonction qui devient infinie de la m~me mani~re que cette fonc- 
tion, mais seulement lorsque la pattie imaginaire de x est comprise entre 

21r et + ~ ,  

la pattie r6elle grant positive. 11 suffit de former l'intdgrale 

T e dz 

s 

le chemin d'intdgration 6rant compos6 de deux droites parall~les h l'axe 
des x, infinies dans le sens positif de cet axe et situ~es de e6t6 ~ d'autre 

de lui "~ une distance intermgdiaire entre 5 et 3rr Ces deux droites sont 
2 2 

r~unies ~ l'aide d'une droite orthogonale ~ l'axe r6el, eomme l'indique la 
figure. 

, . . . .  < << 

Cette int6grale reprdsente deux fonctions analytiques diff~rentes, soit 61(x ) 
et 62(x), selon que le point x est situ6 du m~me c6t6 par rapport au 
contour d'intdgration que les points r6els ndgatifs infiniment distants, ou 
du cbtg oppos6. D'ailleurs le chemin d'int6gration peut ~tre choisi arbi- 
trairement dans les limites indiquges sans que la valeur de l'int6grale soit 
changde. I1 s'ensuit immgdi~tement que la fonction ~l(x) est une fonc- 
tion enti~re, et que les deux fonctions sont rdunies par l'identitd 

$ 2 ( x )  = e 

La fonc~ion 62(x) est par consdquent, elle aussi, une fonction enti~re. 
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Tant que la partie r6elle de x reste positive et la partie imaginaire 

comprise entre deux limites choisies arbitrairement entre 3zr et + 3-5~ 
2 2 

on conclut de la repr6sentation 

'fee d  
/ ;  

que 

(8)  l ira  = o .  

D e  m g m e  on  a 

(9) lim 61(z ) = o 

quand la partie rdelle de x est positive ou nulle, ou quand, eette partie 
r6elle 6tant ndgative, la partie imaginaire reste ext6rieure ~ deux limites 

choisies arbitrairement de mani~re '~ embrasser l 'intervalle de ~ + ~. 
2 2 

La mani~re dont se comporte la fonction ~ ( x )  h l'infini est complete- 
merit caract6risde par les deux formules (8) et (9), si on se rappelle que 

 l(z) = + 

Passons maintenant aux th6or~mes analogues aux thdor~mes pr6c6dents 
qui se rattachent~ ~ eette fonetion. 

I 

Th4or~me IV. Soit F ( x )  une fonction entidre satisfaisant aux deux 

conditions suivantes 

I ~ IF(x) ]  < C]e I~1 tant que la partie rdelle de x reste positive et la 

partie imaginaire comprise entre deux paralldles it l'axe rdel dont la distance 

mutuelle est a, k et a remplissant la condition ka < z:, 

2 ~ ]F(x) l  < C a pour toutes les autres valeurs de x. 

(Q et C 2 ddsignant deux constantes.) 
Cette fonction F ( x )  sera ndcessairement une constante. 

Choisissons en effet k 1 > k mais de mani~re qu'on air encore 
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et formons l'int6grale 

E. Phragm6n. 

0 

La convergence de cette int6grale ~tant comparable h celle de l 'une ou 
l'autre des deux int~grules 

G [ ee~ 

0 

OU 

c~f[e-'da] 
0 

on s'assure immddiatement, i ~ que l'int6grale converge uniformdment quand 
reste compris duns un domaine fini quelconque, le chemin d'int6gration 

grant une demi-droite issue de l 'origine et faisanf avec l'axe r6el un angle 
aigu, et 2 ~ que la valeur de l'intdgrale est la m4me ind6pendamment de 
lu muni~re dont on choisit le chemin d'int6grMion duns les limites indiqu6es. 

I1 s'ensuit que l'intdgrule (~o) reprdsente une fonction enti~re de ~. 
Mais il s'ensuit uussi que cette fonction est une constunte, car on d6montre 

~ ,  �9 o I 

fucilement, en choisissant le chemin d integration de mani6re que ~ l o g  a T  

appartient au domaine off la fonction F(x) reste infdrieure h C~ en valeur 
ubsolue, qu'ell'e reste partout finie. 

Pour conclure que la fonction F(x) est elle aussi une constante, il 
faut connaltre un th6or6me qui vient d'4tre ddmontr6 par M. LERCH aU 
tome Z7 de ce journal. ~ Indgpendamment de M. L~I~cH, j 'ai ddmontr6 
moi-m4me le m4me thgor6me duns une confdrence faite h l'universit6 de 

Stockholm, il y a quelques anndes. 
Voici l 'dnonc6 de ce thdor6me: 

Si l'intdgrale 
c~ 

~ ( x ) =  f f(a)e-~ 
0 

Sur un point de la thdorie des fonctions gdngratrices d'Abel. 
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converge -pour x > x o (x o grant r6el), et si on a 

(x0"4-~c)----o .pour ~---- 1 , 2 , 3 , . . .  

c ddsignant une constante.positive, on aura ndcessairement 

f (a )  = o 

-pour toutes les valeurs .positives de a. 

361 

Je  donnerai iei ma propre dgmonstration qui eonsiste dans une simple 

application du facteur de diseontinuitd employ6 par M. vo~" K o c g  dans 

ses reeherehes sur le hombre des nombres premiers infdrieurs h un'e limite 

donnde (ce journal, t. 24, p. I59). 
Si on fair 

a 

F ( a ) =  f f(a)e-~ 
0 

on sait, d'apr~s l'hypoth~se, que F ( a )  reste infdrieur en valeur absolue h 

une eertaine eonstante C. D'ailleurs on a 

En  posant 

on aura done 

oa 

r + t)= f ~'(a)e-"tda 
0 

= t f F(a)e-a 'da.  

r f F(a)e-"'da 
0 

t 

et par suite, en vertu de l'hypoth~se, 

= o .  

A v t a  m a t h e m a t i c a .  28. Imt)rim~ le 21 avri l  1904. 

(v=1,2, 3, ...) 

46 
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Soit main tenant  a une quantit6 positive ou nulle et eonsid6rons la 

s6rie infinie 
I I r '~' + V~S r  �9 �9 �9 

Cette s~rie converge absolument  pour les valeurs positives de t, et uniformg- 
men~ pour ~outes les valeurs de t supdrieures ~ une l imite positive quel- 

eonque. 
On a, en effe~, 

~_r ~ < F(a)le-~ I~_ 
0 

I1 s'ensuit qu 'on peut  derire 

e ~,at 

<5 i~_ 

r I ~3 ~-2 rfi (2t)~' + r 

I e ~ ( a _ a )  t _ _  . . . ida 
0 

ou encore 

On en tire aisdment 

a 

(II) r162  a - - . . .  =fF(~)d~.o 
E n  effet, on volt immddia tement  que 

lira f F ( a ) [ i - - e - " ( ~ - " ) t ] d a  = fF(~)da; 
t ~ o a  0 O 
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et puisque 

on a encore 

Faisons maintenant  

< cf(,--e-ec~-~ 

= o f ( ,  __  e - e - ~  
0 

C ~ ~ e -e-~)da =Tf(  
o 

o o  

l im f F(a)[ i - -e -~(~- ' " ]da  

t =  vc 

on aura d'apr6s l 'hypoth~se 

z O .  

r176162 = o ;  

en effe~ chaque ~erme sera nul. 

I i  s 'ensuit done de la formule (I I) que l 'on a 

f F(a)da = o 
o 

i nd@endamment  de la valeur, suppos6e positive, de a. 

On a donc n&essairement aussi 

• ( a )  = o ,  

c'est-~-dire 

f f(a)e-a*~da = o 
0 

pour routes les valeurs positives de a, et enfin 

f ( a ) - - - o  
pour les m~mes valeurs. 

363 

(a=l ,~,  a,...) 
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Pour appliquer ce r6sultat ~t la question qui nous occupe, faisons 
dans la formule 

F[  L + = c o n s ~ .  
J \h 
0 

I I 
~ ~ l o g ~ .  On aura, en ddsignant la constunte par C, 

f F(IlOga-)e-'da=C,''l z/ 
0 

ou encore, pour x positif, 

ov 

0 

formule qui peut s'dcrire 

F log a - -  e-~da -= o. 

0 

l l  s'ensuit, en vertu du ~hdor~me de M. LEIICH, que 

I 

pour les valeurs positives de a. Or, F (x )  est une fonction enti~re; on a 
done iden~iquemen~ 

F(x) = 6'. c . q . f . d .  

En partant du ~hgorSrae que nous venons de dSmontrer, on arrive 
facilement au thgor~me suivant. 

Thdor~me V. Soit F(x)  une fonetion entidre satisfaisant aux deux 
conditions suivantes" 

, ~  lr(x)l< Cle]e~'l rant ~_~le l(~ p a t t i e  ~*ee~le de ;~ reste positive et sa  

pattie imaginaire comprise entre a et 4-2 ,  k et ~ remplissant l'in~galit~ 
" 2 

ka ( ,'r; 
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2 ~ I F ( x ) ] <  C~ tant que la partie r~elle de x reste positive et sa partie 

imaginaire comprise soit entre ---~--a 3 et --~a soit entre a~ et a_~ + 3, 3 d~- 

signant une quantitd positive arbitrairement donnde. 
(C~ et C~ d~signant deux constantes.) 
Cette fonetion F(x)  satisfera, pour routes les valeurs de x indiqudes sous 

I ~ ~ la condition 
r(z) 

lim z (log ~ - -  o 
x ~ o ~  

et cette expression tendra vers sa limite uniformdment pour to~ttes les valeurs 
en question (fl d6signe une quantitd r6elle sup~rieure ~ l'unit~). 

Ce thdor~me se d6montre h l 'aide de l 'int6grale 

Z 

le chemin d'int~gration grant compos6e de deux droites parall~les h l'axe 

r6el, infinies dans le sens posi~if et situges de cbtd et d'autre de cet axe 

une distance intermgdiaire entre a e t  a ~ + o, et d 'une droite orthogonale 

h l'axe rgel joignant ces deux droites. 
Cette intdgrale d6finira deux fonetions analytiques diffdrentes Fl(x  ) 

et F2(x), dont l 'une F~(x) est une fonction enti~re et l 'autre est lide h 

cette fone~ion par l 'identit6 

x (log x} ~ 

On dgmontre comme plus haut  que 

F l ( X )  = o 

de sorte qu'on a identiquement 

et on conclut de 1~ que 

(log z)a 

lira z (log x)o ~- o 
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pour routes ]es valeurs de x dont la partie rdelle est positive at la partie 

imaginaire comprise entre deux limites, comprises elles-m~mes entre - - a _  3 
2 

at a + 3 .  2 
On peut rdsumer tous les r6sultats obtenus jusqu'iei dans le thdor~me 

suivant: 

Thdor~me VI. Soit F ( x )  une fonction entidre satisfaisant aux conditions 
suivantes : 

,o i F ( x ) ]  < C~e Ixlk~ dans certains angles de grandeur a~ (k~a~ 6tant <~') 

e ~ [F(x)[<-O~e [~LI' ' dans certaines bandes limitdes par  deux droites 
paraUdles et une droite qui les coupe, fr dtant choisi de nzaniOre que ~ x  
soit rdel sur la droite m~diane de la bande et la largeur de la bande a~ sa- 

tisfaisant ~ l'indgalitd I~1~  < ~r. 
3 ~ I F ( x ) [ < C p o u r  routes les autres valeurs de x. 
CA,-0~, C sont des constantes, et on suppose que parmi les angles et 

bandes considdr(s il n'y ait pas deux qui soient contigus. 
Cela posd, la fonction F ( x )  sera ndcessairement une constante. 

La ddmonstration de ca thdor~me est intuitive. 

Avant de finir nous avons encore une reinarque h ajouter. 
Tous les thdor~mes que nous venons de dgmontrer sont susceptibles 

d'une gdndralisation assez importante, qu'il  suffiru de formuler par rapport 

au thgor~me I. 

Th~or~me I a. Soit F (x )  une fonction analjtique uniforme et r69uli~re 
it l'ext~rieur d'un cercle K donn& Supposons qu'on ne sache pas si cette 
fonction est rdguli~re ~ l'infini ou non, mais qu'on connaisse chez elle les 
deux propridtds suivantes : 

i ~ [F(x)[<CleiX'~ pour les points x situ~s ~t l'ext~rieur de K et ~t 
l'intdrieur d'un certain angle, l'exposant k et la grandeur a de l'angle grant 

assujettis ~t la condition ka < 7~; 
~o IF( )I< c~ po~r tousles  autres points extgrieurs it K (C~ e~ C, 

d~signant deux eonstantes). 
Cette fonction F ( x )  sera nr rdguli~re ~ l'infini. 
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En effet, ddsignons par K '  une circonfdrence extdrieure ~ K, et con- 
siddrons l'intdgrale 

f F(~) dz. 
. /  

K '  

Cette intdgrale reprgsente deux fonctions analytiques diffdrentes F~(x) et 
F2(x), selon que x est intdrieur ou extdrieur h K ' .  D'ailleurs la valeur 
de l 'int@rale est ind@endante de la mani~re dent  on choisit K '  pourvu 
que cette circonfdrence reste extgrieure h K. On en conclut l 'identitd 

F (x) = F (z ) .  

Or F~(x) est ~videmment une fonction enti~re, et /~,(x) est r6guli6re 
l'infini. Par consgquent F~(x) est une eonstante, en vertu du tMor6me I. 
La fonction F(x )  est done bien, comme nous l'avons avanc6, rgguli6re 
l'infini. 

Ajoutons encore un mot sur le principe de dgmonstration employ6 
rant de fois dans ce qui pr6e6de. Ce principe est au fond identique 
celui qui a guid6 3/[. CovsIN dans ses recherches si remarquables sur les 
fonctions de plusieurs variables. Pour se convainere plus faeilement de 
eette identit~ il convient de transformer un peu l'exposition de cet auteur. 
Voici done comment se prdsente, dans le cas le plus simple, son thgor~me 
fondamental dans notre m6thode d'exposition. 

Thdor~me de M. Cousin. Soient A e t  B deux domaines continus poss& 
dant une partie commune C, constihtant un seul domaine continu. Soient 
~(x)  une fonction analytique definie it l'intdrieur et sur le herd de A ,  et 
r  une fonction analytique (h~nie it l'intdrieure et sur le herd de B.  
Supposons enfin que la diffdrence ~ ( x ) - - r  soit r@ulidre ~ l'intdrieur et 
sur le bord de C. 

Cela posd, il existe une fonction analytique f ( x )  d~finie it l'intdrieur 
et sur le bord d~t domaine formd par la rdunion des deux domaines A et 
B ,  et telles que, it l'intdrieur et sur le bord de A ,  la diffdrence f ( x ) - - v ( x ) ,  
et it l'intdrieur et sur le herd de B ,  la diffdrence f ( x ) - - r  sent des 

fonetions r@ulidres. 

En effet, soit A' un domaine renfermant le domaine A ~ son int6rieur 
et ehoisi de mani~re que la fonetion F(x) soit encore d~finie ~ l 'intgrieur 
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et sur le bord de A', et soit B' un domaine poss~dant la m~me propri6t6 
par rapport au domaine B et la fonetion r Soient PBQ et QSP les 
deux contours suffisamment indiqu~s par la figure. 

Posons 

0 

~ r ~ r 
dz, 

J 
PRQ 

; r -~(') dz. = . -  

t /  
QSP 

La fonetion Fl(x) est rdguli~re h l'intdrieur et sur le bord du domaine 
A. De m~me la fonetion r est rgguli~re h l'intgrieur et sur le bord 
du domaine B.  A l'intdrieur et sur le bord de C on a, en vertu du 
th6or~me de CAucHL 

= 

ee qui peut s'~erire 
r  r 

La fonction r ) qui est dSfinie h l'int6rieur et sur le bord du 
domaine B est par consgquent la continuation analytique de la fonction 
F(x)- -F~(x)  qui est d~finie h l'intSrieur et sur le bord du domaine A. 

Nous avons done r6ussi ~ ddfinir une fonction qui satisfait h routes 
les conditions voulues. 

C'est de cette mani~re que je professe la belle th~orie de M. CousiN, 
dans rues lemons h l'universit6 de Stockholm, d~s l'apparition de son travail. 
Certes, il n'y a pas, entre ce mode d'exposition et celui qu'h employg 
M. CocsI~ lui-m~me, de diffgrenee tr~s profonde. Mais j 'ai trouY6 que, 
surtout pour l'enseignement, la m6thode esquiss6e ci-dessus poss~de cortains 
avant~ges. 


