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SUR UNE EXTENSION D’UN THEOREME CLASSIQUE
DE LA THEORIE DES FONCTIONS

PAR

E. PHRAGMEN
2 STOCKHOLM.,

On sait le role fondamental que joue, dans la théorie élémentaire des
fonctions analytiques, le théoréme qui dit qu'une fonction entitre est né-
cessairement une constante, si, en valeur absolue, elle reste partout in-
férieure & une quantité donmnée.

En me servant des propriétés de l'expression analytique bien connue
indiquée par LAPLACE et ABEL, et appliquée avec tant de succes par
M. Poixcart et M. Boren & l'étude de plusieurs problémes difficiles, je
suis arrivé 4 une extension assez remarquable de ce théoréme.

Pour faciliter l'exposé de mon résultat je démontrerai successivement
six théorémes. Le premier de ces théorémes s’énonce ainsi:

Théoréme I. Soit F(w) wune fonction entiére satisfaisant aux dewx con-
ditions suivantes:

1° | F(z)| < Cet*" pour les points x situés & Uintériewr d'wn certain
angle, Uexposant k et le grandewr a de Uangle étant asswjettis & la condition
ko < m;

2° |F(z)| < C, pour tous les autres points x (C, et C, désignant
deux constantes).

Celte fonction F(z) sera mécessairement wne constante.

Pour la démonstration nous pourrons supposer que langle considéré

ait son sommet & l'origine et qu'il soit orienté de maniére que l'axe réel
Acta mathematica. 28, Imprimé le 18 avril 1904,
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des z coincide avec sa bissectrice. Choisissons alors %k, >k mais tel qu'on
ait encore
ka<m,

et considérons l'intégrale

(1) ?(x) =fF<a"l'x>e‘“da,

I'axe réel positif étant pris pour chemin d'intégration.
La convergence de cette intégrale étant meilleure que celle de I'in-
tégrale

(2) C, fle——[a——a;l.lzl"] d“l»

ou de l'intégrale
(3) O’,fle“"dal,
0

il est évident que notre intégrale converge uniformément dans tout domaine
fini et que, par conséquent, elle représente une fonction entiére de z.

Or, on démontre aisément que cette fonction entiére reste partout
inférieure, en valeur absolue, a une certaine constante.

Remarquons, en effet, qu'on peut, sans changer la valeur de l'inté-
grale, choisir pour chemin d’intégration au lieu de I'axe réel positif, une
demi-droite infinie quelconque issue de l'origine et faisant avec l'axe positif
un angle aigu. En effet, cela se démontre immédiatement en comparant
avec les intégrales (2) et (3).

En posant maintenant

r = rett, a = pe’

on aura

ot )

., .. . 4
et on pourra aisément choisir # de manitre que |6] <; et que, en méme

g . . . s a NET
temps, ¢ +- o~ soit, en valeur absolue, supérieur ou égal a —, cest-a-dire
1
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1
de manitre que le point @™z ne soit pas situé a l'intérieur de l'angle

donné. En effet, si

on fera §=o, et si |¢|<g on choisira ¢ de méme signe que ¢ et tel
que |0|=kl<g—|go|>. On aura alors
1
| #lava)] <,
et par conséquent
C

| ()| < C, [|eda]<
0

Co8 ——
2

La fonction @{2) sera donc nécessairement une constante.

Or, on en conclut immédiatement que la fonction F(z) est elle-méme
une constante.

En effet, puisque l'intégrale (1) converge uniformément en tout do-
maine fini, on sait que, en écrivant

F(z) =2, F,«

et en faisant

A
o, =F, / ah e da,

0

on a

@(x) - zl ¢)_.’X/‘)‘.
Or, puisque nous avons démontré que @, =0 pour A=1,2,3,... 1l
s'ensuit F, =0 pour A=1,2,3,...; et par suite

F(z)=F, = @,.
c. q. f. d.

Pour mieux apprécier la portée du théoréme que nous venons de dé-

montrer, i1l se recommande de le transformer dans le théoréme suivant:
Acta mathematica., 28. Tmprimé le 18 avril 1504, 45
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Théoréme II. Soit F(x) wune fonction entiére satisfaisant aur deux
conditions swivantes:

1° |F(2)| < e pour tous les points = appartenant & un certain
angle A de grandewr a, Uexposant k satisfaisant & la condition ka < 7.

2° |F(x)| < C, pour tous les points = appartenant & Uun ow Uautre
de deuwx angles B, et B, contigus de coté et d'autre & U'angle A,

(C, et C, désignant deux constantes).

Cela posé, on aura nécessairement, tant que x reste compris dams

Uangle A
F(a) __

lel=» (logzy

Y

Uexposant § étant choisi supériewr & Uwnité. Cette expression convergera
uniformément vers sa valewur limite.

Pour démontrer ce nouveau théoréme il suffira d’étudier I'intégrale

; I F(z) de
(4) 271 | z— @ (log2)*

L

Nous formerons le chemin d'intégration des parties infinies de deux demi-
droites issues du sommet des angles 4, B,, B, — nous supposerons que
ce soit l'origine — et comprises dans V'intéricur des angles B, et B, respec-
tivement, et d'une partie de circonférence les reunissant.

L

11 est clair que cette intégrale converge quel que soit  pourvu seule-
ment que z ne soit pas situé sur le chemin d’intégration. Il est clair
aussi que la valeur de notre intégrale ne varie pas si on change le chemin
d’intégration, pourvu que ce chemin reste conforme aux indications données
ci-dessus, et que le point z reste toujours du méme c6té du chemin d’in-
tégration.
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Notre intégrale définit done deux fonctions analytiques, soit F,(x)
et F,(x), selon que z est situé du méme cOté que l'origine ou de l'autre
cOté par rapport au chemin d’intégration L.

On a done, pour z situé & l'intérieur de l'angle formé par la réunion
des trois angles 4, B,, B,,

. F(z) dz
Fl(m) - b/Yz—a(; (log 2)%’

4y
" F(z) da
F’(x) _f z — 2 (log 2)°
L?
si V'arc de circonférence qui entre dans le chemin I, a un rayon supérieur

a |«| et celui qui entre dans L, un rayon inférieur & |z].
Il s’ensuit, si z appartient a l'intérieur de l'angle (B, + 4 + B,)

F dz
F,(z) '—F1(x) = f;_:(j_i (log 2)F

K

K étant le chemin d’intégration indiqué dans la figure

K
cest-a-dire
Al F
(5) Fy(2) — F() = 505

Lia fonction F|(x) est réguliere dans tout domaine fini. C'est donc

1
une fonction entiére.

Or, cette fonction satisfait aux conditions posées dans le théoréme T,
si I'angle nommé dans ce théoreme est formé de deux demi-droites situées
dans les angles B, et B, respectivement, et choisies de maniére que l'angle

a, inclus par elles satisfasse a la condition

ka, <.
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On a évidemment, en effet,

(6) lim F (z) = o,

el =

tant que « reste extérieur a cet angle ou méme & un angle un peu
moindre, et

(7) lim F,(z)=o0

lef=c

tant que |z| reste intérieur au méme angle ou méme & un angle un peu
plus grand. Cette derniére propriété, combinée avec la formule (5), montre
que la fonction I (x) posseéde la propriété exigée sous 1° du théoréme L.
On a donc, en appliquant ce théoréme,
F () = const.

ou bien, en vertu de (6)

ce qui donne, d’aprés (5),

Flz)
(log x)ﬂ - Fa(‘”%

identité qui persiste dans l'angle (B, + 4 + B,) et qui, en vertu de la
formule (7), contient le résultat que nous voulions démontrer.

Nous ajouterons encore le théoréme suivant qui constitue une géné-
ralisation du théoréme I.

Théoréme III.  Soit F(x) une fonction entiére satisfaisant aux condi-
tions sutvantes:

1° | Fz)| < el (k=1,2,...) quand x veste compris dans un
certain angle A, de grandewr a,, les quantités Fk, et a, étant assujetties aux
inégalités

ko, <m,

2° | F(x)|<C quand x reste extérieur & tous les anmgles A4,.

Parmi les angles A, il W'y a pas dewx qui soient contigus. C, et C
désignent des constantes.

Cela posé, la fonction F(x) sera mécessairement wune constante.
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En effet, d'aprés le second théoréme, on conclut qu’on a, sans re-
striction,
F(z)

Im -=—5 =0
o= (log x)?

et cela uniformément dans toutes les directions. On en conclut aisé-

ment que
F(2) = const.

ib)‘
0=
7 A 24

T

Les fonctions

étudiées par M. Mirrac-LErruer, nous donnent l'exemple de fonctions
qui restent finies 3 l'extérieur d'un angle de grandeur «, et qui, dans cet
angle, deviennent infinies comme

i

a

T
-e
a

Par conséquent, nous ne pouvons pas, dans nos théorémes, échanger la
condition
ka <7

contre cette autre condition
ka <.

D’un autre c6té on peut dire que nos théorémes font ressortir les fonctions
E,(z) de M. Mrrrag-LEFFLER comme les fonctions les plus simples de

T
leur espdce, en ce sens que, parmi les fonctions devenant infinies seule-
ment dans un angle de grandeur a, il n'y en a pas dont l'ordre de crois
sance soit essentiellement inférieur & celui de K, (z).

On peut démontrer des théorémes analogues aux précédents, se ratta-
chant a d'autres classes de fonctions étudiées par M. MITTAG-LEFFLER,
et dont je dois la connaissance & une communication personelle de l'auteur.

La fonction entiere
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ne devient infini pour z infini que lorsque la partie réelle de x est po-
sitive et la partie imaginaire de x comprise entre

e T
2)(7r———5 et 2+ 3

A étant un nombre entier quelconque. Or, il est facile de former une
nouvelle fonction qui devient infinie de la méme maniére que cette fonc-
tion, mais seulement lorsque la partie imaginaire de x est comprise entre

la partie réelle étant positive. Il suffit de former l'intégrale

eZ
1 e dz

27 5 — @
7

le chemin d'intégration étant composé de deux droites paralitles a l'axe
des «, infinies dans le sens positif de cet axe et situdes de c6té a d’autre

. . . .. i n .
de lui & une distance intermédiaire entre > et 37 Ces deux droites sont
réunies & l'aide d’une droite orthogonale a 1'axe réel, comme l'indique la
figure.

< <.

< “<

Cette intégrale représente deux fonctions analytiques différentes, soit & («)
et &,(z), selon que le point x est situé du méme c6té par rapport au
contour d’intégration que les points réels négatifs infiniment distants, ou
du coté opposé. Dailleurs le chemin d'intégration peut étre choisi arbi-
trairement dans les limites indiquées sans que la valeur de lintégrale soit
changée. Il s’ensuit immédiatement que la fonction & (x) est une fonc-
tion entiere, et que les deux fonctions sont réunies par 1l'identité

8,(x)—8,(x) = e .

La fonction 8,(z) est par conséquent, elle aussi, une fonction entiére.
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Tant que la partie réelle de z reste positive et la partie imaginaire

. . e .. . . T T
comprise entre deux limites choisies arbitrairement entre -—§2- et + 17'2—,

on conclut de la représentation

que

(8) 11_12 8,(z)=o.
De méme on a

(9) lim 8, () = o

Z =0

quand la partie réelle de z est positive ou nulle, ou quand, cette partie
réelle étant négative, la partie imaginaire reste extérieure a deux limites

. . . . . < . T T
choisies arbitrairement de maniére a embrasser l'intervalle de —5a -+ g

La maniére dont se comporte la fonction &,(x) & l'infini est compléte-
ment caractérisée par les deux formules (8) et (9), si on se rappelle que

8,(z) =¢" + &,(x).

Passons maintenant aux théorémes analogues aux théorémes précédents
qui se rattachent a cette fonction.

Théoréme IV. Soit F(x) wume fonction entiére satisfaisant aux deux
conditions suivantes

1° | F(z)| < C,é™ tant que la partie véelle de x reste positive et la
partie imaginaire comprise entre deux paralléles a Uaxe réel dont la distance
mutuelle est a, k et a remplissant la condition ka < 7,

2° | F(z)| < C, pour toutes les autres valewrs de x.

(C, et C, désignant deux constantes.)

Cette fonction F(x) sera mécessairement une constante.

Choisissons en effet %, > % mais de maniére qu’on ait encore

ka<rm,
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et formons l'intégrale
(10) fF({—loga-{—E)e‘“da.
: ;

La convergence de cette intégrale étant comparable a celle de l'une ou
lautre des deux intégrales

k
K k€
ea € —a
e e %da

ou
C, f| e “dal
0

on s’assure immédiatement, 1° que l'intégrale converge uniformément quand
& reste compris dans un domaine fini quelconque, le chemin d'intégration
étant une demi-droite issue de l'origine et faisant avec l'axe réel un angle
aigu, et 2° que la valeur de lintégrale est la méme indépendamment de
la maniére dont on choisit le chemin d’intégration dans les limites indiquées.

Il s’ensuit que l'intégrale (10) représente une fonction entiére de &.

Mais il s’ensuit aussi que cette fonction est une constante, car on démontre
facilement, en choisissant le chemin d’intégration de manitre que -—loga--&
1

appartient au domaine ol la fonction F(x) reste inférieure a C, en valeur
absolue, qu’elle reste partout finie.

Pour conclure que la fonction F(z) est elle aussi une constante, il
faut connaitre un théoréme qui vient d'étre démontré par M. LercH au
tome 27 de ce journal.' Indépendamment de M. LgrcH, j'ai démontré
moi-méme le méme théoréme dans une conférence faite a l'université de
Stockholm, il y a quelques années.

Voici 1'énoncé de ce théoreme:

Si Uintégrale

e(x) =ff(a)e‘”da

Y Sur un point de la théorie des fonctions génératrices d’ Abel.
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converge pour x> x, (x, étant réel), e si on a

¢x, +vc)=o0 .pour v=1,2,3,...

¢ désignant une constante positive, on aura nécessairement
f(a)=o

pour toutes les valeurs positives de a.

Je donnerai ici ma propre démonstration qui consiste dans une simple
application du facteur de discontinuité employé par M. vox Koci dans
ses recherches sur le nombre des nombres premiers inférieurs a une limite
donnée (ce journal, t. 24, p. 159).

Si on fait

a

F(a)= ff(a)e—‘”"’da

0

on sait, d’aprés 'hypothése, que F(a) reste inférieur en valeur absolue a
une certaine constante C. D’ailleurs on a

oz, +1) = fF’(a)e_“’da

= tf F(a)e *da.

En posant

®

fF(a)e‘“’da

0

=
|

on aura donc

__ g, + 1)
¢(f) ===

et par suite, en vertu de I’hypothese,

gb(vc) == 0, ¥=1,2,3,..)
Acta mathematica. 28. Imprimé le 21 avril 1904, 46
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Soit maintenant o une quantité positive ou nulle et considérons la
série infinie
S/)(t)eat |2 (2t) 'Iat + |3 S[}(St) 3al
Cette série converge absolument pour les valeurs positives de ¢, et uniformé-
ment pour toutes les valeurs de ¢ supérieures & une limite positive quel-

conque.
On a, en effet,

| At Aat

le —altdall

Il gensuit qu’on peut écrire

Pt — G 9 + P60 —

— (a—a)t _ ‘Z(a—a)t L 3(a—a)t ___ H
fF [e |2 +|ie ...Jda

ou encore

J(t)e —I—~ (28 4 — S[’(o ) e —. =_f _e(a_a)t]da.

On en tire aisément

f=w

(11) hmf¢ ~T ¢(zt)e'~'«f+|L3¢_(3t)e3at_-...}:fF(a)da.

En effet, on voit immédiatement que

lim fF a)[1 —e“"]da =fF(a)da;

t=o o
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et puisque

-

fF(a)[I — e‘”(a_“)t]da

a

<C j (I —_ da)

on a encore

Faisons maintenant
t=yc w=1,2,3,..)
on aura d’aprés 'hypothése
I

S(t)e* — =g (28)e* + ... = o;

B
en effet chaque terme sera nul.
Il s’ensuit donc de la formule (11) que l'on a

fF(a)da =o0

indépendamment de la valeur, supposée positive, de a.
On a donc nécessairement aussi

F(a) = 0,

¢’est-a-dire
ff(a)e‘“’°da =0
0

pour toutes les valeurs positives de a, et enfin

fla)y=o0

pour les mémes valeurs.
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Pour appliquer ce résultat a la question qui nous occupe, faisons
dans la formule

w

fF<%1 loga + E) e *da = const.

¢

I e
é’zkilog%. On aura, en désignant la constante par C,
L D

I AN
‘/‘F(\Elog‘%)e da=C
0

ou encore, pour ¥ positif,

-3

f F(flog a)eda = g

0

formule qui peut s'écrire

f <F <%1 log a) — O)e“”da = 0.

Il g'ensuit, en vertu du théoréeme de M. Lrrch, que
1
F(k— log a) —C

pour les valeurs positives de a. Or, F(x) est une fonction entiere; on a
donc identiquement

F(z)=C. c. q. f. d.

En partant du théordme que nous venons de démontrer, on arrive
facilement au théoréme suivant.

Théoréme V. Soit F(x) wne fonction entiére satisfaisant aux dewx
conditions suivantes :

1° | F(z)| < Cd™ tant que lu partie véelle de x reste positive et sa
partie imaginaive comprise entre —g et + g, k et a remplissant Uinégalité

ko < 7;
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2° | F(2)|<C, tant que la partic réelle de x reste positive et sa partie

o . . . . a a . a a ,
mmaginaire comprise soit entre —3 —a0 et —3 soit entre p et 5-{— g, o dé-

signant une quantité positive arbitrairement domnée.
(C, et C, désignant deux constantes.)
Cette fonction F(x) satisfera, pour toutes les valeurs de x indiquées sous
1°, & la condition
o ogey

et cette expression tendra vers sa limite uniformément pour toules les valewrs
en question (f désigne une quantité réelle supérieure a 1'unité).

Ce théoréme se démontre a l'aide de l'intégrale

1 ([ F() d=
2m | 2z — x z(log 2)f’
L

le chemin d’intégration étant composée de deux droites paralleles a 1’axe
réel, infinies dans le sens positif et situées de coté et d'autre de cet axe

< . . . . o a .
a une distance intermédiaire entre - et S+ J, et d'une droite orthogonale

Qo

l'axe réel joignant ces deux droites.
Cette intégrale définira deux fonctions analytiques différentes F|(w)
et F,(z), dont l'une F

(x) est une fonction entitre et l'autre est lie a
cette fonction par l'identité

F,(w) — F,(s) = s gk
On démontre comme plus haut que
F (z)=o0
de sorte qu'on a identiquement
et on conclut de 1a que
lim L)

z (log x)° =

=
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pour toutes les valeurs de x dont la partie réelle est positive et la partie

. . .. . a

mmaginaire comprise entre deux limites, comprises elles-mémes entre —;— 0
[#4

et > + 0.

On peut résumer tous les résultats obtenus jusqu'ici dans le théoréme
suivant:

Théoréme VI. Soit F(x) une fonction entiére satisfaisant aux conditions
suivantes:

1° | F(z)]| < G “ dans certains angles de grandeur a, (k, a, étant <7)

2° |17’(av)|<5,el‘k”$I dans certaines bandes limitées par deux droites
paralléles et une droite qui les coupe, k, étant choisi de mamiére que k,x
soit réel sur la droite médiane de la bande et la largewr de la bande a, sa-
tisfaisant o Uinégalité |%,|a, <.

3° ]F (x) | < C pour toutes les autres valewrs de .

Cy, C,, C sont des constantes, et on suppose que parmi les angles et
bandes considérés il W'y ait pas dewx qui soient contigus.

Cela posé, la fonction F(x) sera mécessairement wne constante.

La démonstration de ce théoréme est intuitive.

Avant de finir nous avons encore une remarque a ajouter.

Tous les théorémes que nous venons de démontrer sont susceptibles
d'une généralisation assez importante, qu’il suffira de formuler par rapport
au théoreme I.

Théoréme Ia. Soit F(z) une fonction analytique uniforme et réguliére
« Uextériewr d'un cercle K donné. Supposons qu'on ne sache pas si cette
Jonction est réguliere & Uinfini ouw mon, mais quon connaisse chez elle les
deux propriélés swivantes:

1° |F(x)| < Cie¥t pour les points x situés & Uestériewr de K et &
Uintérieur d'un certain angle, Uexposant k et la grandewr a de Uangle étant
asswettis @ la condition ka < 7;

2° |F(x)| < C, pour tous les autres points extériewrs a K (C; et C,
désignant deux constantes).

Cette fonction F(x) sera nécessairement réguliére a Uinfine.
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En effet, désignons par K’ une circonférence extérieure a K, et con-

sidérons 'intégrale :
LI IO} dz
27t g —ax
<

Cette intégrale représente deux fonctions analytiques différentes F)(x) et
F,(z), selon que z est intérieur ou extérieur & K’. D’ailleurs la valeur
de l'intégrale est indépendante de la manitre dont on choisit K’ pourvu

que cette circonférence reste extérieure a K. On en conclut I'identité

F(x)—F, (z) = F(x).

2

Or F (z) est évidemment une fonction entitre, et F,(x) est réguliére a
Iinfini. Par conséquent F)(x) est une constante, en vertu du théoréme I.
La fonction F(x) est donc bien, comme nous 'avons avancé, réguliére a
I'infini.

Ajoutons encore un mot sur le principe de démonstration employé
tant de fois dans ce qui précéde. Ce principe est au fond identique a
celui qui a guidé M. CousiNy dans ses recherches si remarquables sur les
fonctions de plusieurs variables. Pour se convaincre plus facilement de
cette identité il convient de transformer un peu lexposition de cet auteur.
Voici donc comment se présente, dans le cas le plus simple, son théoréme
fondamental dans notre méthode d’exposition.

Théoréme de M. Cousin. Soient A et B deux domaines continus possé-
dant une partie commune C, constituant wn seul domaine continu. Soient
¢(z) une fonction analytique défivie & Uintérieur et sur le bord de A, et
d(x) wune fonction analytique définie & Uintérvieure et sur le bord de B.
Supposons enfin que la différence ¢(x)— ¢(x) soit véguliere & Uintérieur et
sur le bord de C. '

Cela posé, il existe wune fonction analytique f(x) définie & Uintérieuwr
et sur le bord du domaine formé par la réunion des deux domaines A4 et
B, et telles que, & Uintérieur et sur le bord de A, la différence f(x) — ¢(2),
et & Uintériewr et swr le bord de B, la différence f(x)— ¢(x) sont des
Jonctions réguliéres.

En effet, soit 4’ un domaine renfermant le domaine 4 & son intérieur
ot choisi de maniére que la fonction ¢(#) soit encore définie a l'intérieur
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et sur le bord de A4’, et soit B’ un domaine possédant la méme propriété
par rapport au domaine B et la fonction ¢f(x). Soient PRQ et @SP les
deux contours suffisamment indiqués par la figure.

1 z2)— d(z
o.(0) — - fcp() ) g,

2m z2—— X
PRQ

Posons

hio) =5 | L=
Q8P

La fonction ¢ (z) est réguliere & l'intérieur et sur le bord du domaine

A. De méme la fonction ¢ (x) est régulitre & l'intérieur et sur le bord

du domaine B. A lintérieur et sur le bord de C on a, en vertu du

théoreme de Caucny,

¢, (#) — ¢y (x) = o(2) — ¢ (=),
o) — o, (x) = ¢(z)— ¢, ().

La fonction ¢(2)— ¢ (x) qui est définie a l'intérieur et sur le bord du
domaine B est par conséquent la continuation analytique de la fonction
¢(x)—¢,(x) qui est définie A l'intérieur et sur le bord du domaine A.

Nous avons donc réussi & définir une fonction qui satisfait & toutes
les conditions voulues.

C’est de cette manitre que je professe la belle théorie de M. Cousty,
dans mes lecons a l'université de Stockholm, dés I'apparition de son travail.
Certes, il n’y a pas, entre ce mode d’exposition et celui qu'a employé
M. CousiN lui-méme, de différence trés profonde. Mais j'ai trouvé que,

surtout pour l’enseignement, la méthode esquissée ci-dessus posséde certains
avantages.

ce qui peut s'écrire




