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DAS ABEL’SCHE THEOREM UND DAS LIE’SCHE THEOREM
UBER TRANSLATIONSFLACHEN

VON

GEORG SCHEFFERS

in DARMSTADT.

Bei der hundertsten Wiederkehr von ABEL's Geburtstag gedenkt man
unwillkiirlich auch seines Landsmannes Sopnus Lie. Wenn auch im Ganzen
die Forschungen beider auf verschiedenen Gebieten stattfanden, so treffen
sie sich doch an einigen Punkten. Eine besondere Genugthuung empfand
Lie, als es ithm nach miihevollen Ansitzen gelang, ein rein geometrisches
Problem, das der Translationsflichen mit mehrfacher Erzeugung, in einen
hochst merkwiirdigen Zusammenhang mit dem Abel’schen Theorem zu bringen.'

! Die Abhandlungen von Sopuus Lig, die hier in Betracht kommen, sind folgende:
1) Kurzes Resumé mehrerer neuer Theorien. Christ. Forh. 1872, S. 27, Zeile I—4.
2) Synthetisch-analytische Untersuchungen diber Minimalflichen. T. Dber reelle alge-

braische Minimalflichen. Avchiv for Math. Bd. 2, 1877, S. 157—198.

3) Beitrige sur Theorie der Mindmalfiichen. 1. und II. Math. Annalen Bd.
14 und 15, 1379, S. 331—416 hez. 465—500.

4) Bestimmung aller in eine algebraische Developpabele eingeschriebenen algebroischen
Integralflichen der Differentialgleichung s == 0. Archiv for Math. Bd. 4,
1879, 8. 334—344.

5) Weitere Unlersuchungen iiber Minimalflichen. Archiv for Math. Bd. 4, 1830,
S. 477—506.

6) Bestimmung aller Flichen, die in mehyfacher Weise dwrch Translationsbewegung
einer Curve erzeugt werden. Archiv for Math. Bd. 7, 1882, S, 155—176.

7Y Sur une interprétation nowvelle dw théoréme d' Abel. Comptes Rendus T. 114,
1892, S. 277—280.

8) Sur unme application de la théorie des groupes continus d la théorie des fonctions.
Comptes Rendus T. 114, 1892, 8. 334—337.
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Die Art, wie Lie das Problem loste, ist fiir seine Forschungsweise
charakteristisch: Zuerst, von 1869 an, fand er durch Benutzung von Ab-
bildungen eines Raumes auf einen andern Beispiele von solchen Flichen,
die mindestens vier Scharen von je einfach unendlich vielen congruenten
und gleichgestellten Curven enthalten. Diese Flichen waren im allgemeinen
transcendent. Er bemerkte aber, dass zu jeder von ihnen eine gewisse
ebene algebraische Curve in enger Beziehung stand. KEs zeigte sich nidm-
lich, dass die Tangenten jener vier Curvenscharen die unendlich ferne
Ebene in den Punkten einer Curve wierfer Ordnung schnitten. Aber den
inneren Grund fiir diese nachérdglich festgestellte Erscheinung konnte er
lange nicht erkennen, weshalb er von 1881 bis 1889 wiederholt gesprichs-
weise die Aufmerksamkeit anderer Mathematiker darauf hinlenkte. Dabei
gab er auch der Vermutung Ausdruck, dass diese Frscheinung mit dem
Asrr’schen Theorem in Zusammenhang stehen diirfte. Durch sehr umstind-
liche Rechnungen gelang es ihm 1882, alle Translationsflichen mit mehr-
facher Erzeugung zu bestimmen.®

Im Winter 1891 bis 92 fand er dann, dass das ABrr'sche Theorem,
angewandt auf den Schnitt einer Curve vierter Ordnung mit einer ver-
finderlichen Geraden, bei zweckmissiger Deutung eine ausgedehnte Familie
von Translationsflichen mit mehrfacher Erzeugung lieferte. Ja, es zeigte
sich, dass sich diese Flichenfamilie in ihrem Umfang mit der von ihm
gefundenen deckte. Und so wurde er zu dem letzten Schritt gefiihrt,
direct zu beweisen, dass das ABrr’sche Theorem alle Flichen von der ge-
suchten Art liefert. Dabei kam es darauf an, die Integrabilititsbeding-
ungen eines Systems von zwei homogenen partiellen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung zu discutieren. Zuniichst ergaben sich drei Bedingungen;
vor ihrer directen Aufstellung schreckte er jedoch zuriick, da sie nach seiner

9) Untersuchungen iiber Translationsflichen. Leipziger Berichte 1892, S, 447
—472, 559—579.

10) Die Theorie der Translationsflichen wnd das Abel'sche Theorem. Ieipziger Be-
richte 1896, S. 141—198. v

11) Geomelrie der DBerihrungstransformationen. I. Bd. Dargestellt von Lir und
ScHEFFERS, Leipzig 1896, 8. 404—411.

12) Das Abel’sche Theorem wnd die Translationsmannigfaltigkeiten Leipziger Be-
richte 1897, S. 181-—248.

! Siehe die 6. in der vorigen Anmerkung genannte Arbeit.
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Meinung »fast unausfiithrbare Rechnungen» erforderte.’ Es gelang ihm
aber in Husserst scharfsinniger Weise durch seine bewihrte Methode, nim-
lich durch das Herbeiziehen begrifflicher geometrischer Uberlegungen, diese
analytischen Schwierigkeiten zu umgehen und zu erkennen, dass sich alle
drei Bedingungen auf eine einzige reducieren, die er, ohne die Rechnungen
auszufithren, demnoch vollstindig genau  aufstellen konnte. Von da bis
zum KEndergebnis war es nur ein leichter Schritt.

Nachdem ILie das Problem gelost hat, wird man versuchen dirfen,
eine einheitliche Methode bei der Behandlung einzufithren, d. h. den
Wechsel zwischen rein analytischen und rein geometrischen Schlissen
zu vermeiden. Man wird wiinschen, den analytischen Ansatz, den Lie
selbst gegeben hat, auch auf rein analytischem Wege bis zum Schluss-
ergebnis durchzufithren. Es gelingt in der That durch ecine leichte Ab-
inderung der analytischen Fassung, jene »fast unausfithrbaren Rechnungen»
einfach zu gestalten; ja es zeigt sich, dass die wichtige Integrabilitdts-
bedingung in einer viel bequemeren Form hervorgeht, als es die von Lik
selbst gefundene ist. Die Lig'sche Formel war so wenig handlich, dass er
sich genotigt sah, bei ihrver geometrischen Deutung wieder andersartige
Uberlegungen heranzuziehen, niimlich die letzten Schliisse auf Abzihlungen
zu stitzen. Benutzt man dagegen die Integrabilititsbedingung in jemer
wirklich iiberraschend einfachen Gestalt, die der rechnerische Weg liefert,
so fithrt ihre Deutung von selbst, ohne dass man etwas vom Hndergebnis
zu wissen braucht, zur Curve vierter Ordnung und damit zum ApuL’schen
Theorem.?

Tch glaube daher, diesem Berichte iiber den Zusammenhang zwischen
dem AnpL’schen Theorem und dem ILiw’schen Translationsflichen-Theorem
einen selbstindigen Wert geben zu konmnen, indem ich, ausgehend von dem
Li¢'schen Ansatze, aber auf anderem, nimlich rein analytischem Wege,
das Problem der Translationsflichen bis zu dem Li'schen Ergebnis verfolge.

Nachher wurde ich daran einige Bemerkungen uiber die geometrischen
Deutungen des Ergebnisses und iiber die Verallgemeinerungen anschliessen.

! Siche die I0. in der ersten Anmerkung genannte Arbeit, S. 190. In dieser
Arbeit berichtet L1 selbst ausfiihrlich tiber die Geschichte seines Problems.
? Vgl. im Folgenden § 6 und § 8.
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§ 1. Allgemeines itber Translationsflichen.

Ehe wir an das Problem herangehen, ist der Begriff der Translations-
¥
fliche zu erértern.’
Wird eine starr gedachte Curve, etwa die durch die (leichungen

(1) w==A,(u), y = B (u), 2= O (u,)

mit dem Parameter w, dargestelite, ohme Anderung ihrer Stellung im
Raume, also mittels Schiebungen oder Translationen stetig in neue Lagen
ibergefiihrt, so erzeugt sie cine Schiebungs- oder Tramslationsfliche. Die
Fliche enthiilt daher unendlich viele congruente und gleichgestellte Curven;
durch jeden Punkt der Fliche geht eine von ihnen.

Da alle Punkte der Curve (1) bei diesen stetigen Schiebungen be-
stindig congruente und gleichgestellte Bahnen durchlaufen, so enthilt die
Fliche noch eine zweite Schar von congruenten und gleichgesteliten Curven.
Durch jeden Punkt der Fliche geht eine Curve der ersten und eine Curve
der zweiten Schar. '

Demnach gestattet die Translationsfliche noch eine zweite Erzeugung:
Durch stetige Schiebungen kann man eine Curve der zweiten Art iiber
die Fliche hinwegfiihren.

Jede Translationsfliche gestattet demnach zwei Arten der Irzemgung
durch stetige Translationen von Curven.

Zum Uberfluss zeigt dies ihre analytische Darstellung: Wollen wir
den Punkten (z,y, z) der Curve (1) stetige Schiebungen erteilen, so haben
wir zu ihren Coordinaten Functionen einer Veriinderlichen w, zu addieren,
etwa die Functionen A, (w,), B,(u,), C,(u,), sodass die Curve (1) die Trans-
lationsfliche erzeugt:

(2) x == A1<u1) + Ae(un)a ¥y = Bl(ul) -+ Bﬂ(“‘:)) 2= Cl(”l) + Ua(“z)'

Auf dieser Fliche sind #, und w, Gaussische Parameter; sowohl die Pa-

' 'Wir reproducieren hier Betrachtungen aus Lik's 10, Abhandlung, 8. 162-—-164.
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rametercurven %, = Const. als auch die Paramectercurven #, = Const. sind
einander congruent und gleichgestellt.

Die Tangenten der durch die Punkte einer Curve w, = Const. gehen
den oo! Curven u, = Const. haben Richtungscosinus proportional der Grossen:

A{(ul)> Bi(“l)) Ci(ul))

die von w, frei sind, d. h. alle jene co' Tangenten sind einander parallel
und bilden daher einen Cylinder, der die Translationsfliche (2) lings der
betrachteten Curve w, == Const. umhiillt. Hieraus folgt:

Die beiden Curvenschaaren u, = Const. und u, = Const. auf der Trans-
lationsfliche (2) sind zu einander im Dupin’schen Sinne conjugiert.

‘Bs folgt dies auch daraus, dass die zweiten Ableitungen ., ., ¥y u,s Yur,
der Functionen (2) gleich Null sind.

Da alle Curven u, = Const. einander congruent und gleichgestellt sind,
sind die Richtungen der Tangenten einer von ihnen dieselben wie die der
Tangenten aller andern. Legen wir z. B durch den Anfangspunkt die
Parallelen zu allen Tangenten einer Curve wu, == Const., so entsteht ein
Richtungskegel, dessen Erzeugende auch den Tangenten aller anderen Curven
u, = Const. parallel sind. Ebenso gehort zu den Curven #, — Const. ein
gemeinsamer Richtungskegel.

Denken wir uns das Unendlichferne wie in der projectiven Geometrie
als eine Ebene, so kénnen wir auch so sagen: Jene beiden Richtungskegel
treffen die unendlich ferne Ebene in zwei Curven y, und y,. Alle Tan-
genten aller Curven wu, = Const. treffen die unendlich ferne Ebene in den
Punkten der einen Curve y, und alle Tangenten aller Curven u, — Const.
treffen sie in den Punkten der anderen Curve y,.

Analytisch kann man die beiden unendlich fernen Curven so festlegen:
Wenn wir diejenige Richtung, auf der z,y,z um dx,dy,dz wachsen,
durch die beiden Bestimmungsstiicke

da dy
(3) S=a 1=y,

ausdriicken, sodass ihre Cosinus proportional

E,p, 1
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sind, so kénnen wir zugleich &, » als Coordinaten desjenigen Punktes in
der unendlich fernen Ebene deuten, in dem alle Geraden von dieser Richt-
ung die unendlich ferne Ebene treffen. Fir die Richtungen der Tan-
genten der Curven u, = Const., bei denen w, veriinderlich ist, wollen wir
¢ und » mit dem Index 1 verschen. Alsdann giebt (2), wenn wir nur ,
andern:

. . . . ’ sl
E 1y, 1 = Aj(w): Bi(u,): Ci(u,).
Dies sind zwei Gleichungen, aus denen wir uns u, eliminiert denken:
gen, 1

o, (&, 771) = O.

Dies ‘ist alsdann die zwischen den Richtungen des ersten Richtungskegels
bestehende Beziehung oder auch die Gleichung der unendlich fernen Curve
7.- Analog folgt aus:

& 17,1 1 =Aj(uy): By(uy): Cg(u,)

durch Elimination von %, die Gleichung

der unendlich fernen Curve y,.

§ 2. Die partielle Differentialgleichung der Translationsflichen.'

KEs seien jetzt umgekehrt irgend zwei Curven y, und p, in der un-
endlich fernen Ebene gegeben, etwa durch die Gleichungen:

(4) 501(51 ’ 77]) =0, 502(52 ) 772) = 0.

Dann ist es leicht, eine partielle Differentialgleichung aufzustellen, der jede
solche Translationsfliche geniigen muss, bei der die Tangenten der einen
Curvenschar nach y, und die Tangenten der anderen Curvenschar nach
7, gehen.

Ist namlich (z,y,2) ein Punkt einer solchen Translationsfliche, die
wir uns analytisch in der Form

YA a 0, 8. 165.
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ausgedriickt denken, und bezeichnen wir wie iiblich die Ableitungen von

Z 80:
0z __3z

p=g =g

so ist fir jede Fortschreitung (dw:dy:dz) auf der Fliche vom Punkte
(®,y,2) aus:
pde + qdy —dz = o

oder, wenn dz:dz und dy:dz wie in (3) mit & und % bezeichnet werden:

(5)  pEt gy =1.

Dass die Gleichung linear in & und 7 ist, entspricht dem Umstande,
dass die Tangentenebene des Flichenpunktes (z,y, ) die unendlich ferne
Ebene in einer Geraden schneidet.

Nun soll durch den Punkt (z,#,2) der Fliche eine Curve u,= Const.
und eine Curve wu, = Const. gehen, und es ist vorgeschrieben, dass die
Tangenten dieser beiden Curven nach den durch (4) gegebenen unendlich
fernen Curven jy, und y, laufen. Mithin werden die Bestimmungsstiicke
€ ,%, der Tangente der einen Curve durch die beiden Gleichungen

(6) 501(51 ) 771) =0, pé +aqy, =1

und die Bestimmungssticke &,, 7, der Tangente der andern Curve durch
die beiden Gleichungen:

(7) 502(52 ’ 772) =0, Z)f? + gy, =1

gegeben. Beide Richtungen aber sollen nach dem Fritheren zu einander
conjugiert sein. Da « und y lings der einen nach (3) um solche Grossen
wachsen, die & , %, proportional sind, und lings der anderen um solche,
die &,, », proportional sind, so driickt sich das Conjugiertsein nach be-
kannter Regel so aus:

(8) &6+ (&9 + Em)s + = 0.
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Setzen wir hierin die aus (6) und (7) folgenden Werte von & , %,
und &, %,, die Functionen von p und ¢ sind, ein, so geht eine homogene
pavrtielle Differentialgleichung zweiter Ordnung hervor, die die Form hat:

P(p,9)r+ X(p, g)s + P(p, g}t =o,

und ihr miissen die zu den gegebenen unendlich fernen Curven oder Richt-
ungskegeln (4) gehodrigen Translationsflichen

geniigen.

Ks ist séfort klar, dass die partielle Differentialgleichung auch von
denjenigen co* Flichen erfillt wird, die aus einer ihr geniigenden Fliche
durch alle co® Schiebungen oder durch #hnliche Vergréssung hervorgehen,
da sich dabei p,q,r :s:¢ nicht 4dndern. Aus einer Translationsfliche
gehen auf diese Weise offenbar immer wieder Translationsflichen hervor.
Die Differentialgleichung hat also, sobald sie eine Translationsfliche als
Losung zulisst, sicher unendlich viele Liosungen, die Translationsflichen vor-
stellen. Es ist leicht einzusehen, dass jede Losung der Differentialgleichung
eine Translationsfliche ist, sobald sie nicht abwickelbar ist. Doch brauchen
wir hierauf an dieser Stelle nicht niher einzugehen.

§ 3. Das Problem und sein Ansatz.

Das Lig’sche Problem ist nun dies:

Es sollen alle diejenigen Translationsflichen bestimmt werden, die in mehr-
facher Weise als Translationsflichen aufzufassen sind. Da jede Translations-
fliche an sich schon, wie wir sahen, zwei Erzeugungen durch stetige
Schiebungen zulésst, so ist dies natiirlich so gemeint:

Wir fragen nach denjenigen Flichen, die vier Scharen wvon je oo con-
gruenten und gleichgestellten Curven enthalten, sodass durch jeden Punkt der
Fliche je eime Curve ¢, ,c,,c,,c, von jeder Schar geht, indem dann die
Fliche vier Erzeugungen zulisst, einmal durch Verschieben von ¢, lings
¢, (wobei ein bestimmter Punkt von ¢, lings ¢, hinliuft), dann durch
Verschieben von ¢, lings ¢, drittens durch Verschieben von ¢, lings ¢,

und viertens durch Verschieben von ¢, lings c,.
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Zu dem Curvenpaar ¢, , ¢, gehoren als Orter der Schnittpunkte ihrer
Tangenten mit der unendlich fernen Ebene zwei Curven 7, ,7,. Xbenso
gehoren zu dem Curvenpaar c,, ¢, zwei Curven p,,y,. Dabei seien &, %,
die auf die Tangenten von ¢, und & ,», die auf die Tangenten von ¢,
beziiglichen Bestimmungsstiicke (3) der Richtungen.

Zu y, und 7, kénnten wir, wenn wir ihre Gleichungen analog (4) ge-
geben hitten, ebenfalls die partielle Differentialgleichung analog (8) auf-
stellen. Die gesuchten Translationsflichen missten beiden partiellen Diffe-

rentialgleichungen geniigen. Demnach stellen wir uns zunichst das ana-
lytische Problem:

Man soll vier Gleichungen:
(9)  e(&,m)=o, ?,(&; 4 7)) =0, 05§55 ;) =0, ¢, (6, 7)=o0
so bestimmen, dass die beiden partiellen Differentialgleichungen fir z:

IEIEQT + (Eﬁ?-z + 59771)8 + 7,%,t =0,

(10)
153544‘ + &y, €7)s + oyt = o,

in denen £,y ,& 9,8, %, &, 7, die durch (9) und durch

(II) P& +ap =1, pS+apn =1, pEtap =1, pi+gp =1
bestimmien Functionen der ersten Ableitungen p , q bedeuten, wenigstens eine
gemeinsame Integralfliche

=1,
haben.?

Wir werden nun die beiden Differentialgleichungen (10) ein wenig
umformen, indem wir

(12) z—:=z'1, Z—;‘:r ﬁ:——rs, 7—‘_=z'

! So hat Iae selbst das Problem formuliert, siehe a. a. 0., 8. 167. Von hier
ab verlassen wir den von LIE eingeschlagenen Weg, indem wir zunichst den Ansatz ein

wenig abindern und darauf im nichsten Paragraphen an die analytische Losung gehen.
Acta mathematica. 28. Impriné le 25 aott 1903. 10
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einfithren, wodurch sie die Formen annehmen:
r+(r, + )5+ 77,t =0,
r+ (7, + 1,)s+ 7,7,t = 0.

Die aus (12) folgenden Werte von %, , 3, , 7, , , setzen wir in (9) und (11)
ein. Die Gleichungen (9) gehen dann in Gleichungen zwischen den & und
T (f=1,2,3, 4) iiber, sodass folgendes Problem vorliegt:

Man soll vier Gleichungen:
(1) ¢, w) =0 dE.n)=0 $6, =0, ¢, 7)=0
so bestimmen, dass die beiden partiellen Differentialgleichungen fiir z:
{1‘ + (r, + 7,)s + 7,76 = o,
| r+4(z, + 7,)s + 7,7t = o,
n denen T, T,

2 Ty T, die durch (13) und durch:

(14)

(15) P& +adn=1, p&4qfr,=1, p& 4, —1, pE gl =1

bestimmten Functionen der ersten Ableitungen p , q bedeuten, wenigstens eine
gemeinsame Integralfliche
haben.

Von den abwickelbaren Flichen wollen wir dabei absehen. Denn es ist
nicht schwer einzusehen, dass eine abwickelbare Fliche nur dann Transla-
tionsfliche ist, wenn sic eine Cylinder ist. Ein Cylinder aber kann auf
unendlich viele Weisen durch Schiebung einen Curve erzeugt werden; man
withle niimlich irgend eine Curve auf dem Cylinder aus.

Ist nun aber die fragliche gemeinsame Integralfliche

= f(x, y)
nicht abwickelbar, so sind bekanntlich
9z 9z
=2’ 9= 3y
von einander unabhiingige Functionen von z und y. Daher kinnen wir auf
der Fliche p und q statt x und y als unabhingige Verdnderliche benutzen.
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§ 4. Die Integrabilititsbedingung.

Nach (14) muss auf der fraglichen Fliche:

(T‘l + 72)737-'4 _(T3 + 74)1'172 S

r= T, T, — T, T )
(16) 1*2 374
t:_r2 +T2_T3—T‘*.S
T,y — T3T,

sein. Auch miissen 7, s, { die Bedingungen erfiillen:

or  9s 9s ot

°y o’ oy T o’
die wir, wenn wir p und ¢ als Verinderliche statt z,y benutzen wollen,
so schretben werden:

arap y ordg _@sap L 25
8p3y+8q3y—9p9z+3g3m’
2s0p 4 9s3g _ otp | Loy
dpdy ' 9qdy opox ' agow

oder, da

% _. % _ % _ %
2 ) T ay—t
1st, so
or or 98 s
_ = — 8
(17) aps+3qt 3pr+aq’
17
38 33 ot ot
— —t=_— —.
aps—l—a_qt Bpr+ag

Hierin wollen wir die Werte (16) von 7 und ¢ einfithren. Es empfiehlt
sich, dabei zur Abkiirzung die in (16) rechts auftretenden Factoren von s
mit U und V zu bezeichnen:

(18) (r, + rr,r, — (7, + 707,17, U T —5—T vV,

- b —
T — T, T, % TaTs

sodass mnach (16):
r="Us, t=17Vs
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ist. Setzen wir diese Werte in (17) fir » und ¢ ein, so kommt:

dlogs  V,+ UV, dlogs Uy + VU,
ap  1—UV’ o  1—UV "~

Fine Function s von p und ¢ giebt es hiernach nur dann, wenn:

(1r9) SV, + UV, _ 3 Up+ VT,
9 g 1—UFV  op 1— 0V

ist.

Mithin ist (19) eine notwendige Bedingung; wir werden spiter sehen,
dass sie auch hinreicht.?

§ 5. Ausrechnung der Bedingung.

Zur Ausrechnung der Bedingung bediirfen wir vorerst der Ableitungen
von U und V nach p und ¢. Nach (18) sind U und ¥V Functionen der
7; und diese sind nach (13) und (r5) Functionen von p und ¢. Nach
(13) sind z. B. & und 7, von einander abhiingig, und nach (15) ist:

351 ot,
(p + QTI)EE + qsl é = _—51,

98, 97,
(p+ qu)gf—l- + 44, 2 — &7
Multipliciren wir diese beiden Gleichungen mit
ot, or,
57 bez. T

und addiren wir sie dann, so komm$ mit Riicksicht auf die Abhingigkeit
von & und 7,:

3_1'1 o, o

3q -7 @ = 0.

' Lie stellt drei Integrationsbedingungen auf, die hohere Differentialquotienten
nach p und g, némlich vierte, enthalten, wihrend unsere Bedingung (19) nur erste und
zweite enthilt. LiE beweist, dass seine drei Bedingungen auf eine zuriickkommen.
Diesen Nachweis brauchen wir garnicht zu fithren. Unsere Bedingung wird, wie wir
sehen werden, gerade jene eine LiE’sche liefern.
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So ist itberhaupt allgemein:

on _ O =1,2,3,)
(20> 57 = Tiap . (i=1,2,3,
Im Folgenden soll zur Abkiivaung der Bezeichnung der Accent die Diffe-
rentiation nach p andeutern, sodass

ke ;o

@ = T’L‘ (i=1;2v314)
und nach (20):

oY ,
(21) ag = Tl (i=1,2,3,4)

ist.
Nach der zweiten Gleichung (18) ist nun:

(71 0 74)2 Vp = (72 - 73)(72 - T4> 7+ (71 — 73)(71 - T4) 7

+ (74 — 71)(7'4 — 7)1+ (Ta - 2'1)(2'3 . 72)7';

oder kiirzer:

(22) <7172‘—'T3T4)2Vp:°‘171+%T;’I‘%T:;“I‘%T;)

wenn wir némlich fir den Augenblick

(Ta - 2'3)(2'2 - 2'4) =0y,
(7, — )7, —17,) = %y
(23)
* (Q - 2‘1)(74 — Tz) == &%y,
(Ts - 2'1)(2'3 —1,)=a,

setzen. Infolge von (21) ergiebt sich aus (22) sofort noch:
2
(7172_ 7374) Vq =0t 4+ 50+ a5+ 0,

sodass hieraus und aus (22) folgt:
4

(e, — 1,z (V,+ UV,) = Z%‘(Te + )4,

1
Aber nach (18) ist

T,
Tl + U:“‘—’ 2 —
71,75_7374
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und #hnliche Werte gehen fiw 7, + U, 7, + U, 7, + U hervor, sodass

wir schliesslich wegen der Werte (23) erhalten:

(24) (n7y —17,7) (V, + UVP) = (7, — 5,)(r, — 7.)(r, — %)z, —7,)
Xno+nn—ron—rn7l.

Aus (18) folgt ferner
(7, — 7)) U= — o 1y Ty T — Ty T, T — Oy Ty Ty T — 0, T T T4,
und hieraus ziehen wir nach (21) sofort den Schluss:
(1, —157) U, =—annny—...,

wo es geniigt, das erste der vier Glieder hinzuschreiben. Beide Formeln
geben:
(1, —7,7)' (U, + VU) = —a,5,7,(1 + 7, V)1 — ...

17374

Weil aber nach (18):

2y

147 V=—

T T — T3,

u. s. w. ist, so folgt hieraus wegen der Werte (23):
(25) (ne—n7)' (U, + VU) = (5, — 7,)(r, — )7, — ) —71,)
X [Ta Ty (T; + T‘;) —nOn (7:; =+ T;)]-

Nach (18) ist ferner:
(nr,—17) (1—UV)= (7, — 7 )(7, — 7)(7, — 7,)(7, — 7).
Daher giebt (24) und (25):

7 I 14 14 7
Vq -+ UVp T Gl — Ty 5T,
= 3
1— UV T,Ty — T,T,

Up+ VU,  zr( + 1) —nnln + 1)

1— UV T,T, — T,T,

Hiermit sind die in der auszuwertenden Bedingung (19) auftretenden Quo-
tienten berechnet, sodass die Bedingung so geschrieben werden kann:

’ 7 7 ’ 7’ U 4 ’
(26) 37271 + T Ty — 1T . 3_ 7374(71 + ) — T Tty 4 T
29 T Ty — T,7, op T,T, — T,7,
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Um nun die noch erforderlichen partiellen Differentiationen nach ¢
und p auszufithren, haben wir zu bedenken, dass der Accent die Differen-
tiation nach p bedeutet. Aus (21) schliessen wir, dass

37, 2% 90,  o(nytl
74 l——J"Lu)=T£2+Tﬂ§'

8 opdg  Ipdq ap

ist. Bei der Ausfitlhrung der Differentiationen in (26) haben wir hiernach
die folgenden vier Regeln zu beachten:

9t , on '
37; ' 91§ 2 -t
p o @=T€+Lm~'-

Wenn wir hiernach die Differentiation nach g bez. p in (26) ausfithren,
so finden wir ein dberraschend einfaches Ergebnis. Es zeigt sich niimlich,
dass alle Glieder bis auf vier einander gegenseitig fortheben, indem ein-

fach bleibt:

(27) | A

Dies also ist die su discutivende Bedingung.®

' Bei Lie ergiebt sich a. a. 0., S. 193, diese Bedingung:

4 d277i
d&i
Do
2
w— \P T 93¢

Dass dies nichts anderes als die Gleichung (27) oben ist, erkennt man leicht, wenn man
die Relationen

U
PTg
und
Sp+mg=1, Ep+gig=—&, E'p+pq=—2§

benutzt, insbesondere auch die aus den drei letzten folgende Gleichung:

& I
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§ 6. Die Curve vierter Ordnung.

Wir gehen jetzt an die Deutung dieser Bedingung (27). Da die
Accente die Differentiation nach p andeuten, so sagt sie aus, dass die Summe
der z; linear in p ist:

(28) Zr=ap+p,

wo a und S8 Functionen von ¢ sind. Aber hieraus konnen wir noch mehr
schliessen. Differenzieren wir niAmlich diese Formel nach ¢, so folgt
wegen (21):
27 = ggp + ;Z—'g

Weil aber der Strich die Differentiation nach p andeutet, so ist die linke
Seite der halbe Differentialquotient von X! nach p. Also folgt hieraus,
dass die Summe der 1, quadratisch in p ist. Wenden wir auf sie nochmals
dasselbe Verfahren an, so ergiebt sich mit Hiilfe von (21), dass dic Summe
der i wom dritlen Grade in p ist. Ebenso ist die Summe der i vom
vierten Grade in p. Dabei sind die Coefficienten Functionen von gq.

Nun erfillen 7, | z,, 7,, r, die biquadratische Gleichung fiir 7:

(T_ 71)(7'—"72)(7_ 2'3)(2'—— 74) = 0.
Ordnen wir sie nach Potenzen von 7:
tt—a ' 4 a,7' —a,7+ a, =0,

so sind die Coefficienten a,,q,, a,, a, symmetrische Functionen von 7, 7

27
7,, T,. DBekanntlich lassen sich die Summen der Potenzen von 7; durch

sie wie folgt ausdriicken:

Zri=0at— 30,4, + 3a;,

ZT: = ai — 4aja, + 44,0, + 2a; — 4a,.
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Da nun, wie wir sahen, die linken Seiten vom 1., 2., 3. bez. 4. Grade
in p sind, so lehrt die erste Gleichung, dass ¢, linear in p ist, die zweite
alsdann, dass a, vom 2. Grade, die dritte, dass a, vom 3. Grade und die
vierte, dass @, vom vierten Grade in p ist.

Also erfillen 7, 1,, t,, 7, eine biguadratische Gleichung:
4 3 2
T —a, 7"+ a7 —a, v+ a, = O,

in der a,,a,,a,,a, ganze Functionen von p sind, deren Grade durch die
Indices angegeben werden. Die Coefficienten dieser Functionen sind Func-
tionen von q. ,

Nun war allgemein, vgl. (12), das Zeichen 7 fiir : & gebraucht worden.

Jedes Wertepaar &, erfillt also die Gleichung in & und 7:
7 — ' é + a’Et —ayE’ + a8 =o.
Ferner -ist nach (11):

(/.
p &

Setzen wir aber in den Functionen q,, a,, a,, a, fir p den Wert

1—q9y
§

‘ein, so heben sich die Nenner & fort, da a, mit &, @, mit &, a, mit &°
und @, mit & behaftet ist. Also geht alsdann eine Gleichung vierten
Grades zwischen & und % hervor, deren Coefficienten nur noch von g ab-
hiingen.

Alle vier Wertepaare &, v, erfiillen somit eine in & und % biquadratische
Qleichung, deren Coefficienten nur noch von g abhdingen.

Da diese Gleichung von dem Wertepaare & , », z. B. erfiillt wird,
andererseits aber nach (9) und (11) die Grissen & , 7, zwei Gleichungen:

&, ) =0, P&, gy, =1

erfilllen sollen, so muss jene Gleichung, gebildet fir &, »,, eine Folge von
diesen beiden sein. Weil sie aber von p frei ist, kann sie nur eine Folge

der ersten, p, = o, allein sein, d. h. sie ist auch von ¢ frei.
Acta mathematica. 28, Imprimé le 26 aoft 1903, 11
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Somit hat sich ergeben:

Alle wvier Wertepaare &, v, erfilllen eine in & und 7 biquadratische
Gleichung mit constanten Coefficienten.

Anders ausgesprochen :

Alle vier unendlich fernen Curven y,,71,, 1., 7. gehdren ein und der-
selben Curve wierter Ordnung an.’

Wenn es also Translationsflichen giebt, die vier Scharen von je oo
congruenten und gleichgestellten Curven enthalten, so miissen die Tangenten
aller vier Scharen die unendlich ferne Ebene in ein und derselben Curve
vierter Ordnung schneiden.

§ 7. Anwendung des Abel’schen Theorems.
Unser Problem kommt hiernach auf folgendes hinaus:

In der unendlich fernen Ebene ist eine Curve vierter Ordnung gegeben.
Gefragt wird, ob es eine Fliche giebt, die vier Scharen von je oo congru-
enten und gleichgestellten Curven enthdlt, deren Tangenten similich jene Curve
vierter Ordnung treffen.

Nun liefert uns das Aser’sche Theorem, angewandt auf die Schnitte
jener Curve vierten Ordnung mit einer veriinderlichen Gteraden, in der That
derartige Flichen.?

Ist némlich

| F&,g)=o

eine (ileichung vierten Grades in & und 7, also F eine ganze Function

! Lie schliesst dies aus seiner in der letzten Anmerkung angegebenen Bedingung
a. a. 0., 8. 194—196, s0: Nach einem Satze von Rrmss ist die Bedingung fir die
Schnitte einer Curve vierter Ordoung mit einer beweglichen Geraden erfillt. Anderer-
seits kann man durch Abzihlung erkennen, dass die Bedingung nur von co' Curven
erfilllt sein kann. Es giebt aber gerade co'* ebene Curven vierter Ordnung; also
giebt die Bedingung gerade und nur alle Curven vierter Ordnung.

* Dies erkannte Lie 1891—92, Siehe die 7. oben erwihnte Abhandlung.
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vierten Grades von £ und 7, so ist, wenn die durch F = o dargestellte
Curve vierter Ordnung durch die veriinderliche Gerade

pPE+ gy =1

in den vier Punkten (£,,7%,), (§,,7,), &, 7)), (§,,7,) geschnitten wird;
nach dem ABeL’schen Theorem:

L d d d
f é,+f5$,+f$53 f“s
d d d d
fmél—}_f”g&‘l_fn;p& fﬂ454=
-]
i S R ST

sobald die Grenzen der Integrale die zu zwei Lagen der Geraden gehérigen
Schnittpunktscoordinaten & , &,, &, £, sind. Hierbei bedeutet natiirlich
F, die partielle Ableitung vom F(&;, %) nach 7,. Aus allen Integralen
hat man sich die 7 mittels der Gleichungen

F,g)=o0 (i=1,2,8,4)

entfernt zu denken, sodass unter den Integralen nur die Verdnderlichen
€,¢&,¢&, & vorkommen. Bildet man nun die Gleichungen:

d
$d51+f5 &
(19) fﬂldfl +f72d$2
Z== | — +[7

so ist nach den obigen Formeln des ABeL’schen Theorems auch:

o= — (Bl [405
%df mdf
(20) f [ 'F'Oq ’
= F;Z F;
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Nun stellen aber die Gleichungen (19) eine Fliche mit den Gaussischen
Parameter £ , £, und die Gleichungen (20) also dieselbe Fliche, aber mit
den Gaussischen Parameter &, , &, dar. Da jedesmal jede der Coordinaten
eine Summe von zwel Functionen ist, von denen die eine nur den einen
Parameter, die andere nur den anderen Parameter enthilt, so haben die
Gleichungen (19) und (20) die fiir Translationsflichen charakteristische all-
gemeine Form (2).

Mithin haben wir eine Fliche erhalten, die sich in swei Arten, (19)
und (20), als Translationsfliche darstellen lisst. Beide Darstellungen sind
wesentlich von einander verschieden, denn die durch den Punkt (x,y,2)
der Fliche gehenden Parameterlinien &, = Const. und & = Const. haben
dort Tangenten, deren Richtungscosinus proportional

E,7,,1 Dbez. & ,79,1
sind, withrend die Parameterlinien &, = Const. und &, = Const. dort Tan-
genten haben, deren Richtungscosinus proportional

&,7,,1 bez. & ,9,,1
sind. Weil nun fiir alle Wertepaare &;, ; die Gleichung

PE+gy=1

besteht, so gehen die vier Tangentenrichtungen in der Tangentenebene des
Punktes (#,y, 2) nach denjenigen vier unendlich fernen Punkten (&, %)
der Curve vierter Ordnung

F(&,7) =o,

in denen sie von der unendlich fernen Geraden

P+ ap=1

geschnitten wird, und sind daher fiir einen allgemein gewihlten Punkt
(,y,#) der Fliche von einander verschieden. '

In der That also stellen die Gleichungen (19) oder (20) eine Fliche dar,
die vier Scharen von je oo congruenten und gleichgestellten Curven enthdlt
derart, dass in einem allgemein gewdhlien Punkte der Fldche die Richtungen
der vier hindurchgehenden Curven vom einander verschieden sind.
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§ 8. Die allgemeinste Losung des Problems.

Hat uns somit das ABEL'sche Theorem, angewandt auf den Schnitt
der gefundenen unendlich fernen Curve vierter Ordnung mit einer ver-
inderlichen Geraden, eine Losung des gestellten Problems gegeben, so ist
es schliesslich auch leicht, nnabhingig hiervon die allgemeinste Liosung
abzuleiten. '

Denn wenn wieder

F(§,n)=o0

eine gegebene unendlich ferne Curve vierter Ordnung ist, so handelt es
sich darum, eine Translationsfliche zu finden, deren erzeugende Curven
solche Tangenten haben, die diese Curve treffen. Da nach (3) lings einer
Richtung (dx:dy:dz) die Proportion: 4

dy:dy:dz=¢&:9:1

besteht, so wird die allgemeinste Curve, deren Tangenten nach jemer un-
endlich fernen Curve F = o hingehen, gegeben durch:

x:fpsdé, y=f,o>7d5, z=fpdf)

wo p eine zunichst beliebige Function von & bedeutet und unter » die
durch

FE,p=o0

bestimmte Function von &€ zu verstehen ist, sodass lamgs der Curve & die

Veriinderliche ist. Ist nun auf der fraglichen Fliche
%z %
2w p, é?/ ={,

so miissen die Tangenten der vier durch den Punkt (x,y,#) der Fliche

! Lie begniigt sich damit, zu zeigen, dass die Curve vierter Ordnung mittels des
ABeL’schen Theorems Translationsflichen mit mebrfacher Erzeugung liefert. Aber na-
tirlich muss noch gezeigt werden, dass die Curve vierter Ordnung sonst keine (ausser
dhnlich vergrosserten) ergiebt. Diesen iibrigens sehr leichten Nachweis deuten wir im
gegenwirtigen Paragraphen an.
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gehenden Curven der vier Scharen von je o' congruenten Curven die un-
endlich ferne Ebene in den vier Schnittpunkten (&;, %) der Geraden

pE+aqp=1

mit der Curve I'=o0 ftreffen. Demnach muss die Fliche, wenn & , %,
und &,,%, zu dem ersten Curvenpaar und &,,7%, und &,, %, zu dem
zweiten Curvenpaar gehéren, sowohl in der Form:

v = [p,&,d&, + [0,6,06,
(21) y = fo.m,08 + [0,7,0,,

o= [pds, + [p,d,
als auch in der Form:“ |

5= [0,6,d¢, + [0,6,d¢,,

Y :fa3773d$3 +fa4774d54,

e= [0, + [0t

darstellbar sein, wobei p,, p,, a,, o, beziiglich Functionen von &, §,, &, &,
bedeuten. Es muss also, wenn wir o,, ¢, mit —p,, —p, bezeichnen:

flolsldél +f/0252d52 +fp353d53 +f:04$4d54 = 0,
f/olﬂldél +f102772d62 +‘/‘,03773d53 +f,04774d54 = 0,
Seds + [p,de, + [pds, + [pds, =o

sein, vorausgesetzt, dass die Integrale wieder erstreckt sind zwischen zwei
Lagen der Geraden
pE+ gy =1

in der unendlich fernen Ebene. Indem man die sich durch totale Diffe-
rentiation ergebenden Formeln:
pag; 4 qdy, = — &dp—»,dq (i=1,2,3,4)

und
ngdé.‘ + .Zﬂmdvi =0 (i=1,2,3,4)
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benutzt, um hierin und ebenso in den fritheren drei Formeln des ABEL’schen
Theorems (S. 83) die Differentiale d£, , d&,, dé,, d&, durch dp und dg aus-
zudriicken, ist es leicht, durch Vergleichung zu erkennen, dass 015 Pa> Psr Py
proportional

1 I I I
sein missen. Da nun o, nur von &, p, nur von & u.s. w. abhingt, so

folgt, dass allgemein:

[
Pi=5

s

ist, wo ¢ eine fiir alle vier p, gemeinsame Constante bedeutet. Setzen wir

nun die Werte:

¢ c
101=E) ‘0“'=F

72

in (21) ein, so finden wir wieder die Werte (19) von z,y, 2, aber multi-
pliciert mit einer Constanten ¢. Die allgemeinste Fliche also, die vier
Scharen von je oo congruenten wnd gleichgestellten Curven enthdlt, geht aus
der Fliche (19) durch dhnliche Vergrissung hervor.

Natiirlich liefert auch jede Schicbung der Fliche (19) wieder eine
Losung, aber alle diese Lésungen sind schon in (19) enthalten, da die
unteren Grenzen der Integrale verschieden gewihlt werden kénnen, indem
die Anfangslage der Geraden

PE+agp=r1

willkiirlich ist.

§ 9. Formulierung des Lie’schen Theorems.

Wir sind zu Ende mit der Loésung des Problems und kénnen das
Ergebnis formulieren: !

Jede nicht abwickelbare Fliche, die vier Scharen von je co' congruenten
und gleichgestellten Curven enthilt, sodass die durch einen allgemein gewdihlien
Punkt der Fliche gehenden Curven verschiedene Tangenten haben, ergielt sich

! Siehe die 10. der oben genannten Lie’schen Abhandlungen, S. 197.
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so: Man stellt die Gleichung einer beliebigen algebraischen Curve vierter
Ordnung in & und % auf:

und bildet die drei Abel'schen Integrale erster Gattung:

wo= 55 xo= % o= %

Sind ¢(&), x(&), ¢(&) (i=1, 2, 3, 4) diese Integrale, hinerstreckt swischen
den vier Schnitipunkten ~einer festen Geraden und den vier Schwittpunkiten
(&:, n,) einer verdnderlichen Geraden

pPE+ =1

mit der Curve vierter Ordnung F(&,7) =0, so sind:

z=clp(§) + ¢(&)],
y=-c[x(&) + x(&)}
v =c[¢(&) + ¢(&)]

die Gleichung einer Fliche wvon der gesuchten Art; sie ldsst sich auch so
darstellen:

x=—clp(&,) + ¢(&)],
y=—c[y(&)+ r(&)]
=——0[¢(53 +¢( J)-

Dabei bedeutet ¢ eine beliebige Constante. So findet man alle Flichen von der
gewiinschten Art. '

§ 10. Zur Anwendung des Lie’schen Theorems.

Wir haben, um das Wesentliche der Folgerungen hervortreten zu
lassen, einige nebensichliche Punkte mit Stillschweigen iibergangen, die
Lie ausfithrlich hervorgehoben hat. Mit einigen Worten seien sie hier
erwiahnt:
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Ist die Curve vierter Ordnung irreducibel, so bilden alle vier Scharen
von je oo' congruenten und gleichgestellten Curven auf der zugehorigen
Fliche im Grunde genommen eine einzige irreducible Schar. Sie ist aber
so beschaffen, dass durch jeden allgemein gewidhlten Punkt P der Fliche
vier verschiedene Curven ¢, , ¢,, ¢,, ¢, der Schar gehen. Sie sind alle vier
einander congruent und gleichgestellt, aber der Punkt P ist natiirlich nicht
auf den vier Curven iiberall der homologe Punkt. Wenn man ¢, mit
einem ihrer Punkte lings ¢, stetig hinschiebt, geht die Flache hervor;
ebenso umgekehrt, wenn ¢, mit einem ihrer Punkte lings ¢, stetig hin-
geschoben wird. Ebenso liefern ¢; und ¢, zwei Erzeugungsarten.

Ist die Curve vierter Ordnung reducibel, so darf sie nicht etwa aus
zwel zusammenfallenden Curven zweiter Ordnung bestehen, vielmehr muss
immer noch eine allgemein gewihlte Gerade sie in vier verschiedenen Punkten
treffen.

Die Curve vierter Ordnung kann in zwei verschiedene Kegelschnitte
zerfallen. Dies giebt Anlass zu zwei wesenilich verschiedenen Flichenarten.
Man kann nimlich, wenn man die Curve durch eine Gerade schneidet, als
Punkte (¢, %,) und (&, 7,) entweder Punkte auf demselben Kegelschnitt
oder Punkte auf verschiedenen Kegelschnitten wihlen. Im ersteren Falle
hat die Fliche eine hochst merkwiirdige Eigenschaft; Lie hat gezeigt, dass
die beiden Kegelschnitte durch irgend ein Paar von Kegelschnitten des-
jenigen Biischels ersetzt werden diirfen, das von jenen beiden Kegelschnitten
bestimmt wird. D. h. alsdann gestaitet die Fliche wunendlich viele Er-
zeugungen durch Translation von Curven. Wenn insbesondere der eine Kegel-
schnitt der Kugelkreis ist, so gehen Minimalflichen hervor. Unter anderen
tritt hier die ScHERE’sche Minimalfliche und die Minimalschraubenfiache auf.*

Im Fall des Biischels von Kegelschnitten hat die Fliche mindestens
eine Schar von ebenen Krzeugenden, da das Biischel mindestens einen in
Gteraden zerfallenden Kegelschnitt enthilt.

Auch wenn die Curve vierter Ordnung in eine Curve dritter Ordnung
und eine Gerade zerfallt, hat die Fliche eine Schar von oo' congruenten
gleichgestellten ebenen Curven. Ist die Gerade eine Wendetangente der

! Unter Leitung des Verfassers hat R. KumMER (siehe seine Dissertation, Leipzig
1894) Modelle der Translationsflichen mit unendlich vielen Erzeugungen hergestellt, die
Eigentum des mathem. Instituts an der Universitit Leipzig sind.

Acta mathematica. 28. Imprimé le 26 sofit 1903, 12
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Curve dritter Ordnung, so sind diese Curven Parabeln, und nur in diesem
Fall treten Parabeln als erzeugende Curven auf.’

Die grosse Znhl verschiedenartiger Typen von Translationsflichen, die
sich aus dem Lie’schen Theorem ergeben, ist bisher, so viel ich weiss,
noch nicht genauer untersucht worden, obgleich ihre Betrachtung wegen
des innigen Zusammenhanges mit dem ABEL'schen Theorem sowohl in
geometrischer als auch in analytischer Hinsicht gewiss sehr lohnend sein
wiirde.

§ 11. Verallgemeinerungen und andere Beweise des Iie’schen
Theorems.

Dass sich das Theorem iiber die Translationsflichen mit mehrfacher
Erzeugung auf Réume hoherer Dimensionenzahl verallgemeinern lisst, hat
Lie selbst schon erkannt und zum Teil in seinen Schriften mitgeteilt.®
So hat er ausfithrlich gezeigt, dass das ABeL’sche Theorem alle dreifach
ausgedehnten Mannigfaltigkeiten des Raumes von vier Dimensionen liefert,
die in mehrfache Weise als Translationsmannigfaltigkeiten aufgefasst werden
kénnen. Auf diese Verallgemeinerungen gedenke ich jedoch mnicht ein-
zugehen; meine Absicht war es nur, dem Wunsche zu entsprechen, im
gegenwirtigen Aufsatze das Lig’sche Theorem fir die Translationsflichen
des gewohnlichen Raumes so abzuleiten, dass auch denjenigen, die den
Lir’schen Ideenkreisen ferner stehen oder den von Lie mit so grosser
Meisterschaft gehandhabten Wechsel zwischen analytischen und synthetischen
Betrachtungen nicht lieben, ein Einblick in den Beweis und das Wesen
des Lig'schen Theorems gegeben wird. Schliesslich mochte ich noch er-
wihnen, dass PoIiNcARE zwel andere Beweise des Liw'schen Theorems ge-
liefert hat, von denen der zweite sozusagen intuitiv und ohne, dass man
die Lir’schen partiellen Differentialgleichungen braucht, zum Ziele fiihrt.®

! Von G. WIEGNER (siehe seine Dissertation, Leipzig 1893, auch Archiv for
Math. Bd. 14) sind hierzu Modelle hergestellt worden, die sich ebenfalls im Leipziger
math. Tnstitut befinden.

> Vgl. die 7. und 12. der oben angegebenen Abhandlungen.

* Remarques diverses sur les foncjions abéliennes, Journal de Math. pures et
appl. 5. série, t. 1 (1895), S. 219—314, und: Swur les surfaces de translation et les
fonctions abéliennes, Bulletin de la Société math. t. 29 (190I). S. 61— 86.
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Er beruht wesentlich auf Continuititshetrachtungen und ist von PoINCARE
selbst auf héhere Dimensionenzahlen ausgedehnt worden. LiE’s eigener Weg
darf gewiss nicht als intuitiv bezeichnet werden, was aus den Bemerkungen
in der Einleitung und in den Anmerkungen, in denen ich den oben ein-
geschlagenen Weg mit dem Lig’schen verglichen habe, wohl zur Geniige
erhellt. Man darf aber nicht vergessen, dass es efwas ganz anderes ist,
ob man ein neues Theorem zum ersten Mal entdeckt und beweist oder
ob man nachtriglich einen anderen Zugang zu ihm sucht. Wer den von
Lir selbst gegebenen Beweis in den Leipziger Berichten von 1896
verfolgt, wird vielmehr dem Scharfsinn, mit dem er in langen Jahren das
neue Theorem allmiihlich auffand und bewies, die grosste Bewunderung
zollen und sich freuen, dass seine eigenartige Methode der Wissenschaft
diesen héchst merkwiirdigen Zusammenhang zwischen seinem rein geome-
trischen Problem und dem Theorem von ABEL geschenkt hat.

Darmstadt, 8. Febr. 1g902.




