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DIE DIRICHLET’SCHEN REIHEN, DIE ZAHLENTHEORETISCHEN
FUNKTIONEN UND DIE UNENDLICHEN PRODUKTE
VON ENDLICHEM GESCHLECHT
VON

HJ. MELLIN

in HELSINGFORS.

§ 1.

Die von ABEL in der Abhandlung Solution de quelques problémes a
Paide d'intégrales définies entwickelten reciproken Formeln

rea 1
. ” ds __sinnm ¢ (xt)
Sl)(a) ESS A/ (——a—w)"’ S == —_—_—ﬂ' €X (I ———-t)_l:’dt
=0 0

haben bekanntlich eine ganze Reihe von bemerkenswerthen Untersuchungen
veranlasst. Diese Formeln liefern in den Fillen, wo das fragliche Inte-
gral eine der obigen Formen besitz und die gegebene Function gewisse
Voraussetzungen erfiillt, die Losung einer sehr ausdehnbaren Aufgabe,"welche
als Umkehrung (Inversion) eines bestimmten Integrals bezeichnet worden
ist. Je nach den Voraussetzungen, welche iiber die Form der Integrale
und iiber die Eigenschaften der Functionen gemacht werden, ist man fiir
die Losung der Aufgabe im allgemeinen gezwungen recht verschiedene
Wege einzuschlagen. Ein fir Untersuchungen dieser Art gemeinsames
Ergebniss ist indess eine bemerkenswerthe Reciprocitiit zwischen den jedes-
mal in Betracht kommenden Funktionsklassen resp. Integralklassen.

Im Nachstehenden werde ich zunichst zwei solche reciproke Integral-
klassen (I) und (II) charakterisiren. In den folgenden Paragraphen be-
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absicnmige 1cn sodann, den Zusammenhang zwischen den in der Uberschrift
dieser Arbeit erwihnten Begriffen mit Hiilfe von Integralen der Klasse (I)
von einer Seite zu beleuchten, welche bereits in meiner Arbeit ' ither un-
endliche Produkte von endlichem Geschlecht theilweise zur Sprache ge-
kommen ist. Als neu diirften die allgemeinen Formeln angesehen werden
konnen, welche ich fiir summatorische Funktionen zahlentheoretischer Funk-
tionen erhalte, sowie der innige Zusammenhang, in welchen gewisse der
genannten Produkte mit der analytischen Zahlentheorie gebracht werden.

Bezeichnet I(z) eine von 2= u - # abhingige Funktion, welche
sich regulir verhilt in der Umgebung jeder endlichen Stelle im Innern
und auf der Begrenzung eines gewissen, zur imaginidren Axe parallelen
Streifens @ <# < 3 und fir unendlich grosse, demselben Streifen an-
gehorige Werthe von z anf die Form

(1) | | 7(2)| = "¥IF(w, o)

derart gebracht werden kann, dass # eine von Null verschiedene positive
Constante, withrend f eine Verinderliche ist, welche bei wachsendem |v| end-
lich bleibt oder wenigstens nach Multiplikation mit e~ diese Eigenschaft
bekommt, wie klein auch die positive Constante ¢ angenommen werden
mag, so convergirt das Integral

a+tiw
(1) T(w; @) = S Fle)ade a<a<p

gleichmissig in jedem endlichen Theile > des durch die Ungleichheiten

(2) — (@ —26) <O + (§ — 2¢)

definirten Gebietes von 2z = |z|e”

fundamentale Ungleichheit

und befriedigt daselbst zugleich die

(3) (@5 a)| < Ca,e) 27,

wo C eine von z unabhingige Grisse ist.

! Eine Formel fiir den Logarithmus transcendenter Funktionen von endlichem Geschlecht.
Acta Soc. Sc. Fennicae. T. 29. Der Anfang dieser Arbeit ist auch in Bd. 25
dieser Zeitschrift verdffentlicht worden.

* Eine kleine Umgebung der Stelle 2 = 0 ist eventuell auszuschliessen.
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Das Integral (I) stellt also im Bereiche (2) eine analytische, daselbst
itberall (die Punkte z = o und z = co eventuell ausgeschlossen) regulir
sich verhaltende Funktion von z dar. Mit Hiilfe des Caucny’schen Satzes
findet man zugleich, dass es fiir alle die Bedingung « <« <fj erfiillenden
Werthe von « eine und dieselbe analytische Function ¢(x) darstellt. In
der Ungleichheit (3) kann hiernach C bei endlicher Dreite des Parallel-
streifens als eine bloss von ¢ abhiingige Constante aufgefasst werden.

Setzt man in (3) das eine Mal ¢ = a, das andere Mal « = 3, so er-
geben sich die beiden, fiir den Bereich (2) giiltigen Formeln
(4) lim 2F @(z) = o, lim #* @(z) = o,

=0 r=ow .
wo % eine beliebige die Bedingung a <% < f erfiillende Constante be-
deutet. Umgekehrt kann auch eine fiir den Bereich (2) giiltige Ungleich-
heit [@(2)| < Clz|™, a<a<p, aus diesen Formeln gefolgert werden.

Zur vollstindigen Kenntniss der Integrale (2) gehort iiberdies der

innige Zusammenhang, in welchem sie mit einer anderen allgemeinen
Gattung von Integralen der Form

[+

(IT) [ o)z de

0
stehen. Bezeichnet nimlich hier @(x) die durch das Integral (I) definirte
Funktion, so zeigt sich, dass dieses Integral (II) fiir jeden innerhalb des
Streifens (a < u < ) gelegenen Werth von z = w +- @ nicht nur einen
bestimmten Sinn besitzt sondern auch gleich der urspriinglichen Funktion
F(z) ist. Man hat also die beiden Formeln

a+tiw
I O(x) = ;—m f F(z)x"de, — 3 <<+ 9,
(5) a<a<p,
‘ F(z) = f(D(x)xz—’dx, a <R(z) <B.

Soll @(z) die fundamentale Ungleichheit (3) befriedigen, so muss @
im allgemeinen auf den engeren Bereich (2) beschrinkt werden, wo ¢ eine
zwar beliebig kleine aber constante Grisse bezeichnet. Dies ist ein wichtiger,
bei allen weiteren Specialisirung zu beachtender Umstand.
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Zwischen den Formeln (5) besteht zugleich eine vollstindige Reciprocitit,
d. h. aus der letzteren kann auch die erstere gefolgert werden, wenn man
von @(z) Folgendes annimmt: In dem durch die Ungleichheiten (2) de-
finirten Bereich verhilt sich @(x) iiberall (die Punkte # —= o und z =00
eventuell ausgenommen) regulir und besitzt bei beliebiger, innerhalb des-
selben Bereiches stattfindender Annitherung von z an die Stellen & = o
und ® = oo die beiden Higenschaften (4).

Die aus (5) sich ergebenden Formeln

atin

O(t) = [ tdz [ O(e)e dx,
. a 0

(6) - e

F(s) :‘/sc“l d f I(z)a—*dz

271

a—iwo

0

bilden offenbar fiir die oben charakterisirten Funktionen @(z) und #(z)
das Analogon zur Fourir’schen Integralformel fiir Funktionen einer recllen
Veriinderlichen. Durch passende Substitutionen ist auch ein niherer Zu-
sammenhang nachweisbar.

Die bisher in der analytischen Zahlentheorie verwendeten Integrale,
welche ebenfalls die allgemeine Form (I) besitzen, wie z. B.

atie

I C'(a) af
I —dz 1
Py f OF dz, a>

a—1iw

diirfen mit den oben charakterisirten Integralen (I) jedoch nicht verwechselt
werden. Aus den weiteren Darlegungen wird sich ohne Miithe ergeben,
dass die ersteren aus Integralen der Gattung (I) als Grenzfille erhalten
werden koénnen.

Die obigen Beziehungen zwischen den beiden allgemeinen Integralklassen
(I) und (IT) sind zuerst vom Verfasser in der Arbeit Uber die fundamentale
Wichtigheit des Satzes wvonm Cauchy fir die Theorien der Gamma- und der
Lypergeometrischen Funktionen (§ 14 und § 29, Acta Fenn. T. 21) ent-
wickelt worden. Eine vollstindige Herleitung derselben findet sich auch
in § 7 meiner Arbeit Uber den Zusammenhang zwischen den linearen Diffe-
rential- wnd Differenzengleichungen (Acta Mathematica Bd. 25), sowie
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eine Ausdehnung derselben auf Funktionen mehrerer Verinderlichen in
Zur Theorie zweier allgemeinen Ilassen bestimmter Integrale (Acta Fenn,
T. 22),

§ 2.

Von den DiricHrLET’schen Reihen

) S(z) = Y10,

von denen die Rede sein wird, wollen wir annehmen, dass die Gréssen a,
reelle positive mit # monoton ins Unendliche wachsende Zahlen sind. Es
giebt bekanntlich ' eine reelle Zahl I, welche dadurch eindeutig bestimmt
ist, dass die Reihe convergirt oder divergirt, je nachdem R(z) algebraisch
grosser oder kleiner als I ist. Diese Grosse ! nennen wir den Convergenz-
exponenten* von S(z). Herr Caurx zeigt (. c¢.), dass die Reihe (7) gleich-
mdssig convergirt in jedem endlichen Bereiche, welcher dem Innern der
Halbebene % (z) > [ angehort. In dieser Halbebene stellt sie mithin eine
eindeutige analytische ¥unktion von 2z dar. Beschriinkt man 2 auf die
Halbebene R(2) > 4 ¢, unter e eine beliehig kleine positive Zahl ver-

standen, so bleibt {éS(z); unter einer endlichen Grenze. Dies wird von

Herrn Cauex nicht ausdriicklich hervorgehoben, geht aber aus § 4 seiner
Arbeit ohne Miihe hervor. Das Gebiet der unbedingten Convergenz ist
ebenfalls eine Halbebene $(2) >4, welche in der Halbebene R(2) > ent-
halten ist oder mit dieser zusammenfillt: 7 < A. Die Grossen [ und A
sind, falls sie > o sind, von Herrn Caney folgenderweise bestimmt worden:

n

log}El f(V)}

log 2. | f(v)]|
I = lim sup A=limsup —=L .
n= oo log a, . log a,

' Cf. CauenN: Sur la fonction {(s) de Riemann. Annales de 1’école norm.
3° Série. T. 9. '1804.

* Die analoge Benennung »Convergenzexponent eines unendlichen Produktes von
endlichem Geschlecht> kommt schon frither vor in Herrn v. ScHAPERS Dissertation:
Uber die Theorie der Hadamard schen Funktionen, Gottingen, 1898.

Acta mathematica. 28. Imprimé le 20 aott 1903, 6
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Man scheint aber bisher nicht bemerkt zu haben, dass diese Gréssen,
falls sie > o sind, auch so charakterisirt werden koénnen: I resp. A, ist
gleich der unteren Grenze derjenigen Werthe von x, fir welche die obere
Grenze von

In n

R f(u)} Z 1]
—) resp. — n=1,2,...,00
Ay ay,

endlich ist. Auf den Beweis dieses Satzes muss ich hier verzichten.

In meiner oben citirten in Acta ¥enn. T. 29 publicirten Arbeit
habe ich mit Benutzung einer im letzten Paragraphen der vorliegenden
Arbeit anzugebenden Formel nachgewiesen, dass es sehr ausgedehnte Gat-
tungen DIrRICHLET scher Reihen mit den nachfolgenden Eigenschaften giebt.
Die durch eine Reihe der betreffenden Art definirte Funktion S(z) existirt
in der ganzen z-libene, wo sie sich iberall im Endlichen wie eine rationale
Funktion verhilt, und besitzt iiberdies die beiden folgenden Eigenschaften:
1) in jedem zur imaginidren Axe parallelen Streifen von endlicher Breite findet
sich héchstens nur eine endliche Anzahl Pole von S(z), 2) in jedem solchen
Streifen nihert sich S(z)e™*'" bei wachsendem |z| der Null, wie klein auch
die positive Constante ¢ angenommen werden mag. — Die hierdurch cha-
raktferisirten DiricHLET’schen Reihen sollen bei den nachfolgenden Erorter-
ungen vorzugsweise beriicksichtigt werden. Die einfachste unter denselben
ist die fur die Zahlentheorie fundamentale Funktion {(z).

Die Bedeutung dieser Funktionen bei der Ermittelung von gewissen
asymptotischen Formeln soll zunichst angegeben werden.

Bezeichnen @(x) und F(z) zwei reciproke Funktionen der in § 1
angegebenen Art so ergeben sich mit Benutzung von (35) die Formeln

atiw
(r) = S F()8(z)adz, —8<O< + 8,

) ’
F(2)8(2) =f¢'(w)a:z*‘d:v,

wo 8 durch (7), resp. ¥ durch die Reihe

(9) V(z)= 2 f(n)dfa,x)

o
n=1
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definirt ist. Zur Gultigkeit der Formeln (8) ist indess erforderlich, dass
die in (5) angegebene Parallelstreifen o < R(2) < A und die Halbebene
R(2) > | einen gemeinsamen Theil haben. Auf diesen Theil hat man die
Verinderliche 2 des zweiten Integrals sowie den Integrationsweg des ersten
zu beschrinken. Durch die Annahme @(z) = e¢*, F(z) = ['(z) ergeben
sich die gewchnlichsten in (8) enthaltenen Specialfille.

Die erstere Formel (8) ist nun besonders bemerkenzwerth. Ihr haupt-
sichlichstes Interesse erhilt sie wegen der tiberaus grossen Menge asym-
totischer Formeln, welche daraus fir Reihen der Form (9) herfliesst. Es
bezeichne 8(z) eine DiricaLEr’'sche Reihe der soeben angegebenen Art.
Verhilt sich nun auch die Funktion F(z) In jedem zur imaginéiren Axe
parallelen Streifen von endlicher Breite #hnlich wie S, wihrend sie fiit
unendlich grosse, dem betreffenden Streifen angehorige Werthe 2z = u + iv
auf die Form

F(z) = ¢ "¥f(u, v),
gebracht werden kann, wo ¢ und / die in § 1 angegebene Bedeutung
haben, so kann der Integrationsweg des ersteren Integrals unter Beriick-
sichtignng des Caucmy’schen Satzes beliebig weit in der negativen Richtung
der reellen Axe verschoben werden, ohne dass das Integral aufhért, in
jedem endlichen Theile des durch die Ungleichheiten

— @ =) K0S+ (F—¢

definirten Bereiches von z = |z]¢” gleichmiissig zu convergiren. Die Summe
der zu den passirten Polen des Integranden gehdrigen Residuen stellt als-
dann die Reihe (9) fir kleine Werthe von  asymptotisch dar, wihrend
das Integral mit dem neuen Integrationswege das Restglied reprisentirt.
Das Verhalten dieses Gliedes hei abnehmendem |z| kann auf Grund der
fundamentalen Ungleichheit (3) beurtheilt werden.

Im folgenden Paragraphen wird eines der bemerkenswerthesten in (8)
enthaltenen Integrale besonders erortert.

§ 3.

In diesem und in den Paragraphen 4, 5 und 6 werde ich den Zu-
sammenhang besprechen, in welchen gewisse der in § 1 charakterisirten
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Integrale mit einer der interessantesten Aufgaben der analytischen Zahlen-
theorie gebracht werden konnen, mit der Aufgabe, einen asymptotischen
Ausdruck fiir die summatorische Iunktion

Fln) = (1) + £(2) + ... + f(n)

einer gegebenen Zahlentheoretischen Function f(n) zu finden.
In meiner Arbeit in Acta Math. Bd. 25 habe ich mit Hilfe der
leicht zu bestitigenden Formel
a-tio
! Captl I n @t
)=

(10) log (1 ) + Y (— 1) 5 == (— 1y

=1

p+1I 2t sinmz 2

—_75<0<+77) 29+1<“<2]+2’
fiir die Logarithmen unendlicher Produkte von endlichem Geschlecht (p):

(11) bn(x) ~ ﬂ {(I _E)g_%‘+%(aﬁn)’+...+(_1>p%(%y }/’(u)

die folgende Formel enthalten:

a+tie

(12) log Il(w) = (— 1)"S(p + 1);;:1 + 2Lm / T §(2) % de,

a-—iw

pHir<a<p+ s

wo
(13) 8(2) = Y12
n=1 n
Hierbei muss vorausgesetzt werden, dass es sich um solche Produkte I(z)
handelt, in denen die Grossen a, = |a,|e”™ die Bedingung erfiillen
(14) —r<—8<0,< +Id< + = n=1,2,...,00,

unter @ eine reelle nicht negative Zahl verstanden, welche kleiner als 7
ist. Unier dieser Voraussetzung (14) stellt alsdann die obige Formel (12)
in dem durch die Ungleichheiten

(r5) —(r—H <<+ (z—)

charakterisirten Bereiche von x = |z|e® den Logarithmus von 1(z) dar.
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Setzen wir weiterhin, wie es bei den in der Zahlentheorie auftreten-
den Dirronrer’schen Reihen meistens der Fall ist, die Grossen a, als reelle
positive Zahlen voraus, so ist & = o, d. h. der Convergenzbereich des Infe-
grals (12) wird alsdann durch die ganze x-Ebene, mit Ausschluss der nega-
tiven Hdlfte der reellen Axe, geometrisch dargestellt.

Die Formel (12) vermittelt nun offenbar einen bemerkenswerthen Zu-
sammenhang zwischen den DiricHLET'schen Rethen (13) und den unend-
lichen Produkten von endlichem Geschlecht (11). Ihr hauptsichlichstes
Interesse erhiilt sie — ihnlich wie die erstere Formel (8) — wegen der
unzihligen asymptotischen Formeln, welche daraus erhalten werden konnen.
Gehért nimlich S(z) der allgemeinen, in § 2 charakterisirten Gattung
solcher DiricHLET schen Reihen an, welche ausserhalb ihrer Convergenz-
bereiche analytisch fortgesetzt werden konnen und die iibrigen in § 2 an-
gegebenen Eigenschaften besitzen, so kann der Integrationsweg von (12)
unter Beriicksichtigung des Caucuy’schen Satzes in negativer Richtung be-
liebig weit verschoben werden. Die Summe der zu den passirten Polen
des Integranden gehérigen Residuen stellt dann den Logarithmus von II(z)
tiir grosse Werthe von x asymptotisch dar, wihrend das Integral mit dem
neuen Integrationswege das Restglied reprisentirt. Das Verhalten dieses
Gliedes bei wachsendem |z | giebt die im Bereiche — (7 —¢) <0< + (7 —¢)
giltige fundamentale Ungleichheit

(16) |73 8] < 0@, 9| b<a

an, wo J(x;b) das betreffende Integral bedeutet, wihrend ¢ eine zwar be-
liebig kleine aber constante positive Grisse bezeichmet. Das Verhalten des
Produktes II(#) im Unendlichen hiingt also ab von dem Verhalten der
Funktion S(z) ausserhalb des Convergenzbereiches der Reihe (13).

Die soeben angegebenen Bedeutung der Formel (12) ist schon in meiner
fritheren Arbeit (Acta Math. Bd. 25; Acta Fenn. T. 29) umstindlich
besprochen worden. Ich gehe nunmebr zur zahlentheoretischen Bedeutung
derselben iiber.

Tch setze voraus, dass S(z) eine Reihe der oben angegebenen Art
bezeichnet, Durch Verschiebung des Integrationsweges in negativer Richt-
ung ergiebt sich eine Gleichung der Form

(17) log (2) = R(x) + J(z; 8), b<a,
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wo [R(x) die Summe der Residuen bezeichnet, welche zu den zwischen
den Integrationswegen R(z) = a und R(2) = b gelegenen Polen des Inte-
granden gehéren. Xs verdient besonders beachtet zu werden, dass J(z;¥b)
bei wachsendem |z| von kleinerer Ordnung ist als die simmtlichen Glieder
der Summe R(x). Man findet nimlich leicht, dass jedes Glied von R(x)
eine Potenz von x enthilt, deren Exponent® grosser ist als b; wihrend
J{(x ;) nach der fundamentalen Ungleichbeit (16) von kleinerer Ordnung
ist als |z,

Die reellen positiven Grossen a, seien so geordnet, dass a, < a,,,,
%= 1,2,...,00. Substituirt man in (17) das eine Mal & = pe™ 9 das
andere Mal x = pe~""% so ergiebt sich durch Subtraktion eine Gleichung,
deren einzelne Theile bei abnehmendem & gegen bestimmte endliche Grenz-
werthe convergiren. Nehmen wir némlich p =zwischen @, und @,,, an,
so ist

. H(pe(rr—s)i) .

181301 logm =27 [f(1) + F(2) + ...+ F(n)],
wihrend B(pe® ) — R(pe~"9") sich ebenfalls einer endlichen Grenze
nihert, fir welche ein mathematischer Ausdruck 27ir(p) stets ohne Miihe
erhalten werden kann. Hieraus schliessen wir, dass sich auch der Ausdruck

b4-iw

J(pe(z-e)i) — J(pe—(ﬂ—s)i) — f sin (m — ¢)z S(Z) —'Z—zdz

sin 7z
b—i®

einer bestimmten endlichen Grenze 27ig(p) ndhern muss. Auf diese Weise
ergiebt sich durch Grenziibergang

(18) :‘2“”) = r(p) + 9(p), a4, < p < @y,

wo r(p) eine aus Potenzen von p und log o gebildete endliche Summe
bedeutet, welche nach der Formel

R ) — R{pe—™
(19) r(o) = (p”zm- (e )

! Diese Exponenten sind veelle Zahlen, falls die Pole von S(2) alle auf der reellen
Axe liegen, was in der That mit den oben beabsichtigten DIricHLET’schen Reihen der
Fall ist.
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berechnet werden kann, wihrend g(p) bloss als Grenzwerth definirt ist

b4t
EERTI O sin (w — €)% e
(20) g(p)—{lllgzﬂi f — e 8(2)" d.
b—iw

Da indess J(z;b), wie oben gezeigt wurde, von geringerer Ordnung als
R(x) ist, so wird man zu der ganz natiirlichen Vermutung veranlasst, dass
auch die Grenzwerthe g(p) und r(p) in derselben Beziehung zu einander
stehen, dass also g(p) bei wachsendem o wahrscheinlich von geringerer Ord-
nung als r(p) ist. — Man stésst indess schon in einzelnen Fillen auf
grosse Schwierigkeiten, wenn man die Richtigkeit dieser Vermutung streng
zu beweisen versucht.

Die hier dargelegte heuristische’ Methode zur Ermittelung eines asym-
totischen Ausdrucks fiir die summatorische Funktion einer gegebenen zahlen-
theoretischen Funktion hat vor der verwandten Methode von Harruex*
den Vorzug, dass unsere Betrachtungen von dem Umstande unabhingig
sind, ob das Integral

b+1oo b+1ih

/ S(z ” 4 = lim [ S(z d
2m .

b-—tw b——a.h

einen bestimmten Sinn hat oder nicht, wihrend die Erorterungen von
HALPHEN nur dann stichhaltig sind, wenn dieses Integral einen bestimmten
Sinn besitzt, was indess ausserhalb des Convergenzbereiches von S(z) nur
ausnahmsweise der Fall sein kann. Zu Gunsten unserer Methode spricht
noch die Aussicht, dass die Formel (20) als Ausgangspunkt fiir weitere,
die Ordnung von g(p) betreffende Untersuchungen vielleicht dienen kann.

! Siehe BACHMANN, Anal. Zahlentheorie. S. 468.
? Comptes Rendus. T. g6, p. 634.
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§ 4

Als Beispiele zu den Erorterungen des vorigen Paragraphen betrachten
wir die beiden Produkte

(21) Hl(x)=fl{(1 +g>e—}f}T(n),

xr

(22) I, () = H{(‘ + ”_‘)e—%%(;)z}“")’

n

wo T(n) die Anzahl und S(n) die Summe aller Theiler von n bezeichnet.

Nach der allgemeinen Formel (12) und anf Grund der bekannten
Formeln

- S(n) _

nf

=
NS
N
Il
—
(A
o
SN
_)
“.Q
l\As

(e)¢le —1)

n=1 n

i
-

hat man, falls der Integrationsweg zwischen p und p -+ 1 verlegt wird:

a+io
I z
3 logl@) = [ T b = w50, <a<e,
atio
I * T S &F _ .
(24) log I, () = om / sinmg(z):@_ I);dz = Jy(z;a), 2<8<3

Hieraus ergeben sich unter Beriicksichtigung des Cavchy’schen Satzes die
asymtotischen Entwickelungen:

(25) log I, (%) = R,(z) + J,(#;a), —2k—1<a<2k+T1,

(26) log I, () = B, (x) + J,(; 0}, —co<a<o,
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WO
(27) Ry(e) =— wlog’s -+ (1 — 2Ejwlog z + (1 + 2E)s
I _ , LN BN\ 2a~-D
+Zlogx + log yor — E* + ?‘1’ (-5;) 2 1

2

(28) R (r) = %x“’logm —{—;[(’(2)—2—(1 — 2E’)]:v2 -+ ;xlogfv

I2
— 1 I I 1 — I,
-+ [Iog Ver — - + EE}U + 2—410g;z‘ + -I-Elog y2r ——-5{(—— I).

In diesen Formeln bezeichnet E die EvLer’sche Constante.

Wiihrend die Anzahl der Glieder in R, (z) von der Lage des Integra-
tionsweges abhingt, so ist diese Anzahl in R, (#) constant, sobald nur der
Integrationsweg in der Halbebene $i(z) < o gelegen ist. Dies rithrt davon
her, dass diese Halbebene infolge {(—n-— 1){(—n) =0, n=1,2,..., 00,
keinen Pol des Integranden von J,(z;a) enthilt. Der Werth dieses Rest-
integrals ist mithin von der Lage des Integrationsweges in der genannten
Halbebene unabhingig. Hieraus folgt weiter mit Benutzung der funda-
mentalen Ungleichheit (16), dass der Ausdruck

z"[log M, (x) — R,(z)] = a"J,(x; a),

obwohl die Anzahl der Glieder von R,(x) constant ist, die sehr bemerkens-
werthe Eigenschaft besitzt, bei wachsendem |z| sich der Grenze Null zu
nithern, wie gross auch die positive Zahl m angenommen werden mag.

Wendet man nun die allgemeinen Formeln (18), (19), (20) auf die
gegenwirtigen TFille an, so folgt:

(29) Z70) =plogp + (2E—1)p + + a,(p),
np<n-I.
n 7 1
(30) IS0 =500 + 5 + alo).

Acta mathematica, 28. Imprimé le 25 aofit 1903. 7
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Vergleichen wir diese mit den aus der Zahlentheorie bekannten
Formeln

n

2 T(v)=logn + (2E — 1)n + O(yn),

y=1

M=

TS8() =" n* + O(ulogn),
so bestiitigt die erstere hinsichtlich der Ordnung von ¢,(p) die im vorigen
Paragraphen motivirte Vermutung, withrend die letztere damit nicht in
Widerspruch steht, da O(nlogn) eine Grisse bezeichnet, welche hdchstens
von der Ordnung #log# ist. Unsere Formel (30) deutet aber an, dass
sie wahrscheinlich nur von der Ordnung » ist.

§ s.

Wir kehren wieder zu der allgemeinen Aufgabe zuriick, einen Aus-
druck fiir die summatorische Funktion einer gegebenen Zahlentheoretischen
Funktion zu ermitteln. Diese Aufgabe ist durch die Formeln (18), (19),
(20) wenigstens theoretisch gelost worden, obwohl die sehr wesentliche
Frage nach der Ordnung von g(p) kiinftiger Untersuchungen bediirftig ist.
Eben deshalb diirfte der Umstand ein gewisses Interesse beanspruchen
kénnen, dass diese Formeln keineswegs alleinstehend sind, sondern dass es
vielmehr unendlich viele Integrale der in § 1 charakterisirten Art giebt,
von denen g(p) als Grenzwerth dargestellt werden kann.

Zur Erzeugung solcher TIntegrale eignen sich besonders die hyper-
geometrischen Integrale:

a+iw

[ ¥4
z—mf Ie—p)...Te— p)a—dz,
a+iwo
I 7 1 —z
Z—Mi I'z—p)...Te—p)T(e, — 2)...I(o, — 2)a—"dz

Bei dieser Gelegenheit werden wir nur das einfachste unter ihnen

a+io -

(31) Jwia)=_— [ I'()a~dz
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verwenden. Mit Hiilfe desselben kénnen wir unendlich viele discontinuir-
liche Faktoren erzeugen, je pachdem wir den Integrationsweg in verschiedene
Theile der z-Ebene verlegen.

Ist erstens @ > o, so ist J(zr; @) = ¢* und mithin

» a.. atie
1
(32 f(n ) = I'(2)Smz)z™dz, a>o0, ma>l,
) > f(n) 2 J @8

wo m eine so grosse reelle positive Zahl bezeichnet, dass ma grosser ist
als der Convergenzexponent !/ von

(33) if

Durch eine einfache Substitution erhilt die rechte Seite von (32) die Form

n)

1

atiw
] an d
(34) Zf = [ S(z)xzf, a>1,
n=1

wo a grosser als der Convergenzexponent ! von S(z) sein muss.
Lassen wir jetzt m ohne Xnde wachsen, so ergiebt sich mit Beriick-
sxchﬁguno des discontinuirlichen Faktors

I,r< 1,
-xm

(35) lim ™" =1e™, & =1,
| o oss
die Formel !
ation l
, < . I A z Lda a>t,
(36) /() =lim o j l(r—l—ﬁ)S(z)w -
a—1iw an <zr<L an+l .

Wird durch die Reihe S(z) eine Funktion definirt, welche ausserhalb
des Convergenzhereiches dieser Reihe existirt und die iibrigen in § 2 an-
gegebenen Eigenschaften besitzt, so kann der Integrationsweg vor dem Grenz-
iibergange unter Beriicksichtigung des CavcHY'schen Satzes in negativer

! Der genauere Beweis, dass die linke Seite von (36) der Grenzwerth der linken
Seite von (32) ist, wird dem Leser uberlassen.
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yRichtung verschoben werden. Durch Wiederholung der in § 3 'lnge-
stellten Erorterungen gelangt man auch jetzt zu der Formel

(37) ,Zlf(y) — ')‘(ﬂ)) +{](.’I7), a, <L yyy,

wo r{z) eine aus Potenzen von # und log z gebildete endliche Summe
bezeichnet, wihrend g(z) bloss als Grenzwerth definirt ist:

b4 i
.1 . 2 e 2
(38) g(w) '—"7}1:1371] .,[ 1 (I +E>S(ﬁ)% g’ b<l.
b—iw

Die Vermutung, dass g(#) wahrscheinlich von geringerer Ordnung als r ()
ist, kann #hnlich wie in § 3 motivirt werden.

Da aus den bei der Herleitung von (37) anzustellenden Erorterungen
die Existenz des Grenzwerthes (38) unmittelbar einleuchtet, so sind die-
selben von dem Umstande unabhiingig, ob das Integral

55
btiw b4+ih
I ,dz . I dz
. S(2)x* — = lim — S(2)a” —
27 z heow 2700 4
b—im b—ih

einen Sinn hat oder nicht.

Ks verdient beachtet zu werden, dass die Berechnung des Ausdruckes
r(x) sich hier einfacher gestaltet als in § 3, weil der Integrand in (34)
bei hinreichend grossem m keine anderen Pole zwisehen den Integrations-

wegen R(z) = a und R(2) = b besitzt als diejenigen des Ausdruckes %z S(2):

Es ldsst sich ohne Miihe zeigen, dass r(x) einfach gleich der Summe der
Residuen 1ist, welche zu den zwischen den genannten Ce; aden gelegenen Polen

dieses Ausdruckes gehiren. — Hiermit vergleiche man die verwandte Me-
thode von HALpPHEN.

g 6.

Nehmen wir zweitens an, dass @ in dem Integrale (31) einen zwischen

den negativen ganzen Zahlen — k% und — (k 4 1) gelegenen Werth besitat,
so 1st
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gﬁf}wﬁﬁz”@ww ] iww
27“: a1 y=k+1 ‘ v v=0 .

—k+1)<a<—Fk,

Setzt man also

G0 mlo) = L P ET | —

(__ m)" 2t

¢4 io

f I'(z2)z=**da,

a-—tm

—k+1)<a<—k,
so ist

lim E,(z) = o, lim E,(z) =

in £(x) = (= | - = R | =0

Da — &k — a > 0, so erhalten wir mit Benutzung von (39):

a+iwn

(40) if(n)E{(%Y] (— 1) ll;l f T'(2)S(— mk — mz)s— ™" dz,

n=1 a—i0
—k+1N<a<—k,

wo 8(z) durch (33) definirt ist und m so gross sein muss, dass (—£%—a)
grosser ist als der Convergenzexponent von S(z).

Lassen wir jetzt m ohne Ende wachsen, so ergiebt sich mit Beriick-
sichtigung des discontinuirlichen Faktors

o,x <1,
(41) lim Ey(z") =1C, x==1,
o 1‘, x> 1,
die Formel
* a+ix
() Bl = tim (=t LGSk ma

a—i®

a/ﬁ<m<an+1.> _(L+I)<a<_k'
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Die rechte Seite von (40) besitzt offenbar die Kigenschaft, dass sie
sich der Grenze Null nithert, falls der Integrationsweg ohne Ende in ne-
gativer Richtung verschoben wird. Mit Hilfe des Caucny’schen Satzes
ergiebt sich also fir (40) cine ncue Reihenentwicklung. Setzt man die-
selbe in (42) ein, so hat man die Formel

(43) é = lim lk Z( S (my)x™,

M=
a, <L < lyyq.

Der einfachste Fall tritt ein, wenn %k = 0 angenommen wird. Die
obigen Formeln (40), (42), (43) nehmen alsdann die folgenden Formen an:

(44) if(n){ I — e~(;—)} = -déln"i aj'w F(z)S(.M mz)w " dz,

a-+iw

(45) éf(v) = — lim - f I'(2)S(— m2)x—"dz,

— 1< a<o, a, <x < a,,.

g y— 1
(46) = hm Z( ) S(my)z™ 4, <E< Q.

Die letzte Formel ist als Herrn HEeLGeE vox Kocn zugehorig anzu-
sehen. In seiner Arbeit Sur la distribution des nombres premiers (Acta
Math. Bd. 24) wendet er niimlich mit bemerkenswerthem Krfolg einige
Specialfille von (46) an. Dass die Methode, wodurch er dieselben erhilt,
auch zu der allgemeinen Formel (46) fithrt, kann Herrn vox KocH na-
tirlich nicht entgangen sein, obgleich er die Allgemeinheit seiner Methode
nicht Ausdriicklich hervorhebt. Die Ubereinstimmung der beiden in (44)
und (46) vorkommenden Reihenentwicklungen kann in der That auch ohne
Zuhiilfenahme des obigen Integrals erwiesen werden, worauf sich die Formel
(46) ergiebt, indem man m = oo setzt; und dies ist eben die Methode
des Herren vox KocH.

Der oben hervorgebrachte Zusammenhang dieser und aller vorangehen-
den Entwicklungen mit den betreffenden Integralen scheint vor allem des-
halb nicht unwichtig zu sein, weil sich hierdurch die Aussicht eriéffnet,
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die Frforschung der Zahlentheoretischen Gesetze den Methoden der Cavcny -
schen Integraltheorie zuginglich zu machen.

Mit Hilfe der Formel (45) ist man im Stande, einen interessanten
Zusammenhang zu entdecken zwischen den Formeln des Herrn vox Koom
und denjenigen, welche Herr vox MancoLpt (Crelles Journ. Bd. 114)
im Anschluss an RieMANN zum ersten Male streng bewiesen hat. Nimmt

T . (2 . .
man némlich S(z) gleich —ET()—) an, so ist das Schlussergebniss folgendes.
(% )
Man gelangt zu den erstgenannten oder letztgenannten Formeln, je nachdem
der Integrationsweg des Integrals (44) in negativer oder in positiver Richt-
ung verschoben wird und sodann m = co gesetzt resp. hinreichend gross
angenommen wird.

§ 7.

Setzt man

e fw
S(s, w) = 2 Gw+ oy

I'(n) = f(1) + f(2) + ... + f(n),

< F(n
T@mzzwﬁy

n=1

so ist T(s,w + 1) — T(s, w) = — 8(s, w). Zwischen den beiden Reihen
bestehen auch andere interessante Beziehungen.

In diesem Paragraphen werde ich eine Methode entwickeln, nach
welcher man einen asymiotischen Ausdruck fir die Summe

m—1

Z:IS(S , W+ v)

in allen Fillen erhalten kann, wo die durch die Reihe S definirte Funk-
tion ausserhalb des Convergenzbereiches der Reihe existirt und die ibrigen
in § 2 angegebenen Eigenschaften besitzt. Gleichzeitig mit dem asym-
totischen Ausdrucke ergiebt sich auch fiir die Reihe

(47) TS5, w+) = T(s, w)

eine neue Entwicklung, welche ihre analytische Fortsetzung darstellt.
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Mit Benutzung der leicht zu bestitigenden Formel

a+iw
I I I'ls—2) I
(48) (}i}gsiy == f %ﬁéz—)dz R(s)>a >o0,
ergiebt sich zuniichst die Formel
a+in
I'(s)8(s, w) = 2I—i f ng: ?) I'(2)8(z)dz

a>o0, a>1l %R(s)>a,

wo 8(2) = S(z, 0), und mit ihrer Hiilfe

§S<s> w+ ) = %S(S,W'l“V) —V:i“S(S, w4+ m + )
atiw

. I N I b I'(s—2) ‘ .
=, 0) — 5 Y L / G s

a—1i®

_(;(T)Z) $(s—z,w+m)I'(2)S(z)dz

|
=
\‘CIJ
|
t;) ' -
\
H

a—in

a>o0, a>1, RKis)>a+r,

wo I den Convergenzexponenten von S(z) bezeichnet und

C(S, W) = Z (,w _:_ V)s ‘

In der obigen Formel muss s zuniichst auf die durch die Ungleichheiten
definirte Halbebene beschriinkt werden. Gehort aber 8(z) wieder der in
§ 2 charakterisirten, umfassenden Klasse solcher DiricureT’schen Reihen
an, welche ausserhalb ihrer Convergenzbereiche analytisch fortgesetzt werden
kénnen und die iibrigen in § 2 angegebenen Higenschaften besitzen, so
kann der Integrationsweg R(z) = a unter Beriicksichtigung des Caucuy'-
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schen Satzes beliebig weit in negativer Richtung verschoben werden, wo-
durch sich ergiebt:

(49) 1:‘2::0 S(s,w —l—v):Tl(s,w)—R(s,w‘—l— m;a)—I(s, w4+ m; a),
R(s)>a+ 1,

wo R die Summe der zu den passirten Polen des Integranden gehérigen
Residuen bezeichnet, wihrend I das Integral mit dem neuen Integrations-
wege bedeutet. Gleichzeitiy mit dieser Verschiebung hat sich aber auch in
derselben Richtung die Halbebene R(s) > a + 1 erweitert, in welcher das
Integral 1 eine eindeutige und reguldr sich verhaltende Funktion von s darstellt.
Da R(s—2) > 1, so ist lim {(s — 2, w 4 m) = o. Hieraus folgt leicht

m=w

lim I(s,w + m;a) =o. Die Formel (49) stellt also die Summe zur

Linken fiir grosse Werthe von m asymtotisch dar, wobei s einen beliebigen
Werth in der Halbebene R(s) > a + 1 besitzen darf.

Die Formel (49) kann aber auch von einem anderen Gesichtspunkte
aus aufgefasst werden. Dadurch wird némlich T(s, w) zugleich folgender-
weise als Grenzwerth dargestellt:

m—1
(50) T, (s, w) = hm{ gl S(s,w+v)+ B(s,w+ m;a)},
und zwar gilt diese Darstellung fiir die Halbebene R(s) > a + 1. Die
Anzahl der in R vorkommenden Glieder ist bei wachsendem m constant
aber von @ abhingig. Mit Benutzung von (50) ldsst sich T(s, w) weiter
in der Form einer Reihe darstellen:

(51) T(s, w)
= R(s,0;a) + i;o{S(s,w—l—m)—i-R(s,w—i-m 4+ 1;a8—R(s,w+m;a)},

und zwar convergirt die rechte Seite gleichmissig in jedem endlichen
Theile der Halbebene $R(s)>a 4 1, welcher keine Pole der Glieder dieser
Reihe enthiilt. Indem man |a| hinreichend gross annimmt kann man be-
wirken, dass die rechte Seite die analytische Fortsetzung der linken Seite
in einem beliebigen Theile der s-Ebene darstellt. Vergleicht man (51) mit

Acta mathematica. 28. Imprimé le 25 aott 1903. 8
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der Darstellung (47) welche einen beschrinkteren Griltigkeitsbereich besitat,
so ist die Analogie mit dem neueren MrTTAG-LEFFLER’schen Satze auffallend.
Ohne noch zu den im folgenden Paragraphen zu besprechenden viel-

fachen Integralen die Zuflucht zu nehmen, kann man die Untersuchung
der durch die Reihe

_N (g ()
ot o) = Shlat 4 py + b + 0P

definirten Funktion auf eine Discussion des nachstehenden Integrals zu-
riickfiithren

¢4 i

T(s)R(s, u,v) = — f Te—2 P(Z)S(as—az, w)T(fBz, v)dz

2mi as—* b*

c—jw

v !
¢>0,c>7, R(s)>c+ -,

wo S und T durch die Reihen

N ) _ N9
0= wrp TOI=Lows

definirt sind, deren Convergenzexponenten mit ! und !’ bezeichnet sind.
Diese Integralformel ist ebenfalls eine unmittelbare Folge von (48) und
giebt zu Untersuchungen Veranlassung, welche den vorangehenden dhnlich,
zugleich aber allgemeiner als dieselben sind.

§ 8.

Aus den nachfolgenden Auseinandersetzungen wird sich ergeben,
welcher umfassenden Verallgemeinerung die im vorangehenden Paragraphen
angewandte Methode noch fihig ist. Die erweiterte Methode hat zum Ziele,
nicht nur die Existenz der analytischen Fortsetzung einer durch eine Di-
RICHLET sche Reihe definirten Funktion unter gewissen allgemeinen Voraus-
setzungen nachzuweisen, sondern auch das Verhalten dieser Fortsetzung im
Unendlichen sowohl als im Endlichen genau festzustellen.

Bei dieser Gelegenheit muss ich mich auf einige Andeutungen all-
gemeiner Art beschrinken und den Leser fiir das néihere hieriiber auf meine
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Arbeit Eine Formel fiir den Logarithmus transcendenter Funktionen von end-
licher Geschlecht (Acta Fenn. T. 29) verweisen, wo die fragliche Methode
ausfithrlich entwickelt worden ist.

Es handelt sich zunichst um die Herleitung einer fundamentalen
Transformationsformel, mittels deren die betreffenden DIricHLET’schen Rei-
hen auf einfachere Formen zuriickgefithrt werden.

Zu dem KEnde ersetze man in der Formel (48) y durch y 4+ v und
wende unter dem Integralzeichen dieseibe Formel (48) an. Durch wieder-
holte Anwendung dieses Verfahrens ergiebt sich die folgende Verallge-
meinerung von (48):

I(s)

(52) (w, +w, + ...+ wpy
ay+ico ap+ivn
I'(s—z —.. —z)]’(zl) F(z)
o 27"L / / ‘ — 21— 2p s I ; d d”
wh wy
17 ap—lw

a,>0,v=1,2,...,p, R(s)>a +a,+...4+a,>0,

Durch eine nihere Erwigung iberzeugt man sich, dass diese Formel we-
nigstens dann giiltig ist, wenn die reellen Theile der Gréssen w positiv sind.

Bezeichnet nun R(v, ,v,, ...
tion von v,,...,v, oder, noch allgemeiner, ein Polynom der Form

, v,) eine beliebige ganze rationale Funk-

(0 3@ (n)
(53) R(01>v2,'-'5 ) ZC i k ~/UI:"7

v=0 vl

wo die Exponenten k& reelle nicht negative Zahlen bezeichnen, so erhilt
man mit Hilfe von (52) die Formel:

I'(s)

(54) [R(v,, vy, ooy vn)]®
ay+ixe ap+ie
_ / f P(l Y I(z,) I(z)dz ...dz
27r’b 021 C;p vlf...vi{"

al—-zw tlp—’bm
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WO
l0=s _Zl—_Zg_...—ZP’

(55) h= kf)l)(s I S 'zp) + Ve ...+ ks)zpa
b= kf)”)(s — & —...—4) + o2+ ...+ k;")zp.

Diese Formel hat wenigstens dann einen bestimmten Sinn, wenn die reellen
Theile der Coefficienten C sowie die Grissen v positiv sind.

Nunmehr stelle man sich die Grossen v als positive unstetige Ver-
dnderliche vor, von denen jede unabhingig von den iibrigen eine solche
Folge unbeschrinkt wachsender Werthe durchliuft, dass die beziiglichen
Reihen

59 SE=XNER, L, s Y 8,

2 S
@ N e Un

unter ¢,(v,) eine nur von v, abhingige Grésse verstanden, fiir hinreichend
grosse Werthe von $R(s) unbedingt convergiren. Da die reellen Theile
der Coefficienten C als positiv vorausgesetzt sind, so ergiebt sich ohne

Mithe — wund zwar am schnellsten mit Hilfe von (54) — dass auch
die Reihe
(57) S(s)= 3 2l)2av). - galon)

(TS [R(Ul s Vgaevey vn)]s ’

wo, v, genau dieselben Werthe durchliuft wie in 8,(s), in einer gewissen
Halbebene unbedingt convergirt. Mit Benutzung dieser Bezeichnungen
ergiebt sich nun schliesslich aus (54) die Transformationsformel

(58) I'(s)S(s)
ay+io apt+io
(LY MU)T() Il
= (&) f f e L s ). 8 L) s,

wo die positiven Grossen ¢ und der reelle Theil von s solche Werthe be-
sitzen miissen, dass die /, in den Convergenzbereichen der beziiglichen
Reihen 8, bleiben. Es wird zugleich wie frither angenommen, dass die
reellen Theile der Coefficienten C positiv sind.
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Bezeichnet man die Werthe, welche v, in den obigen Formeln durch-
liuft mit af’, A=o0,1,...,00, sowie die entsprechenden Werthe von
v,(v,) mit £,(1), so kénnen die Reihen (56) und (57) auch folgenderweise
geschrieben werden -

. © : A @ ; «
(59) Sl(s) - z f(E)z 3t s Sn(s) = Z f((n,;)s’
A=0 [“’A ] =0 [a'). ]

@

(60) S(S) = Z fl<21)f2<'22) e f’n(/\\n)

Ay ees An=s0 [R (asﬂl.)) agz)) ceey a,g:))]s

In meiner oben citirten Arbeit ist nun die durch die Reihe S(s) de-
finirte Funktion unter den folgenden Voraussetzungen in Bezug auf die
durch die Reihen S,(s) definirten Funktionen ausfithrlich erértert worden.
Von diesen Funktionen S, wurde nimlich angenommen, dass sie in der
ganzen s-Fbene existirende eindeutige Funktionen sind, welche sich an jeder
endlichen Stelle wie rationale Funktionen verhalten und dberdies die beiden
folgenden Ligenschaften besitzen: 1) in jedem zur imagindren Awe parallelen
Streifen von endlicher Breite giebt es hichstens nur eine endliche Anzahl
Pole der 8,, 2) im jedem solchen Streifen convergiren die S, nach Multiplika-
tion mit ¢~V bei wachsendem |s| gegen dic Null, wie klein auch die positive
Zalhl = angenommen werden mag. Unter diesen Voraussetzungen wurde ge-
zeigt, dass das Produkt I'(s)S(s) ebenfalls eine in der ganzen s-Lbene existi-
rende eindeutige Funktion ist, welche zugleich die beiden anderen Figenschaften
der N, besitzt. Liegen die Pole der S, alle auf der reellen Axe, so gilt das-
selben auch wvon den Polen von S. Sind die Coefficienten C insbesondere
reelle positive Zahlen, so besilzt nicht nur das Produkt I'(s)S(s) sondern
auch die Funktion S(s) alle oben genannten Eigenschaften.

Sieht man von gewissen mit dem Problem der Primzahlen unmittelbar
oder mittelbar zusammenhédngenden Reihen ab, so diirften die meisten iibrigen
DiricHLET'schen Reihen, welche fiir die Zahlentheorie von Interesse sind
oder voraussichtlich sein werden, in der soeben charakterisirten allgemeinen
Klasse enthalten sein. Es unterliegt wohl keinem Zweifel, dass das Ver-
halten der durch die betreffenden Reihen definirten Funktionen im Un-
endlichen noch genauer dahin pricisirt werden kann, dass sie, schon nach
Multiplikation mit einer passenden Potenz won s, bei wachsendem |s]| sich
der Grenze Null nihern, falls s zugleich auf einen beliebigen Streifen der
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oben angegebenen Art beschriinkt ist. Eine néhere Begriindung der letateren
Behauptung hingt mit dem Umstande zusammen, dass die Funktion {(s, w),
welche bekanntlich in der analytischen Zahlentheorie eine fundamentale
Rolle spielt, die letztgenannte Kigenschaft besitzt, falls w reell und positiv
ist. Hierbei beachte man auch die nachfolgenden Specialisirungen der obigen
Transformationsformel.

Setzt man beispielsweise a’=w,+ A und f;(A) =1 fir A=o0,1,...,00,
so wird

- 1
S,(S) - ; mﬁs = C(S’ wv), G=12 )

1
S(S) = z [R(wl + 11 seeey Wa )‘")]s '

Ayreey 2n=0

Da die Funktion {(s, w) alle von den 8, angenommen Eigenschaften besitzt,
so ist der folgende Satz nur ein einfaches Corollarium aus dem Obigen:

Bezeichnet R(w, , ..., w,) eine beliebige ganze rationale Funktion oder
allgemeiner ein Polynom der Form (53), dessen Coefficienten die Bedingung
erfillen, dass ihre veellen Theile positiv sind, in welchem Ialle die Reihe
S(s) einen durch eine gewisse Halbebene darstellbaren Convergenzbereich besitzt,
so wird durch diese Reihe eine in der ganzen s-Ebene existirende eindeutige
Funktion definirt, welche sich an jeder endlichen Stelle wie eine rationale
Funktion verhdlt. Die Pole dieser Funktion liegen alle auf der reellen Awxe.
Besclrdnkt man die Verdnderliche s auf einen belicbigen, zur imagindren Axe
parallelen  Streifen wvon endlicher Breite, so ndihert sich e==!"I'(s)S(s) bei
wachsendem |s| der grenze Null, wie klein auch die positive Grdsse ¢ ange-
nommen werden mag. Sind die Coefficienten C reelle positive Zahlen, so
besitzt wicht nur e\ ['(s)8S(s) sondern auch e=*"S(s) die letztgenannte
Eigenschaft.

Identificiren wir die Reihen (59) mit den bei der Bestimmung der
Klassenanzahlen bindrer quadratischer Formen auftretenden Reihen

(61) NEIE

so besitzen die durch die entsprechenden Reihen (60) definirten Funktionen
ebenfalls alle soeben genannten Eigenschaften. Aus der Abhandlung des
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Herrn Hurwrrz: Einige FEigenschaften der Dirichlet'schen Funktionen ete.
(Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Jahrgang 27, S. 86) geht
nimlich hervor, dass die Reihen (61) im wesentlichen linear durch Reihen
der Form ¢(s,w) darstellbar sind und somit die fir die Giiltigkeit des
obigen Satzes erforderlichen Eigenschaften besitzen. Die Reihen (61) machen
einen Theil von denjenigen aus, welche DiricHLET in der Arbeit iiber die
arithmetische Progression gebraucht hat und Herr LirscHITZ in seiner Arbeit
Untersuchung der Kigenschaften einer Gattung von unendlichen Reihen (Crelles
Journal, Bd. 105) einer eingehenden Erirterung unterworfen hat. Identi-
ficirt man die S, mit diesen allgemeineren Reihen, so erfihrt auch die
Klasse der Reihen (60), welche die Transformationsformel (58) auf die 8,
zuriickfithrt, eine entsprechende Erweiterung. '

* Der in § -1 charakterisirten, bisher wenig beachteten Klasse (I) von bestimmten
Integralen habe ich schon frither grissere oder kleinere Theile der folgenden Arbsiten
gewidmet: Om definita integraler, lwilka hafva Gl grinser hypergeometriska funktioner af
sirskilda ordningar, 1893. Acta Societatis Scientiarum Fennicae, T. 20. — Uber
die fundamentale Wichtigheit des Satzes von Cauchy fiir die Theorien der Gamma- und der
hypergeometrischen Functionen. Acta Fenn. T. 21. — Zur Theorie zweier allgemeinen
Klassen bestimmter Integrale. Acta Fenn. T. 22, — Uber eine Verallgemeinerung der
Riemann’schen Function {(s). Acta Fenn. T. 24. — Eine Formel fiir den Logarithmus
transcendenter Funktionen von endlichem Geschlecht. Acta Fenn. T. 29 und Acta Math,
Bd. 25. — Uber den Zusammenhang mwischen den linearen Differential- und Differenzen-
gleichungen. Acta Math., Bd. 25.

In diesen Arbeiten habe ich es nicht unterlassen, auf die neue und einfache, zu-
gleich aber recht allgemeine Methode zur Herleitung von asymptotischen Formeln auf-
merksam zu machen, welche aus der Anwendung des Residuenkalkiils auf die betreffenden
Integrale hervorgeht. (Cf. § 2 und § 3 der vorliegenden Arbeit.) Herr E. W. BaAr-
NES hat nun neuerdings, nachdem er im Jahre 1869 auf ein briefliches Ersuchen nebst
anderen meiner Arbeiten auch diejenigen Uber eine Verallgemeinerung der Riemann’schen
Function {(s) erhalten hatte, in seinen Arbeiten The Theory of the Gamma Function
(Messenger of Math. Bd. 29) und The Theory of the Double Gamma Function (Phil
Trans. Bd. 196) dieselbe Methode zur Herleitung der Stirrina’schen und einer ana-
logen Formel angewandt, ohne dabei die Beziehung dieser Herleitungen zu meiner Arbeit
deutlich anzugeben. Dies veranlisst mich hervorzuheben, dass die STIRLING’sche Formel
in meiner genannten Arbeit zum ersten Male nach der betreffenden neuen Methode her-
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geleitet worden ist, und dass ich daselbst (§ 12) ausdriicklich angegeben habe, dass
dieselbe Methode auch in anderen Fillen anwendbar ist, um fiir unendliche Produkte
von endlichem Geschlecht der StTirLiNG’schen analoge Formeln zu erhalten. Die all-
gemeine Formel (12) in § 3 der vorliegenden Arbeit, von welcher alle diese Formeln
erhalten werden konnen, kommt bisher nur in meinen Arbeiten vor.




