SUR LES INVARIANTS DIFFERENTIELS
DES GROUPES CONTINUS DE TRANSFORMATIONS

PAR

AR. TRESSE.

Introduction.

La notion d'invariant différentiel est une de celles qui se présentent
le plus souvent dans les différentes branches de I'’Analyse. On sait, par
exemple, combien est féconde, dans la Géométrie des courbes et surfaces,
la théorie de la courbure, c'est-i-dire des invariants différentiels des courbes
et surfaces par rapport au groupe des mouvements de l'espace; comment
la courbure totale de GAUSs, combinée avec les paramétres différentiels de
BeLTRAMI, intervient heureusement dans la théorie des surfaces applicables.

De nos jours, HALPHEN a déterminé les invariants des courbes, planes’
et gauches?, par rapport aux transformations projectives; et c'est en gé-
néralisant ces résultats que, reprenant les recherches de LAcuUrrre® et
Brioscur?, il est arrivé, dans son mémoire célébre®, & construire les in-
variants des équations différentielles linéaires par rapport aux transforma-
tions ponctuelles qui n’altérent pas leur forme linéaire.

! HALPHEN, These, Sur les invariants différentiels, Paris, 1878,

* Sur les inwvariants différentiels des courbes gauches, Journal de 1’école poly-
technique, 47™¢ (Cahier,

® LAGUERRE, Comptes rendus, t. 88, p. 116 et 224.

* Brioscur, Bulletin de la société mathématique de France, t. VII, p. 105.

® HavLPHEN, Sur la réduction des équations différentielles linéaires aux formes inté-
grables, Mémoires des savants étrangers, t. 28.
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La théorie des équations différentielles a encore fourni d'intéressantes
applications des invariants différentiels 4 MM. AppErLL et RivEreau’, sur
la transformation des équations de la forme

@=ao+a,y+...+any"
de by + by + ...+ bpy?

par la transformation
v = X(z), ¥y =yX (@) + X,(2)

ou sur des cas particuliers de ce probléme; & M. RoGer LiouviLLE’, sur
la transformation ponctuelle de 1'équation:

yn + alyi3 + 3%?/'2 + 3“3?/’ + 04 — O,

Dans toutes ces recherches s'est présenté ce résultat que les conditions
nécessaires et suffisantes pour que deux équations données puissent se
ramener l'une & l'autre & laide d'une transformation de nature déter-
minée, gobtiennent par la considération d’'un nombre fini d’invariants
différentiels.

L’objet de ce travail est de généraliser ce principe. J’ai fait, dans
ce but, application de la théorie des groupes de M. Lig, laquelle se préte
admirablement & V'édification d’une théorie générale des invariants diffé-
rentiels. C’est ce qua commencé M. Lie lui-méme, dans plusieurs re-
cherches on il avait principalement en vue la détermination de ces in-
variants®; c'est aussi ce qu'ont indiqué dans deux notes, assez bréves,
mais fondamentales, Harraen* et M. Goursat®.

b AppELL, Sur les tnvariants de quelques équations différentielles, J ournal de math,,
4™ série, t. 5.

RiverEAU, Sur les invariants de certaines classes d'équations homogénes par rapport
d lo fonction inconmue et & ses dérivées, These, Paris 1890, — Sur les invariants de
quelques équations différentielles, Journal de math., 4™° série, t. 8.

* RoGER L1oUVILLE, Sur les invariants de certaines équations différentielles, Journal
de 1'école polytechnique, 59™° cahier.

* Voir, entre autres, L1k, Uber Differentialinvarianten, Math. Annalen, t. 24.

* HALPHEN, Sur Uewistence des invariants, Lettre 3 M. SYLVESTER, American
journal of mathematics, vol. 9; p. 137. — Voir, & ce sujet, Lir, Die Begriffe
Gruppe und Iwariante, Leipziger Berichte, 1887.

5 GOURSAT, Sur les invariants des équations différentielles, C. R., t. 107, p. 898,
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M. Lie a établi comment, en général, il existe des invariants dont
le nombre croit indéfiniment avec 'ordre. J’ai démontré qu'il existe, dans
chaque cas, des procédés, paramétres différentiels ou opérations invariantes,
permettant, étant connus des invariants, d’en déduire de nouveaux; et
que, étant déterminé un nombre fini d’invariants, on peut, par ces pro-
cédés, obtenir tous les autres. Il en résulte que les conditions nécessaires
et suffisantes pour que deux multiplicités de méme nature puissent se
ramener l'une & l'autre par une transformation du groupe, sont définies
par un nombre encore limité de ces invariants.

Ce travail est divisé en trois parties. Dans la premiére, jétablis une
proposition, fondamentale pour la suite, savoir, que I'étude d’un systéme
d’équations aux dérivées partielles se réduit toujours & celle d’'un nombre
fini d’équations; puis, je rappelle les propositions générales de M. Lig,
sur les groupes définis par des systémes d’équations aux derivées partielles,
groupes que j'appelle groupes de Lie.

Dans la seconde partie, je montre comment les invariants d'une
multiplicité se déduisent immédiatement des équations de définition du
groupe, et je rappelle comment M. Lig, partant des ¢ransformations in-
finitésimales, obtient ces invariants par l'intégration de systémes complets.
Puis jétablis les propositions concernant les systémes finis d’invariants.

Enfin, dans la troisiéme partie, je montre comment la notion d’in-
variant différentiel s'identifie avec celle de forme réduite, celle-ci pouvant
méme guider le calcul des invariants. Je termine par la détermination
des invariants d'une surface, par rapport aux transformations conformes
de D'espace, d’'une part, et aux transformations projectives, d’autre part;
puis, par celle des invariants déja obtenus par une voie toute différente
par M. RogEr LiouvirLe dans le probléme qu'il a traité.

J’al entrepris ces recherches sur les conseils de mon trés illustre
maitre, M. Sopmus Lig, qui m’a initié & ses théories si fécondes et
aujourd’hui si vastes des groupes de transformations. Qu’il me soit permis
de lui en exprimer ici ma plus vive reconnaissance!
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PREMIERE PARTIE.

CHAPITRE L

Propriété générale des systémes d’équations
aux dérivées partielles.

1. On appelle multiplicité ¢ n dimensions d'un espace & n 4 p dimensions
un systéme de p fonctions #,,4,,...,2, de n variables indépendantes
Tyy Ty oney By

Si une telle multiplicité satisfait & une ou plusieurs équations aux
dérivées partielles, entre les z, les z et leurs dérivées, elle satisfait aussi
aux équations qui s'en déduisent par différentiation. En gélevant aux
ordres supérieurs, on obtient de la sorte un nombre illimité d’équations;
si on ne considére pas celles-ci comme distinctes des premieres, il y a lieu
de se demander sil peut exister des systémes comprenant un nombre
illimité d’équations ainsi distinctes, et g'il peut exister des multiplicités
définies comme solutions de pareils systémes llimités d'équations.

Nous verrons qu'il n'en est rien. Par exemple, on sait' que la
condition nécessaire et suffisante pour que la solution générale d'un
systéme d’équations aux dérivées partielles ne dépende que d’un nombre
fini de constantes arbitraires, est que I'on puisse a l'aide de ces équations
exprimer toutes les dérivées d'un certain ordre des 2, en fonction des
dérivées d'ordre inférieur, des = et des 2. Un pareil systéme est néces-
sairement limité.

2. Considérons d’abord le cas simple d'une seule fonction z de deux
variables, # et y, définie par un systéme donné d’équations aux dérivées

! Voir, Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Erster Abschuitt, p. 179.
BouRLET, Sur les dquations aux dérivées partielles simultanées, Annales de 1'école
normale, 1891, Suppl.
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partielles. Considérons les équations d'ordre % de ce systéme, et mettons-
les sous une forme camomique, en les résolvant par rapport a une ou
plusieurs dérivées d’ordre 7,

2
Za;h——‘l = ewaayb—a = S[)h,a

de telle fagon que la fonction ¢,, ne contienne que des dérivées d’ordre
hy 2y . telles que Ton ait
a < a.

Une pareille réduction est toujours possible. De plus, les équations d’ordre
supérieur, qu'on en déduit par différentiation, se présentent encore sous
forme canonique.

Représentons alors dans un plan, la dérivée
2,5 par le point de coordonnées a, 3: les déri- 7
vées d’'un méme ordre sont situées sur une droite:

z -+ y = const.

La présence, dans le systéme canonique, d’une o
équation résolue par rapport a z,,, entraine, pour

les systémes d'ordre supérieur, celle d’équations résolues par rapport 2
toutes les derivées, dont les points représentatifs sont situés dans l'angle
formé par les paralléles aux axes menées par le point a, 3, ou sur ces
paralléles. Si done il y a des équations résolues par rapport a4 une ou
plusieurs dérivées d'ordre h:

(I> Za,, h—ay ? Zaz,h-—ag LR | Zaq,h—aq

avec
Gy 2 0y > oo 2> 0Oy,

on aura, & partir d’un certain ordre, des équations résolues par rapport
& toutes les dérivées de z, 2,4, excepté pour
e<a ou Bh—aua;

il peut méme se présenter plusieurs équations ré-
solues par rapport 4 une méme dérivée z,,; il
nous suffit de ne conserver qu'une seule d’entre o >
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elles, celle, par exemple, qui s'obtient en différentiant la dérivée d’indice «
le plus élevé, parmi les dérivées (1).

Le nombre des dérivées qui ne figurent pas dans les premiers membres,
pour un ordre déterminé, est alors constant quel que soit cet ordre, et
égal & h—a, + a,. Si alors le systéme n’est pas limité, c’est quil y a
lien d’ajouter des équations nouvelles, lesquelles, combinées avec les
précédentes, peuvent se mettre encore sous forme canonique. Or, aprés
h — a, + a, équations nouvelles, au plus, on trouve un ordre s, tel que
toutes les dérivées d'ordre s et d’ordre supérieur de z sg’expriment en
fonction des dérivées d'ordre inférieur. Le gystéme est alors nécessairement
limité, et toute équation nouvelle, ajoutée aux précédentes, se raméne a
une équation d'ordre inférieur & s, laquelle peut étre ou n’étre pas

analytiquement indépendante des premiéres. Dans tous les cas, le systéme
est donc limité.

3. La proposition subsiste dans le cas d’une multiplicité, que jap-
pellerai de deuziéme espéce, formée de p fonctions 2, , 2,, ..., 2, dépendant
chacune de deux variables indépendantes, z,,y,, pour 2, «,,y, pour
Zy4 40y T, Y, pour z,: ces variables peuvent d’'ailleurs ne pas étre toutes
différentes. Ici, on dressera cncore une liste des dérivées d’ordre %, en
99+7 g,
oz oy? '
décroissants, puis celles de 2,, de la méme maniére, et ainsi de suite. En
suivant cette liste, on peut mettre les équations d'un méme ordre &, que
comprend le systéme, sous une forme canonique, c'est-a-dire, en les résol-
vant par rapport aux dérivées d’ordre k:

rangeant d'abord cclles de 2, 2, ,, (zl,ap = > suivant les indices a

Zi,a,h——a = ¢i,a,h—a'

de telle facon que les dérivées d'ordre h, qui figurent dans ¢;,, , sui-
vent 2, , dans la liste. Cette forme a encore la propriété manifeste de
rester canonique apres différentiation.

Dans les premiers membres de ces équations figurent par leurs déri-
vées une -ou plusieurs fonctions z. D’aprés le paragraphe précédent, on
ne peut ajouter qu'un nombre fini d’équations nouvelles, résolues. par rap-
port aux dérivées de ces fonctions. Si donc le systéme n'est pas limité,
on fera apparaitre, aprés un nombre fini d’additions d’équations nouvelles,
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une on plusieurs fonctions nouvelles z, et ainsi de suite. Finalement, on
aura dans les premiers membres, toutes les fonctions z, aprés quoi, en
ajoutant encore un nombre fini d’équations nouvelles, on arriverait a ex-
primer toutes les dérivées d'un certain ordre en fonction des dérivées

d’'ordre inférieur. Sous cette forme, le systéme est alors nécessaire-
ment limité.

4. Pour généraliser la proposition, je la supposerai établie pour toute
multiplicité de # — 1™ espéce, et 'étendrai & celles de %™ espéce.

Soit, celle-ci, formée de p fonctions, 2,,2,,..., 2,, chacune de =
variables indépendantes, z;, par exemple, étant fonction de x;;, #;4, ..., %;,-
On posera

9a,+a‘2+...+auzi
Z;

181382000y n an )

o Pxiydwiy .. Oin
Comme dans les cas précédents, on dressera une liste des dérivées d'un
méme ordre, en rangeant les dérivées de 2,2, . . Suivant les indices
a, décroissants, celles ayant méme indice @, , suivant les indices a, dé-
croissants, et ainsi de suite, et de méme pour les fonctions suivantes
Zyy -y 8. Daprés cette liste, il est encore possible de mettre les équa-

tions d’ordre % sous une forme canonique se conservant par différentiation:

(2) Zi,al,az,...,a.. = S[li,a,,a,,...,a.n (@tept..tan=h)
les dérivées d'ordre & qui figurent dans ¢,, . ., suivant z,, ., sur
la liste.

Cela fait, supposons que la fonction ¢ figure dans l'un des premiers
membres de ces équations, par sa dérivée 2,, . .. Dans les équations
d’ordre supérieur, on a, par le fait, des équations résolues par rapport a
toutes les dérivées de #,., .. Nous considérons l'ensemble des autres
dérivées de z;, d'ordre h et d'ordre supérieur, comme appartenant a4 une
multiplicité de » — 1™ espéce, définie comme il suit. Prenons comme
fonctions les dérivées de z;, dordre h, distinctes de ¢, , .; et soit
Zipp..pn Lune quelconque d’entre elles: I'un au moins des indices j est
inférieur & lindice a correspondant, car on a:

B+ph+ = tat... +a
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Si, B, <a,, on considére seulement les dérivées de 2, , ., prises par
rapport & %, ,%,,..., %,,, et non 4 z,. Parmi les autres z,, , on
prend celles pour lesquelles on a: f, , <a,;, et on considére toutes
leurs dérivées, sauf celles prises par rapport & z, ,, et ainsi de suite.
De cette fagon, on fait entrer toutes les dérivées de #, d’ordre égal ou
supérieur & %, qui ne sont pas dérivées de 2, . ., dans une multiplicité
de n— 1" espéce, car une telle dérivée a l'un au moins de ses in-
dices inférieur au nombre correspondant de la suite a,, a,, ..., a, De
plus, cette multiplicité de n — 1®"° espéce ne comprend aucune dérivée
de 240, ane

On fera ainsi pour toutes celles des fonctions #,,2,,...,2, qui fi-
gurent dans les premiers membres du systéme (2). Or, d’aprés ce qui a
été admis sur les multiplicités de » — 1™ espéce, on ne peut ajouter
qu'un nombre fini d’équations nouvelles résolues par rapport aux dérivées
de ces fonctions, ainsi mises & part: il en est méme certaines qui s'intro-
duisent nécessairement, celles qui expriment que deux des dérivées de la
multiplicité de n — 1" espéce sont identiques. Si donc le systéme n’est
pas limité, on fera apparaitre, dans les premiers. membres, aprés un nombre
fini d’additions d’équations, une ou plusieurs nouvelles fonctions z, et ainsi
de suite. Finalement, on arriverait encore 4 un systéme nécessairement
limité, permettant d’exprimer toutes les dérivées d'un certain ordre en
fonction des dérivées d’ordre inférieur. Donc:

Théoréme 1. Un systéme déquations aux dérivées partielles étant défini
d'une maniére quelconque, ce sysiéme est mécessairement limité, c'est-a-dire
qu'il existe un ordre fini s, tel que, toutes les équations d’ordre supérieur o
s que comprend le sysiéme, se déduisent par de simples différentiations des
équations dordre égal ou inférieur & s.

5. La méthode suivie dans cette analyse conduit & d’autres résultats.
En différentiant les équations d’un systéme canonique, on a négligé ce
fait qu'une méme dérivée peut, dans certains cas, s'exprimer de plusieurs
manicres différentes, pour n’envisager qu'une scule de ces expressions. Si
on exprime que ces différentes valeurs doivent étre égales, on forme ainsi
des équations, qui, si elles ne sont pas des conséquences analytiques de
celles. déja connues, appartiennent & la catégorie des équations nouvelles
qu'il faut ajouter au systéme.
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Dans le cas ou ce procédé n'ajoute pas d'équations nouvelles, on dit,
ou que-les conditions dintégrabilité sont satisfaites, ou que le systéme est
complétement intégrable, ou qu'il est en involution.

D’aprés cela, étant donné un systéme quelconque de p équations aux
dérivées partielles, on peut, selon la marche suivie, le mettre sous forme
canonique, puis différentier ses équations, et exprimer, s'il y a lieu, les
conditions d'intégrabilité. Nos raisonnements montrent que, en suivant
cette voie, on arrive, aprés un nombre limité & opérations, ou a un systéme
complétement intégrable, ou a4 un systéme définissant toutes les dérivées
d'un certain ordre s, en fonction des dérivées d'ordre inférieur. Si on
différentie ces équations d’ordre s, puis qu'on écrive les conditions d’inté-
grabilité relatives aux dérivées d'ordre s 4 1, ou bien on trouve qu'elles
sont des conséquences analytiques des équations d’ordre égal ou inférieur
a s, ou bien on obtient de nouvelles équations d'ordre s ou inférieur.
Dans ce cas, on ajoute ces équations au systéme proposé, et on répeéte
les mémes opérations. Finalement, les dérivées d’ordre au plus égal a s
étant en nombre fini, on arrive, aprés un nombre limité dopérations, ou
& un systéme incompatible, ou 4 un systéme complétement intégrable,
dont la solution généralene dépend alors que d'un nombre fini de con-
stantes arbitraires. Donc:

Théoréme II. [Etani donné un systéme quelconque d’équations awx déri-
vées partielles, on peut, aprés un nombre limité de différentiations et délimina-
tions,” ou bien montrer qu'il est incompatible, ou bien le mettre sous forme
dun systéme complétement intégrable, dont la solution générale dépend
alors, sutvant les cas, de fonctions ou de constantes arbitraives.

6. L'existence des solutions de ces systémes complétement intégrables,
dans toute leur généralité, a fait I'objet de plusieurs travaux remarquables,
particuliérement de MM. MEray et Riquier’ et Bourrrr? qui ont con-
tinué les savantes recherches de Caucny, de M. DarBoux® et de M™ DE
Kowarevsgi®. ~ Le développement de ces travaux n’a pas place ici; j'en

' MERAY et RIQUIER, Annales de 1’école normale supérieure, 1890.

* Bouruer, loe, cit.

® @. DArBoUx, Comptes rendus de 'académie des sciences, t. 80, p.
101 et 317.

* Soruie voN KowAvrkveki, Journal de Crelle, t. 80.

Acta mathematica. 18. Imprimé le 26 septembre 1893. 2
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retiendrai seulement, pour l'utilité de ce qui suivra, ce fait que la solu-
tion générale d’un systéme complétement intégrable dépend de fonctions
ou de constantes arbitraires. Je remarquerai de plus, ce qui est encore
un résultat des travaux que je viens de citer’, que les équations d'un
systéme complétement intégrable permettent de former les développements
en séries des solutions; les coefficients de ces séries, c'est-d-dire les valeurs
que prennent, pour un systéme donné ), Ly, ..., L, , de valeurs des
variables indépendantes, les fonctions z et leurs dérivées, sont assujettis
seulement & satisfaire aux équations du systéme, de telle sorte qu'un
certain nombre d’entre eux peuvent étre choisis arbifrairement, sous cer-
taines conditions de convergence seulement.

CHAPITRE IL
Les groupes de Lie.

1. dJe rappelle d’abord quelques définitions®’. Etant données =
variables, ou coordonnées dun point d'un espace R, 4 n dimensions,
X, , Ly, ..., %,, considérons n autres variables z;, z;,..., ,, définies en
fonction des premiéres par les équations:

(1) Ty = [i(%,, Tyyov oy Ty)e (=1,2,0..m)

Si inversement, on peut résoudre ces équations par rapport aux z en
fonction des «’, on dit qu'elles représentent une fransformation, substituant
les ' aux z. Une transformation peut étre considérée, soit comme un
simple changement de wvariables, soit comme une transformation ponctuelle
de lespace R, en un autre espace R,. Ainsi, les équations:

% = xcosa—ysina, -y = xsina 4 ycosa

! BourLEr, loc. cit., p. 52. (Suppl.)
* Soruus Lig, Theorie der Tramsformationsgruppen, Erster Abschnitt, Einleitung.
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représentent, soit un changement de coordonnées rectangulaires, soit une
rotation du plan autour de lorigine.

Etant défini un ensemble de transformations, on dit qu'il constitue
un groupe de tramsformations, si la succession de deux d’entre elles,
effectuées l'une aprés l'autre, constitue encore une transformation de
I'ensemble.

Nous supposerons toujours, avec M. Lir, que toute transformation (1)
d'un groupe vérifie un systéme d’équations aux dérivées partielles entre
X, ,Lyy--., &, dune part, 27, 2;,..., 2, considérées comme fonctions
des variables précédentes et leurs dérivées, d’'autre part, et que, récipro-
quement, toute solution d’'un pareil systéme définit une transformation
du groupe. Nous supposerons en outre que ce systéme n’est formé que
d'équations analytiques par rapport & tous les arguments, variables, fonc-
tions et dérivées qui y figurent, et qu'il est érréductible. Jappellerai
groupe de Lie, un groupe ainsi défini; il est fini ou infini, suivant que
sa transformation générale dépend de constantes ou de fonctions arbitraires;
il est comtinu, c'est-a-dire, que l'on peut passer de I'une quelconque de ses
transformations & une autre par une variation continue de ces arbitraires.

2. Quant au systéme d’équations qui définit les transformations du
groupe (1), je supposerai toujours qu'il est mis sous forme complétement
intégrable, opération que 'on sait effectuer; alors, si le systéme est d’ordre
N, toute équation d’ordre inférieur ou égal & N, que l'on pourrait dé-
duire de ce systéme par des différentiations, suivies de I'élimination des
dérivées d’ordre supérieur a N, est nécessairement une conséquence ana-
lytique des équations de ce systéme; en outre, toute équation d’ordre
supériéur a N, satisfaite par toutes les solutions de ce systéme, se déduit
nécessairement par différentiation des équations de ce systéme. Soit, ce
systéme, formé de p équations:

(2) W@y ooy By Blyeeey By ooy Bigananroer) =0  (=l2up)

en posant:
3a,+a,+...+auw£

’
'.)ahaﬂr"-)aﬂ ay g an *
&y 0%y . . . Ty,



12 Ar. Tresse.

Il comprend g, équations distinctes dordre zéro, s, équations di-
stinctes d’ordre wn , ..., py équations distinctes d’ordre N, c’est-a-dire que,
des py équations d’ordre K, par exemple, on ne peut pas déduire d’équa-
tions d'ordre inférieur par élimination des dérivées d'ordre K; ces ug
équations comprennent d’ailleurs celles qu'on obtient en différentiant les
équations d’ordre K — 1. On a:

P =K +/‘1+"'+ﬂN

et le groupe est fini, si py est égal au nombre des dérivées d’ordre N,
infini, s'1l lui est inférieur.

On pourra d’ailleurs, suivant les cas, supposer le systéme (2) prolongé
jusqua un ordre @ supérieur a N en, lui adjoignant les py,, équations
distinctes d'ordre N + 1, sy, d'ordre N + 2,..., p, d'ordre @, qui se
déduisent des gy équations d'ordre N, par 1, 2,..., § — N dérivations
successives. Quand nous parlerons des équations du systéme (2), d'ordre
au plus égal & K, ce nombre K pourra étre quelconque, inférieur, égal, ou
supérieur a N; et il faudra entendre par la I'ensemble des p, équations
d’ordre o, p, d'ordre 1,..., p, dordre K, qui viennent d'étre formées.

Ces équations peuvent prendre une autre forme qui nous sera utile
dans la suite. Les g, équations d’ordre zéro n’entrainent pas de relation
entre «,,,,...,«, sculement, de sorte qu'elles permettent d’exprimer
un certain nombre des fonctions z;, x;,,..., ., en fonction des autres
et de »,,x,,...,2,; plus généralement, elles permettent d’exprimer
@y, %5, ...,x, en fonction de =z ,z,,...,x, et de g, parameétres,

Vs 4, ..., A, que Jappellerai paramétres dordre zéro:

(on) Ty, = ¢h(x1 y Lgy ooy Xy g ’ (2) RS Ag‘,) . (A=1,2,...,7)

Ensuite, les g, équations du premier ordre donnent certaines des dérivées
du premier ordre en fonction des autres, de x, , z,, ..., ®,, &1, @5, ..., T3
ou mieux, elles donnent les dérivées du premier ordre, en fonction de
X, % T,y Ay Ay A, et de e paramétres nouveaux A;, A :
Ly Hgs e s Ty Ay Apy vy Aoy g P 19 N2y 200y ey
dits paramétres du premier ordre:

oz, 0 30 0 31 qn 1
(Al) Py f*”'h,o,o,...n,...,o(x; yLg s ceey ®yy ALy Agyenny Aeo s ALy Agy ooy Ael)-
T
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Et ainsi de suite, jusqu'a un ordre quelconque K, les dérivées d'ordre K
g'exprimant en fonction de z,,z,,...,z,, des e, paramétres d’ordre zéro,
e, dordre un, ..., et de ey paramétres dordre K, Af, A, ..., A:

, - ) 0 0 3 1 K K
(AK) Ly, tgyennytn = ¢b,a,,az,...,a..('l;1 yreesLyyApgeeey )L.,a 19 0% /15, yoeey Al oeey )*EK)-

A=1,2,...,n) (14 a,+...+an=K)

L'ensemble des équations (4,), (4,), ..., (4, est équivalent au systéme
(2) pris jusqua lordre K.

Dans les fonctions ¢ qui figurent dans ces équations, les paramétres
A sont essentiels, c'est-a-dire qu’il n'existe pas de fonctions des A et de
T,y Ty .., ®,, en nombre infériewr a e, + €, + ... -5, telles que les ¢
puissent s'exprimer a l'aide des z et de ces fonctions seulement. Il en
résulte que les équations (4,) peuvent étre résolues par rapport a A}, 4;,...,4,,
les équations (4,), par rapport a A, A}, ..., A, et ainsi de suite, pour
tout systéme de valeurs des «’ satisfaisant aux équations (2).

Notons en outre qu'on peut toujours trouver au moins une solution
des équations (2), représentée par des fonctions z, z;, ..., «,, qui pren-

nent, ainsi que leurs dérivées, dans le voisinage d'un point quelconque:
T, =, Xy == Xyyy o ooy B = Ty

des valeurs définies par les formules (4), oi I'on donne aux A des valeurs
arbitraires, et aux z, les valeurs z,,, @, , ..., Ly-
3. Cela posé, soit 7' une transformation déterminée, mais quelconque,
du groupe:
T = [i(®,, Tyyonevy &) =1,20m)

et effectuons sur les #’ le changement de fonctions défini par la trans-
formation T%

(3) Ci:=f;(x;;x;’-,x;)

Les &', fonctions de z,,x,, ..., z,, et leurs dérivées, s’expriment en fone-
tion des x’ et de leurs dérivées, et réciproquement, les équations (3) étant
résolubles par rapport & x;,z;,..., z,. Le systéme (2) se change ainsi
en un systéme:

7 TIr oy oy 4 ]
(2) Wh(m17m2’ "')xn’xl’w2""7xn"")x‘i,a;,ug....,a,.’“')=O
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et les équations (4) se transforment en des équations (4'):
’ Tt T 1] 0 0
(AO) xh'—fah(xnxw'“;xn’ 19 2,-“"150)
’ v’ —_— 4 0 1 1 K X
(AK) mh,anaz,.--,an - fph,anaz»-..,a»(xl yeees Ty Ah seey Aso, )‘1’ veey Ae,’ sevy )l PRRRF) AsK)

ot les paramétres A sont encore essentiels dans les fonction ¢, car si leur
nombre pouvait s'abaisser, il en serait de méme, en revenant aux fonc-
tions initiales x’, pour les fonctions ¢.

Toute solution de (2') se déduit d’une solution de (2) par la trans-
formation (3), de sorte que, si

(4) x; = Fy(x, , 2,5 ..., ,) (i=1,2000m)
est la solution générale de (2), celle de (2') est:
(5) o =fF,F,,...,F)=0Glx , 2,,...,%,).

Or, ceci représente la transformation obtenue par la succession des trans-
formations (4), puis (5), toutes deux appartenant au groupe. Par suite,
toute solution de (2') satisfait aussi aux équations:

144 ey oy o ot —_
(27) W@,y ®yy ooy By By By enn s Tiyoves Biga anyees) = O,
systéme qui peut se mettre sous la forme:

” p e o 310 10
(AO) xh - sph(‘,’cl ’ xQ Yyt xn b ; ’ A; Yy v AEo)

v ol . 10 0 31 1 'R 'K)
(‘A‘K) xh,al,ag,...,an - ¢h,anaz,...(ln(x1 PR xn b )1 )y Aso’ 1 9 o0y gy ecey AL 9y Aex

ou figurent ¢, + ¢, + ... + &, paramélres essentiels nouveaux Moy A,
Ay A, oo A5, A5 A tout systéme de valeurs attribuées aux
x et aux A dans les équations (4') correspond donc, dans les équations
(4”) un systéme de valeurs des z et des X, qui rend les seconds membres

de (A”) égaux respectivement a ceux de (4'):
“n 0 0 K
(6) Crranstanan By s ooy Tny Ay ey Byov oy Ay oeiy AD)
— 0 0
- ¢h,a,,a,,...,a..(x1 yeery Tny )‘i LA A;‘,, ety Aix; MR )‘;i)7

les # ayant mémes valeurs dans les deux systémes.
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Ces équations (6) peuvent donc étre résolues par rapport aux A’ et
sont compatibles. Elles donnent pour les différents ordres successifs:

0 0 0 .
A; =] Li (xl y 562 IR xn, Al 9000y Agﬂ), (i=1,2,...,8)

0 0 1 1. :
s Ty My A Ay ey AL) (=1,2,...,5)

'R _ Tk 0 0 1 1 K K\ .
M= LE(@ By eeey Tay By ooy 2, ALy ey Ay ey Ay ey, AR ) =120

ou les fonctions L ne dépendent que des paramétres A, d’ordre au plus
égal a2 K. Inversement on peut résoudre ces équations (7) par rapport
aux A; car, 8il en était autrement, elles entraineraient au moins une rela-
tion de la forme:

0 0 X B __.
O,y Byy ey By Ay ae oy KDy ee ey M5, oo, D) = O,

laquelle serait ainsi conséquence des équations (6). Alors, en substituant
dans les fonctions ¢ les paramétres A’ aux paramétres A, on pourrait,
dans ces fonctions ¢, abaisser le nombre des paramétres en vertu de la
relation précédente; et ceci est impossible, puisque les A sont essentiels
dans les fonctions ¢.

Les formules (7) établissent ainsi l'identité des systémes (4') et (4"),
ou encore I'équivalence des systémes (2') et (2”). Donec:

Théoréme I. Les équations de définition des transformations dun
groupe de Lie restent invariantes lorsquon effectue sur les «', un changement
de fonctions défini par une transformation quelconque du groupe.

4. Par une marche paralléle, on pourrait résoudre les p, équations
d'ordre zéro par rapport aux variables z,,z,,...,x,, car elles ne peu-
vent entrainer de relation entre les fonctions «;, x;, ..., z,, toute trans-
formation ayant nécessairement une inverse. On formerait ainsi un systéme
analogue au systéme (4). En effectuant alors sur les variables indépen-
dantes z,,x,, ..., z,, la transformation inverse de T

x¢=fi@17—w27"'7£n)
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le systéme (2) se changerait en un systéme équivalent au suivant:

o e =~ ’ ’ ’ ’ —
W@,y s sy By By Ty ee s Lny ooy Tigirans o) = O

ou les dérivées «{, , . sont prises par rapport aux variables 7, z,,..., Z,.
Done:

Théoréme II. . Les mémes équations restent invariantes, par un chan-
gement de variables indépendantes, défini par une transformation inverse d'une
transformation quelconque du groupe.

5. Il se déduit de 14 de nouvelles conséquences. Les systémes (2)
et (2) ont mémes solutions, et en particulier, la suivante:

T = fi(®,, X,y . 0vy X,)

corrcspondant & la transformation 7. On peut donc dans (4), disposer
des fonctions F, c'est-d-dire trouver une transformation S du groupe,
de facon que les relations (5) deviennent:

5= f(F, Fy. .o, F) = fi®,, 2, ..y 3)-

Ceci exige:

ce qui fait apparaitre, parmi les transformations du groupe, la transforma-
tion identique. Ensuite, puisqu’il en est ainsi, on peut déterminer § de
facon que l'on ait:
= f(F,, Fy,..., F,) = .
Ceci exige que les fonctions F satisfassent anx identités:
[, F,...,F)=mu«

et alors la transformation S donne:

x,'=f,-(w{,w;,...,x,’,),
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cest-a-dire, qu'elle est inverse de T, transformation arbitraire du groupe.
Done:?

Théoréme III. Tout groupe de Lie contient la transformation identique
et ses transformations sont deux d deux inverses.

Ceci permet d'établir la réciproque des Théorémes I et II. Soit, en
effet, 7', une transformation, qui effectuée sur les fonctions z’:

:E{zﬁ(x{,x;,.,w,’,)

laisse invariant le systéme (2). Ce systéme (2) étant satisfait pour la
transformation identique:

aura donc aussi pour solution:

@=fi(T,, %y ..., T,)

cest-a-dire que le groupe contient la transformation 7. En opérant de
méme pour le changement de variables indépendantes, on voit finale-
ment que:

Théoréme IV. Un groupe de Lie étant défini par le systéme d'équations
aux dérivées partielles, complétement intégrable:

14
(2) W,y Zys ey By By By ey By vey Bl gy ove) = O (=12

la condition nécessaire et suffisante pour que ce groupe contienne ume trams-
formation T, est que cette dernicre, effectuée, soit sur les variables indépen-
dantes x, soit sur les fonctions ', laisse invariant le systéme (2).

! Je dois cette démonstration de cette proposition A 'obligeance de M. ENGEL, qui
a bien voulu me la communiquer. Je répdte d'ailleurs que tous les résultats de ce cha-
pitre sont dus 3 M. LIE, qui les a exposés en particulier dans le mémoire suivant: Die
Grundlagen fiir die Theorie der unendlichen continwirlichen Transformationsgruppen, Tieip-
ziger Berichte, 1891.

Aota mathematicn. 18. Imprimé le 7 octobre 1893. 3
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DEUXIEME PARTIE.

CHAPITRE 1L
Invariants et équations invariantes.’

1. Etant donnée, dans un espace R, & r = n + p dimensions, une
multiplicit¢ M, & » dimensions, définie par p fonctions z,,2,,...,2, de
n variables indépendantes y,,9,,...,%,, je me propose d’étudier les rela-
tions qui existent entre M et les multiplicités qui s'en déduisent lorsqu'on
effectue sur 'espace R, les transformations d'un groupe de Lig, multi-
plicités que jappellerai homologues de M par rapport & ce groupe.

Les # étant les coordonnées d’'un point quelconque de R,, et les o’
celles d’un point de l'espace transformé R, les équations de définition du
groupe définissent les 2’ en fonction des x: il peut d'ailleurs se faire que
les transformations du groupe portent seulement sur un nombre moindre
m de coordonnées, les »r — m autres n'étant pas transformées: cela revient
a considérer un groupe & m variables, %, ,4,,..., %, comme gétendant &

r — m variables de plus, %,,,, ..., #,; il suffit d’'ajouter & ses équations
de définition les suivantes:

Tyl = Bpgrs =+« 5, & =1,

et celles qui s'en déduisent par dérivation.

La multiplicité M est domnnée par I'expression de p des coordonnées,
savoir:

21 = &yt1s 52 = Lpgay - -y ‘zp =X,

en fonction des # = r — p autres:

(I) yl = xl’ y2 =x2’ L R yn=xn'

' Ces deux termes ont ici le sens des expressions souvent employées de invarianis
absolus, et tnvariants relatifs.



Sur les invariants différentiels des groupes continus de transformations. 19

Alors, en transformant R, en R,, p coordonnées, 2, 2, ..., 2, sont fonc-

tions des » autres y{,%;,...,¥,, et représentent la multiplicité trans-
formée M':

. ’ ’
2 = Ty 2 = -’”;4-27 o0y 3;'; = Xy,

(2)

l
l

h = %, Yi=T -, Y=
Comme nous l'avons déja fait, nous classons les équations du groupe

suivant I'ordre, et nous les considérons jusqu'a un ordre quelconque K:

(3) Walto, s ooy @y By ey Bhyonny &f

3 &)ylig;eeeyGr #
*=12,..,0) (Htagt..Ha—=K)

.)=o0

ou encore, en les prenant sous forme paramétrique:

(4,) T = @By yeees By M yeeny A) (i=1,2,.)

’ _ 0 1 K1 K—1
(AK—I) i 0,05 000 = ?i,a,,ag,...,ar(wl y veey Zpy 17 seey Aso An seey As,’ ey Al PERXS AaK 1)
(i=1,2,...,”) (ot azt..Far=K—1)

’ — 0 0 K—1 K
(-AK) xi,a,,az,...,af_sp-i,a,,az, ,a,(m ""7xr7A 13 ¢y Aoi "'}A g aeey Asx 1’ 17'“))% )
(#=12,...,) (4 axt...+ar=K)

Je ferai remarquer que, pour chaque ordre K, le nombre e, des
paramétres A<, ..., AX dépend seulement du nombre m des coordonnées
L, y..., %, les seules transformées, et reste le méme quel que soit le
nombre r — m des autres.

Cela posé, si, dans les équations (2), on remplace les &’ par une
solution quelconque de (3), on obtient:

y;=f1(y1}"'; Yus Bys coes &p)y ooey 3/;';==fn(y1, vy Yny By eney zp)

Zi =ﬁ:+1(y11-“7?/m517--"5p ) ey z;’;=fr(.7/1, veey Yns Bygeeny zp)‘

(4)

Ces relations représentent un changement simultané de variables et de
fonctions, qui met la multiplicité M sous la forme M’. Or, clest un
résultat bien connu de la théorie du changement de variables que les
dérivées des 2/ par rapport aux y peuvent s’exprimer en fonction des
dérivées des z par rapport aux y, et des dérivées des fonctions f; et
que de plus, les dérivées d'un ordre quelconque K des 2/, s'expriment
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en fonction des dérivées d’ordre K et d’ordre inférieur des z et des f.
Ceci tombe en défaut dans le cas seulement on la transformation est telle
qu'il y ait une relation identique entre y;, y;,...,y,, ce qui se produit
lorsque le déterminant des expressions:
n=p
_ % + Z o % (i =1,2,...,m)

Vo oy L L 0sp oy

ou les f ont les valeurs (4), est identiquement nul. Ceci n’a évidemment
lieu que pour des multiplicités déduites de M par des transformations
particuliérés, n’ayant pas lieu dans le cas de M elleméme. Je laisserai
de coté, pour linstant, ces multiplicités particuliéres.

Alors, 'si T'on désigne par 2, 25, ..., 25 les p; dérivées d'ordre K
des z par rapport aux y, et par 2%, 7%, ..., 2, les dérivées correspon-
dantes des #'; puis, si 'on remarque que les dérivées partielles des fonc-
tions f ne sont autre chose que celles des 2’ par rapport aux z, lesquelles
satisfont aux équations (3), on aura les relations suivantes, données par
Uopération du changement de variables et de fonctions (4):

(B)) = By By )
(tagt..Far=1) (E=12,..,m)

. . . .. . . . . . . . . . .

'K WK1 1 K K ’
(BK) Za‘ - ¢i (51’ cey 'zp,’ ""zl [ RCIAL ] sz: LIRS xj,a],ag,...,ar’ . )
(+at...+ar=<K) (i=1)21'-'ﬁx)
Ces formules deviennent, en remplacant les z; .. par les valeurs
4 p T30y yGgyeeesOr

quelles ont en vertu des relations (4), et par une extension de la
notation, suivant laquelle gy, ..., 9,,4, ..., 4 sont représentés par

Aoeeis (o =n+p=r)

o = 1(,0 0 Ll 1 30 0 31 1 -
(01) % _‘wi(zu'--’zpn,zly-0-’3,»1;/11""’15.,’/11"--yze,) @=12,...,p)

Y 1K =K(.0 0 K K 30 0 K KN, 4o
(Co) #* = &} (zl,...,zpo,...,zl,...,sz,/ll,...,).eo,...,Al,...,Asx), G=1,20p)

nous leur adjoindrons les suivantes, qui ne sont autres que les relations
(d4,) avec une notation différente:

(G,) 7' =a0 A, ..., 0,8, ..., A). (G=1,2,.0:100
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Cela fait, supposons que l'on puisse éliminer les A entre ces relations
(C): en général, on pourra toujours choisir, le groupe étant donné, I'espace
R, et la multiplicit¢ M, de telle fagon qu'il en soit ainsi, car le nombre
des paramétres 1 étant fixé, il suffit pour cela de prendre le nombre r — m
des variables #,.,,..., #, suffisamment grand.

Le résultat de cette élimination dépend de la multiplicité M, les 2
et leurs dérivées étant des fonctions données de y,,y,, ..., ¢.; il dépend
de Vordre le plus élévé des déterminants fonctionnels des seconds membres
des équations (C) par rapport aux A, qui ne sont pas identiquement nuls,
quels que soient ces A. Je supposerai d’abord que la multiplicité initiale
M soit la plus générale, a n dimensions, de I'espace R,, c’est-a-dire, qu’elle
ne satisfait & aucune équation aux dérivées partielles donnée a priori: en
particulier, si, dans les équations (C,), (C,), ..., (Cx), l'ordre des déter-
minants fonctionnels considérés, qui ne sont par identiquement nuls pour
toutes les valeurs des arguments 27,...,2,..., 25, ..., 25, est égal &
Sk, ces déterminants d’ordre sy ne s’annulent pas, lorsqu’on y remplace
les 2z et leurs dérivées par leurs valeurs en fonction de y,, ..., ¥,, dé-
finies par la multiplicité M. En d’autres termes, M est telle que I'on
puisse résoudre les équations (C,), (C,), ..., (Cy) par rapport au plus
grand nombre possible de paramétres A°, A', ..., A%

Dans ces conditions, I'élimination se fait par voie progressive. D’abord
on élimine, si c'est possible, les A° entre les équations (C,), puis les A° et
A' entre les équations (C,) et (C,), ce qui reproduit en particulier les
équations obtenues dans lélimination précédente, et ainsi de suite. Le
résultat se présente sous forme -d’équations résolues par rapport A cer-
taines des quantités 2/, 2%, ..., 2% (2, ..., 2, par exemple, pour I'ordre
zéro, 2", ..., &}, pour le premier ordre, ..., 2%, ..., 2,% pour l'ordre K)
en fonction des autres 2'°, 2%, ..., 7% et des 2% 2%, ..., &5

10 0/ ,70 0 0 :
(Dy) 8 =G (tesry. ey 205 2y 1 25) G=12pt0)

N 1/,.,70 70 " 71 0 0 1 1 i on
(D) & =Gy a2 By e 8 By D 2, 2 (=12

'K K410 " 'K 'K 0 0 K K -
(Dx) 25 = G (zﬂ0+,,...,zpo,...,z,LKH,...,sz,zl,...,z,,o,...,z,,...,sz) G=12 )

chaque fonction G ne dépendant que de dérivées d’ordre égal ou in-
férieur & K.
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Il est & remarquer que ce méme résultat aurait pu étre directement
obtenu sous la méme forme, sans passer par l'intermédiaire des équations
(4) et (C), par Yélimination directe des dérivées des «', ;, . . . entre les
équations (B) et les équations de définition (3), classées sulvant les ordres
0,1,..., K.

Inversement, si M’ est homologue de M, toute relation différentielle
d’ordre K entre M’ et M est une conséquence des équations (D,), (D,),
..vy (Dy), si elle a licu quelle que soit ceite multiplicité homologue M.

Soit, en effet, cette relation:

0 K K 0 70 'K ’ —_—
Y CURPITE AN NN Y TRUREY ACUPREE A yeees @pt) = O.

A tout élément particulier de M, représenté par les valeurs numériques
de ses coordonnées, correspond un élément de M, dont les valeurs nu-
mériques sont données par les équations (C), ou les A, avons-nous vu, ont
des valewrs arbitraires. Ces deux systémes de coordonnées de M et de M,
satisfont, quels que soient les A, & la relation J = o. Celle-ci est donc
une conséquence des équations (C), ou encore, puiqu’elle est indépendante
des 1, des équations (D), qui se déduisent des (C) par I'élimination des A.

2. Ces équations (D) jouissent de propriétés remarquables. D’abord,
M pouvant étre i elleeméme son homologue par la transformation iden-
tique, elles sont identiquement satisfaites, quand on y fait, pour toutes les
valeurs des indices ¢ et K:

2K = 2.

Considérons ensuite deux multiplicités homologues de M, quelconques,
M et M”. D'aprés la propriété de groupe, M’ est aussi homologue de
M”. On verra plus loin que si I'on.substitue M” a M dans les équa-
tions (C), I'élimination des A se fait de la méme maniére. On peut donc

établir entre M” et M’ les mémes relations qu'entre M et M, savoir:
ho____ h 110 710 11h 1R
AN e A CATMU A (Y 4 LRI A AITITTY A8
B=0,0,2,.,K)  (i=1,2,u..,13)

Celles-ci, comparées aux équations (D), donnent:

th h 0 0 )3 )
(5) G20 15 s 2y ooy Bty eees 2oy 8y eey By ves By eees Z)

h 120 rh 7
= G211y .- ey Bpy veey Buityenes Bony By enes 2o N AL 4
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Cela étant, considérons les valeurs numériques de trois éléments
correspondants de M, M’ et M": elles satisfont & ces relations (5). Celles
de M et M" étant choisies, on peut prendre, pour celles de M, les valeurs
fournies par les formules (C), ou Yon attribue aux A des valeurs ar-
bitraires: cela revient a dire qu'on peut choisir arbitrairement les valeurs
[ R AMPPINN ASY AT TI A 5K 1y - .05 2,5, les autres coordonnées
étant alors données par les formules (D). Les relations (5), considérées
comme ayant lieu entre deux éléments correspondants de M et M”, ont
donc lieu quelles que soient les valeurs des #* qui y figurent: c'est dire

qu'elles sont indépendantes de ces quantités. Par conséquent si I'on pose:
(] 0 h h
ZiE) s oy By By, )
e h {0 0 A h 0 0 h h
== G (Cpprs e ovs Cogs vy Cogryenn, Chy@lyenesZoyeees@iyeesh)
ou les ¢ sont des constantes arbitraires’, les équations (5) se réduisent a:

(Y 0 h A\ ___ 1Zh(,110 110 1h )
ZHE s ey By s By ) =20, 8 8.

(h=0,1,...,K) (E=1,2,...ptn)

Elles ont lien quelle que soit la multiplicité M", homologue de M,
de sorte qu'on a aussi, entre M et M’:

(E,) VAL CH 1 = 2} ..., 2 =120 100
() By ey ) = 2oy 20y Aoy ) Gt
(Ep ZE@ s By 8l eens ) = ZE(2s ooy 2y ey 215, ey K)ol

Les fonctions Z, d’aprés leur définition, se réduisent respectivement
S »0 0 1 1 K KX ’ 3
B 2y eerZuy Aoy BuyseenyBlyery i, lorsquon y fait

0 — 0 0 —
Zﬂ“+1—0.uo+1, ¢+ . 9 Zpo—C ] o o e 3 F4 = C

Px (73

Il en résulte que les équations (E) sont indépendantes. Elles doivent en
outre étre des conséquences des équations (D); et par suite, elles forment
un systéme équivalent au systéme (D).

! Les valeurs des constantes ¢ sont asujetties seulement A laisser holomorphes les
fonotions Q.
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Ces fonctions Z sont appelées invariants de la multiplicité M, relatifs

au groupe de transformations considéré.
~ Je dis que, de plus, tout invariant d'ordre K, H(2],..., 25,0 s 2 eees 25

est une fonction des invariants Z},..., 2, ..., &5, ..., Z{, dordre K
ou d’ordre inférieur qui viennent d’étre obtenus.

En effet, d'aprés la définition de H, on aura, quelles que soient les
deux multiplicités M et M’ se déduisant 'une de Vautre par une trans-
formation du ‘groupe:

0 0 K K 70 ’0 1K ’
H(ly ooy 8y ey 28, 0e-s ) =H{'y o0y 8), .00, 8 yoeey Zph)

et cette relation, d'ordre K, sera nécessairement une conséquence des équa-
tions (D,), (D,), - .-, (Dx), ou encore, des équations (E,), (E,), ..., (Ex)-
En résolvant ces derniéres par rapport aux quantités z/, pour les porter
dans H(z®, ..., 20, ..., 4%, ..., 2%), il faudra donc que les 2* disparais-
- . - - . 0 0 K K
sent, ce qui exige bien que H soit une fonction de Z3,...,Z,,..., 21 yeres Ly o
De 14 cette proposition:

Théoréme I. Lorsquune multiplicité M, soumise aux transformations
d'un groupe de Lie, admet des invariants, ceux d'un ordre quelconque K ou
d'ordre infériewr sont fonctions d'un nombre limité d'entre eux; et ces derniers
peuvent se déduire, & Uaide de différentiations et déliminations seulement, des
équations de définition du groupe.

Toute relation - différentielle dordre K existant entre M et toute mulli-
plicité homologue M, est ume conséquence des relations obtenues en égalant
entre eux les inwvariants distincts d'ordre K et d'ordre infériewr, de M et de M'.

3. Equations invariantes. Dans ce qui précéde, on a supposé que
M était une multiplicité générale, de telle facon que l'on pouvait résoudre
les équations (C,), (C,), ..., (Cy) par rapport au plus grand nombre
possible de paramétres A% A% ..., A¥. Les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour que ce nombre s'abaisse g'expriment par des relations ob-
tenues en annulant identiquement, quels que soient les A, les déterminants
fonctionnels d'un certain ordre des seconds membres des équations (C,),
(C),...,(Cx) par rapport aux A. On obtient ainsi un systeme d'équa-
tions, ou, plus généralement, plusieurs systémes distincts, les conditions
cherchées étant que M satisfasse 4 I'un quelconque d’entre eux.
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Soit done, Yun de ces systémes:
0 0, 1 K K\ __ L .
(6) (];(Zl y ooy Zp“ ) Zl y e ey zpl gy oo ey 21 g ey ZPK = O (7’_1'2”'”(’-1(}

et supposons que la multiplicité initiale satisfasse & ce systéme: jappelle
alors M, multiplicité particuliére, et je dis que toute multiplicité I, trans-
formée de M, satisfait au méme systéme (6), qui pourra étre appelé
systeme d'équations invariantes par rapport au groupe de transformations.

En effet, remarquons d’abord que 'élimination des A entre les équa-
tions (C,), (C,), ..., (Cx) donne dans cette hypothése entre M et M, cer-
taines relations différentielles dont le nombre est supérieur & celui que
Pon obtient dans le cas général, et n'est pas nul. Ces relations sont
d’ailleurs indépendantes, et se présentent sous la méme forme que le
équations (D): appelons-les (A}, (A,), ..., (Ap). : '

Cela étant, considérons une troisiéme multiplicité M”, homologue de
M et cherchons les relations .qui existent entre M’ et M”. Soient z,,
€y, ..., %, les coordonnées d’un point de M, zi,x;,..., «. celles dun
point de M’ et z;’, ..., x,/, celles d'un point de M”. Nous regarderons
M"” comme une représentation analytique nouvelle de la multiplicité A7,
obtenue en faisant le changement de variables indépendantes et de fonctions:

' =fi(®, %, ..., %,) (i=1,2,..7)

défini . par la transformation qui fait passer de M & M”. On sait (1%°
partie, ch. II) qu'on peut lui assoeier un changement de paramétres:

B D@y e @y By ey Koy, Ry 2A) (i)

i=1,2,...,¢n
de telle fagon que les équations qui se déduisent des (4) en substituant
comme coordonnées les z” aux @, s'obtiennent simplement, en remplacgant
dans (4) les « et A par les 2" et A” correspondants. Elles deviennent
ainsi:

ot 0 0 » p
n) 7 1 310 . 11 1 S1ih
(4 e = L @1y ey Ty A AL A L AN
1a e %a,,...a( 197Xy Ay s Azy s s Ay ey Ay
oxy . B, e *

*r=1,2.,E)  (=1,2,..,7) (gy+ost..tar=h)

D’autre part, le changement de variables et de fonctions qui met M sous
Acta mathematice. 18. Imprimé le 10 octobre 1898. 4
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la forme M”, donne les relations suivantes, analogues des (B) et ayant
nécessairement méme forme:

?ha;
u) 1h h ’r rr th 11h )
(B") 2 —~¢i<z,,...,z ey Bt et )
) y &1 3 Y “on 9 s " o )
' AR Y
(=1, ) G=1,20000p))

de telle sorte que M’ se rattache a 1" par les relations suivantes (C”)
qui ont encore méme forme que (C):

Yrr th __ »~=h 10 11Q rth rth 1o 10 ’ rrh [ K
((/) “ ““W(Zl yeers oy neey Bl oy ecey By Ay ey ‘507"'))‘1 )"'))Ls;.)' )

(h=0,1,...,K) (t=1,2,...,1)

Les relations entre M’ et M” s'obtiendraient en éliminant les A” entre
ces équations C”. Or, entre M et M, on a, jusqu'a l'ordre K, les rela-
tions indépendantes (A.), (A,), ..., (Ag); si, dans ces derni¢res on rem-
place les éléments de MM, par leurs valeurs, sous la forme M", elles de-
viennent des relations entre M’ et M”, (AY),(AY), ..., (AZ), qui
restent indépendantes, étant toujours résolues par rapport aux mémes
quantités z*. L’élimination des A entre (Cy), (CY), ..., (C¥) entraine
donc les relations indépendantes (A{), (A}, ..., (AY), et par suite,
(M) est telle que les équations (C”') ne sont pas résolubles par rapport
au nombre maximum de paramétres A, sans quoi, il ne pourrait exister
entre M’ et M’ qu'un nombre moindre de relations indépendantes.

Cette conclusion subsistant, quelle que soit ", homologue de 2, il
faut donc que le systéme (6) ou l'un des systémes analogues soit satis-
fait par M”, indépendamment des arbitraires dont dépend celle-ci; et ce
fait ne peut avoir lieu que pour le systéme (6) lui-méme, le seul qui
soit satisfait quand on prend pour M”, la multiplicité M elle-méme, qui
correspond & la transformnation identique. En particulier, on voit bien que
deux multiplicités homologues, sont ou générales, ou particuliéres, en méme
temps, résultat auquel nous avons fait appel précédemment (§ 2, page 22).

4. L'étude des multiplicités satisfaisant & un systéme invariant d'équa-
tions se fera de la méme maniére que celle des multiplicités générales.
Les coordonnées des éléments de pareilles multiplicités satisfont an systéme
(6), et, pour les ordres supérieurs, aux équations qui s'en déduisent par
dérivation. Ces coordonnées s'expriment donc en fonction d’un certain
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nombre d’entre elles, .ou de certains paramétres, pris comme nouvelles
coordonnées. On peut ainsi transformer les équations (B) et (C) de fagon
& n'y laisser figurer que ces nouvelles coordonnées. De 1a une seconde
classification de ces multiplicités, en multiplicités générales qui ne satisfont
a aucune équation nouvelle donnée a priori, et en multiplicités particulicres.
Pour les premiéres, l'élimination des A entre les équations (C) donne,
sil y a lien, des relations, analogues aux équations (E) entre des invariants
des deux multiplicités; les secondes sont définies par des systémes d'équa-
tions invariantes entre les coordonnées d'une méme multiplicité; et ainsi
de suite. Ces divisions et subdivisions ne peuvent d’ailleurs pas se pro-
Ionger indéfiniment: on ne peut concevoir, en effet, qu'il y ait un nombre
illimité de relations entre les coordonnées d’ordre K ou d’ordre inférieur,
ces coordonnées étant en nombre fini.

Cette classification effectuée, on est en mesure d’établir toutes les
équations aux dérivées partielles d'un ordre quelconque K et d’ordre in-
férieur auxquelles satisfont les multiplicités M, transformées d’une multi-
plicité initiale, M, donnée. D'abord, ces équations comprennent toutes
les équations invariantes auxquelles satisfait /. Quant aux autres, elles
sont satisfaites pour toutes les valeurs des quantités 2% 2%, ..., 2 don-
nées par les formules (C); elles sont donc des conséquences des équatipns
(E) (ou des équations analogues, quand I n’est pas une multiplicité gé-
nérale). Dans ces équations (E), les quantités 2° 2',..., 2% qui y figurent
sont des fonctions données des r variables indépendantes ¥, ,¥,, ..., ¥,
I’élimination de ces derniéres, si elle est possible, donnera enfin des rela-
tions de la forme suivante, auxquelles satisfont les multiplicités 2/

D2}y oy Zhy e s Zy)s oo Zfy oo Zf) =0
ot les Z sont pris en fonction des quantités 2% 2%, ..., #/%.

On obtient ainsi toutes les équations cherchées, d’olt la proposition
suivante qui compléte la précédente:

Théoréme II. Etant donnée une multiplicité M, que Uon soumet &
toutes les transformations dun groupe de Lie, les multiplicités homologues M’
satisfont & des équations aux dérivées partielles qui sont de deux sortes. Ces
équations s obtiennent en exprimant pour les unes, que M satisfuit aux mémes
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systémes d’équations invariantes que M, pour les autres, que les in-
variants de M sont liés par les mémes relations que ceux de M.

Ces équations invariantes et ces invariants se déduisent d'ailleurs
par de simples différentiations et éliminations des équations de définition
dw groupe.

5. Remarque. Nous avons exclu de notre analyse, parmi les multi-
plicités A, transformées de A/, celles pour lesquelles u,y;, ..., y, sont
liées entre clles par une relation, et ne peuvent plus étre prises comme
variables indépendantes. Il est bien évident par raison de continuité, que
les invariants absolus et les équations invariantes ne cessent pas d’avoir
un sens dans ce cas.

En effet, les quantités y;, ..., 9., 2,..., 4, fonctions de y,, ..., y,,
Z ,...,2, ne cessent pas de représenter une multiplicité a » dimensions,
sans quoi, en repassant de M a M par la transformation inverse, on
trouverait que 3 a moins de » dimensions distinctes. Il est donc possible
de prendre comme variables indépendantes, dans A/, » quantités distinctes
parmi yi, ..., Yn, 41, ...,%,. Alors toute expression différentielle ou
Yi,-..,y, sont les variables indépendantes se transforme en une expres-
gion nouvelle ayant un sens bien défini. Les invariants et équations in-
variantes subsistent encore avec ces nouvelles variables, et, en particulier
dans le cas des multiplicités M’ qui avaient été précédemment exclues.

Par exemple, considérons, dans le plan, le groupe des rotations au-
tour de lorigine. Une courbe définie par une fonction 2, de y, admet

pour invariant
I ( dz z)
— e (Y7 —
Vg
dy/

qui représente la distance & l'origine de la tangente au point y, 2. Notre

analyse tombe en défaut, lorsque la courbe en y, z se transforme en une
, J Y,

courbe en y', 2, pour laquelle on aurait y' = const. Mais, en prenant z

pour variable indépendante, l'invariant considéré devient:

VA
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expression qui pour la courbe y’ = const. se réduit & . On a donc,
entre la courbe en y, 2z, et cette courbe particuliére qui est une de ses
transformées, la relation:

i)
Vi ()

6. Exemple. Considérons le groupe des mouvements dans un plan,
dont la transformation générale est:

’

x; = a + x, cosa — x, sina,

%y = b+ x, sina 4 x, cosa

ou a,b,a sont des constantes arbitraires. Les équations de définition
(4) sont ici:

, o, . ox, . oz,
— == COsa, 7=~—’Slna, 5;: sinea, 3—.77 = CO8 U

2

les dérivées d’ordre supérieur étant toutes nulles, A , 4, et a étant trois
parametres arbitraires.
Effectuons ces transformations sur une courbe définie par une fonc-
tion # de y; la courbe transformée sera définie par une fonction 2’ de y’
en posant:
y=ux, Z = U,

ylzx{) g = ¥

et on a:
3z, o, ds

i o, oz, dy
dy’ o | 3, ds

x, o, dy
En tenant compte immédiatement des équations de définition, ceci donne,
comme équations (C):

gina 4 cosa@—
) dz dy
( 1 dy’ . dz

CO8 ¢ — sina——

dy
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et, pour le second ordre:

dx, 9xy Bk, °x\ diz a2
o o Gwmma)w &
2 ay (_a_x_; + or, d‘i)B (cos a — sin adi>3
oz, oz, dy dy,

La premiére équation donne:

1

dz\*\2

. dz . dz 1+ <_> >
COSa—smad—”_sma +-cosa@ ( dy

I - dZ, d,g’ # %

dy’ <I + <—dy’) )

de sorte que 'élimination de a donne:

(D)

équation qui se met sous la forme:

(5) (r+ @) ) =G+ )

o l'on voit apparaitre linvariant bien connu, donné par la courbure
de la courbe.

Le calcul tombe en défaut dans le cas ou (C,) n'est plus résoluble
par rapport a a, c'est-a-dire, lorsque on a:

? /de .odz\? . dz\* 1
@(@) = [(cosa——smaOTy) + <sma -+ cosa@) J(———-——-&Z—y
cosa — sina——
dz\*
'+ ()

d./
(

= 0.
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- . dz\? , . . . . .
I’équation 1 4 ay) = 0 est une équation wnvariante, qui entraine

2\ 2
bien 1 4 <%> = 0: elle représente les deux systémes de droites isotropes

qui jouent donc le rdle de courbes particuliéres par rapport aux trans-
formations considérées.

7. Application. Reprenons les équations de définition d'un groupe
de transformations, entre les m variables z ,z,,..., 2, et leurs m fonc-
tions «},®;,..., 2, Adjoignons-leur m nouvelles coordonnées, mnon
transformées, en posant:

(7) Wy = Uy, Wy == Ugy « oy Uy =1

et faisons porter la transformation sur une multiplicité définie par les m
fonctions «,, #,, ..., x, des m variables indépendantes wu, , u,, ..., u,.

La théorie générale, reprise sur cet exemple, montre que les équa-
tions (C) comprennent, en outre des équations (7), d’autres équations ex-
primant %, x5, ..., %, et lears dérivées par rapport a w;, u;, ..., u,,
en fonction des paramétres A, des fonctions z,, z,, ..., 2,, et des dérivées
de celles-ci par rapport & w,, u,,...,u,, ces expressions étant en outre
indépendantes de wu, , Uy, ooy Uy

Il en résulte que les équations (F) sont, dans le cas d'une multi-
plicité initiale géuérale, de la forme:

uzf = u,, G=1,2,...,m)
0 ’ ’ N (il .
Sy, 05,0y x0) =Ji(@,, 2., ..., 2,) =12, tt0)
s ’
JN ’ o1 3Ly, ath
iAW1y ey Ty oo oy MRS ray 1w ?
DUy QUL v ee DUy,

el Ny

= Jf"(m ey By ey, —— 2 ) =1

I » Ymos ’ L ’ o am ? "
Qi oy 2y,

ou les invariants J sont indépendants des variables u,, ..., u,.
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En particulier, supposons que la multiplicité initiale M soit la
suivante:

T, = u Ty = Uyy « oy L, = U,

Alors si

X = [, Tyyer vy ) d=1.2,..,m)
définit la transformation générale du groupe, la multiplicité M sera:
a; = fi(ul, wyy ooy up). (i=1,2,...,m)

M ne cesse d'ailleurs pas d’étre une multiplicité générale, car alors les
équations (C) se confondent, & la notation prés, avec les équations (4):
et celles-ci sont résolubles par rapport a tous les paramétres A, sans quoi
ces paramétres cesseraient d'étre essentiels. D’autre part, I'élimination,
entre les équations (E), des varjables indépendantes w, , w,, ..., u, de M
est immédiate, et par suite, I’ satisfait, jusqua l'ordre N, aux seules
équations suivantes, qtﬁ sont donc, sous une autre forme, les équations
de définition du groupe:

0 0 .
Sy, xy, o2 =, x5, ..., 1) (= 1,200,100

a7, 1y W 1

J} <:c’ z = — = ;X , X X (t=1,2,...,8)
l . . b 3 e o s 0 y y e 2 tiat ] »

) b 2 n ax‘ 3 axk b ’ 1,( 1 2 ’ m)

(8)
N ’ ’ 7 N . n
Ji (xl A I m’i,al,ag,...,am y ') == aé (x1) wg? et mm) G=1,2,....5)
ou les a représentent ce que devienment les J quand on y fait:
’ ’ .
Ty = %y, Ta = T3, =+ . « 5 Ty =17,

Done:

Théoréme III. Les équations de définition des transformations dun
groupe de Lie s'obtiennent en exprimant que certaines fonctions J, de x;,
voo, @, et de lewrs dérivées par rapport & ..., %, sont identiquement
égales aux expressions qu'on en déduit em y attribuant aux x' les valeurs
quelles ont pour la transformation identique.
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Ces invariants J jouent un rdle capital. On vient de voir qu'ils
restent inaltérés si on effectue sur les 2’ un changement de fonctions
défini par une transformation du groupe; d'oul en se reportant au
théoréme IV (1*° partie, ch. II):

Théorédme IV. La condition nécessaire et suffisante pour quwune trans-
formation appartienne aw groupe défini par les équations (8) est qu'elle laisse
invariantes les expressions J, quand on effectue sur les «' un changement de
fonctions défini par cette transformation.

CHAPITRE IIL

Les invariants et équations invariantes, définis a Uaide des
transformations infinitésimales d’un groupe de Lie.

1. Considérons les groupes, dits & wm paramétre, dont les trans-
formations dépendent d'une seule constante arbitraire. Sil y a n va-
riables, les équations de définition comprendront #» — 1 équations d’ordre
zéro, de la forme:

J;(w; s &gy ey .’B;) = L(xl y Lyy o vy xn) (i=2,3,.m)

ou les » — 1 fonctions Ji(z,, 2,, ..., 2,) sont distinctes entre elles et de
l'une au moins, &, par exemple, des variables «,, x,, ..., z,. Pour les
ordres supérieurs, il y a autant d’équations que de dérivées.
En posant:
X =Jd(=x,2,,..., 2,

(i=2,3,...,n)

la transformation générale du groupe sera donc de la forme suivante:

x, = flz,, X;,..., X,, q)

n

X = X

i )
Acta mathematica. 18. Imprimé.le 10 octobre 1898. 5

(i=2,3,...,n)
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avec la constante arbitraire a. La premiére équation peut étre résolue
par rapport & a:

(1) o@,r,X,..., X))=a
et la fonction @ sera telle que l'équation (1) combinée a:
(2) o, 2z, X, ..., X)=10

entrainera:
!
w(x1,7x1’X2; sy Xn) == C,

¢ étant une nouvelle constante, et cela, quelles que soient les constantes
a et b. Ceci veut dire que les équations homogénes en dw, , dz;, dzy

w (031 ,

z,) aw(xl, 1)
v dry 4 — Py dx

1:::0’
1

dw (-7/'1 xl) (xl xl)
3 d 1 b d — 0
Tox + — 7 | )

aw(xl‘,’—@dx"—i- dw(x), x‘)dx -0
77 1 1

az; oz,

sont compatibles quels que soient z,, 2;,#’. D’ou l'identité:

P (x; ’i;) sz, x,)
oy oz, , x,) 3 oy -Bw(x; XA o
dw (), x{) o, do (!, x,) o,
oz A

1

Cette identité subsistant si on attribue & z; une valeur numérique quel-

conque, la fonction w(zi, #,, X,,..., X,) satisfait donc a une équation
de la forme suivante:

' 9 ?
0@, Xy ey XYo@, Xy vy X))o =

o, " 3z,
et par suite, 'équation (1) peut s'écrire:
J@, Xy oo, X)) —Ji(x,, X;, .00, X)) =t

ou ¢ est une nouvelle constante, fonction de a.
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oz, %, X,,..., X,) dépendant nécessairement de 2| et de z,, il
en est de méme de J (z,, X,,..., X,) relativement & x, et, par suite,
en posant:

X =J(x,X,..., X,), X =y, X5, ..., X)),

X, X,,..., X, seront indépendants, et on a:
X; = Xl + t.
Done:?

Théordme I. On peut, par un choix convenable de coordonnées, mettre
la transformation générale d'un groupe de Lie ¢ un pargmétre sous la forme:

(3) X=X, 4+t X=X, ..., X,=2X,

on t est une constante arbitraire.

2. On retrouve ainsi une des propriétés, aujourd’hui bien classiques,
des groupes & un paramétre. On pourrait en déduire les autres. Je
remarquerai seulement, que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'une fonction f(X , X,,..., X,) soit un invariant de ce groupe, est
que Y'on ait

?
 —o.
X,
En retournant aux coordonnées z,,x,,...,%,, on trouve:

%zél(ml,w25...,xn);£+ oo+ En(xl,xg,...,xn)%,
expression qu'on représente par Xf.

La transformation (3), pour &= o, est la fransformation identique;
pour ¢ ayant une valeur infiniment petite of, elle est dite {ransformation
infinitésimale, et attribue 4 une fonction f(z,, #,, ..., %,) un accroissement
dont le premier terme est précisément Xf. d¢.

' Lie, Theorie der Transformationsgruppen, I, chap. 3, p. 49.
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Le symbole Xf caractérise complétement la transformation infinité-
simale et son groupe 4 un paramétre.

La condition pour qu'une founction soit un invariant du groupe est
qu’elle satisfasse & 'équation

Xf = o,
et, de méme, pour qu'un systéme d’équations:

f1=0, f2=0, ce., =0,

admette les transformations du groupe, il faut et il suffit que ce systéme
entraine:

Xf, =0, Xf,=o0, ..., Xf=o.

3. Ceci rappelé, nous distinguerons, avec M. Lig, entre une ¢rans-
formation infinitésimale, ainsi déduite d’'un groupe & un paramétre, et une
transformation infiniment petite:

(4) wi=wx+ . & ,x,,...,2,)F ot e, mp,...,2) + ...

ou les termes d’ordre supérieur au premier n'ont pas avec ceux du
premier ordre la méme dépendance que dans une transformation infinité-
simale, et ne sont pas nécessairement déterminés par eux.

Pour exprimer qu’une telle transformation (4) appartient au groupe
de Liz défini par les équations (8) du chap. I, adjoignons aux formules
(4), les suivantes qui s'en déduisent par différentiation:

z%=sm+o“t.% |
. €y = O pour ¢ =
(s) o = 1

’ A .
wi,al,az,...,an - Ot . Ei,a,,ag,...,a.. + ey

* Ib., ch. 7, p. 108. Le systtme d’équations est supposé ne pas annuler tous les
déterminants fonctionnels d'ordre I de f,,/, - -+ fi-
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on trouve aingi, en écrivant que les' équations de définition sont satis-
faites, jusqu'aux termes du premier ordre, que les & sont assujettis aux
seules relations suivantes, linéaires et homogénes par rapport aux & et a
leurs dérivées:

0
Z <9_J_f) . E =0 E=1,2,...,10)
- \3%; /o

J

aJé) ad; 3

— . —_— e — == 0 ('=172:---1 )
Z <9xj oE’ + Z oz; | oy z ;
J stk —_—

(6) 3x,/ o

oy oy .
E (37”]7_>o éj + e + Z (w>o ) Ej'al"zz:---,an =0 (=1,2.0sp13)

7
axj,al,ag,...,an

ou l'indice inférieur o indique que I'on prend les valeurs des dérivées
des J pour

, ax,-

’
Xy = Xy,

8-%‘;4 = ej’f"’ et wjzaham"-)an = 0.

A un autre point de vue (chap. I, théor. IV), il suffit aussi d’exprimer
que la transformation (4), ou les &’ et les x sont deux systémes de n
fonctions des mémes variables indépendantes w,, u,, ..., u,, laisse in-
-variantes les expressions J°, J, ..., J¥, fonctions des z et de leurs déri-
vées par rapport aux . En calculant, & I'aide de (4), les expressions
des dérivées des #/, les termes du premier ordre obtenus sont les mémes
que ceux qui se déduiraient d’'une transformation infinitésimale entre les
x et leurs dérivées par rapport aux u:

of - of
=Y el 4 4
f - Elaxi + + St,al,@,...,% ax{,a,,az,...,an

T ?
ou l'on pose:
ain
Loy apestn = ar e am aant
dus dug? . . . duy

Les &,.,. . sont des fonctions bien déterminées, lorsque les & sont don-
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nés, des z et de leurs dérivées, et X™f n'est autre chose que la frans-
formation prolongée,’ jusqu'a Vordre N de

Les & sont donc assujettis & satisfaire aux identités suivantés, par rapport
aux z et leurs dérivées:

X' =0, XOJ'=o0, ..., X®J¥_o.
7

Or, ces mémes relations expriment que les J admettent la transformation
infinitésimale Xf, et par suite, son groupe & un paramétre.

Le raisonnement suppose d'ailleurs seulement que les & sont, dans
(4), les coefficients des termes d’ordre le moins élévé. Donc:

Théoréme II. Etant donnée une tramsformation infiniment petite @'un
groupe de Lie, la transformation infinitésimale définie par ses termes dordre

le moins élévé, et som groupe & un paramétre apparticnnent aussi au groupe
de Lie?

Soit cette transformation infinitésimale, ayant mémes termes du
premier ordre que (4):

Zy=1m; 4 . &(x, , 2,0, %)+ ... (=1,2,...m)
on aura:

x=1u, 4 0t*. 6,(x,, 2,5 ..., %)+ ...

ou en exprimant les seconds membres en fonction de z,, 7,, ..., &,:
- s _ _
w, =a; + 0*. ,(x, , Tyy ..., T) F ..

Pour les mémes raisons que tout & I'heure, la transformation infinitésimale:

Yf=Z Bi(ml,x,,...,x,,)?i

ox;

' Lie, Transformationsgruppen, 1, ch. 25, p. 523. — Je suppose connus ici tous
les résultats exposés dans ce chapitre.
* Lig, Die Grundlagen, ete., p. 342.
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appartient encore au groupe; et ainsi de suite. On peut donc considérer
la transformation infiniment petite (4), en ce qui concerne au moins ses
termes pris jusqud un ordre infinitésimal quelconque, comme oblenue en
effectuant successivement un certain nombre de transformations infinitésimales
du groupe.

Il y a plus, si Xf et Yf appartiennent toutes deux au groupe,
X®Mf et YMF satisfont toutes deux aux équations (7), et par suite, aussi
(XM Y®),  Cette derniére, étant, comme on sait,’ la transformation pro-
longée de (XY), la transformation infinitésimale (XY) appartient au
groupe. Donc:

Théoréme III. Si les deux transformations infinitésimales Xf et Yf
appartiennent & un groupe de Lie, il en est de méme de leur crochet (XY).?

4. Cette propriété du systéme d’équations (6) permet de retrouver
les invariants dont on a établi l'existence, par une marche tout a fait
paralléle & celle déja suivie.

Reprenons, en effet, un systéme de p fonctions z,2,,...,2, de n
variables indépendantes, ¥, ,%,, ..., ¥,, les r = n - p quantités y et 2
n’étant autre chose que 2,,%,,...,%, Considérons une transformation
infinitésimale quelconque:

i=p

Xf=2ﬂi(y1’-.-,yn’21,.-. 3y+2cyl’°"’y”7z
=1 *

Zp) ,‘)—z@

et, en calculant les variations qu’elle fait subir aux dérivées des 2z, par
rapport aux y, prolongeons-la jusqu'a un ordre quelconque K

§= i=pg
3]" af
X 1 K)
f= Z zay+2¢ +Z¢;‘ P+ +;<:;<

' Li, Transformationsgruppen, I, chap. 25, p. 547.

* Lie, Die Grundlagen, etc., p. 348. — Dans le cas d'un groupe fini, les trans-
formations infinitésimales du groupe sont des fonctions linéaires A coefficients constants
d’un certain nombre d'entre elles X,f, X,f, ..., X,f, et ce théordme établit I'existence

des relations:

(Xi Xl’) = ; Ciks ch-



40 Ar. Tresse.

Les y et z étant égaux aux coordonnées z, nous égalerons les » et {aux
& correspondants, ceux qui sont relatifs aux variables non transformées,
gil y en a, étant égalés a zéro. Alors, les & satisfaisant aux relations
(6) et & celles qui s'en déduisent par dérivation, on peut, jusqu'a l'ordre
K, exprimer un certain nombre de & et de leurs dérivées, en fonction
linéaire et homogéne des autres, qui restent arbitraires, et on trouve ainsi,
X®f étant linéaire et homogéne par rapport aux & et leurs dérivées:

i=g, i=g =k

8) XOf =L EXf + ZEX M+ .o + L Xef

ou les Xg,f sont des transformations infinitésimales bien déterminées, par
rapport aux ¥, 2, et aux dérivées des 2z et les & des coefficients ar-
bitraires.

Toute fonction des y, des z et de leurs dérivées jusqu's l'ordre K,
ou tout systéme d’équations entre ces mémes quantités qui admet toutes les
transformations infinitésimales du groupe, admet donc les transformations

(9) Xo,if; Xl,if) e vy XK,if

et réciproquement.

Les équations obtenues en égalant & zéro les expressions (9) forment
dailleurs un systéme complet. En effet, si X®f et Y®f appartiennent
toutes deux a la forme (8), nous savons qu’il en est de méme de leur
crochet (X®Y®), quels que soient au reste les coefficients de X®f et
de Y®f. En particulier, (Xg;, Xg,) appartient donc & cette forme (8):
c'est donc bien une combinaison linéaire et homogéne de transforma-
tions (9).

5. Je dis que, de cette maniére, on n’obtient pas d'invariants di-
stincts de ceux obtenus par le procédé du chapitre précédent. ILn effet,
d’abord, ces nouveaux invariants admettent une transformation infiniment
petite quelconque du groupe, car l'expression obtenue en faisant une telle
transformation sur 'un d'eux, est, jusqu'a un ordre infinitésimal quelconque,
la méme que si on effectuait successivement plusieurs transformations in-
finitésimales. Elle ne différe donc de linvariant que de quantités dont
Pordre peut étre pris arbitrairement, et par suite, lui est identique.



Sur les invariants différentiels des groupes continus de transformations. 41

Or, en se reportant aux équations (4) du chapitre précédent, une
transformation infiniment petite s'obtient en attribuant aux paramétres 2
des wvaleurs arbitraires, assujetties seulement & étre infiniment voisines de
celles qu'elles ont dans le cas de la transformation identique. Tout in-
variant ou équation invariante admettant les transformations (9) est donc
indépendant de ces arbitraires, et se confond bien avec un invariant ou
une équation invariante, obtenue par le premier procédé. Donc:

Théoréme IV. Les invariants dun groupe de Lie pewvent sobtenir par
la recherche des solutions communes & un systéme complet d équations linéaires
aux dérivées partiellés; la formation de ce systéme résulte immédiatement des
équations de définition des tramsformations infinitésimales du groupe.

Les systémes d'équations invariantes sont ceux qui admetient Uensemble
des transformations infinitésimales ainsi formées.®

6. Exemple. Reprenons le groupe des mouvementz: du plan, dont
les équations de définition:

A% o\ 2 <ax;>’ (an)*
— ) =1 piat.h “2Y — 1
<Bx1> + (ax) ’ oz, + oz, ’

. 9Ly |, Iy 0Ty

dx, ox, ' 9,0, ’
o — o', d'x, _ otwy  d'wy,  'm, _ 'z,
ory  ox,0x, o} wy  ox o, ClA

donnent, pour les transformations infinitésimales:

of 3 3 2
% _ o o %%
a, o, or, ' Az,
0 o= 325‘ =y 325‘ =a,€1 b._‘.."aaé; el 8252 :_3252
or;  owox, a3 ot or oz, L

' L, Uber Differentialinvarianten, Math. Anualen, t. 24, p. 560. — Die Grund-
lagen, ete., p. 370 et 374.

Rappelons que les systdmes d’équations invariantes dont il est question, s’obtiennent
en égalant 3 zéro les déterminants d’un méme ordre, formés avec les coefficients des trans-
formations (9).

Acia mathemation. 18. Imprimé le 11 octobré 1893. 6
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La transformation étant supposée porter sur une fonction 2z = z,,
d'une variable y = z,, on aura:

N,

oy =€, 6, oz = &,0t,

, 3¢, , (3¢, 3¢, 206, 9
o =t (BT~ =R ),

or, o, ox, o,

9 2 "o
02" = 25’2"%—— < R ) = 342" > %
1 l

Les invariants du second ordre admettent ainsi les transformations:

of of v\ 9f ,,,f
Gy “7(+ 2) +3 u

ce qui reproduit U'équation invariante du 1% ordre:
1+¢)=o0

et Uinvariant du second ordre:

zu ( 1 + z/ 2)—-%

CHAPITRE IIL
Systemes finis dinvariants, et paramétres différentiels.

1. Nous avons vu que toute multiplicité M’, déduite d’ane multi-
plicité générale M, par une transformation d'un groupe de Lig, a ses
invariants égaux a ceux de M, savoir:

K (0 0w 1 1 'K 'E\ __ JK/(.0 0 1 »1, K K
/R AN ATY R TIIY AU L pr) = JE(B)y ey By By eees By ey 81 oony 2
K=1,2,.) (=120

ou, pour abréger l'écriture:

(I) JIK JK
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et les multiplicités M’ satisfont aux équations obtenues par 1'élimination
des coordonnées ¥,,y,,...,y, dun point de I entre ces relations (1);
et a celles-la seulement.

Supposons, par exemple, que l'on puisse trouver » invariants distincts
1,1,,...,1,, en nombre égal a celui des coordonnées d’un point de M.
Sur la multiplicité 2, ils se réduisent & # fonctions de y,,¥,...,¥,
que nous supposerons encore distinctes. Alors, tout autre invariant J, de
M, peut s'exprimer en fonction de I,, I,,..., I:

(2) J—e,L,...,I)=0

et les équations auxquelles satisfait J/' sont les suivantes:
S—ol,1,,...,I)=

ou, plus simplement:

(3) J — ¢ =o.

On en déduit, par différentiation par rapport a y;:

(4) df' _o¢ ab %y dL_

4 dy. oL, dyi oL dyi

ou l'on représente par Z—;, Ia dérivée totale, par rapport a y,, d'une
fonction f, de ¥, s %,y -+ s Yuy d€ 2,, 2,5 ..., 2,, ¢t de leurs dérivées 2z,

c’est-a-dire:

af __f of @ Sof @
Ziy; By +zagﬁ.3;‘u 22 5#

k=1 p=1 35# 9?/1

Ces relations (4) doivent se déduire, comme on sait, de la considéra-
tion d’invariants nouveaux. En effet, il résulte d’'abord des relations:

(5) I£=Ily IR I;,=I,,, J’=J’

que I, I;,...,1I, sont comme I,1,,...,1, des fonctions distinctes
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de y;,...,¥,. Les relations (4) peuvent donc étre résolues par rapport
. % el .

& ST o et se mettre sous la forme:

(4 DU, Ly .y 1oy DUy Ly Ly L)
D,y - ymols D yis - Y :

De la méme maniére, on déduit des identités (2) les suivantes:

p(Il,IQ,..‘,In)iLgp__D(II,...,Ii_i,J,I,-+1,...,L.)_O
Dy, sy, yn)ol; DY, Yy s ) I

Or, en vertu de (35), on a:

@

S
Q)

S

|
I
|

@
N
@

>~

et par suite, les équations (4) deviennent:

(6) DUy, . Lis, Iy Lwsy ooy L) DU, Ty I T,y o, 1)
D(I;;'--}I;—I;I:"It{+1’ ~-':I;¢) D(Iu'";Ii——U L-, Ii+1’---;IN)

ot chacun des deux membres représente le quotient de deux déterminants
fonctionnels formés avec des dérivées totales par rapport aux ¥, pour le
premier, aux ¢, pour le second.

Les équations (5) donnent donc par I'élimination de y,, ..., 7,, une
relation, qui, par différentiation, conduit & »n nouvelles; et celles-ci peu-
vent g'obtenir autrement par l'élimination de y,,...,y, entre les équa-
tions (5) et (6). On voit par la que:

Théoréme I. . Efant donnés n -+ 1 invariants, le quotient de deux de
leurs déterminants fonctionnels formés avec lewrs dérivées totales par rapport
aux n variables indépendantes, y, , Y, , - .. , Y., constitue un invariant nouveau.

Nous dirons que cet invariant (6) se déduit par différentiation, de
L,...,1,,dJ, avec les invariants de base I, ..., I,.

2. Les équations, relatives a M, auxquelles conduisent ces in-
variants, ne différent pas de celles déduites par différentiation des équa-
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tions (3). Il en résulte qu'il sera possible, & partir d’'un certain ordre,
d’'obtenir par ce procédé, appliqué aux invariants de cet ordre ou d’ordre
inféricur, tous les invariants d’ordre supérieur. Autrement, on aurait ainsi
un systéme d’équations aux dérivées partielles, qui, sans étre incompatible,
ne serait pas limité. Désignons par I, 1,,..., I, J,,J,,...,J,, Ven-
semble de tous ces invariants, pris jusqu'a cet ordre: nous dirons quils
forment un systéme complet dinvariants.

Cela étant, considérons deux multiplicités, 'une: M, générale et pour
laquelle les nvariants de base I, 1,, ..., I, sont distincts, définie par p
fonctions #,,2,,...,2, de ¥,,¥,, -+, Y., Lautre: M, représentée par p
fonctions 2, ..., 2, des variables ¥, y;,..., 5, Sil existe une trans-
formation du groupe permettant de passer de M & M, on peut exprimer
Y15Yss -, Y. en fonction de y,,y,,...,y,, de facon & satisfaire simul-
tanément aux équations:

(¢ IL=1, ..., I=1, Ji=d, ..., Jo=4d,.

Ces conditions sont en outre suffisantes. En effet, M étant soumise
aux restrictions énoncées, les relations (7) entrainent les suivantes:

(8) H=H

ol H est un invariant quelconque se déduisant par différentiation.de
ceux du systéme complet, et peut étre par suite un invariant quelconque
du groupe. Considérons alors un point quelconque (¥,),, (¥y)g» - -+ s (U)o
de M, et les valeurs en ce point des 2z et leurs dérivées: (2,),, ..., (2,),,
@os vy (@) s (@)gs-evy (@5)ys -5 puis, défini par les équations
(7), le point correspondant de A, (y}),, (va),s - - -, (42),> avec les valeurs,
en ce point, des fonctions ¢’ et de leurs dérivées: ()., ..., (2),, (21),>
’ 1K ’
e (@)g s s (@) s s (515), 5 -

Si on se reporte aux équations (C) du chapitre I:

WK K0 o L1 1 K K 10 ) K K
(0) g = i(317'~~72pn>21y"°’3p,7"-’517---’3;,{7 19000y E“'“’Al!"'?)‘sx)

(K=1)2|---) (i=1x2y'-'apx)

les relations (7) et (8), satisfaites pour les valeurs particuliéres consi-
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dérées, expriment que l'on peut attribuer aux parameétres A des valeurs
particulieres (25),, telle que, pour:

A= A =@,

on ait:
51’K = (ZQK)O

et cela, jusqu'a un ordre quelconque . A ces valeurs des paramétres
4 correspondent des fonctions i, z;,,...,%. de % ,%,,...,x,, satis
faisant aux équations du groupe, dont les valeurs ainsi que celles de
toutes leurs dérivées, sont déterminées pour:

Z, = (xl)o = (y1)o7 e b= (mn)o = ( n)o?

Tpyr = (wn+1)0 = (51)05 e e, X, = (xr)o = (Zp)o'

Ces fonctions représentent une transformation du groupe, qui, effectuée
sur M, donne une nouvelle multiplicité M, telle que, au point (y,),, ..., (¥.),
de M, correspond le point (y;),, ..., (4.),, les valeurs des fonctions et
de leurs dérivées en ce point étant en outre données par les équations
(0), en y faisant AF = (AF), et 2X = (¢F),. M doit nécessairement se con-
fondre avec Jf, les fonctions et toutes leurs dérivées ayant, dans chacune
d’elles, les mémes valeurs, pour les mémes valeurs des variables indépen-
dantes. La transformation considérée transforme donc bien M en .
Ici pourrait se présenter cette objection que les développements ainsi
obtenus peuvent ne pas étre convergents; auquel cas la transformation
quils définissent serait illusoire. Mais toute solution des équations (7)
peut étre considérée comme représentant » = n + p fonctions, y;, ..., y.,

Z5...,8, des variables y ,...,y,. Notre proposition établit qu’'a une
pareille solution, correspondent r fonctions 7, x;, ..., ., des variables
T,y Ty, ...y %,, satisfaisant aux équations de définition du groupe, et se ré-
duisant & ces fonctions y;, ..., 9., 2, ..., 2, dey, , ¥,, .., Y, Cest-d-dire
de z,,m,,...,2,, lorsquon y fait:

ﬂ’/',,+1=2«'1, . e oe gy x,.= Py

2y 8y .2, étant les fonctions de y,,y,,...,y, qui représentent »M .
Il résulte des propositions générales relatives aux équations aux dérivées
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partielles, que, si ces fonctions y;, ..., 4.,20,...,2, de ¥, ¥, .. » ¥a
sont réguliéres (nous supposons toujours qu'il en est ainsi), il en est de
méme des fonctions ], 2;,..., 2, de z,,%,,...,«,.

3. Paramétres différentiels, ou opérations invariantes. Les résultats
précédents tombent en défaut lorsque, sur la multiplicité M, les invariants
de base I,,I,,...,I, ne sont plus distincts. Dans ce cas, M et ses
transformées satisfont toutes & une méme relation de la forme:

L, 1,,...,L)=o.

On pourrait alors les traiter comme multiplicités particuliéres, satisfaisant
a U'équation invariante précédente; mais ce procédé aurait le défaut d’exiger
une étude spéciale pour chaque équation de cette forme; et la relation
entre I ,..., I, peut dailleurs étre arbitraire.

Il est préférable de reprendre la discussion générale & 1'aide d'une
notion nouvelle, celle de paramétres différentiels ou opérations invariantes.
On appelle ainsi, étant donné un invariant J, une fonction de ses déri-

vées totales, des variables y, des fonctions 2 et de leurs dérivées,

@
dy’
qui, quelque soit J, constitue aussi un invariant: le parametre est du
K*™ ordre, si les dérivées de J qu’il renferme sont d’ordre K et d'ordre
inférieur. Dans le cas précédent nous avons établi l'existence de » para-
metres différentiels du premier ordre:

DA, ..., I, I, Liss, ..., L)
DA, .., L,.. ., Iy ’

(t=1,2,...,m)

lesquels sont des formes linéaires, homogénes, et indépendantes, de
dJ dJ
a0 g

La recherche de l'expression générale de ces parameétres différentiels
se réduit & une simple construction d'invariants. Il saffit, aux fonctions
2)y8,5...,2,de ¥y, ,...,¥,, den ajouter une nouvelle, J, que la trans-
formation laisse invariante:

J =d.
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Les transformées des dérivées du premier ordre sont définies par les

relations:
n=n v=p ’
-‘g Z ax# 2 % a_z, (i=1,2,u..,)
dy; o, = 04y OYs

o o, . , . v e
ou les dérivées 5o’ 9a ®  satisfont aux équations de définition du groupe.
Z; n4v

En les remplacant par leurs expressions paramétriques, et résolvant par

rapport aux d—J:, il vient:

dyi
dJ’ dd dJ dJ
L R it e e i=1,2,...,%)
(8) dy{ Azl d?/l + A12 d?/g + + Am dyn i=1,2
, . 22, o 22
ou les 4 sont fonctions de yl,...,yn,zl,...,zp,@:,...,@‘;,-..,@E

et des paramétres A%,..., A2, A, ..., A, des ordres zéro et un. Il faut
éliminer les A entre ces équations (8) et les équations (C):

(9] B = BE(R ey By evey By ey By By ey My vy Ay ey AD).

(K=1,2,...) (=1,2,...,p5)

Pour cela, il est possible en général de résoudre les équations (C) jusqu'a
un certain ordre minimum K, déterminé, par rapport aux parameétres
oy X, A, ..., AL, ou un certain nombre d’entre eux, de fagon que,
leurs valeurs étant portées dans les relations (8), tous les A disparaissent:
il "en est certainement ainsi dans le cas au moins ou on peut former #
invariants distinets I,, I, ..., I,, car, dans cette hypothése, nous avons
établi l'existence de n paramétres différentiels du premier ordre, distincts.
En remplacant dans les seconds membres de (8), ainsi transformés, les 2%
qui y figurent par des constantes arbitraires, on obtient # expressions:

d
AJ = a“g;; + a, Z—;Z + ... 4 am%, (1=1,2,.m)
1 2 n

qui sont des invariants, c'est-a-dire, ici, les paraméires différentiels. Les a
sont des fonctions de y,,4,,...,¥,,dez,2,...,2, et de leurs dérivées
jusqu'a l'ordre K. Ces paramétres sont des fonctions linéaires et homogénes
des dérivées de J; ils sont en outre en général, indépendants, car, pour
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des valeurs particuliéres attribuées aux arguments dont dépendent les a,

A;J se réduit respectivement a %
)

L'existence de ces paramétres différentiels tombe en défaut, seule-
ment dans le cas ou la résolution des équations (C) n’est plus possible
comme elle a été effectuée, ce qui se produit lorsque M satisfait a une
ou plusieurs équations invariantes bien déterminées. 1l en est de méme de
leur indépendance: le déterminant de ces n paramétres, égalé & zéro,
donne une équation invariante, ou se décompose en plusieurs équations,
dont chacune est invariante, car, si elle est satisfaite par la multiplicité
M, on a entre ces n paramétres, une relation linéaire:

BAT 4+ AT+ ...+ AT =0

a coefficients non tous nuls, et qui, aprés toute transformation effectuée
sur M, se transforme en une autre relation linéaire

BiAT + BT + ...+ fA,=o0.

Cest 14 l'avantage de ces paramétres sur les premiers que nous avons
formés, car ceux-ci cessent d’étre holomorphes ou indépendants, dans le
cas ou M satisfait & des équations invariantes, dépendant de fonctions ar-
bitraires.

4. Ces m paramétres jouissent de propriétés capitales. D’abord,
tout autre paramétre différentiel, linéaire, et du premier ordre:

dJ aJ dJ
AJ::BO +‘81d—yl+ﬁ2@;+ +ﬂﬂd_%

est une fonction linéaire de A, J, A,J,..., A,J, dont les coefficients
sont eux-mémes des invariants. Car, A,J,..., A,J étant indépendants,
on a:

AT =7, 4+ nAJ + A Jd+ ... + 1A,
de sorte que toute transformation du groupe, effectuée sur M et sur une
fonction quelconque J, de y,,¥9,,..., ¥,, donnerait:

At AAT AT =+ AT AL

ro—ret+ T —rnAJd+ ...+ —r)AJ =0

Acta mathematics. 18, Imprimé le 11 octobre 1893, 7

ou
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et cette identité aurait lieu quelle que soit la transformation. AJ,. AJ
étant distincts, ceci exige bien:

Nn=—1n=90  [A—n=0. ..., fa—f=0

En particulier, les deux paramétres différentiels du second ordre
AQ,J et AA,J ayant une différence qui ne contient que des dérivées
du premier ordre de J, on a:

AAT —AAT =7 AT+ ...+ 1AL,

les .y étant encore des invariants." A,J et A,J se réduisant d’ailleurs,

pour des valeurs particuliéres des variables, & % et %{, A,A T et
' v

A,A,J se réduisent dans les mémes conditions a a des termes

dyudy,’
additifs prés ne contenant que des dérivées du premier ordre. On obtient
done, par la combinaison- des paramétres du premier ordre, autant de
paramétres dn second ordre distincts qu'il y a de dérivées de cet ordre:
il en est manifestement de méme pour les ordres supérieurs, et l'on voit
que, dans la formation de ces paramétres, on peut faire abstraction de
lordre dans lequel on combine les paramétres du premier ordre.
Ensuite, les n opérations A J, ..., A,J, effectuées sur ¢ invariants
JyJyyeeeyd,, dordre o, au moins ‘égal & K, donnent autant d’in-
variants d’ordre ¢ - 1, distincts par rapport aux dérivées d'ordre o+ 1,
qu’il y a de fonctions distinctes par rapport aux mémes dérivées, parmi
ar, o
B a o dg
...y A,J;, en tant que fonctions des dérivées d'ordre ¢ 4 1, sont % fone-

. e g . e J; J,
tions linéaires distinctes de ‘il—“,...,ﬁh,
ay, Y

les quantités En effet, les » invariants A,J,,

les uns et les autres étant

' (e résultat peut s’interpréter aiusi. Les invariants étant considéréds comme sgolu-
tions d'un systdme complet d'équations linéaires que I'on sait former, ce systdme admet

, ) d ..
les transformations infinitésimales A Lf, ol les dérivées totales ——i- sont explicitées. - 11

dyi
admet aussi les transformations (A, A,): celles-ci g'exprimant en fonctions lindaires de
A5 Anf, on sait que les coefficients de ces formes linéaires sont des solutions du

systtme complet. LIE, Math. Annalen, Bd. 1I,
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d’ailleurs des formes linéaires des dérivées d’ordre ¢ 4 1. Si donc les

r_* 7 dJ . « 7 e .
dérivées 3, peuvent s’exprimer linéairement en fonction de p d’entre
N

elles, indépendantes, il y aura, de méme, p invariants A,J; indépendants,
H,H,...,H, les ng —p autres pouvant se mettre sous la forme:

_H; —_ am + aﬂHl + ¢ o + a,-pH;, (i=1:2z~~~;”q—f’)

ou les @ ne dépendent pas des dérivées d'ordre o+ 1. H,, I,,..., H,
étant indépendants, il en résulte, comme plus haut, que ces coefficients @
sont encore des invariants lesquels peuvent, au reste, se réduire a des
constantes.

En particulier, on retrouve que les expressions A,A,J constituent

bien :—;n(n + 1) paramétres différentiels du second ordre, distincts.

5. Cela étant, dans la détermination des invariants d’une multiplicité
M, on trouve, ou bien seulement un nombre fini d'invariants, ou bien
un nombre d'invariants qui croit sans limite avec l'ordre. Construisons,
dans ce cas, les » paramétres A J, A,J,..., A,J, et soit K lordre le
plus élevé des dérivées qui figurent dans leurs coefficients: la détermination
des invariants d’ordre au plus égal a K, JY,...,J, , ...,J{‘,...,fo, se
fait en méme temps, de sorte qu'on a entre M et ses transformées M,
les relations:

(9) I = J, (=120, K) G=1,2,.s 1)

De celles d'ordre K, on déduit, & l'aide des parameétres différentiels, les
suivantes, d’ordre K 4 1:

(IO) A,’,J:K == A,,JK. =1,2,,1) (i=1,2,..,45)

Le nombre de celles-ci qui sont indépendantes, entre elles et des relations

(9), est égal, avons-nous vu, au nombre des fonctions distinctes d’ordre

JE

K 4 1, que lon peut former avec les dérivées , et ne pourrait

Yy
g'abaisser que si les paramétres différentiels A,J cessaient d’étre indé-
pendants en vertu des relations (9), c'est-a-dire en raison des valeurs que
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prennent sur M, les invariants J3Y,...,J.,...,Jd5, ..., J5. Nous
supposerons qu’il n’en est pas ainsi.

Alors les équations d’ordre K + 1, entre M et M’, comprennent les
équations (10), et il y a lieu, un certain nombre d’autres, fournies par
des invariants distincts des précédents. On procédera de méme pour les
invariants suivants dordre K -4 2, et ainsi de suite. A partir d’un
certain ordre 7, tous les invariants d’ordre supérieur s'obtiennent en effec-
tuant les opérations invariantes, une ou plusieurs fois, sur ceux d'ordre [.

La chose s'établirait de la méme maniére qu'il a été démontré que
tout systéme d’'équations aux dérivées partielles est nécessairement limité.
Cest aussi ce qui résulte du méme fait, établi dans le cas ou on applique
le procédé par différentiation, ce qui revient a substituer aux paramétres
AJ,AJd,..., A, un systéme particulier de # autres parameétres,
fonctions linéaires, et, en général, distinctes, des précédents. Par suite I
ne dépasse certainement pas l'ordre le plus élevé des invariants du systéme
complet.

On n'est arrété, dans ces opérations, que si la formation des in-
variants jusqu'ad lordre ! devient impossible, ou si les paramétres diffé-
rentiels cessent d’étre indépendants. Ceci ne se présente que dans le cas
ou M satisfait & des équations invariantes bien déterminées, cas que nous
laisserons d’abord de coté.

6. Supposons maintenant, qu'une telle multiplicité générale. M étant
donnée, elle ait a invariants d’'ordre ¢, J,, J,, ..., J,, s’exprimant en fonc-
tion des autres invariants d'ordre ¢ et dordre inférieur: I,, I,,..., I

(11) J,—e I, L,...,I)=0, ..., J,—e, L, L,....,I;)=o.
Les multiplicités M’, transformées de M, satisfont aux mémes relations
1y Sj—e(li, L, .. ) =0, ..., Jo—e(, L;,...,I}) =o.

Or, au systéme d'invariants distincts I ,..., I;, J,, ..., J,, et & ceux
qu'on en déduit AIJ]v, .oy A,J,, on peut supposer substitué celui des
invariants aussi distincts I, ..., L, J, —¢,,...,J,— ¢,, et ceux qui
gen déduisent A (J, —e¢,), ..., A,(J,—¢). En vertu de (11), ces
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derniers sont tous nuls sur M, de telle sorte que M’ satisfait aux
équations:

(I 2) A,',(J,f —_ 90:) = 0, 0=1,2, wn) (i=1,2,0,m)

Mais ces équations sont satisfaites pour toute solution du systéme (11’),
dont elles sont des conséquences par dérivation: en effet, le systéme (11')
n'entrainant pas la dépendance des paramétres A,J’, on sait que les équa-
tions (12), d'ordre o 4 1, forment un systéme équivalent a celui que
l'on obtient en différentiant les équations (11°).

D’aprés cela, si tous les invariants de M, d'un ordre A, égal ou
supérieur & !, sont tous fonctions des invariants d’ordre inférieur a 2, il
suffit, pour exprimer que tous les invariants de M’ satisfont aux mémes
relations que ceux de M, d'écrire les équations (11’) jusqu'a l'ordre 2,
équations parmi lesquelles il peut d’ailleurs y en avoir un certain nombre,
qu'on sait reconnaitre, de la forme:

A(Ji—g) =o

et qui sont des conséquences des autres par dérivation. Il en résulte, en
égalant entre eux les invariants distincts IL,I,...,I;, de M et M,
que tous les invariants de M sont égaux respectivement & ceux de M';
et par suite, comme on I'a déja établi, ces conditions sont suffisantes pour
que M’ soit homologue de M.

Quant a la correspondance entre M et l'une des solutions M’ de ce
systéme (11’), elle fait correspondre & un point quelconque de M, un
point déterminé de M’ ou une infinité de points, suivant que le nombre
p des invariants distincts est égal ou inférieur & n: et, une fois fixé ce point
de M’, la correspondance est complétement déterminée.

Enfin, comme il y a au plus » invariants distincts, 'ordre 2, qui
est au moins égal a [, est au plus égal &4 I + n— 1. En résumé:

Théoréme II. Dans le cas ou une multiplicité & n dimensions admet
relativement & wun groupe de Lie, un nombre illimité dinvariants, on peut
towjours construire et un systéme d'invariants d'un ordre minimum 1, et un
systéme den paramétres différenticls, linéaires et homogénes, du premier ordre,
qui, appliqués aux invariants précédents donment tous ceur d'ordre supérieur.
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Les multiplicités M’, homologues d'une multiplicité générale donnée, M,
sont définies par un systeme déquations aux dérivées partielles obtenu en
exprimant que leurs invariants d'un ordre A, au moins égal & I, et au plus
& I+ n—1, sont liés par les mémes relations que ceux de M; et la ou
les correspondances qui rattachent Uune delles ¢ M s'obtiennent en égalant
les invariants distincts de M aux invariants correspondants de M.

7. Les multiplicités particuliéres, pour lesquelles ce qui précede ne
s'applique pas, se partagent en un nombre fini de classes, chacune d’elles
étant définie par un systéme bien déterminé d’équations invariantes. L’étude
de chaque classe se fait, comme on I'a vu (2° partie, ch. I), de la méme
maniére que celle des multiplicités générales. On est conduit & répéter
sur elle les mémes subdivisions, les multiplicités de cette classe possédant,
les unes un systéme d'invariants que 'on saura former, les autres étant
définies par de nouvelles équations invariantes. Pour ces derniéres, il faut
continuer de la méme maniére. Cctte suite de subdivisions est d’ailleurs
limitée, et on arrive nécessairement a des classes ne se partageant plus, et
ayant ou n'ayant pas d'invariants: dans le cas contraire, on aurait en effet
des multiplicités satisfaisant & des équations invariantes formant un systéme
illimité d’équations aux dérivées partielles.

8. Application. La théorie des surfaces applicables nous donne une
application des principes précédents, en méme temps qu'un exemple de
calcul d'invariants & I'aide des transformations infinitésimales. Nous con-
sidérons un ds®, rapporté & ses coordonnées symétriques:

ds? = 22dxdy.
Cette forme n'est pas altérée par les transformations:
= X(z), y=7Yy)

lesquelles forment un groupe de Lie, dont les transformations infinité-
simales sont:

(13) o = —E(x)ot, dy=—n(y)ot

ot X et & sont des fonctions arbitraires de = seulement, ¥ et  de y
seulement,
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A est une fonction de z et y, dont la transformation infinitésimale

est donnée par l'équation:

ady
dy

__ 04, dde  6dy A , dox
0—74‘—@'{‘@—7'{“‘@4‘
(1) A = A& + 7)o

On a a chercher les invariants du groupe de transformations (13)
et (14). Nous poserons, ¢ étant une fonction quelconque de z et y:

ditig
v = dxt oy’ ’

Les dérivées d'une telle fonction sont transformées de telle sorte que la
relation:

dg& —-5&106150 - ¢01dy =0

reste invariante, ce qui donne:

Y d A\ [\ N d A\ N\
0Pro = 32%¢ + ¢,,§'0¢, 0@y = @050 + ¢,,7'0t

z d r r_n ’
ou 4 et — représentent des dérivées totales.
de dy

Pour T'ordre zéro, on a l'équation invariante i = o, dont la significa-
tion est banale. Nous supposons donc A == 0, et posons A = e”, ce qui
donne:

o0 — (& + 7)ot
dw,, = (§" + 0,,£")0%; 6wy, = (7" + @,,7)dt,
dw,, = (" + w,,&" + 20,,&")dt, 0wy, = (7" + 0,7 + 20,,7)0t,
dw,, = v,,(& + 7)dt,

d’olt un premier invariant du second ordre (courbure totale):

2
1 9 ok

- g ? —_-:—-——10
@=¢ oy Adxdy ©
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Pour les ordres supérieurs, nous ne conservons, des dérivées de w,
que celles de la forme w,, et ,,, et substituons aux autres les dérivées
de a. Ceci donne, pour le troisiéme ordre:

b

ow,, = (" + 0,,§" + ...)ot, bw,; = (" + 0,0 + ...)0t,

Y - ’ s, ~ . A,
oa,, = a,,§'0l, Oa,, = 0,,7'0t.

Les coefficients de &', ..., &7, 9, ..., %" donnent ainsi, pour la détermina-

tion des invariants, jusqu'au 3™° ordre, un systéme de 8 équations a 10
inconnues; ces équations sont indépendantes, car elles se réduisent a:

( ) dwy, Sw,y du,, CLCAN dw,, Say,

15
of of 3f of of of
o I L =0 2L L L= o.
Qw @1 dw,, + o, da,, ’ w + o, w,, + o, 3a,,

Elle cessent d’étre distinctes, seulement dans le cas de

a‘lo = O, am = O,

équations qui forment ainsi un systéme invariant. Elles définissent des
surfaces particuliéres, savoir:
a = const.

On voit immédiatement que ces surfaces n'ont pas d’autre invariant que a.
Pour les autres, on trouve deux invariants, a, et un autre:

ﬂ =€ "0, 0y;-

Pour le 4™ ordre, il faudrait prolonger les équations (15), en y
ajoutant les 5 éléments du 4™ ordre, w,,, %y, @, @, @,,, c& qui laisse
évidemnment. ces équations indépendantes, et leur ajouter les deux suivantes,
provenant des coefficients de &' et %':

o of

= O — =0

w4, ’ CIE

lesquelles sont indépendantes entre elles, et des précédentes. On trouverait
donc 3 invariants du 4™ ordre, et, de la méme maniére, # — 1 invariants
du 2®™° ordre.
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Pour les déterminer, construisons d’abord les paramétres différentiels.
J étant un invariant, on a:

0f,, = J,,§'0t, 0Jy, = Jy, 7ot

Nous prendrons les deux paramétres:

™~

1

A, =¢e"aq,J,,, A,J =

]

01

qui ne sont pas symétriques, mais qui tombent en défaut seulement dans
le cas de a,, = 0: dans ce cas, il suffirait de recourir aux paramétres

_ J.
analogues e “a, ./, et ot
10

Nous remarquerons que:

AAT — A AT = — o[22, 4 (22— 0y) 7, |

o1

_ Ao — A, W,
—_— wallAyJ_—&—-T‘”¢ A.Z‘J’
Uy

ce qui met en évidence deux invariants du 4™ ordre:

Uog — @4y 0y, Vi

— W
2 ’ =€ "0,
s, 11

=

On en connait, en outre, deux autres:

2
Af = e a, (a0, + T

AB
lesquels sont liés aux précédents, comme cela doit étre, par une relation:

6= Ap—fr

On a ainsi 3 invariants du 4™ ordre, A,f, A, B et y qui constituent des

fonctions distinctes, respectivement, de a,,, a,,, ¢t a,,. Leurs dérivées

du ¢®° ordre donnent ¢ 4 3 fonctions distinctes des ¢ + 3 dérivées

d'ordre ¢ + 2 de a; en répétant sur elles, une ou plusieurs fois, les

opérations A, J.et A, J, on formera donc ¢ + 3 invariants distincts d’ordre
Acta mathematicn. 18. Imprimé le 12 octobre 1893, 8

. a,,a
—w 0210
e (all + a w01a10>’

01
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q + 4, cest-a-dire, tous les invariants d'ordre supérieur & 4; le nombre
[ est ici égal & 4.

Cela posé, considérons d’abord une surface générale M, qui n’annule
done pas o, (ce cas se traiterait de la mémec maniére). Si ses invariants
a et f sont distincts, les invariants du 4™ ordre A, A,S, i seront
fonctions de a et }j:

(16) Ap="1p), Ap=FaH rT="5(E7H

Toute surface M’, transformée de M, est alors définie par les équations

(16) qui suffisent, et les correspondances, en nombre fini, entre M et M’
sont données par:

a = a, f =B

La troisiéme équation (16) est, au reste, une conséquence des deux précé-
dentes, en vertu de l'identité:

ByAE— AN L =7 A+ 0.0,8= (8,0 + (A — AP
qui domne f, connaissant f, et f,, car 'expression:

A.f— A = (5,10 — %01)

ne sannule que si a et § ne sont pas distincts.
Si M est telle que 8 et a ne soient pas distincts:

(17) B = f(a)

A, et A, sont aussi fonctions de a:

Az‘ﬁ = f(a)-f’(a)’ Auﬁ = f’(a)

et il en est de méme des 3 invariants du 5™ ordre, A, A5, A, A,B,
A,A,[B. Siy est distinet de «, le 4™ invariant du 5™ ordre, A,j, est
alors fonction de a et j:

(18) AyT = ¢(a ’ 2’)-

Les multiplicités (M) sont, dans ce cas, définies par les équations (17)
et (18), la correspondance étant donnée par

!

o = a, r=r
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Si, en méme temps que f,r est fonction de a:

(19) r=¢(a)

les 3 invariants du 4™ ordre sont fonctions de a; M’ est définie par les
équations (17) et (19). Ici, il y a une infinité de correspondances données
par la seule relation

’

a = a,

un point x,,y, de M pouvant correspondre & tout point «',y de M’

0
satisfaisant a 1’équation

“’(x': y’) = a(mo > yo)'l

TROISIEME PARTIE.

CHAPITRE L
Calcul des invariants. Formes réduites.

1. Le calcul des invariants peut étre facilité souvent par I'applica-
tion d’une nouvelle motion, celle de forme réduite dune multiplicité, rela-
tivement a un groupe de Liz.

Considérons un élément particulier E, d'une multiplicité M, c’est-
a-dire, un systéme de valeurs 2°,...,2%, 2, ...,2, ..., 2", ..., 200, ..,
des variables indépendantes, des fonctions et de leurs dérivées; et re-

' 8i Von admet, ce qu'on verra dans la suite, que les invariants considérés sont
les mémes que ceux que l'on aurait, en prenant un ds’® sous sa forme générale

ds* = Edu® + 2Fdudy + Gdv*,

on retrouve ici la solution du probléme suivant: reconnaltre si deux surfaces sont appli-
cables. Cf. DARBOUX, Théorie générale des surfaces, t. IIL, liv. VII, chap. II.
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gardons un invariant comme une fonction de ces coordonnées, telle, que
la méme fonction des coordonnées d'un élément E;, transformé de E,,
quand on soumet M & une transformation du groupe, ait la méme valeur.
Les coordonnées de E;, étant définies par les relations:

0 1K0 __ =K {00 00 Ko K0 30 0 K K
(C%) s =0y 8y 8 sl s Ay iy Ry Ay AD)

(E=1,3,..)  (i=1,2.,pp)

ot les A sont des parametres arbitraires, on peut choisir ces paramétres
o . U ’ 00 00,10 10

de facon que certaines des coordonnées de Ey, 2,20, , ..y 250, 231 5 ooy &5y s o9

zflgﬂ, ey 880, ..., prennent des valeurs fixes arbitraires, ¢, 1, ..., Cp s Chiy1s oo

Chy ooy Cprgrs -9 Cp g evy POUTVU AU moins que, soit les coordonnées de E,

soit ces constantes arbitraires, ne satisfassent pas a certaines équations
invariantes: cette exception ne pourrait se présenter que soit dans le cas
ou M serait une multiplicité particuliére, soit, dans le cas contraire, pour
des points particuliers de M. Les autres coordonnées de Ej, sont alors
complétement déterminées:

1Ko ___ K/, 00 00 Ko KO0 0 0 K K
B = G B B ity s s ooy Cug1r e ey Co)
K K K

E=1,2.) (=120

et leurs valeurs, fonctions des coordonnées de F, sont les invariants
cherchés. C'est, en effet, la marche que nous avons suivie pour former
ces invariants. C'est ce qui résulte aussi de la remarque suivante.

Soit &), V'élément transformé de E|, élément réduit, caractérisé par
les valeurs constantes ¢j i, ...y v-s Chy1y -y Cp ... de certaines

de ses coordonnées. La transformation 7' qui donne
ET=¢6,

est bien déterminée, et unique au moins dans un domaine fini; elle serait
déterminée jusqu'a lordre K seulement, si les valeurs des constantes ¢
n'étaient fixées que jusqu’éi cet ordre K.
Soit E; un élément déduit de E, par une transformation quelconque
§; il lui correspond un élément réduit, &;, et une transformation, 7", bien
déterminée, telle que:
ET = 6,
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On a donc:

E, ST = &,

La transformation §7" qui fait de E, un élément réduit doit donc se
confondre avec 7 (au moins jusqu'a lordre K), et 8 se confondre de
méme avec & . Les coordonnées non arbitraires de & ou &, s'exprimant
de la méme maniére en fonctions de celles de E;, pour le premier, de
E, pour le second, ces fonctions sont donc bien des invariants.

Ceci montre en outre que, réciproquement, si & un élément E, de
M correspond un élément réduit &, de forme définie, et déduit de E|
par une transformation bien déterminée du groupe, les coordonnées non
arbitraires de &, sont des invariants, fonctions des coordonnées de E,.
De plus, ces invariants qui, pour

0 0 0 __ 0 1 2 1 __
'z#o"f'l - c/’-o+1’ tr Z/’o - cPo’ Z#H‘l - CI’~1+1’ ot zﬁx - ch’ ttt?
se réduisent & #7,...,2) , 21,...,2, sont manifestement distincts: con-

sidérés comme solutions du systéme complet formé & l'aide des trans-
formations infinitésimales, ils constituent un systéme de solutions principales
de ce systéme complet.

Dans le cas ou K| satisfait & une équation invariante qui ne permet
plus la réduction & la forme & , il en est de méme des éléments trans-
formés F;. Alors, il y aura une forme réduite nouvelle, distincte de la
précédente, chacune des équations ou systémes d'équations invariantes qui
définissent les multiplicités particuliéres pouvant correspondre & une forme
réduite bien déterminée. Par conséquent:

Théoréme I. A fout groupe de Lie, on peut faire correspondre, powr
une multiplicité de dimensions données, un nombre limité de formes réduites,
telles que tout élément E, dune telle multiplicité puisse se mettre, & Vaide
dune transformation bien déterminée du groupe, sous lune de ces formes ré-
duites.  Les coordonnées de Uélément réduit & sont, les unes, égales o des
constantes fixes, les autres des invariants, fonctions des coordonnées de Uélé-
ment initial K.

2. Par exemple, étant donnée une surface, on peut, en effectuant
sur elle une transformation bien déterminée du groupe des mouvements:

b,q,7v,yr—=zq, zp—ar, g — Yp

®
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transporter 'un quelconque de ses points & lorigine, son équation dans
le voisinage de ce point étant:

a a @ a a a
P G Py P e

Les coefficients de cette forme réduite sont les valeurs des invariants de
la surface, en ce point; en particulier, a,, et @, sont les inverses des
deux rayons de courbure. Cette réduction se fait en transportant le
triedre des coordonnées, sur le triédre formé par la normale & la surface,
et ses deux directions principales en ce point. Ellé tombe donc en défaut,
dans le cas ou ce triécdre s'évanouit, c’est-h-dire, soit lorsque la normale
est tangente a la surface, soit lorsque les deux directions principales sont
confondues: de la deux classes de multiplicités particuliéres, les unes, les
développables circonscrites au cercle de linfini, définies par I'équation
invariante:

1+p7+q’=o,

les autres, les surfaces réglées dont les génératrices sont les droites iso-
tropes, et dont 1'équation est:

[rpg (1 + %) — 2s(1 + p™)(1 + ¢°) + tpg(1 + p"))*
+ (' + (1 + ¢ —t(x + ph]* = o.

3. La méthode peut étre généralisée. Supposons qu'a l'aide d'une
transformation du groupe, non pas nécessairement .unique, cette fois, on
puisse mettre un élément arbitraire E, de M sous une forme réduite 8,

caractérisce par les valeurs fixes ¢, , ..., ¢, ¢4y, ..., €, ... que pren-
nent respectivement ses coordonnées 20 .., ..., 2 , 2 1154y 2, ... Les
autres coordonnées, 2, ...,2) ,2,...,4,... de & sont fonctions des

coordonnées de 1'élément initial E , et les invariants cherchés sont fone-
tions de ces seules quantités. Pour les obtenir, il suffit d’achever la ré-
duction de 1'élément & une forme réduite bien déterminée, en tenant
compte seulement des valeurs constantes déja attribuées & certaines coor-
données. On posera donc, dans les équations (C°):

£'00 00 a0 0 00 0
Z"o+l - zVo+1 - Cyo'f'” et Zﬁo - z/’o - CPo’
e ___ 10 . 1 110 10 1

Cuy1y -+ vy Zl=2)=c¢C

11 = &, 11 i

. . . . . . . . . . . . .
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puis on achévera de déterminer les paramétres A, en attribuant a de nou-
velles coordonnées 2, ,,..., 2", 2,%,,..., 2, ... des valeurs constantes:

on exprime ainsi les autres coordonnées #, ..., 2", 2% ..., ... en
fonction de #",..., 2", 2% ..., 2", ..., et ces expressions sont les in-

variants cherchés; la transformation qui raméne E, & la derniére forme
réduite est en effet unique.

4. Ce procédé est intéressant dans le cas ou la forme intermédiaire
&, a elleeméme pour coordonnées les invariants d'un sous-groupe du
groupe proposé. On obtient alors les invariants du groupe général, ex-
primés en fonction de ceux du sous-groupe.

On peut arriver au méme résultat 4 I'aide des transformations in-
finitésimales, la méthode s'appliquant d'ailleurs & un systéme complet
quelconque d’équations linéaires aux dérivées partielles.

Soit donc un systéme complet

(1) Xf=o0, ..., X,f=o0, Xoaf=o0, ..., X,f=o0

de n équations linéaires aux dérivées partielles, & » variables z,, z,,..., 2,.
Nous supposons que les % premiéres forment elles-mémes un systéme
complet dont on conmait les solutions principales #;,,,..., 2/, qui se
réduisent & @,,,, ..., %,, pour

] 0
Ty= 27, ..., & =1,

Pour achever lintégration de (1), nous prenons comme nouvelles
variables # ,...,@,, %;,,,..., %/, et alors le systéme complet devient:

of of
97 =0, ..., 37 = 0,
1 4
of , ? )
(2) Xif = Xew;:-n—‘,f + X2}, ~—,f + ...+ X/v;—f~, = 0 (i=htl..,m
Thi1 LI T,

ou les coefficients des derniéres équations sont supposés exprimés en fonc-

tion de x,,...,®,, %4,..., 2. Si on résout les derniéres équations,
\ af e A - . .
par rapport & ——,..., par exemple, le systeme devient jacobien, de

’
3xh+1 0y
telle sorte que ses coefficients sont alors indépendants de z,, ..., #,. Le
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résultat de cette résolution ne change done pas si on remplace dans (2),
% ,...,%, par des constantes, en particulier par «}, ..., z;. Soit:

Xi-/‘v/::%b(x1,--wxlnx;;-i-l,'--,x:):Sbik(xl’---7xh7xh+1a-~-7xr)-

Cette substitution donne identiquement:

%k(x(l)?'--’x27x;;+17---7x;)zﬂl’u(x(l)’---,5627-‘”;.4-17“-756;)7

et on remplace le systéme (2) par un systéme équivalent en substituant
a tout coefficient X,z V'expression ¢, (2},...,2), %141, .... z), laquelle
s'obtient simplement en calculant X;x; en fonction de =z, , ..., ,, %4115 .. %0y
et y faisant ensuite:

— 0 — g0 — —
Ty = Tyy .y Ty = Ty, Thpr = Zpy1s < ooy L = T,

Les derni¢res équations (2) forment alors un systéme complet par rapport
aux seules variables x;,,, ..., , dont les solutions sont les intégrales

’

de (1), exprimées en fonction de z;,,, ..., 2.

5. L’application de la méthode peut étre facilitée dans certains cas.
Elle consiste & effectuer sur 'élément intermédiaire &,, une transforma-
tion qui n'altére pas ses coordonnées constantes:

(3) Zop1=1Chp1s +ovy 2 =20Ch, Zoa1 ==Chy1y =+vy Zp =Cpy ...
En général, la transformation générale jouissant de cette propriété dépend
des autres coordonnées #°, ..., 2", #°,...,4,... de & : dans le cas
contraire, elle appartient nécessairement a un groupe I', sous-groupe du
proposé G. Tout revient donec, dans ce cas, & faire une derniére réduc-
tion de la forme intermédiaire O, par une transformation de I, c'est-a-
dire, a déterminer les invariants des multiplicités 91, par rapport au
groupe [

C'est ce qui résulte aussi du raisonnement suivant. — Si § est la
transformation générale de 17, et T, une transformation particuliére met-
tant une multiplicité donnée M sous la forme 9N, la transformation gé-
nérale de G qui donne la méme réduction est 7, §. Tout invariant de
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M par rapport a I', exprimé en fonction des coordonnées de M, est alors
nécessairement indépendant des arbitraires de cette transformation TS,
puisqu’il garde la méme valeur, quelle que soit la multiplicité réduite
M a laquelle on ait ramené I; c’est donc une fonction bien déterminée
des coordonnées de M, et, par suite, il constitue un invariant de M
par rapport au groupe G.

Réciproquement, tout invariant de M par rapport au groupe &,
exprimé en fonction des coordonnées d'une multiplicité O, donne évidem-
ment un invariant de 9N par rapport au groupe I, et les invariants
distincts sont les mémes, toute relation qu'il y a entre eux sous la forme
I, subsistant quand on revient & la forme M.

Par exemple, un ds?,

(4) ds* = Edxz® + 2Fdzdy 4 Gdy’
peut toujours, & l'aide d'une transformation convenable du groupe G:
o =X@,9), y=7T¥e,9),
o X et Y sont des fonctions arbitraires de « et y, se mettre sous la forme:
(5) ds* = 22dzdy

et la transformation générale de G qui conserve cette forme réduite de
ds’, est indépendante de A et constitue un sous-groupe I' de G:

' = H(z), y = H(y),

ol EF est une fonction arbitraire de x seulement, et H de y seulement.
Tout invariant de la forme (5) par rapport au groupe I' donne donc un
un invariant de la forme (4) par rapport au groupe G; et on obtient
tous ces derniers invariants de cette maniére.

Acta mathematicn, 18. Imprimé le 12 octobre 1893. 9
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CHAPITRE IL

Tnvariants d’une surface par rapport aux transformations con-
formes et aux transformations projectives de Vespace.

1. Appliquons ces principes & la recherche des invariants d'une
surface, définie par une fonction # de z et y, par rapport au groupe G,
des transformations conformes de Despace:

P,q, 7", q—Yyr, xr —yp, yp — rq,

GIO
(Gho) U, 20U—(2*+y*+2)p, 2yU— (&> +y*+2%)q, 22U— (2’ +y"+27)r|

avec:
U=uxp+yq+ 2r.

Les six premiéres transformations forment le groupe G, des mouve-
ments de l'espace; & l'aide d'une transformation de ce groupe, on peut,
avons-nous vu, transporter un point quelconque de la surface & Porigine,
I'équation de la surface ayant la forme:

(1) o= fuTE Gl Gy S gry g Syt Syt 4

2
ou les coefficients sont les valeurs des invariants du groupe G,, au point
considéré. Ceci devient impossible dans deux cas particuliers, définis
chacun par une équation invariante, qui est aussi équation invariante de
G,,- Nous laisserons ces deux cas de coté.

La transformation conforme n’altérant pas les lignes de courbure, la
transformation générale de G,, qui n’altére pas la forme de I'équation (1)
est indépendante des coefficients de (1). Elle forme effectivement un
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groupe G, celui des 4 derniéres transformations de &,,. Sa transforma-
tion infinitésimale est:

fl

[2w(ax + by + cz + B) — a(z® + y* + 2%)] oY,
[2y(ax 4 by 4+ cz + h) — b(z* + y* 4 2°)] %,
[22(ax + by + cz + h) — c(z® + y* + 27)]o¢,

!

ox
oy
0z

I

oun a,b,c,h sont des parameétres arbitraires.
L’équation (1) étant:

z2={f (.’D ’ y) ’
I’équation de la surface transformée est:

S a k) 3 S,
z—-oz=f(w,y)——£ax—-—a7’;ay,

ou, en s'arrétant aux termes du premier ordre en Jt:

2= f(®,y) + ot

2@ + by + of + B(f—o L —y )

+ @ + 9" + )L +vZ —e)l.

D'aprés cela, la transformation infinitésimale des coefficients de (1) est:
oa,, + (2ha,, 4 2c)dt =0, 0, (2hay,+ 2¢)dt =0,
0a,,+ 4ha,, ot =0, 0a,,+ 4ha,,0t =0,
oa,, + [4hay, + 2b(a,,— a,,)] 0t =0, oda,,+[4ha,,+ 2a(a,, — a,,)] ot =o0.
Elle met en évidence 1° une équation invariante du second ordre:

a, = 0.

20 — Qg3
2° deux invariants du troisiéme ordre:

P y e Pos
(aso - ao:)2 (aso - aoa)2
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L'équation invariante exprime que la transformation conforme change
un ombilic en ombilic. Quand elle est satisfaite, les deux invariants du 3™°
ordre n'ont plus de sens.

Pour avoir la signification de ces invariants, déterminons, dans le
voisinage de lorigine, les rayons de courbure de la surface. Ils sont
donnés par I'équation:

P ("= 1)+ o+ + ¢ [r(1 +¢") + (1 +p7) — 25pg] — (1 +p* + ")’ =0,
qui, aux termes du second ordre prés, se réduit ici a:
| —p'rt+ p(r +t)—1 =0,

ce qui donne pour chacun des rayons de courbure:

_E I U0 T + 0y, Y |
P T, az T
e £_ I alﬂx + a03y
Pr=i=a T a + ...

Désignons par s, l'arc de la ligne de courbure suivant laquelle la sphére
osculatrice de rayon p, touche la surface, par s, celui de la seconde ligne
de courbure. On a:

8, =2 4 ... S, =¥y+ ..

et, par suite, 4 l'origine, on a:

a I a I
—_— — = —,
e’ % p,
I 9, I 9p, I 9p, I 3,
a N e——— — a = —— =" a, T —— a e e —=
30 pios’ 03 P 98, 11 pi os,’ 12 04 8s,’

et les deux invariants obtenus sont, au signe preés:

30, 12,
*9s, P13s,

(—:‘T;W, (Px _'Jon)’.

La méme méthode conduit & 5 invariants du 4™ ordre, dont le calcul
est, jusqu'a présent, sans intérét.
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2. On peut, de la méme maniére, construire les invariants d'une
surface par rapport au groupe des transformations projectives. On peut, en
effet, décomposer les transformations du groupe en sous-groupes s'emboitant
les uns dans les autres, suivant ce tableau:

pPyg,rf ar yrlaxg yp xp—yq |ap+yq )ip 2

xU — 2q yU—2zp zU

A chacun de ces groupes correspond, comme on le verra, une forme
réduite bien déterminée, la transformation générale du groupe suivant qui
n'altére pas les caractéres de cette forme réduite, étant indépendante des
coefficients qui y figurent.

1°. D'abord, une transformation du groupe { p, ¢, 7|, permet de

transporter un point quelconque z,,y,, s, de la surface a lorigine, ce
qui met son équation sous la forme:

(2) z=zmw+zﬂy+...+h7";”x"y"+...

ottty

ou 2z, représente la valeur, en ce point, de la dérivée e rws

2°. | «r yr |. En posant:

7 =2—2,0—2,Y

on obtient la forme réduite:
3) p=00t g 0y 4 20yt 4L TP+
> 11 XY 2y vt Y

On voit par 14 que tout invariant est’ indépendant de z,y, 2, et
des dérivées premiéres 2z, , 2,,-
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3% |2¢ yp 2xzp—yqg |. On détermine la transformation:

z =1z + my,
(Im, — ml, = 1)
7 !
y=1lv +my,
de fagon & annuler les termes en 2'? et '*>. On pose donc:
l, =N, m, = pm,
A et p étant les racines de 'équation:
2
439 + 2%, % + Zya” = O,
ce qui tombe en défaut, lorsque ces racines sont égales, c’est-a-dire, pour:
2 —
Zu —— 520202 —_ O,

équation invariante des surfaces développables.
Si on écrit 'équation (3):

I

1_2_3¢3(x7y)+"' +T2.I':—-‘p¢p(x,y)+...,

Z=£¢2<x’y) +

¢, étant une fonction homogéne.de degré p, I'équation devient, par la
transformation

I . ’ ’ ,
2= 7t +my, Lo+ my)
=2
ou
Ohk  Ih o0k puthy gtk
? P'm*z'y
ie=a bl B!

en posant:
h! , '
W = 0+ k) [Phesa(15 &) + 000y (15 Doy

k! , ’
= Gg B Pty 1)+ by (15 o

Dans cette forme, I et m satisfont a4 la relation:

Im(p—2) = 1.
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On achéve de les déterminer en égalant entre eux les coefficients de z'*
et y'*, ce qui donne:
3 3
U b® = a,,m?,
d’ou:
1 1 1 1

1 1
6§ 6 7 6 )
[ = agyay (ﬂ““/l) i m = ag oy’ (p—4) *,
ce qui tombe en défaut dans le cas ou 'une des quantités a,, et «
nulle, c'est-a-dire lorsque les équations:
2
2y + 22,4 4+ 2,,u° = O,
2 3
Zs0 + 32, % + 32,u° + Z,,u° = 0O,

ont une racine commune. C'est le cas des surfaces réglées.

Sauf dans ces deux cas d'exception, I’équation se met donc sous la
forme:

2 2 3 s 1 1 1 1
a Ugo Qs T 1 e o
8= lu_l,‘_ 7% + == 035 6 ! + 0 (“ga ag’ A 2"y + a5 g’ ammyg)
(r— A 2(p— 4
(4)
k=h bt
asoe aose Ahe n &
+ kg Y

rri=a(e—4) *

4°. | zp+yg 2r|. La transformation

z = ox', y=uoay, 2 = 12,

permet, en prenant:
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d’exception étant encore ceux qui viennent d’étre signalés. De la la forme
réduite:

24y o a : a
(5) e=ay + 2L plugry p Gugys N I gyt = oz, y)
6 2 2 = h! k!
avec
ST
= i Py P oag P oau.
5°. zp 29 | Léquation de la surface

2= ¢,y

devient, par la transformation infinitésimale précédente:
— — [l %]
2= p(x,y) [fzax 925, ot

ou f et g sont des constantes arbitraires; ou, aux termes du second ordre
en Jf, prés:

5=f”(”!y)_fp(x:?/)(f%g“l'ggg)oy,

ce qui donne, pour les coefficients a,,, a,,,... la transformation infini-
tésimale:

oa,, 4 290t = o, da,, + 2fot = 0,

oa,, + 490t = 0, oa,, + 4fot = 0,

dag, + (4f + 6g4a,,) 0t = o, da,, + (49 + 6fa,,)ot = o,
da,, + 6(fa,, + ga,,)0t = o.
Elle correspond aux transformations finies:
ay = Gy — 29, a1y = Gy — 2f',
Ay = Gy — 49, Aoy = Qo — 41"y
ay, = a5 — 69'ay — 4f" + 6g'?, a1y = Q3 — 6f 4y, — 49" 4~ 6f?,
Qg = Qg — 6(f'“21 + g’am) + 12f'g".
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En prenant

a a
g = _;“!7 f = _;‘17
on met I'équation de la surface sous la forme:

x4y Y|
(6) e=ay+=TL 4 Y Sy

ht-k=4"""

ou les coefficients A constituent les invariants de la surface par rapport
aw groupe des transformations linéaires, les premiers coefficients ayant en
particulier les valeurs suivantes:

Ay = @ — 2ay, Ay = ay — 24,
3 9 3 .
4y = a,; — 5 a1 — 20y, 4, = ay; — 5 %1z — 205,

Agy = gy — 30,50y

6°. |2U—29 yU—2zp 2U|. Enfin, la transformation infinitési-

male projective la plus générale qui n’altére pas la forme réduite (6):

3=¢<x:y>

est indépendante des coefficients 4. Elle forme donc un groupe et a
pour expression:

ox = [z(lx 4+ my + nz) ~— me] ot, oy = [y(x + my + nz) — 2] o¢,
0z = z(lx + my + nz)dt,

ou [, m,n sont des coefficients arbitraires. Elle transforme la surface (6)
en la suivante:

%

3 Y
§— 02 = ¢(w,y)——a—fﬁx—a—g70y,

ou, aux termes prés du second ordre en o¢:

2= 9@,9) + ot|(o + my + ng)(p —o L —yZ) + ¢ (mP 4121,

2x
Acle mathemation, 18. Imprimé le 14 octobre 1893. 10
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La transformation infinitésimale des 4 qui en résulte est:

0d,, + 4lot = o, 04,, + 4mot = o,

Ny

04,, — 2m ot = o, 04,, — 200t = o,

13
04,, 4+ 4not = o,
ce qui correspond & la transformation finie:
A= Ayy— 4, Ay = Ay — 4w,
Ay = Ay + 2m’, Ay = A + 20,
sg = Aoy — 40",
En prenant:

14

b

I'équation de la surface se met sous la forme:

I 1 a
(1) e=a 4@+ ) + 5 Gt + Q) + Y T

6 24 M= k|
ou les & constituent les invariants de la surface par rapport au groupe
projectif général. En particulier, on a deux invariants du 4™° ordre, qui
ont pour expressions:

2
Ay = A,y + 24,5 = ay + 20,; — 60y — 305,

4 5
. 3,73 2
= Oy U3 (au Olos Ogo =+ 2057 Olgg Oyg —— Oty Uy Oy — 30y al'l)’

2
8oy = Ay + 245 = ay + 20, — 6a,, — 303
4 s
3,3 2
= Otgy” Olyg” (G371 Ago Aos T+ 2001 Olog Oy — Otyg Agg Gy — 30gs t5)-

3. On peut donner de ces deux invariants, I'interprétation suivante.
Comparons la surface proposée a une surface anharmonique:

Pil sz Pga Pi‘ =1 a2+ A=0)

ou les P sont des fonctions linéaires indépendantes de z,y, 2. Une telle
surface, par une transformation projective convenable, peut se mettre sous
la forme:
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Elle dépend de 15 constantes arbitraires, et admet un groupe 4 deux
paramétres de transformations projectives

xp -+ azr, yq + bar

de sorte quelle admet deux invariants, lesquels sont précisément les con-

stantes @ et b. Effectivement, déterminons pour cette surface z = zy°,
les valeurs, en un point quelconque z et y, des deux invariants 4,, et 4,,.
Ici, on a:

Gy=a@—1)...(e—i+4+ NG —1)... (06— + 12y,
de sorte.que 2, est de degré a —ienx, b—jeny. L'équation en u est:

b(b?; I)u2 —

a(a —1) , 2ab
=+ Ik + 0,

de sorte que A et u sont de degré — 1 en z et 4 1 eny. L'expression:

Oy = @,(1, 2) = Zpo F P2y 1 A+ -

est de degré « — p en x et b en y; et, pour une raison analogue, a,, est
de degré a—h—%k en z et b en y. Il en résulte que 4, et 4, sont
de degré zéro en z et y, clest-d-dire, qu'ils dépendent bien de a et b
seulement.

Ceci montre qu’en tout point d’'une surface quelconque 8, il est en
général possible de trouver une surface anharmonique X (plus précisement,
un nombre limité de telles surfaces), qui soit osculatrice avec S, jusqu'aux
éléments du 4™ ordre. Les valeurs des deux invariants de S en ce point
s'expriment en fonction des deux invariants de cette surface anharmonique X.

On a laissé de coté, dans cette analyse, deux classes de surfaces, les
surfaces développables et les surfaces réglées. Les invariants des premiéres
se rameénent & ceux des courbes gauches et ont été complétement déter-
minés par Havpmew.!

Y Sur les invariants différenticls des courbes gauches, Journal de 1’école poly-
technique, 47° cahier.
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CHAPITRE IIL
Equation y’ = a,y* —a,y* + b,y — b, .
1. L’équation
(1) y'=ay’ —ay’+ by —b,

ou a,,a ,b ,b sont des fonctions de x et y, a la propriété de conserver
la méme forme par une transformation ponctuelle quelconque. En parti-
culier, si on considére # comme fonction de y, elle se transforme en:

r = b,x'* — b 2’ + ax —a,,

ce qui revient 4 substituer les @ aux b, et inversement, en méme temps

que l'on change x en y et inversement.
La transformation infinitésimale effectuée sur z et y, est ici:

2) or = — &ot, oy = — n0ot,
ou &€ et 7 sont des fonctions arbitraires de x et y. Elle donne:
(3) §{ =—_t + (ex ) +J”3$
. 32”+ G~ ()
+y395+y ( % .+ 33/:—;)

La transformation infinitésimale des coefficients a et b est alors donnée
par lidentité:

? 3 9 [3° ?? ,59°
’7+ (5 2 ’7) y’(—?——2—5)+y3——§

oxdYy Yy oxdy oy

+ (a,9' ——dy'2+bj_b)( * 377+ )
_(3aoy”——2a,y'+bl)[ e Y (ch :Z>+y’2z~§

da, , éa, , ob, , , 0b,
—V TV —FYV g =09
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ce qui donne:

s, (+2%) 0% 4

ot "\Toy o 1oy Yy
%—"-30377_"“19/ b‘:;'*—az az;il
(%o“bto= °( :)_;_:)__Z) ’3m+3w”

i‘btl:_ 0%35/+ lzi 13m+ aj:?y'

Le calcul des accroissements des dérivées ¢, et ¢, d'une fonction ¢
de x et y se fait & l'aide des formules:

dp, 4 Jp of cY dpy, 4 dp oy
ot dwdt + 250+ $rop’ ot dydt te ”8_/+%@'

Pour les éléments du 1** ordre, on obtient ainsi:

&loz — 2 E + 8(1/0!, _ ?E

o oy L ot ey T

Wy _ 29 Por _

ot sxy ' ot et T
30/” — 3377 — 985 + Ba,ly ke ﬂ 335
at dxoy? oy | T ot 9y’ Y y?
by, 0% 3% b, _2% 3%
6t~ axey aw’c)y i o ot aa:?ay +-

On est conduit & poser:
o = aly + 2“0.1:) 3& = a’lx + 2bly}

/31 = bla: + 2bOy) 3/9 = bly + Zal.t

et a substituer aux dérivées de @, et b, les quantités a,a,, 3, f, et
leurs dérivées, pour lesquelles on a:

da, ?% da 9%
—&——ﬁ—l- ot 3w3y2+
38, _ 0% 8 %

& T a—t—_aa:“ay'*'“"
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11 suffit méme, pour avoir tous les éléments d’ordre supérieur, de con-
sidérer seulement les dérivées de @, et a; par rapport a y seulement,
celles de &, et 8, par rapport &4 z seulement, en considérant simultané-
ment toutes les dérivées des autres éléments du premier ordre, a,,, b,,, «, f.

Ceci montre que, dans tout invariant, les dérivées d’ordre supérieur
figurent seulement sous la forme des dérivées d’une des deux expressions:

. 2 ?%a, 13%,
b=t + f, = 33z8y+§9y
3%, 2 3% I 9%,

m=b0y2+ax= +

ay? 3 Btay 3 oz’

et on pourra, 4 partir du 3™ ordre, considérer seulement les dérivées de
a,, par rapport & y, celles de &, par rapport & x, et introduire ! et
m et leurs dérivées.

On a:
gﬁ = % <2 aZZZy _ g) - &::—fy % am'ay + @ ai;}"“;b: ajc;i/’
°aﬁ+3 ‘aa;gy ; laxay’+
= — 8, S gy by b S

d’ou il résulte que, dans tout invariant, les quantités / et m ne figurent
que par les combinaisons:

h=1 4 ap —ap+ b ay, + byay,,
k=m+ bya, —ba + a;by, + by,

expressions que l'on peut maintenant substituer & I et m.
Le calcul complet des accroissements de % et % donne:

oh ., (o€ oy o8
3?_}‘(554'253—/)_76 oy’

ok ., (9 3 Cul

%= (5_7/+25;c)_h3x
résultat remarquable, en ce sens que les dérivées du second ordre de &
et » n'y figurent pas.

(4)
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On pourrait achever la détermination des invariants, en prolongeant
la transformation infinitésimale (4) aux dérivées de % et k; puis, en
ajoutant a chacune de ces dérivées des fonctions linéaires de ay,, by, , a,,,
by, o,y B, @ et B, on peut faire disparaitre, dans l'expression de leurs
transformations infinitésimales, les dérivées du 3™ ordre de & et 5. Le
calcul est rendu pratiquement facile, en égard 4 notre remarque (3™
partie, ch. I), sur l'intégration progressive des systémes complets.

On obtient ainsi 6 invariants du 4™ ordre, et, en général, 2(n— 1)
du #®"° ordre, lesquels peuvent étre exprimés en fonctions linéaires des
2(n — 1) dérivées du (w — 2)*™ ordre de % et k.

Nous suivrons une autre marche. Il résulte des équations (4), qu’il
y a une équation différentielle du 1™ ordre, invariablement attachée a
la proposée, car, si I'on combine avec (4) les formules:

O = —E g% 8 iy = — T gy —
‘%dx_ amolsc ayd , (—ﬁdy— mdw aydy
on trouve l'équation invariante:
(5)- hdy — kdx = o.

Il en résulte que Ton peut, par une transformation du groupe,
annuler %; il suffit de prendre pour nouvelle variable indépendante, une
fonction x, de = et y satisfaisant a:

LA oz,
(6) haz -+ kﬁ =0
en laissant y fixe: cela, sous la seule condition que x, ne se réduise pas
a une simple fonction de y, c'est-a-dire, que l'on n’ait pas:
k= o.

Dans ce cas, il suffit d'intervertir z et y, pour réaliser immédiatement
la condition 7 = o.
Ce calcul tomberait en défaut, dans le cas ou on aurait simultanément:

(7) k= o, k= o.

On a ainsi un systéme invariant d'équations; lorsqu’il est satisfait, nos



80 Ar. Tresse.

calculs précédents montrent que I'équation (1) n'admet pas d’invariants.
Il en est ainsi, en particulier, pour 1’équation

de sorte que le systéme (7) exprime les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que l'équation (1) puisse se ramener par une transformation
ponctuelle a 1'équation précédente. On sait comment, dans”ce cas, M. Lie
a ramené lintégration de cette équation (1), & celle d'une équation li-
néaire du 3™ ordre.!

Quant & la transformation générale (2) qui laisse invariante I'équa-

tion & = o, elle est définie, d’aprés (4), par:

Elle est bien indépendante des mnouveaux coefficients de I'équation, et
engendre un groupe, savoir:

(8) X = X(x)’ Yy, = Y("‘v ’ ?/)
ou, avec les transformations infinitésirnales:
(8 ox = — &(x)d¢, oy =—y(x,y)ot

ou X et & sont des fonctions arbitraires de x seulement, ¥ et 3 des
fonctions arbitraires de « et y.

L’équation (1) étant mise sous une nouvelle forme pour laquelle on
a h = o, tout revient maintenant & calculer les invariants de ses coeffi-
cients par rapport au groupe (8) ou (8'), lequel donne:

da, ) ab, ,
©) gt——a< 6) ot (E ) 13w+9m”’
9
80/ 3b —_ ot 11 3277
F=— et e+l G=he—ailt e —22t.

' Y1, Archives norvégiennes, 1883, Classification und Infegration von ge-
wohnlichen Differentialgleichungen xwischen x,y, die eine Gruppe von Transformationen
gestatten, 111,
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On rencontre une premiére équation invariante, d’ordre zéro:

et tout revient, dans le cas ol elle est satisfaite, & étudier la transforma-
tion (9) par rapport aux trois fonctions @, ,d,,d,. Nous laisserons de
c6té ce cas particulier pour ne nous attacher qu'au cas général.

En prolongeant la transformation (g) au premier ordre, on fait ap-
paraitre les dérivées du 3™ ordre de & et 3, d’ou il résulte que, dans
un invariant du 1°* ordre, les dérivées du premier ordre figurent seule-
ment sous l'une des formes q,,, a,, et:

ﬂ = %(bly + zalx)

pour lesquelles on a:

60/0 ’

T?t—q a0y<3ay-—5)+2a032,

5[&01- Ui 37/‘ 277 14
oF 2a°”3y + Pov 5 + 4 ( xoy ¢ )’
B o'y
Y ﬂ<5 + ) 20,27,

En combinant ceci avec (9), on est conduit & poser, pour faire disparaitre
les dérivées du second ordre de & et :

Qpy = @y, — 20,0, @, = 0y, + a,b,, g =B+ 2a,b,
et on a:
3“"!/ ’ 9” ) 23”
o oy <3 5y —§) 4 64,
Bao'x ;o , 97
10 —— A -
( ) (% 2a0:¢'ay + a0y3x7

——2aZyp(e+3),

Acta mathematica. 18. Tmprimé le 16 octobre 1893, i1
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transformations auxquelles j'ajouterai, pour avoir les paramétres différen-
tiels, les suivantes, ol ¢ est supposé étre un invariant:

6?7 . ? 377 850'/ — a’?
o =S T T Sy

En rapprochant ceci de la premiére équation (g), on trouve un invariant
du premier ordre:

? ’ 3
@, Aoz Coy Goy
B = VRN (/3' + = — “4)
’ Qoy \ 2 3a, 54“’0
a —_—
% 122
et deux paramétres différentiels:
!’
__ a, Qoy _ Py
Axgp———-—-——,— <¢m_—“6—2¢y>’ Aysp-‘—'—'———é—;
a"l oy (b, a, . oy >2
% 12a2 % 124

Pour le second ordre, on rencontre, en prolongeant la transformation
(9), les 6 dérivées du 4™ ordre de & et 3, lesquelles donnent 6 équa-
tions distinctes, de sorte que les 9 dérivées du second ordre de a,, b, , b,
figurent dans tout invariant par 3 de leurs combinaisons. Nous prendrons
pour ces combinaisons, A,B, A, B, qui sont des invariants et k, qui
donne:

(11) f;—f-——k<%3+25’>.

Quant aux dérivées de q,, il suffit d’en considérer deux seulement, en
vertu de la relation 2 = o. Nous poserons:

9
’
Qoyr = @aoy = Qe — 2006111, —_ 2ala0y,

°
a(;zy == a_ya:).t = any + aobly + bl“Oy?
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et on a:
3 ’ ’ aﬁ ! ’ 32ﬁ ’ 97 2 9277
5 Qo == Qope (4@— é‘) + 30,01,372 + 12a4(a;, + 24, al)a—x + 6a; ooy’
s, , 9 5 9y , 9%y a/
= Aoy == 305,y — + g, —- 204, —: a, .
é\t Oxy 3 Oxyay + 0y T + Ozayz + vy 3&79/
Ceci conduit & poser:
’ 2
a’;);/'l = Qpye — 3a1a(’)y + S(lobn
ot ' 1 b ’
Aoy = Qogy~— 20, Qg + 5 N1y
et on a:
N
o o ’? 977 ’ ’ 377 2 prr
o Qo2 = Gope <437J_ E) + 21“0“0;/3_‘,ch + 34§87,
b‘ 1 7] 377 17 377 ’ Bﬂ L, ,7
Ea()xy = 3“0xy8_y + a()gﬂ;x + 6a0a0x afx + 'éaOyE °
Les termes en &’ interviennent ici, de sorte qu'il faut introduire lex-
pression:
! rr
’ Qoy Qoy?
Gy — a3

qul donne:

N s [ ’ 1 .Y 12
fl__ all g!ﬂ(ﬁfj_—‘ == 2 ! g_‘idﬂ) aj ._I._ (6(1 TP — / .(M’. aj
()‘t Ory 6(’{3 ) o Oxy 6(1/3 9!/ 00 2 au 2

et cette formule, combinée avec (g), (10) et (11) conduit & deux nouveaux
invariants du second ordre:

a;
C = g
ar . a/Oy 2
027 1202
et
’ 11 .7 ’ 3
D — I <a” Aoy Qoy? Gz Qoy + a(.y)
= —55 s \ Goay — y T vy )
g\ 6a; a, 4a
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de sorte qu’il y a 4 invariants du second ordre:
AB, AB, C, D.

On voit en outre que la transformation infinitésimale (9), prolongée
au sccond ordre, condult en considérant les dérivées des premier, second,
troisiéme et 4™ ordre de € et » a des équations qui sont indépendantes.
Elles restent, a fortiori, indépendantes, lorsqu'on prolonge ensuite la trans-
formation & lordre suivant; les 7 dérivées du 5™ ordre de & et  don-
nent en outre, de par la maniére dont elles figurent dans la transforma-
tion, des équations indépendantes entre elles et des précédentes; et comme
il faut ajouter comme nouvelles variables les 12 dérivées du 3™ ordre
de a,,b ,8,, et les 2 dérivées a,;, a,, de a, on obtient ainsi 7 in-
variants du 3™ ordre. Plus généralement pour lordre #, on a encore
pour déterminer les invariants, un systéme complet d’équations indépen-
dantes, lequel comprend n 4 4 équations de plus que le systéme d’ordre
n—1, ¢t 3(n 4+ 1) 4+ 2 = 3n + 5 variables de plus; ce qui donne donc,
a partir de » = 3, 2n 4 1 invariants distincts du »*™° ordre.

Or, dans les 4 invariants du second ordre, D, A, B, A, B, C figu-
rent respectivement les expressions a,:, f,, . et k, chacune d'elles en-
trant dans linvariant correspondant, sans figurer dans ceux qui le pré-
cédent. La méme remarque pourra s'appliquer aux invariants du 3™ ordre,
quon en déduira i Daide des paramétres différentiels, A, D, A, D,
A.B,A,DB,A.B,AC, A C relativement aux expressions: @y, G,
Byis ey Prs Ky 5 k5 et ainsi de suite, de sorte que l'on obtient ainsi pour
I'ordre n, en ne considérant que les dérivées g, et a,, -1 de a,:

24+ n+n—1=2n-41

invariants distincts, c¢'est-A-dire tous les invariants cherchés.

2. Considérons, par exemple, une équation:
(12) Y =ay’®—ay’ + by — by,

dont les coefficients seraient fonctions d'une seule variable,  ou y.
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Dans ce cas, si linvariant B n’est pas constant, tous les invariants
du second ordre g'expriment en fonction de B:

(13) AB=/(B), AB=[(B), C=(f(B), D={(B),

et réciproquement, toute équation dont les invariants satisfont a ces rela-
tions (13) peut se ramener a la forme (12).

Si B était constant et égal a4 B,, sans que C et D, € par cxemple,
le solent tous les deux, les équations homologues ‘de (12) sont définies
par les relations:

(14) B = Bo’ D = ¢1(C)’ AyC = 5['2(0)? AC= ¢3(C’>'

Si enfin, B, C et D sont tous les trois constants, et égaux a I
les relations:

c,,D,

0

(15) B=B,, CC=C

suffisent pour définir les équations homologues de (12).

Réciproquement, je dis qu'une équation (1) dont les invariants satis-
font &4 un systeme de relations ayant l'une des formes (13), (14), (15),
cest-a-dire, qui a un invariant distinct au plus, est homologue d'une
équation de la forme (12) ol les coefficients sont fonctions d’une seule
variable.

Regardons, en effet, dans le systéme (13), ou (14), ou (15), @, a,,
b,, b, comme fonctions d'une seule variable x, ou y; on obtient ainsi
un systéme de 4 équations différentielles ordinaires au plus par rapport
a 4 inconnues; et toute solution de ces équations donne des valeurs de
@y @, b, by, fonctions d'une seule variable, qui répondent & la question.

Voici, comment, dans le cas général, on pourra ramener une pareille
équation a4 la forme (12). Ayant annulé la quantité %, & l'aide d'une
nouvelle variable #,, prenons comme nouvelle fonction y,, l'invariant B
lui-méme:

vy, =B

ou encore C ou D, pourvu que linvariant choisi ne se réduise pas a
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une fonction de z, seulement. Cela revient a mettre I'équation (1) sous

une forme réduite:
13 2?2 2
y o= Ay’ — A" + By — Dy,

qui ne se conserve que par les transforinations du groupe:

or, = — &(x,)0t.
Cette transformation donne:
04, = — A, &ot, OB, = 2B,& 41,
04, = o, oB, = (B,& 4 ¢&")ot,
puis
24 s 24 24,
02— A G, o= g,
a'xl a-’/l 29:[/1
29D, B, .,
0 = -——&4t,
oY, oY,

et admet done pour invariants, les expressions:

2B,

" ay,

) 9 ! aAu
4., By, 15

oA,

rry + A, B, 4

Ces invariants, calculés avec les varinbles primitives, z et y, donnent

des invariants de 'équation proposée et par suite sont tous des fonctions

de B, desta-dire de y,. On aura donc, en désignant par des ¥ des
fonctions de y, seulement, et par des X des fonctions de x, sculement:

A, =Y

1 1

puis:
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Avec les variables z. et y,, 'équation proposée est donec de la forme:
1 Y., 1cq p

77 7 22 re T ' }-72
o o= Y, Xy’ — Yyy'* + Y (Y L,)&,,)_’I/ Ty

YiX:
ou, comme on sait:
" Yz ’3 I Y. ) Yr) ” Y 2! VX
Ty frf_’"rzlx Ty X ( s — o), + Yo — ¥V X .
1} 0 0 =0

En prenant comme nouvelle variable x, une fonction x, de x, seule-
ment, on a:

2 __dz, ,
2 = d—xlxl
et
o dx,
= T
et cette équation devient:
v Y, dzx, 4 [ I , d’x2 v
RIS 5 cl i Y,,X‘,(Y YX°) i, dxf]“‘
+ 7, ({T — Y, X

Il suffit alors de prendre la fonction z, de w,, telle que l'on ait:

dz,
&, %

d’ou

a’z, ,

- ‘f 0 + 2X —

pour que l'équation devienne:

Y, Y,

xy Y2x2 ——x2 + Yz, — ¥,

ou les coefficients sont bien fonctions de , seulement
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On voit que la réduction & cette forme se fait a laide de deux
quadratures successives, la premiére pour déterminer z,, en fonction de
z et y, la seconde pour déterminer z, en fonction de z,.

L’intégration de l'équation proposée s'achéve par lintégration d’une
équation différentielle ordinaire du premier ordre, de la forme:

du

3 5 2 ; ;
a}'}: 1101L —«—Alu, + BIH——' 4’10

ou les coefficients A sont fonctions de x, suivie cnsuite d’une nouvelle
quadrature.




