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I n t r o d u c t i o n .  

La notion d ' i n v a r i a n t  d i f fdrent ie l  est une de celles qui se pr~sentent 
le plus souvent dans les diff~rentes branches de l'Analyse. On salt, par 
exemple, combien est f~conde, dans la G~om~trie des courbes et surfaces, 
]a th6orie de la courbure ,  c'eat-~-dire des invariants diff~rentiels des courbea 
et surfaces par rapport au groupe des mouvements de l'espace; comment 
la  courbure  totale de GAuss, combin4e avec les paramOtres  d i f fdren t ie l s  de 
BELTRA~I, intervient heureusement dans la th~orie des surfaces applicables. 

De nos jours, HALP~EN a d~termind lea invariants des courbes, planes ~ 
et gauches 2, par rapport aux transformations projectives; et c'est en g~- 
n~ralisant ces r~aultats que, reprenant les recherches de LAGUEaRE 3 et 
BRIOSCHI 4, il est arrive, dana son m~moire ' '  celebre , k construire les in- 
variants des ~quations diff~rentielles linSaires par rapport aux transforma- 
tions ponctuelles qui n'alt~rent pas leur forme lin5aire. 

1 HALPHPa% Th~s% Sur  les invariants diffdrentiels, Paris, I878. 
2 Sur les invariants diffdrentiels des courbes gauches, J o u r nal  d e l" d e o 1 e p o 1 y - 

teehnique~ 47 me (3ahier. 
s LAGUERRE, C o m p t e s  r e n d u s ,  t. 88~ p. I I 6  et 224. 

4 BIRIOSCHI: Bulletin de ]a soeidtd naathdmatique de France~ t. VII, p. IO 5. 
s HALPn~Ir Sur la rdduction des gquations diffdrentielles llndaires aux formes intd- 

grables, M d m o l r e s  des savants ~trangers~ t. 28. 
Ac~a mathcmativa. 18. Imprim6 le 26 septembre 1898, 1 
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La th~oric des ~quations diff~rentielles a encore fourni d'int~ressantes 

applications des invariants diff~rentiels k MM. A~'P~r,L et RIVEREAU a, sur 

la transformation des ~quations de la forme 

d y e %  + %y + . . .  + a~y" 
dx bo "t" b~y + . . .  + b~yP 

par la transformation 

X(x), v '=  vx,(x) + 

ou sur des cas parti~uliers de ce probl~me; g M. ROGER LIOUVILLE ~, sur 

la transformation ponctuelle de l '~quation: 

y "  q- a~y '~ q-  3a~y '~ q-  3a~y ' .q- a~ ~ o .  

Dans toutes ces recherches s'est pr&entd ce r~sultat que les conditions 
n~cessaires et suffisantes pour que deux dquations donn~es puissent se 

ramener  l 'une k l 'autre g l 'aide d'une transformation de nature d~ter- 

minde, s 'obtiennent par la consideration d 'un nombre  fini d'invariants 

diff6rentiels. 
L'objet de ce travail  est de g~n~raliser ce principe. J 'ai  fair, dans 

ce but, application de la th~orie des groupes de M. L~E, laquelle se prate 

admirablement  g l'~dification d'une th~orie g~n~rale des invariants diff& 

rentiels. C'est ce qu'a commencd M. LI~ lui-m~me, dans plusieurs re- 

cherches off il avait  principalement en vue la d6termination de ces in- 

variants a; c'est aussi ce qu'ont indiqu~ dans deux notes, assez br6ves, 

mais fondamentales, HALPHEN 4 et M. GOURSAT a. 

i _A_PPELL~ Sur les invariants de quelques dquations diff&entielles, J o u r nal d e m a t h., 
4 me s~ri% t. 5. 

RIVEREAU~ Sur les invariants de eertaines classes d'dquations homog~nes par rapport 

d la fonetion inconnue et d ses d&ivdes, Th~se~ Paris I89o. - -  Sur les invariants de 
quelques dquations diff~rentielles, Journal  de math.~ 4 me sdri% t. 8. 

ROGER LmUVtLLE~ Sur les invariants de eertaines dquations diffdrentielles, J o u r n a I 

de l 'dcole polyteehnique~ 59 me eahier. 
s Voir~ entre autres, LIE, ~ber JDifferentia!invarianten ~ Math. Annalen~ t. 24. 
4 I-IALPHEN~ Sur l'exlstenee des invariants, Lettre ~ M. SYLVESTP, R~ American 

journal  of mathematies~ vol. 9, P. I37. - -  Voir, ~ ee sujet~ Lm~ D/e Begriffe 
Gruppe und Invariante, Leipziger Beriehte~ I887. 

Gou~xT~ Sur les invariants des dquations diffdrentielles, 13. R.~ t. Io7~ p. 898. 
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M. LIE a 6tabli comment, en g6n6ral, il existe des invariants dont 
]e nombre croit ind6finiment avec ]'ordre. J'ai d6montr6 qu'il existe, dans 
chaque cas, des proc6d6s, param~tres diff~rentiels ou opdrations invariantes, 
permet~ant, 6rant connus des invariants, d'en d6duire de nouveaux; et 
que, 6rant d6termin6 un nombre fini d'invariants, on peut, par ces pro- 
c6d6s, obtenir tous les autres. I1 en r6sulte que les conditions n6cessaires 
et suffisantes pour que deux multiplicit6s de mgme nature puissent se 
ramener l'une k l'autre par une transformation du groupe, sont d6finies 
par un nombre encore limit6 de ces invariants. 

Ce travail est divis6 en trois parties. Dans la premiere, j'6tablis une 
proposition, fondamentale pour la suite, savoir, que l'6tude d'un syst6ine 
d'6quations aux d6riv6es partielles se r6duit toujours k celle d'un nombre 
fini d'6quations; puis, je rappelle les propositions g6n6rales de M. LIE, 
sur les groupes d6finis par des syst6mes d'6quations aux deriv6es partielles, 
groupes que jlappelle groupes de Lie. 

Dans la seconde partie, je montre comment les invariants d'une 
multiplicit6 se d6duisent imm6diatement des dquations de ddfinition du 
groupe, et je rappelle comment M. LIE, partant des transformations in- 
finitdsimales, obtient ces invariants par l'int6gration de syst6mes complets. 
Puis j'dtablis les propositions concernant les syst6mes finis d'invariants. 

Enfin, dans la troisibme partie, je montre comment la notion d'in- 
variant diff6rentiel s'identifie avec celle de forme rdduite, celle-ci pouvant 
m6me guider le calcuI des invariants. Je termine par la ddtermination 
des invariants d'une surface, par rapport aux transformations conformes 
de respace, d'une part, et aux transformations projectives, d'autre part; 
puis, par celle des invariants d6jk obtenus par une vole toute diff6rente 
par M. ROGER LIOUVILLE dans le probl~me qu'il a traitd. 

J'ai entrepris ces recherches sur les conseils de mon tr6s illustre 
maitre, M. SOPHUS LIE, qui m'a initi6 ~ ses th6ories si f6condes et 
aujourd'hui si vastes des groupes de transformations. Qu'il me soit permis 
de lui cn exprimer ici ma plus vive reconnaissance! 
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PREMII~RE PARTIE.  

CHAPITRE I. 

t ~ o p r i d t ~  g~n~rale  des  s y s t ~ m e s  d ' $ q u a t i o n s  

a u x  ddr i vdes  par t i e l l e s ;  

I. On appelle multiplicitd d n dimensions d'un espace & n + p dimensions 

un syst~me de p fonctions z 1 , z 2 , . . . ,  z~ de n variables ind6pendantes 

X 1 ~ X 2 ,  . . . ,  Xn.  

Si une telle multiplicit6 satisfait g une ou plusieurs 6quations aux 
d6riv6es partielles, entre les x, les z et leurs d6riv6es, elle satisfait aussi 
aux 6quations qui s'en d6duisent par diff6rentiation. En s'61evant aux 
ordres sup6rieurs, on obtient de la sorte un nombre illimit6 d'6quations; 
si on ne consid~re pas celles-ci comme distinctes des premieres, il y a lieu 
de se demander s'il peut exister des systSmes comprenant un nombre 
illimit6 d'6quations ainsi  disgnctes, et s'il peut exister des multiplicit6s 
d6finies comme solutions de pareils syst~mes illimitds d'6quations. 

Nous verrons qu'il n'en est rien. Par exemple, on salt 1 que la 
condition n6cessaire et suffisante pour que la solution g6n6rale d'un 
systSme d'dquations aux d6riv6es partielles n e  d6pende que d 'un hombre 
fini de constantes arbitraires, est que l 'on puisse g l'aide de ces dquations 
exprimer toutes les d6riv6es d'un certain ordre des z, en fonction des 
d6riv6es d'ordre inf6rieur, des x et des z. Un pard i  syst~me est n6ces- 
sairement limit6. 

2. Consid6rons d'abord le cas simple d'une seule fonction z de deux 
variables, x et y, d6finie par un syst~me donn6 d'6quations aux d6riv6es 

1 Voir~ LIE~ Theorie der Transformationsgruppen, Erster Abschuitt~ p. t79. 
BOURLE% Sur les dquations aux ddrivdes partielles simultandes~ An hales de 1 '~cole 

normal% I89I~ Suppl. 
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partielles. Consid~rons les ~quafions d'ordre h de ce syst~me, et mettons- 
les sous une forme canoni~ue, en les r~solvant par rapport ~ une ou 
plusieurs d~riv~es d'ordre h, 

Oh Z 

de telle &~on que la fonction r ne contienne que des d~riv~es d'ordre 
h, z,.,~_~, telles que l'on air 

(X' ~ a .  

Une pareille r6duction est toujours possible. De plus, les 6quations d'ordre 
sup6rieur, qu'on en d~duit par differentiation, se pr6senient encore sous 
forme canonique. 

Repr~sentons alors dans un plan, la d~riv~e 
z,,z par le point de coordonn~es a , f l :  les d~ri- 
v~es d'un mSme ordre sont situ~es sur une droite: 

x -]- y : const. 

La prSsence, dans  le syst~me canonique, d'une 
5quation rdsolue par rapport k z~.z, entralne, pour 

O Off 

les syst~mes d'ordre sup~rieur, celle d'Squations rSsolues par rapport 
routes les deriv~es, d.ont les points repr~sentatifs sont situ~s dans l 'angle 
form~ par les parallSles aux axes mendes par le point a , /~,  ou sur ces 
parall~les. Si done il y a des 5quations rdsolues par rapport ~ une ou 
plusieurs d~riv~es d'ordre h: 

(i) Z g l ,  h - - ~  1 ) Za2) h - - a  2 ) �9 , �9 , Z ' ( l~)h- -a~ 

avec 

a 1 ~ a~ ~ . . .  ~ aq, 

on aura, ~ partir d'un certain ordre, des ~quations rfisolues par rapport 
toutes les d~riv~es de z,  z~,z, except~ pour 

a < %  ou f l < h ~ a ~ ;  

il peut mSme se presenter plusieurs 4quations r& 
solues par rapport ~ une mdme d~riv~e z~,z; il 
nous suffit de ne conserver qu'une seule d'entre 

(:~wp \ \ \  
\ \  

o r ) 
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elles, celle, par exemple, qui s'obtient en diffdrentiant la d6riv6e d'indice a 
le plus 61ev6, parmi les ddriv6es (I). 

Le nombre des d6riv6es qui ne figurent pas dans les premiers membres, 
pour un ordre d6termin6, est alors constant quel que soit cet ordre, et 
6gal ~ h ~ al -1- a~. Si alors le syst6me n'est pas limit6, c'est qu'il y a 
lieu d'ajouter des dquations nouvelles, lesquelles, combin6es avec les 
pr6c6dentes, peuvent se mettre encore sous forme canonique. Or, apr6s 
h ~ a~ + % dquations nouvelles, au plus, on trouve un ordre s, tel que 
toutes les d6rivdes d'ordre s et d'ordre sup6rieur de z s 'expriment en 
fonction des ddriv6es d'ordre inf6rieur. Le syst6me est alors ndcessairement 
limitd, et toute 6quation nouvelle, ajout6e aux prdc6dentes, se ram6ne 
une 6quation d'ordre inf6rieur h s, laquelle peut dtre ou n'dtre pas 
analyt iquement ind6pendante des premi6res. Dans tous les cas, le syst6me 
est donc limit& 

3. La proposition subsiste dans le eas d'une multiplicit6, que j 'ap- 
pellerai de de~txidme espdce, formde de p fonctions z I , z~, . . . ,  zp d6pendant 
chacune de deux variables ind6pendantes, x l ,  Yl, pour z 1 , x 2 , Y2 pour 
z~ . . . .  , xp, yp pour zp: ces variables peuvent d'ailleurs ne pas ~tre toutes 
diff6rentes. Ici, on dressera encore une liste des ddrivdes d'ordre h, en 

~+~z, 
rangeant d'abord celles de z~, zl,~ z z~,~z-----~--~/ suivant les indices a 

d6croissants, puis celles de z2, de la m~me mani6re, et ainsi de suite. En 
suivant cette liste, on peut mettre les " " equations d'un m~me ordre h, que 
comprend le syst6me, sous une forme canonique, c'est-~-dire, en les r6sol- 
vant  par rapport  aux d6rivdes d'ordre h: 

de telle faqon que les d6rivdes d'ordre h, qul figurent dans r sui- 
vent z~,~,h_~ dans la liste. Cette forme a encore la propri6t6 manifeste de 
rester canonique apr6s diff6rentiation. 

Dans les premiers membres de ces 6quations figurent par leurs ddri- 
v6es une -ou  plusieurs fonctions z. D'apr6s le paragraphe pr6c6dent, on 
ne peut ajouter qu 'un nombre fini d'6quations nouvelles, r6solues.par rap- 
port aux d6riv6es de ces fonctions. Si donc le syst6me n'est pas limit6, 
on fera apparaltre, apr6s un nombre fini d'additions d'6quations nouvelles, 
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une on plusieurs fonctions nouvelles z, e t  ainai de suite. Finalement, on 
aura dans lea premiers membres, toutes les fonctions z, aprSs quoi, en 
ajoutant encore un hombre fini d'6quations nouvelles, on arriverait  b, ex- 
primer toutea les ddrivdes d'un certain ordre en fonetion des ddriv6es 
d'ordre inf6rieur. Sous cette forme, le syst6me eat alora n6cessaire- 
Ren t  l imitd.  

4. Pour g6n6raliser la proposition, je la supposerai 6tablie pour route 
multiplicit6 de n -  I ~ r  esp6ce, et r6tendrai b~ celles de n ~ espdce. 

Soit, celle-ci, form6e de p fonctions, Zl, z ~ , . . . ,  zp, chacune de n 
variables ind6pendantes, z~, par exemple, dtant fonction de x~,~, x~,~, . . . ,  x~,,. 
On posera 

at  i ,  l a ~ i , 2  " " " ~ Z i ,  n 

Comme dans les cas prdcddents, on dressera une liste des d6rivdes d'un 
mgme ordre, en rangeant  les d6riv6es de z~, z,,a, .......... suivant lea indices 
a~ d6croiasants, celles ayant  m6me indiee a~, suivant les indices a~ dd- 
croissants, et ainsi de suite, et de mgme pour les fonctions suivantes 
z ~ , . . . ,  zp. D'aprSs cette liste, il est encore possible de mettre les ~qua, 
tions d'ordre h sous une forme canonique se conservant par diff6rentiation: 

(2) b ,o, ........... 

les d6rivdes d'ordre h qui figurent dana r suivant z~,~,,~,...,a, sur 
la liste. 

(~ela fait, supposons que la fonction zi figure dana l ' un  des premiers 
membres de ces 6quations, par sa d6rivde z,,,,,~,....,.. Dans lea 6quations 
d'ordre sup6rieur, on a, par le fait, des 6quations rdsolues par rapport  
routes lea ddriv6es de z~,~,,~, ....... . Nous considdrons l 'ensemble des autres 
d6riv6es de z~, d'ordre h et d'ordre sup6rieur, comme appartenant  ~ une 
multiplicit6 de n -  I i~me esp6ce, d6finie comme il suit. Prenons comme 
fonctions lea d6riv6ea de z~, d'ordre h, distinctes de z~.,,,~, ....... ; et soit 
z~,~,,z~,...,z, l 'une quelconque d'entre elles: l 'un au moina dea indices /~ est 
inf6rieur ~ l'indice a correspondant, car on a: 

+ f l ,  + ' "  +f l ,  = + " "  + 
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Si, ft, < a~, on eonsid~re seulement les d6riv6es de z~,z,,~,,...,~, prises par  
rapport  ~ x ~ , x 2 , . . .  ,x ,_~,  et non ~ x~. P a r m i  les autres z~.~,,~,,...,~, on 
,prend celles pour lesquelles on a: fl~_~ < a,_~, et on consid~re toutes 
leurs d~riv6es, saul  celles prises par rapport ~ x,_~, et ainsi de suite. 
De cette fa~on, on fair entrer toutes les d6riv6es de z~, d'ordre 6gal ou 
sup6rieur ~ h, qui ne sont pas d6riv6es de zi,~,,~,...,~., dans une multiplicit6 
de n - - I  ~me espSce, car une telle d6riv6e a run  au moins de ses in- 
dices inf6rieur au nombre correspondant de la suite a~, % , . . . ,  an. De 
plus, cette multiplicit6 de n ~ I ~ esp~ce ne comprend aucune d6riv~e 
de z~,~,.~ ........ . 

On fera ainsi pour routes celles des fonctions z ~ , z ~ , . . . ,  z~ qui fi- 
gurent dans les premiers membres du systSme (2). Or, d'apr~s ce qui a 
6t6 admis sur les multiplicit6s de n ~  I ~m~ esp~ce, on ne peut ajouter 
qu'un hombre fini d'6quations nouvelles r6solues par rapport aux d6riv6es 
de ces fonctions, ainsi raises h part :  il en est m~me certaines qui s'intro- 
duisent nScessairement, celles qui expriment que deux des d6riv6es de la 
multiplicit6 de n - - i  ~m~ esp~ce sont identiques. Si doric le systSme n'est 
pas limit6, on fera apparaitre, dan~ les premier~ membres, aprSs un nombre 
fini d'additions d'6quations, une ou plusieurs nouvelles fonctions z, et ainsi 
de suite. Finalement,  on arriverait  encore k un syst~me n~cessairement 
limit~ permettant d 'exprimer routes les d6riv6es d'un certain ordre en 
fonction des d6riv~es d'ordre inf6rieur. Donc: 

Th~or~me I. Un systkme d'dquations aux d~rivdes partielles dtant d~fini 
d'une manikre quelconque, ce systkme est ndcessairement limitd~ c'est-~-dire 
qu'il existe un ordre fini s, tel que, toutes les dquations d'ordre sup~rieur 
s que comprend le systkme, se ddduisent _par de simples diffdrentiations des 
dquations d'ordre dgal ou infdrieur ~ s. 

5. La m6thode suivie dans cette analyse conduit k d'autres r6sultats. 
En diffgrentiant les 6quations d'un systSme canoniq~m, on a n6glig6 ce 
fait qu'une mdme d6riv6e peuL dans certains cas, s 'exprimer de plusieurs 
mani~res diff6rentes, pour n'envisager qu'une seule de ces expressions. Si 
on exprime que ces diff6rentes valcurs doivent ~tre 6gales, on forme ainsi 
des 6quations, qui, si elles ne sont pas des cons6quences analytiques de 
celles d6j~ connues, appartiennent h la cat6gorie des 6quations nouvelles 
qu'il  faut ajouter au syst6me. 
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Dans le cas off ce proc~d~ n'ajoute pas d'Squations nouVelles, on dit, 
ou que les conditions d'intdgrabilit~ sont satisfaites, o u q u e  le syst~me est 
compl~tement intdgrable, ou qu'il est en involution. 

D'apr~s cela, dtant donn4 un syst~me quelconque de to ~quations aux 
d~riv~es partielles, o n  peut, selon la marche suivie, le mettre sous forme 
canonique, puis diff(~rentier ses dquations, et exprimer, s'il y a lieu, les 
conditions d'int~grabilit~. Nos raisonnements montrent que, en suivant 
cette vole, on arrive, apr~s un hombre limitd d'opdrations, ou Sun  syst~me 
compl~tement int~grable, ou g u n  syst~me ddfinissant toutes les d~rivSes 
d'un certain ordre s, en  i'onction des d4riv~es d'ordre inf~rieur. Si on 
diff6rentie ces 4quations d'ordre s, puis qu'on ~crive les  conditions d'intd- 
grabilitd relatives aux d~riv5es d'ordre s-Jr- I,  ou bien on trouve qu'elles 
sont des consequences analytiques des dquations d'ordre 5gal ou  inf~ricur 
g s, ou bien on obtient de nouvelles ~quations d'ordre s o u  infdrieur. 
Dans ce cas, on ajoute ces 6quations au syst&ne propose, ct on r~p~te 
les mdmes op6rations. Finalement, les ddriv4es d'ordre au plus 6gal ~ s 
6tant en nombre fini, on arrive, apr6s un hombre limit~ d'opdrations, ou 
b~ un systSme incompatible, ou g un syst6me compl6tement int~grab]e, 
dont Ia solution g6n6ralene d6pend alors que d'un hombre fini de con. 
stantes arbitraires. Donc: 

Th4ori!me II. Etant donn~ un systkme quelco~que d'dquations aux de3"i- 
v~es 2artielles, on peut~ aTr~s un hombre limitd de diffdrentiations et du 
tions; o~ bien montrer qu'il est incompatible ,  ou bien le mettre sous forme 
d'un syst~me complOtement in tdgrable ,  dont la solution gdndrale ddpend 
alors, suivant les cas, de fonctions ou de constantes arbitraires. 

6. L'existence des solutions de ces syst~mes compl6tement int6grables, 
dans toute leur g~ndralit6, a fait l'objet de plusieurs travaux remarquables, 
particuli6rement de MM. MEaAY et R~Qt~E~' et BOURL~T ~, qui ont con- 
tinu4 les savantes recherches de C~VCHV, de M. Da~zoux a e t  de M ~ ~)~ 
KOW.~L~VSK~ ~. L e  d4veloppement de ces travaux n'a pas place ici; j 'cn 

I MERA.Y et RIqrYI:ER~ A n n a l e s  de l ' ~ c o l e  n o r m a l e  sup~r ieure~  I89o. 
BOURLET~ foe. Cir. 

3 G. DAP~oux~ Comptes  rendus,  de l~acad~mle  des sclences~ t. 8o~ p. 

I o l  e t  3 1 7  . 

4 SOPHIE VO~r KOWALEVSKI~ J o u r n a l  de Cre | le~ t. 8o. 
Avta mathemativa. 18. Imprim~ le 26 septembre 1893. 
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retiendrai seulement, pour l'utilit4 de ce qui suivra, ce fait que la solu- 
tion gSn~rale d 'un syst~me compl~tement  int~grable d~pend de fonctions 
ou de constantes arbitraires. Je  remarquerai  de plus, ee qui est encore 
un r~sultat des travaux que je viens de citer ~, que les ~quations d'un 
systSme compl~tement int4grable permettent  de former les ddveloppements 
en s6ries des solutions; les coefficients de ces sdries, c'est-h-dire les valeurs 
que prennent, pour un syst~me donn~ x l o , X ~ o , . . . ,  x~o, de valeurs des 
variables ind~pendantes, les fonctions z et leurs d~riv~es, sont assujettis 
seulement k satisfaire aux ~quations du systdme, de telle sorte q u l u n  
certain nombre d'entre e u x  peuvent ~tre choisis arbitrairement, sous cer- 
taines conditions de convergence seulement. 

C H A P I T R E  II. 

Z e s  g roupes  de .Lie. 

I. Je rappel le  d'abord quelques d6finitions ~. Etant donn~es n 
variables, ou coordonn6es d'un point d 'un espace R~ '~ n dimensions, 

I r t x I , x~, . . . ,  x~, considdrons n autres variables x~, x ~ , . . . ,  x,,, d6finies en 
fonction des premieres par les dquations: 

x; - -  f , ( x , ,  x , ) .  ...... , 

Si inversement, on peut rdsoudre ces ~quations par rapport aux x en 
fonction des x', on dit qu'elles i~epr~sentent une transformation, substltuant 
le8 x' aux x. Une transformation peut ~tre consid~rde, soit comme un 
simple changement de variables, soit comme une transformation ponctuelle 
de respace R, en un autre espace R'~. Ainsi, les ~quations: 

x' ---- x c o s u - - y s i n a ,  .y'  ~ x sin~ W y c o s a  

i BOURLET~ loc. eit.~ p. 52. (Suppl.) 
SOPHUS LIE~ Theorie do" Transformationsgruppen, Erster Absehnitt~ Einleitung. 
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repr~sentent, soit un changement de coordonn&s rectangulaires, soit une 
rotation du plan autour de l'origine. 

Etant d~fini un ensemble de transformations, on dit qu'il constitue 
un groupe de transformations, si la succession de deux d'entre elles, 
effectu~es l'une apr& l'autre, constitue encore une transformation de 
l'ensemble. 

Nous supposerons toujours, avee M. LI~, que route transformation (I) 
d'un groupe v~rifie un syst~me d'~quations aux d~riv&s partielles entre 

i t t x~, x 2 , . . . ,  x., d'une part, x~, x2, �9 . . ,  x, consid~r~es comme fonctions 
des variables prSc~dentes et leurs d~riv&s, d'autre part, et que, r5cipro- 
quement, toute solution d'un pareil syst~me d~finit une transformation 
du groupe. Nous supposerons en outre que ce syst~me n'est form~ que 
d'dquations analytiques par rapport k tous les arguments, variables, fonc- 
tions et ddriv~es qui y figurent, et qu'il est irrdductible. J'appellerai 
groupe de Lie, un groupe ainsi d~fini; il est fini ou infini, suivant que 
sa transformation g4n~rale d6pend de constantes ou de fonctions arbitraires; 
il est continu, c'est-k-dire, que l'on peut passer de l'une quelconque de ses 
transformations ~ une autre par une variation continue de ces arbitraires. 

2. Quant au syst~me d'fiquations qui dfifinit les transformations du 
groupe (I), je supposerai toujours qu'il est mis sous forme comlol~tement 
intEgrable, op6ration que l'on sait effectuer; alors, si le systfime est d'ordre 
N, toute ~quation d'ordre inffirieur ou figal k N, que l'on pourrait dfi- 
duire de ce syst&ne par des difffirentiations, suivies de l'~limination des 
dfirivfies d'ordre sup6rieur ~ N, est n&essairement une consequence ana- 
lytique des fiquations de ce syst5mei en outre, route 6quation d'ordre / 
supfirieur k N, satisfaite par toutes les solutions de ce systSme, se d~duit 
n&essairement par difffirentiation des fiquations de ce systbme. Soit, ce 
systfime, form~ de p 6quations: 

(2) W h (  ' ' . x '  ) X,  1 ~ . . ~  'X  n , X 1 , . . . ,  X n ~ �9 . , i ,  a l ,a~, . . .~a ,  ~ ,  . . .  = 0 ( h ~ l ~ 2 , . . . , p )  

en posant: 
~a~+~+... +a.x~ 

x: 
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I1 comprend /~0 ~quations distinctes d'ordre zgro,  / ~  ~quations di- 
stinctes d'ordre u n ,  . . . ,  / ~  8quations distinctes d'ordre N, c'est-h-dire que, 
des / ~  8quations d'ordre K, par exemple, on ne peut pas dSduire d'Squa- 
tions d'ordre infSrieur par ~limination des d~riv~es d'ordre K; ces Zg 
5quations eomprennent d'ailleurs celles qu'on obtient en diff~rentiant les 
5quations d'ordre K - - ~ .  On a: 

et le groupe est f in i ,  si #Nest  5gal au nombre des d~riv~es d'ordre iV, 
i n f i n i ,  s'il lui est infSrieur. 

On pourra d'ailleurs, suivant les cas, supposer le syst6me (2)prolongd 
j u s q u ' ~  un ordre Q supSrieur ~ N en, lui adjoignant les /~.+~ dquations 
distinctes d'ordre N-{- i,/~v+2 d'ordre N-l-  2 , . . . , / l  e d'ordre Q, qui se 
dSduisent des/~lv 5quations d'ordre N, par , ,  2 , . . . ,  Q - - N  d~rivations 
sueeessives. Ouand nous par]erons des 8quations du systbme (e), d'ordre 
au p lus  5gal ~ K, ce hombre K pourra 6tre queleonque, infSrieur, ~gal, ou 
supSrieur h N; et il faudra entendre par l~ l'ensemble des /10 8quations 
d'ordre o , / ~  d'ordre I , . . . , / ~ c  d'ordre K, qui viennent d'etre fortunes. 

Ces 5quations peuvent prendre une autre forme qui nous sera utile 
dans la suite. Les /t0 5quations d'ordre zSro n'entralnent pas de relation 
entre x~, x.~, . . . ,  x~ seulement, de sorte qu'elles permettent d'exprimer 
un certain hombre des fonctions xl ,  x ~ , . . . ,  x~, en fonction des autres 
et de x : , x ~ , . . . ,  x~;  plus g~n~ralement, elles permettent d'exprimer 
.%,x.~, . . . , x ~  en ~onction de x~, x . ~ , . . . , x ~ ,  et de z 0 parametres, 

, ~ ,  . . . ,  )%, que j'appellerai p a r a m O t r e s  d ' o r d r e  z6ro :  

, = ,~o ,~Oo) (~=~,~,. . . , , )  . 

Ensuite, les /~1 5quations du premier ordre donnent certaines des d4riv~es 
! ! Po du premier ordre en fonction des autres, de x~ , x~ , . . . , x ,  , x~ , x 2 ,  �9 �9 � 9  x , ,  

ou mieux, elles donnent les d~riv~es du premier ordre, en fonction de 
)t o et de param~tres nouveaux 2], 2~, . ,2~,, x~, : ~ ,  . . . ,  s~ ,  ),~, ),~, . . . ,  ~o, ~ . .  

dits p a r a m ~ t r e s  d u  p r e m i e r  o r d r e :  

t 

- -  =  11). ( A 1 )  " " '  ' '  ' " "  ' . . . .  
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Et ainsi de suite, jusqu'~ un ordre queleonque K, les d~.riv~es d'ordre K 
s'exprimant en fonction de x~, x~ . . . .  , xn, des ~0 param~tres d'ordre z~ro, 

z 1 d'ordre u n , . . . ,  et de z~c param~tres d'ordre K ,  ),~, ~ , . . . ,  ~ :  

, = ~ (~, ~,, ~?, ~ ~,  , & , . ,  ~ , . . ,  ~ ) .  (A~) xh,~,,~ ....... ~h,~, . . . . . . . . . .  , . . . ,  , . . . ,  :o ,  . . . . . .  

( h =  l , 2 . . . . , n )  ( a l + a 2 - { - . . .  ~ - a , , f f i K )  

L'ensemble des dquations (Ao) , ( A ~ ) , . . . ,  (A~.) est ~quivalent au syst~me 
(2) pris jusqu's l'ordre K. 

Dans les fonctions ? qui figurent dans ces ~quations, les param~tres 
�9 ~ sont essentiels, c'est-~-dire qu'il n'existe pas de fonctions des 2 ct de 
x~, x~, . . . ,  x,, en hombre infdrieur k r + ~ Jr- "" . -[-z~, telles que les r 
puissent s'exprimer ~ l'aide des x et de ees fonctions seulement. I1 en 
r~sulte que les ~quations (A0) peuvent ~tre r~solues par rapport k ~~ )~ ~o 
les 5quations (A~), par rapport ~ ),[, ~ , . . . ,  2~,, et ainsi de suite, pour 
tout syst~me de valeurs des x' satisfaisant aux ~quations (2). 

Notons en outre qu'on peut toujours trouver au moins une solution 
des aquations (~), repr~sent~e par des fonctions x~, x~, . . . ,  x,', qui pren- 
nent, ainsi que leurs d~riv~es, dans le voisinage d'un point quelconque: 

X 1 = X , 0  , X 2 ~ X 2 0 ,  �9 �9 �9 , X n  ~ Xno 

des valeurs d4finies par les formules (A), oh l'on donne aux 2 des valeurs 

arbitraires, et aux x, les valeurs x~0, x~0, . . . ,  x~0. 

3. Cela pos~, s o i t / '  une transformation d~termin~e, mais quelconque, 
du groupe: 

et effectuons sur les x' le changement de fonctions d4fini par la trans- 
formation T: 

( 3 )  f ( ,  , :) x ~  x l , x 2 , . . . , x  . 

Les ~', fonctions de x 1 , x2,  . . . ,  x~, et leurs d6riv6es, s'cxpriment en fonc- 
tion des x' et de leurs d6riv6es, et r6ciproquement, .les 6quations (3)6rant 
r6solubles par rapport K X'l, x ~ , . . . ,  x ' .  Le syst6me (2) sc change ainsi 
en un syst6me: 

( ) ~ (  - ,  - ,  - ,  ~ ,  ) 
2 '  X 1 , X , ~  , �9 . . , X n ,  X 1 , X 2 ~ . . . , X ,  a , . , . ~ ~ . , a l , a~ . . . . : a  . , . �9 �9 ~ 0 
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et les ~quations (A) se transforment en des dquations (A'): 

- '  = �9 r~o) (A0) x~ ~ ( z l ,  z ~ , . . . ,  xn, ~o, ~ ,  . . ,  

�9 �9 . �9 �9 �9 �9 �9 . �9 �9 

-, ,~.) (A i )  x~,~,,o., ........ - - ~ , o , , ~  ....... ( x , , . . . , x , , , ~ L . . . , ~ ~  

oh les param6tres ~ sont encore essent ie ls  dans les fonction ~, ear si leur 
hombre pouvait  s'abaisser, i l  en serait de mdme, en revenant aux fonc- 
tions initiales x', pour les fonctions F. 

Toute solution de (2') se ddduit d'une solution de (2) par la trans- 
formation (3), de sorte que, si 

(4) x;  = F , ( x ,  , x 2 ,  . .  . , x . )  (~=,.~ ....... , 

est la solution g6ndrale de (2), celle de (2') est: 

(s) ~: = f , ( F , ,  ~ , . . . ,  F , )  = a , ( ~ , ,  ~ ; , . . . ,  x . ) .  

Or, ceei repr~sente la transformation obtenue par la succession des trans- 
formations (4), puis (5), toutes deux appartenant  au groupe. Par  suite, 
toute solution de (2') satisfait aussi aux 6quations: 

( ) w ~ (  - '  - '  - '  ~ '  ) 2 t t  X 1 , X f l  ~ " �9 * ~ X n  ~ X l ~  X 2 ~  �9 �9 " , X n  9 " " " , r 9 " " " ~ O~ 

systdme qui peut se mettre sous la forme: 

(A;) - '  . . .  x~ = ~ ( x , ,  x~,  , x~ ,  ~? ,  ~;o, . . . ,  ~2) 

�9 ~ �9 �9 �9 �9 �9 . �9 �9 �9 . �9 �9 

-, _ ~,o ~;1, . . . ,  ~;~, . . . ,  ~ 'L .... , ~i~) 
( A " K )  Xh,a,,a,~,.. . ,a,,  - -  ~ h , a , , a , , . . . a , , ( ~ l  , . . ,  X u ,  ~ ; 0 ,  � 9 1 4 9 1 4 9  ~ o '  

oh figurent s 0 -t- z~ -1- . . .  -b r p a r a m ~ t r e s  essent ie l s  nouveaux 2,0, . . . ,  To, 
2 ' ~ , . . . ,  ~'~,, . . . ,  z~"~,.. . ,  2'o~.. A tout  syst4me de valeurs a~tribu~es aux 
x et aux ~ dans les dquations (A') correspond donc, dans les dquations 
(A") un systgme de valeurs des x et des 2', qui rend les seconds membres 
de (A") ~gaux respectivement s ceux de (A'): 

(6) ~h,~,,. ....... (x , ,  . . . ,  x . ,  a], 

= r . . . ,  x n ,  ~;~ 

les x ayant  mdmes valeurs dans les 

I / $  

deux syst~mes. 
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Ces 6qua�9 (6) peuvent donc ~tre r6solues par rapport aux 2' et 
sont compatibles. Elles donnent pour les diff6rents ordres successifs: 

(7) 

~ o  = L O ( z ~  , z ~ ,  . . . , z . ,  r i ,  . . . , r ~ ,  (,:,,~,..,~.) 

~ 1  = L ~ ( X i ,  X 2 , . . .  , X n ,  210, . . . , 2 0 0 ,  2 ] ,  �9 . .  , 21xl) ( i= l ,2 , . . . , s , ,  

21"K) (i= l,~,...,eK) 2 0 2] 2 ,t'[, ., 2 7  L ~ ( x ~  , x ~ ,  . . .  , x . ,  20 , . . . .  , , ,  , . . . ,  . , , . . . ,  . .  

off les fonctions L~ ne d~pendent que des param6tres 2, d'ordre au plus 
6gal b. K. Inversement on peut r~soudre ces 6qua�9 (7) par rapport 
aux 2; car, s'il en 6tait autrement, elles entralneraient au moins une rela- 
tion de la forme: 

o ( x ~ ,  x~ ,  , x . ,  ,~i ~ 2 '~ ,~V ,~'~) . . .  , . . . ,  e o , . . .  , , . . . ,  z ~ O~ 

laquelle serait ainsi consequence des dquations (6). Alors, en substituant 
dans les fonctions ~ les puram6tres 2' aux param6tres 2, on pourrait, 
duns ces fonctions ~, abaisser le hombre des puram6tres en vertu de la 
relation pr6c6dente; et ceci est impossible, puisque les 2 sont essentiels 
duns les fonctions ~. 

Les formules (7) ~tablissent ainsi l'identit6 des syst6mes (A ' ) e t  (A"), 
ou encore l'6quivalence des syst6mes (2') et (2"). Donc: 

Th60ri~me I. Zes dquations de ddfinition des transformations d'un 
groupe de Lie restent invariantes lorsqu'on effectue sur les x', un changement 
de fonctions ddfini par une transformation qudconque du groupe. 

4. Par une marche parall~le, on pourrait r~soudre les/~0 dquations 
d'ordre z6ro par rapport aux variables x~, x2, . . . ,  x,,, car elles ne peu- 

p ! vent entralner de relation entre les fonctions x~, x 2 , . . . , x . ,  toute trans- 
formation ayant n~cessuirement une inverse. On formerait ainsi un syst6me 
analogue uu syst~me (A). En effectuant alors sur les variables ind6pen- 
dantes x~, x~, . . . ,  x,, la transformation inverse de T: 

�9 , =  f,(~l, ~ , . . . ,  ~) 
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le sy~t6me (2) se changerait en un  syst~me ~qulvalent au suivant" 

W , @ l ,  ~ ,  - - . ,  ~ , ,  x'i ,  x ; ,  . . . ,  x : ,  . . . ,  x;,,,~,,...,,., . . . )  = o 

oh les d6rivdes x~,~,,~ ....... sont prises par rapport aux variables x~, x~ , . . . ,  W,,. 
Done: 

Th6or~me II . ,  Les m~mes dquations restent invariantes, par un chan- 
gement de variables ind@endantes, d~fini par une transformation inverse d'une 
transformation quelconque du groulge. 

5. I1 se d6duit de lk de nouvelles consequences. Les systSmes (2) 
et (2') ont m6mes solutions, et en particulier, la suivante: 

correspondant ~ la transformation T. On 
des fonctions F,  c'est-b.-dire trouver une 
de fagon que les relations (5) deviennent: 

Ceci exige: 

peut  donc dans (4), disposer 
transformation S du groupe, 

~: = f~ (F , ,  F~ . . . .  , r . )  = f , ( ~ , ,  x , ,  . . . ,  x~). 

F i  ~ x i ~  

ce qui fait apparaltre, parmi les transformations du groupe, la transforma- 
tion identique. Ensuite, puisqu'il e n  est ainsi, on peu t  d6terminer S de 
faqon que 1'on air: 

~,; = f , ( F 1 ,  P ~ , . . . ,  F . )  = x, .  

Ceci exige que Ies fonctions F satisfassent aux identit6s: 

f , (~, ,  F~, . . . ,  F.) = x ,  

et alors la transformation S donne: 

f , (  ~ , ,) gC i ~ X , X 2 ,  . . . , gC,  
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c'est-h-dire, qu'elle est inverse de T, transformation arbitraire du groupe. 
Done: 

Th4or~me III. Tout groupe de Lie contient la transformation identique 
et ses transformations sont deux d deux inverses. 

Ceci permet d'6tablir la rdciproque des Th6orSmes I et II. 
effet, T, une transformation, qui effectu6e sur les fonctions x ' :  

~ = f~(z; ,  x ; ,  . . . ,  x:) 

laisse invariant le syst6me (2). Ce syst6me (2) 
transformation identique: 

Soit, en 

dtant satisfait pour la 

aura donc aussi pour solution: 

z~ = f , @ l ,  z , ,  . . . ,  x,,) 

c'est-~-dire que le groupe contient la transformation T, En op6rant de 
mgme pour le changement de variables ind6pendantes, on voit finale- 
ment que: 

Th6or~me IV. Un groupe de Lie ~tant ddfini par le syst~.me d'~quations 
aux d~riv~es partielles, compl~tement int~grable: 

( ) w , (  ' ' ' . .  x '  . . ) = o  c~o.,...,p) 2 "~l  ~ ~ 2  ' " " " ' X n  ' ~ I  , ~ 2  ~ " " " , ")~n ) " , t, al ,a,z, . . . ,a,t  ~ �9 

la condition n@essaire et suffisante pour que ce groupe conlienne une trans- 
formation T, est que cette derni~re, ef[ectu~e, soit sur les variables ind@en- 
dantes x, soit sur les fonctions x', laisse invariant le syst~me (2). 

' Je  dois cette ddmonstration do cette proposition ~ l'obligeanoe de M. ENG/s qui 
a bien voulu me la eommuniquer. Je rdp~te d'ailleurs que tous les r6sultats de co cha- 
pitre sont dus ~ M. LIE~ qui ]es a exposds en particulier dans ]e mdmoire suivant: Die 
Grundlagen fiir die Theorie der unendlichen continuirlichen Transformationsgruppen , L e i p- 
z ige r  B e r i c h t e ,  I89 I .  

A ~ a  ~ t h e m a t i ~ a .  18. Imprim~ le 7 octobre 1893. 
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DEUXIl~ME PARTIE. 

C H A P I T R E  I. 

I n v a r i a n t s  e t  ~ q u a t i o n s  t n v a r i a n t e s .  ~ 

I. Etant donn6e, dans un espace /~r a r - - - -n  + p dimensions, une 
multiplicit6 M, ~ n dimensions, d6finie par  p fonctions z~ ,  z ~ , . . .  , z p  de 
n variables ind6pendantes y~, y~, . . . ,  Yn, je me propose d'6tudier les rela- 
tions qui existent entre M et les multiplicit6s qui s'en d6duisent lorsqu'on 
effectue sur l'espace Rr les transformations d 'un groupe de LIE, multi-  
plicit6s que j 'appellerai homologues  de  M par rapport ~ ce groupe. 

Les x 6rant les coordonn6es d 'un point quelconque de R~, et  les ~' 
celles d 'un point de l'espace transform6 R ' ,  les 6quations de d6finition du 
groupe d6finissent les x' en fonction des x: il peut d'ailleurs se faire que 
les transformations du groupe portent seulement sur un hombre moindre 
m de coordonn6es, les r -  m autres n'6tant pas transform6es: cela revient 

eonsid6rer un groupe ~ m variables, x l ,  x~, . . . ,  x~ eomme s'6tendant 
r - - m  variables de plus, xm+l, . . . ,  x,; il suffit d'ajouter ~, ses 6quations 
de d6finition les suivantes: 

X~a+l = X $ +  1 ,  �9 �9 �9 , ~ r  p = X r 

et celles qui s'en d6duisent par d6rivation. 
La multiplicit6 M est donn6e par l'expression de p des coordonn6es, 

savoir: 
z 1 = x , + l ,  z~ ~---x,+~, . . . , .z~----x~ 

en fonction des n = r - - p  autres: 

( I ) Yl = xl  , y~ = x~ , . . . , y,, = x , .  

1 Ces deux  t e r m e s  ont  ici le sens  des e x p r e s s i o n s  s o u v e n t  e m p l o y d e s  de invariants 
absolus, et  invariants relatifa. 
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Alors, en transformant /~. en //'., p coordonn~es, z'a, z;, . . . ,  z~ sont ~onc- 
tions des n autres y'~, y ~ ,  . . . ,  y~,, et repr4sentent la multiplicit~ trans- 
form4e 21/': 

? I Z# I I 

( : )  
y ; = ~ , ,  y~===,  . . . , y ' = x ~ .  

Comme nous l'avons ddjk fait, nous classons les dquations du groupe 
suivant l'ordre, et nous les consi~tdrons jusqu% un ordre quelconque K: 

(3)  w ~ (  ' " . .  x: ) ~31 , * " ,  X r  , ~31 , �9 " * ,  ~ ' r  , �9 , % a l , a ~ , . . , a .  , . . . ~ 0 

(a= 1,2,...,p) (al + o~+.. .+ ar 

ou encore, en les prenant sous forme param&rique: 

P = . ~~ (/=1,~ . . . . . .  ) ( .40) x ,  ~ , ( x ,  , . .  . , x ~ , ~  ~  . . ,  

~ �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 ~ 

"21 /~lK--1 /~K--1 '~ (a~_,) ~' - a ~ a l , . ,  ~,, , . . . ,  , ,~ , , ,~ , . . . ,~ , -r  I , . . . ,  x~ ,  ,a ~  . . . ,  ~ 0 ,  . . . . .  , ~ - v  
( i= 1,2,...,r) ( a l + a z + L . + a r ~ K - - 1 )  

(a~) x' =~,,~,,~,...,~.(~, , ~ , Z ? , . . . , < , . . . ,  , . . . , , ~ _ ~ ,  
(~= 1,2~...~r) (al --~- a,$ +.. .  + ar =/t" ) 

Je ferai remarquar que, pour chaque ordre K ,  le nombre  ex des 
param&res I ~ , . . . ,  2~ d~pend seulement du nombre m des coordonn~es 
~ i , " ' ,  x., les seules transform~es, et reste le m6me quel que soit le 
nombre r -  m des autres. 

Cela pos~, si, dans les 4quations (2), on remplace les x'  par une 
solution queleonque de (3), on obfient: 

y; = f , ( y , ,  . . . ,  y . ,  z , ,  . . . ,  z~), . . . ,  y'. ---" f . ( y , ,  . . . ,  y , ,  z ,  , . . . ,  z~) 
(4) 

Zl  = f ~ + l ( Y l '  ~ 1 7 6  ' Y . '  ~ ' I ,  ~176  ' Zp) ,  o . * ,  ~ = fr(Y, , . . . ,  Y,, zx , . . . ,  z~). 

Ces relations repr~sentent un changement simultan~ de variables et de 
fonctions, qui met la multiplicit6 M sous la forme M'. Or, c'est un 
r~sultat bien connu de la th~orie du changement de variables que les 
d~riv~es des z'  par rapport aux y'  peuvent s'exprimer en fonetion des 
d6riv~es des z par rapport aux y, et des d~riv&s des fonctions f; et 
q u e d e  plus, les d~rivSes d'un ordre quelconque K des z',  s'expriment 
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en fonction des d~riv~es d'ordre K et d'ordre inf~rieur des z et des f. 
Ceci tombe en d~faut dans le cas seulement oh la transformation est telle 
qu'il  y ait une relation identique entre y'~, y ~ , . . . , y ' , ,  ce qui se produit  
lorsque le d~terminant des expressions: 

A~ ~/~ ~ ~f~ ~zp 
= ~ + ~'~-~ (i~j=l,2,...,n) 

(BA 

1 1 l . .  X :  . ~' = ~ ( ~ l , . . . , z ; , , .  , ~,o,,~,...,o,,..) 
(at -{- a2-1-...-t- a~. = 1 ) (i=lj2,...,pl) 

r ~f~ x ,  . .) ~Z: K Z ] ,  � 9  P l '  " ' . . . . . . .  

(al-b wz~- ... + ar  _~_~ K )  (iffil,2,...pK) 

Ces formules deviennent, en remplacant les xj,~,r ....... par les valeurs 
quelles ont en vertu des relations (A), et par  une extension de la 
notation, suivant laquelle y~, . . . ,  y . ,  z~, . . . ,  zp sont repr~sent~s par 
~o , . . . ,  ~Oo ~Oo = ~ + p = ~ ) :  

= _ ~  0 . .  z '  ~0, , ~ ~  (e~)  ~ '  ~ ( z , ,  0 
" ' ' ' ' ~ P o  ' ' z l ~  " ' Pl~ * ' "  

nous leur adjoindrons les suivantes, qui ne sont autres que les relations 
(A0) avee une notation diffelrente: 

,o - o  o . .  zO ,~o . ,~o,). (,.~,~,....,.) (Co) ~, = ~ , ( ~ 1 , -  , , . ,  , . . ,  

(i=l,2,...,pl~ 

~ K  
wi (Zl, , Z~o, , , ,,o, , 

off les font les valeurs (4), est identiquement nul. Ceci n'a 6videmment 
lieu que pour des multiplicit6s d6duites de M par des transformations 
particuli6r6s, n 'ayant  pas lieu dans le cas de M elle-m4me. Je laisserai 
de c5t6, pour l ' instant, ces multiplicit6s particuli~res. 

Alors, "si l 'on d6signe par zff, z~, . . . ,  zfK les pA- d6riv6es d'ordre K 
des z par rapport  aux y,  et par Zl'K, z2'K, . . . ,  Zp~:'K les d6riv6es correspon- 
dantes des z'; puis ,  si l 'on remarque que lea d6riv6es partielles des fonc- 
tions f ne sont autre chose que celles des x' par rapport  aux x, lesquelles 
satisfont aux 6quations (3), on aura les relations suivantes, donn6es par 
l 'op6ration du changement de variables et de fonctions (4): 
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Cela falt, supposons que l'on puisse (~liminer les 2 entre ces relations 
(C): en g~nSral, on pourra toujours ehoisir, le groupe 8tant donnfi, l'espace 
R, et la multiplicitfi M, de telle fa~on qu'il eu soit ainsi, car le nombre 
des param~tres 2 ~tant fixS, il suffit pour cela de prendre le nombre r -  m 
des variables x~ +~ , . . . ,  x, suffisamment grand. 

Le rfisultat de cette 81imination dfipend de la multiplicit~ M, les z 
et leurs d~rivfies ~tant des fonctions donnfies de Y l , Y ~ , . . . ,  yn; il dfipend 
de rordre le plus ~l~v~ des dfiterminants fonctionnels des seconds membres 
des 5quations (C) par rapport aux 2, qui ne sont pas identiquement nuls, 
quels que soient ces 2. Je supposerai d'abord que la multiplicit~ initiale 

M soit la plus gdndrale, ~ n dimensions, de l'espace R~, c'est-~-dire, qu'elle 
ne satisfait ~ aucune 6quation aux d6riv~es partielles donn~e a priori: en 
partieulier, si, dans ]es ~quations ((;0), ( C , ) , . . . ,  (CK), l'ordre des d~ter- 
minants fonctionnels consid~r5s, qui ne sont par identiquement nuls pour 

. . .  z ~ . .  z K, , ~ est ~gal routes les valeurs des arguments z~ , ~ . , .  , . . .  z~,~, 

s~, ces d~terminants d'ordre s~r ne s'annulent pas, lorsqu'on y remplace 
les z et leurs d~rivdes pa r  leurs valeurs en fonction de y , , . . . ,  y~, d~- 
finies par la multiplicit~ M. En d'autres termes, M est telle que l'on 
puisse r~soudre les ~quations (Co) , (C~), . . . ,  (C~) par rapport au plus 
grand nombre possible de param~tres A ~ 2' ,  . . . ,  2 ~. 

Dans ces conditions, l'~limination se fait par voie progressive�9 D'abord 
on ~limine, si c'est possible, les 2 ~ entre les ~quations (Co), puis les 20 et 
21 entre les dquations (Co) et (C1) , ce qui reproduit en particulier les 
dquations obtenues dans l'dlimination prdc~dent% et ainsi de suite�9 Le 
r~sultat se prdsente sous forme.d'dquations rSsolues par rapport & cer- 
talnes des quantit6s z '~ z '~, . . . ,  z '~  (zl ~ . . . ,  z'~, par exemple, pour l'ordre 

' , ' t  ~'K zero, z~, . . . ,  z'~, pour le premier ordre, . . . ,  z'l K, . . . ,  z ~  pour l'ordre K) 
en fonction des autres z '~ z '~, . . . ,  zK: , . . . , Z  ' K  e t  d e s  z ~  z 1, 

(Do) 

(D,) 

ehaque fonction G~ ne d~pendant que de 
f6rieur ~ K. 

z 0_ z,o z0, ,z 0) , ,  i \ ~ 0 + ~ , . ' � 9  Po~ " ' "  

Z~I ~ l (  ,o Zl z ~ ~ == �9 , . . . , z p , ,  Z ~ , . . . ,  p,) (i=l,~,...,z,) 

�9 �9 �9 . �9 �9 �9 �9 

i ~.~1~ + 1 , ~  '~po ~ ' "  ' ' ~ +  1 ~ ' � 9  ,~p~ ~ ~1 , . . ' ,  Z~  , ~  ~ Z 1 , . . .  ~ ~ (~: = 1 ,~....,I~) 

d~riv~es d'ordre ~gal ou in- 
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I1 est ~ remarquer que ce m~me r~sultat aurait pu ~tre directement 
obtenu sous la m~me forme, sans passer par rinterm~diaire des ~quations 

x'. entre les (A) et (C), par l%limination directe des d~rivdes des x', ~,a,,a2,... ,~. 

~quations (B) et les ~quations de d~finition (3), class~es suivant leg ordres 
O, I~ . . . ,  K. 

Inversement, si _M' est homologue de M ,  toute relation diff~rentielle 
d'ordre K entre Jl/' et M est une consdquence des 6quations (Do) , (D1), 
. . . ,  (D~), si elle a lieu quelle que soit cette multiplicit~ homologue Jr/'. 

Soit, en effet, cette relation: 

( . . . . . . . . .  ,o J z  ~ ,z~,,  ,z~',  ' pK' , . . . , Z p o , . . . , z l  , . . . , z  = o .  

A tout ~l~ment particulier de M ,  repr~sentd par les valeurs num~riques 
de ses coordonn~es, correspond un dldment de M', dont les valeurs nu- 
mdriques sont donndes ~ par les dquations (C), oh les 2, avons-nous vu, ont 
des valeurs arbitraires. Ces deux syst~mes de coordonndes de M et de M', 
satisfont, quels que soient les 2, ~t la relation J ~ - - o .  Celle-ci est donc 
une consequence des ~quations (C), ou encore, puiqu'elle est ind~pendante 
des 2, des ~quations (D), qui se d~duisent des (C) par l'~limination des 2. 

2. Ces ~quations (D) jouissent de propri~t~s remarquables. D'abord, 
M pouvant dtre ~ elle-mdme son homologue par la transformation iden- 
tique, elles son~ identiquement satisfaites, quand on y fair, pour routes les 
valeurs des indices i et K: 

Considdrons ensuite deux multiplicit~s homologues de M, quelconques, 
M' et M". D'apr~s la propridtd de groupe, M' est aussi homologue de 
/1/". On verra plus loin que si l'on .substitue /1/" ~ M dans les ~qua- 
tions (C), l'51imination des 2 se fair de la mdme muni~re. On peut donc 
~tablir entre ~I" et M' les m~mes relations qu'entre M et Jl/', savoir: 

cr~(Z~o+~,..., ,...,zi~,+ ~ , . . . , z ~ , . l  , . . . ,  ~o , " ' , z l  , . . . , . - ~ , .  
(h=0,1,2,...,K) (i= 1,2,...dzi) 

Celles-ci, compardes aux 6quations (D), donnent: 

,0 0 
( 5 )  i ~  p o + I ' ' " ' Z P o '  "~ u a T l : ~ ~  ' " " '  ' ' ' �9 (a ffi o ,L . . . , / ~  

= ~(Z~o+~, . . . ,Zpo, . . . , z~+~, . . . , z~, .  ~ , . . . , z , .  , . . . , ~  , . . . ,zp,~.  



Sur ]es invariants diff~rentiels des groupes continus de transformations. 23 

Cela &ant, consid6rons ]es valeurs num6riques de trois dl6ments 
correspondants de M ,  21/' et M":  elles satisfont ~ ces relations (5). Celles 
de M e t  M" 6tant ehoisies, on peut prendre, pour eelles de M', les valeurs 
fournies par les formules (C), oh ron attribue aux 2 des valeurs ar- 
bitraires: cela revient s dire qu'on peut choisir arbitrairement les valeurs 
de z '~ . .  z,0 . .  z,1 ,z ,K les autres coordonn&s ~ + ~ , .  , ~0, z~+~, . ,  ~ , , . . . ,  z~+ l ,  . . . , z ~ ,  
6tant alors donn~es par les formules (D), Les relations (5), considfirfes 
comme ayant lieu entre deux 616ments correspondants de M e t  M", ont 
donc lieu queUes que soient les valeurs des z~ h qui y figurent: c'est dire 
qu'elles sont ind6pendantes de ces quantit6s. Par  cons6quent si l'on pose: 

~ o  . ~o . .  z~ . .  ~ )  Z ~ ( z , , . .  , p . , .  , , .  , 

~) ~ h  (cO c o h ~ Z~ . z ~ Z~ z p~ 
~ " - ~ / \  / ~ + I  ~ " " ' P o ~  " " " ~ C p a + I  ~ " " " ~ C P a  ~ ~ " * ~ P o '  " " " ~ ~ " " "  ~ 

off l e s c  sont des eonstantes arbitraires 1, les ~quations (5) se r~duisent ~: 

z~ , (o  ~o z~ ~) z~r=-o . ~,,o ,,~ ~,,~ 

( h = O ) l , . . , ) K )  ( / =  1,2).. .p.~) 

Elles on�9 lieu quelle que soit la multiplicit6 M", homologue de M, 
de sorte qu'on a aussi, entre M e t  21/': 

0 0 0 �9 * ~v~O~ ( i ~ l , 2 , . . . , l t o )  ( E o )  Z : ( ~ , , . . . ,  ~;0) = Z~ ~ . ,  ~o~ 

�9 ~ 0  '~11 '  " "  ' ~ Po  * *  (E,) 2~(z ~ ., .o, z~,)----- 7~,~,o z,O �9 �9 - , ~ - , , . . .  , ~ ; ' , .  , z 2 )  ('~',~.,,~,) 

�9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 �9 

(E~) : t (  0 0 K K tO z~ ( ~ , , . . . ,  r  z, , . . . ,  r  ~,_.,o~ , . . . ,  ~po,..., ~ ,  ..., ~;-~. "=',~,...,,~' �9 

Les fonctions Z, d'apr6s leur d6finition, se r~duisent respeetivement 
~ z ~  z~ z l , . . . ,  z ~ , , . . . ,  z K , . . . ,  z~ K, lorsqu'on y fait 

. . . ,  . . . ,  

II en r6sulte que les 6quations (E) sont ind6pendantes. Elles doivent en 
outre 6tre des cons6quences des 6qua�9 (D); et par suite, elles forment 
un syst6me 6quivalent au syst6me (D). 

t Les valeurs des constantes c son�9 asujetties seu]ement ~t ]aisser ho]omorphes ]es 
font�9 ~/. 
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Cea fonctions Z sont appel6es invariants de la multiplicit~ M,  relatifs 

au groupe de transformations conaiddr6. 
Zpo, . .  ",  Zl  , . " ,  gp~) Je dis que, de plus, tout invariant d'ordre K,  H(z~ o ~: Ic 

eat une fonction des invariants Z 0, . . . ,  Z~o, . . . ,  Z~,  . . . ,  Z ~ ,  d'ordre K 
ou d'ordre inf6rieur qui viennent d'fitre obtenus. 

En effet, d'apr~s la ddfinition de H, on aura, quelles que soient les 
deux multipliclt6s M et M' se dfiduisant l'une de l'autre par uue trans- 
formation du :groupe: 

. .  . .  V - -  ~  , , , , , 0 , .  , , . . . ,  . . . . .  

et cette relation, d'ordre K, sera n6ceasairement une cons6quence des 6qua- 
tions (Do) , (D~), . . . ,  (DK), ou encore, des 6quations (Eo),  ( E l ) , . . . ,  (Ezc). 
En r6solvant ces derni~xes par rapport aux quantit6s z', pour lea porter 

. .  z "~ zi K . z'p~, il faudra donc que les z' disparais- dana tt(z'l ~ . ,  p o , . . . ,  , . .  , 
sent, ce qui exige bien que H soit une fonction de Z~,..., Z~,. . . ,  Z1 K, ..., Z~:. 

De lk cette proposition: 

Th6or6me I. Lorsqu'une multiplicitd M ,  soumise aux transformations 
d'un groupe de Lie, admet des invariants, ceux d'un ordre quelconque K ou 
d'ordre infgrieur sont fonctions d'un hombre limit~ d'entre eux; et ces derniers 
peuvent se d~duire, ~ l'aide de differentiations et d'dliminations seulement, des 

dquations de d~finition du groupe. 
Toute relation diffdrentidle d'ordre K existant entre M e t  toute multi- 

plicit3 homologue M', est une consdquence des relations obtenues en dgalant 
entre eux. les invariants distincts d'ordre K et d'ordre infdrieur, de M el de M'. 

3. Equations invariantes. Dana ce qui pr6cSde, on a suppos6 que 
M 6tait une multiplicitd gdndrale, de telle fagon que l'on pouvait r6soudre 
les dquations (Co), ( C 1 ) , . . . ,  (C~c) par rapport au plus grand nombre 
possible de param6tres 2 ~ ~ , . . . ,  A~c. Lea  conditions n6cessaires et suf- 
fisantes pour que ce nombre s'abaisse s'expriment par des relations ob- 
tenues en annulant identiquement, queIs que soient les ~, les d6terminants 
fonctionnels d'un certain ordre des seconds membres des 6quations (Co), 
(C~) , . . . ,  (OK) par rapport aux ~. On obtient sinai uu syst~me d'6qua- 
tions, on, plus g6nfralement, plusieurs systfmes distincts, lea conditions 
cherchfea 6tant que M satisfasse k Fun quelconque d'entre eux. 
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Soit donc, l 'un de ces syst4mes: 

25 

( 6 )  J , ( Z l ~  �9 . . . .  , ~o,~ ~ I ,  �9 , z ~,, , . . .  , Zl  ~ ,  . . . ,  z ; ~ )  = o ( , : , , , , . . . , o , )  

et supposons que la multiplicit6 initiale satisfasse ~ ee syst~me: j'appelle 
alors M, multiplicitd particuli~re, et je dis que toute multiplicit6 _TIT, trans- 
form6e de M, satisfait au m6me syst6me (6), qui pourra dtre appel5 
syst~me d'dquations invariantes par rapport au groupe de transformations. 

En effet, remarquons d'abord que l'61imination des 2 entre les 6qua- 
tions (Co) , (C~), . . . ,  (CK) donne dans cette hypoth6se entre 21Y et M', cer- 
taines relations diff6rentielles dont le nombre est sup6rieur s celui que 
l'on obtient duns le cas g6n6ral, et n'est pas nul. Ces relations sont 
d'ailleurs ind6pendantes, et se pr6sentent sons la zn6me forme que les 
6quations (D): appelons-les ( A o ) , ( A I ) , . . .  , (AK). 

Cela 6tant, consid6rons une troisi6me multiplicit6 _M", homologue de 
M et cherchons les relations .qui existent entre 2TI' e~ M". Soient x~, 
x 2, . . . ,  x~ les coordonn6es d'un point de M, x~, x~, . . . ,  x: celles d'un 
point de M' et X'l', . . .  , x'/, celles d'un point de M". Nous regarderons 
M" comme une repr6sentation analytique nouvelle de la multiplicit6 31, 
obtenue en faisant le changement de variables ind6pendantes et de fonctions: 

x;'  = f , ( x , ,  x ~ ,  . . . ,  x , )  (i~l,2,...,r) 

ddfini p a r  la transformation qui fait passer de M k _711". On suit (I t~~ 
partie, ch. II) qu'on pent lui assoeier un changelnent de param6tres: 

~'~' = L ~ ( X l  , . .  , x~ , ~?,  , ~,~., , ~,~ , , ~ )  c"=~,~, , ~  
�9 " " �9 . . . . . .  \i=l~2,...,sh] 

de telle fa~on que les 6quations qui se d6duisent des (A) en substituant 
comme coordonn6es les x" aux x, s'obtiennent simplement, en rempla~ant 
duns (A) les x et 2 par les x" et ~" correspondants. Elles deviennent 
ainsi: 

(~i,,) ~h x~ 
_ _  , ,  , ,  ~ , , 0  ) , , o  ~ , , ~  , )~: : , , ) .  

~ x , / ~  ' . .  ~ x , / ~  ~ - -  ~ . ~ , . . . . ; ~ , ( x , ,  . . . ,  x , ,  . , ,  , . . . ,  ,~~ , . . . ,  ,,1 , - . .  

(h=l,2,...,K) (i= l,~,...,r) (al+a.2-~-...+ar=h) 

D'autre part, le changement de variables et de fonctions qui met Msous  
Aeta mathematiea. 18. Iml)rim~ le  10 octobre 1893. 4 
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l~ forme M", donne les relations suivantes, analogues des (B) et a y a n t  
n~cessairement mdme ~orme: 

'~ r \ { z ; '  z ~ , , . . . ,  . . . .  1,, �9 �9 ", -~"~ ~x','~ �9 �9 .o~XJox,, ] ( = . .  , . . . ,  z ,  , . . . ,  

(h=l,...,K) ('/= 1,2,...,p/,.) 

de telle sorte que 11I' se rattache ~ 31" par les relations suivantes (C") 
qui ont encore m~me forme que (C): 

( c " )  z ? - -  . . . ,  . . . ,  z , ;h,  . . . ,  z i ? ,  . . . ,  . . . ,  . . . ,  

(h~O,1,...,K) ( i=  l,~,...,p~,) 

Les relations entre M' et 31" s'obtiendraient en 51iminant les 2" entre 
ees 5quations C". Or, entre M ct fiT, on a, jusqu"~ l'ordre K, les rela- 
tions indSpendantes (A0) , (A1), . . .  , (A~:); si, dans ces derni~res on rem- 
place les ~h~ments de 21I, par leurs valcurs, sous ]a forme M' ,  elles de- 
viennent des relations entre M' et M", ( A'o') , ( A'~') , . . . ,  ( A ; )  , qu i  
restent inddpendantes, ~tant touj0urs rSsolues par rapport aux mdmes 
quantit5s z~ ~'. L'~limination des 2 entre (Co'), (C '1 ' ) , . . . ,  (C~) entraine 
done les relations ind~pendantes (A0'), ( A ' ~ ' ) , . . . ,  (A ; ) ,  et par suite, 
(M") est telle que les 5quations (C") ne sont pas rSsolubles par rapport 
au hombre maximum de param~tres 2", sans quoi, il :he pourrait exister 
entre M' et 3//" qu'un nombre moindre de relations indSpendantes. 

Cette conclusion subsistant, quelle que soit M", homologue de M, il 
faut done que le syst~me (6) ou l'un des systSmes analogues soit satis- 
fait par M", ind~pendamment des arbitraircs dont d6pend celle-ci; et ce 
fait ne peut avoir lieu que pour le syst~me (5) lui-m~me, le seul qui 
soit satisfait quand on prend pour M", la multiplicitd M elle-m~me, qui 
correspond ~ la transformation identique. En particulier, on voit bien que 
deux multiplici~Ss homologues, sont ou g~ndrates, ou particuli~res, en mdme 
temps, rSsultat auquel nous avons fait appel pr~c~demment (w 2, page 22). 

4. L'Stude des multiplicit~s satisfaisant k un syst~me invariant d'~qua- 
tions se fera de la m8me mani~re que celle des multiplicit~s g~n~rales. 
Les coordonn~es des dldments de pareilles multiplicit~s satisfont au syst4me 
(6), et, pour les ordres sup~rieurs, aux 5quations qui s'en d~duisent par 
d~rivation. Ces coordonnSes s'cxpriment donc en fonction d'un certain 
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hombre d'entre elles, o u  de certains paramStres, pris comme nouvelles 
coordonnSes. On peut ainsi transformer les 6quations (B)et (C)de fa~on 

n'y laisser figurer que ces nouvelles eoordonn6es. De ]k une seconde 
classification de ces multiplicitds, en multiplicitds gdndrales qui ne satisfont 
'k aucune 6quation nouvelle donn6e a priori, et en multiplicitds pa~iculiD'es.  

Pour les premieres, l'61imination des 2 entre Ies 6quations (C) donne, 
s'il y a lieu, des relations, analogues aux 6quations (E) entre des invar iants  

des deux multiplicit6s; les secondes sont d6finies par des syst~mes d'dqua- 

tions invariantes  entre les coordonn~es d'une m~me multiplicit6; et ainsi 
de suite. Ces divisions et subdivisions ne peuvent d'ailleurs passe  pro- 
longer ind6finiment: on ne peut concevoir, en effet, qu'il y air un nombre 
illimit6 de relations entre les coordonn6es d'ordre K ou d'ordre inf6rieur, 
ces coordonn6es 6tant en nombre fini. 

Cette classification effectu6e, on est en mesure d'6tablir routes les 
6quations aux d6riv6es partielles d'un ordre quelconque K et d'ordre in- 
f~rieur auxquelles satisfont les multiplicit6s M', transform6es d'une multi- 
plicit6 initiale, M, donn6e. D'abord, ces 6quations comprennent routes 
les gquations invariantes  auxquelles satisfait M. Quant aux autres, elles 
sont satisfaites pour toutes les valeurs des quantit6s z '~ z ' ~ , . . . ,  z '~c don- 
n6es par les formules (C); elles sont donc dcs cons6quences des 6quatipns 
(E)  (ou des 6quations analogues, quand M n'est pas une multiplicit6 g6- 
n~rale). Dans ces 6quations (E), les quantit6s z ~ z ~, . . . ,  z ~c qui y figurent 
sont des fonetions donn6es des r variables ind6pendantes y~, y~, . . . ,  y~. 
L'6Iimination de ces derni~res, si elle est possible, donnera enfin des rela- 
tions de l a  forme suivante, auxquelles satisfont les multiplicit6s M': 

~ ( Z(~ , . . . , Z~ , Z] , . . . , Z)~, ', . . . , Z ~  , . . . , ZS~) ~ o 

oh tes Z sont pris en fonction des quantit6s z '~ z ' l , . . . ,  z 'K. 

On obtient ainsi toutes les dquations cherch6es, d'ofi la proposition 
suivante qui complete la pr6c6dente: 

Th~or~me II. E t a n t  donnde une multiplicitd M ,  que l'on soumet  

toutes les t ransformat ions  d 'un groupe de Lie ,  les multiplicitds homologues M '  

sat is font  h des ~ u a t i o n s  aux  ddrgvdes partielles ~ui sont de de~x sortes. Ces 

dquations s'obtiennent en expr iman t  pour  les unes~ que d ~  satis[ait aux  m~me6' 
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sys t~mes  d 'dqua t ions  i n v a r i a n t e s  que 21I, :pour tes autres, que les in-  
variants de 3I" sont lids par les mdmes relations que ceux de M.  

Ces ~(luations i n v a r i a n t e s  et ces i n v a r i a n t s  se ddduisent d'ailleurs 
:par de sim:ples diffdrentiations et dliminations des dquations de ddfinition 
du groupe. 

5. Remarque. Nous avons exclu de notre analyse, parmi les multi- 
plicit6s _M', transform~es de M,  cellos pour lesquelles y~, y~, . . . ,  y'. sont 
liSes entre elles par une relation, et ne peuvent plus ~tre prises comme 
variables ind@endantes. I1 est bien dvident par raison de eontinuit6, que 
les invariants absolus et les 6quations invariantes ne cessent pas d'avoir 
un sens dans ce cas. 

En effet, les quantit6s Y'I, : � 9  Y',, z [ , . . . ,  z'p, fonctions de Yl, -" �9 Y,, 
z l , . . . ,  z~ ne cessent pas de repr6senter une multiplicit6 k n dimensions, 
sans quoi, en repassant de 3/ '  k M par ia transformation inverse, on 
trouverait  que M a moins de n dimensions distinctes. I1 est donc possible 
de prendre comme variables ind6pendantes, dans M', n quantit6s distinctes 
parmi y~, . . . ,  y'.,  z'l, . . . ,  z~. Alors route expression diff6rentielle oh 
y ' ~ , . . . , y ' ,  sont les variables ind6pendantes se transforme en une expres- 
sio.n nouvelle ayant  un sens bien d6fini. Les invariants et ~quations in- 
variantcs subsistent encore avec ces nouvelles variables, et, en particulier 
dans le eas des multiplicit6s M' qui avaient 6t~ pr~c6demment exclues. 

Par  exemple, consid6rons, dans le plan, le groupe des rotations au- 
tour de l'origine. Une courbe d6finie par une fonction z, de y,  admet 
pour  invariant 

I 4" \@I 

qui repr6sente .la distance k l'origine de la tangente au point y ,  z. Notre 
analyse tombe en d~faut, lorsque la courbe en y ,  z se transforme en une 
courbe en y', z;, pour laquelle on aurait  y'----const. Mais, en prenant z 
pour variable ind6pendante, l ' invariant  consid6r6 devient: 

I 

r 
\dz /  
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expression qui pour la courbe y ' =  const, se r6duit k y'. On a done, 

entre la  courbe en y ,  z ,  et cette courbc particuli6re qui est une de ses 
' g transformee~, la relation: 

I 

6. Exemple. Consid6rons le groupe des mouvements dans un plan, 
dont la transformation g6n6rale est: 

oh a , b , a  sont des 
(A) sont ici: 

x'1 = a + x 1 cos a - -  x~ sin a, 

x ; = b A - x ~ s i n a + x ~ c o s  

constantes arbitraires. Les dquations de d6finition 

t ~ t 

x~ ~1, X2 --~ ~ 

t ! ~x~ ax, ax'~ ax~ 
- -  ~ C 0 5 ~ ,  - -  ~ ~ s i n  6r - -  == s i n  ~ - -  -~- c o s  
~:v 1 ~ x  2 ~ x  I ~x.~ 

les d6riv6es d 'ordre sup6rieur ~tant toutes nulles, 21,22 et r 6tant trois 

parambtres arbitraires. 
Effectuons ces transformations sur une courbe d6finie par une fonc- 

tion z de y; la courbe transform6e sera d6finie par  une fonction z' de y' 

en posant: 

y t  ~ t ~ t  t 
X l ,  ~ X 2 

et on a: 
t t __Ox~ 4" __Ox~ dz__ 

dz' ~x~ ~x, dy 
- -  - -  t / 
dy" ~x_24"~x, dz 

~x, ~x~ dry 

En tenant eompte immddiatement  des dquations de d6finition, ceci donne, 

comme 6quations (C): 
a~z 

sin a + cos  a 
(C,) dz 

dy" dz 
cos a - -  sin a ~-~ 
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et, pour  le second ordre:  
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(c,) d~z ' 3x, Ox~ 3x, Ox~l dy ~ 

d~ z 

dy 2 

. dz ~ 3" 
C O S  a " - -  S i l l  (2 ~ - !  

dy ,I 

La premi6re 6quation donne:  

dz 
cos a -- sin a 

I 

sin a -{-- cos a 7 -  
all 

~ + kdy'/  

dz" 
dy" 

de sorte que l '61imination de a donne:  

d 2  z ' 

(D~) dy'" 
d2~ \@'I } 

i+ kay/} 

6quation qui se me t  sous la forme:  

( ) (  0d. 
( E , )  i -3 I- \ ~ ; ]  dy,~ 

off r on  v o l t  apparai t re  l ' invar iant  bien connu,  donn6 par  la courbure 

de la courbe. 

Le calcul  t ombe  en d6faut  dans le can oh ((/1) n'est plus  r6soluble 

par  rappor~ k a, c'est-k-dire, lorsque on a: 

~a �9 d z ~  ~ 

~ -  O ~  
adZ'~ ~ 

cos a - -  sin @ /  
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L'~quation I O r - \ ~ )  == o est une dguation invariante, qui entraine 

(<%' 
bien I q- \ ~ )  = o:  e l le  repr&ente les deux systemes de droites isotropes 

qui jouent  donc le rble de courbes particuli&es par rapport  aux trans- 
formations eonsid4r6es. 

7. Application. Reprenons les 6quations de d6finition d'un groupe 
de transformations, entre les m variables x~, x~, . . . ,  xa et leurs m fonc- 

tions x l ,  x~, . . . ,  x.,. Adjoignons-leur m nouvelles coordonn6es, non 
transformdes, en posant:  

t 

( 7 )  u'~ - - -  u , ,  u. ,  - - -  u , ,  . . . , u :  = u . ,  

et faisons porter la transformation sur une multiplieit6 d6finie par les m 

fonetions x~, x 2 , . . .  > x,~ des m variables inddpendantes u I , % ,  . . . ,  u.,. 
La thdorie gdn~rale, reprise sur cet exemple,  montre que les 6qua- 

tions (C) comprennent,  en outre des 6quations (7), d'autres 6quations ex- 
# #' �9 t # r primant  x ~ , x 2 , . . . , x , ~  et leurs d~riv&s par rapport  ~ u ~ , u 2 , . . . , u , ,  

en fonction des param~tres ,~, des fonctions x~, x2, . . . ,  x=, et des d&iv~es 

de celles-ci par rapport  g u~, % , . . . ,  u,~, ces expressions ~tant en outre 
inddpendantes de u 1 , % ,  . . .  , u=. 

I1 en r&ulte  que les 6quations (E) sont, dans le cas d 'une multi- 

plicit4 initiale g4nSrale, de la forme: 

U ~  ~ U i ,  (i=l,?,...,m) 

0 # # # 
J :  ( x , ,  x ,  , . . . , x , , )  = J<~( :~ ,  , x i ,  . . . , x , , , )  ( i =  1 ,~ , . . . , ~o )  

o'"x  o .  ) x ~ ,  . . . ,  x : , ,  . . . ,  a u - '  " ' "  " ' "  

X l  ' " " " ~ X m  ' ' " " ' ~ U K  ~ " " " ' �9 . .  a u , , .  

( i =  1 ,~,...,,u.~.) 

off les invariants J sont ind6pendants des variables % , . . . ,  u,,,, 
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En particulier, supposons que la multiplicit6 initiale M soit la 
suivante: 

X 1 ~ U 1~ X 2 ----- U ~  . �9 �9 ~ X m ~ U m ,  

Alors si 

X~ ~ f / ( ,~ l  : ~ X 2 , . . .  , X m ) ,  (1= 1,2,...,m) 

d6finit la transformation g~n6rale du groupe, la multiplieit~ M' sera: 

' f , ( '  '4 , u : )  ~ i  ~ U l  , , �9 �9 , �9 (i= l,~,...,m) 

M ne eesse d'ailleurs pas d'etre une multiplicit6 g6n6rale, car alors les 
6quations (C) se confondent, ~ la notation pr6s, avec les 6quations (A): 
et cetles-ci sont r6solubles par rapport g tous les  param6tres 2, sans quoi 
ces param&res cesseraient d'(~tre essentiels. D'autre part, l'61imination, 
entre les 6quations (E), des vari%bles ind6pendantes u~, % , . . . ,  u~ de M 
est imm6diate, et par suite, M' satisfait, jusqu'i~ l'ordre N, aux seules 
6quations suivantes, qui sont done, sous une autre forme, les 6quations 
de d6finition du groupe: 

p 
J , : ( < ,  . ~ ,  . . . ,  < )  = J : ( x ~ ,  ~ , . . . ,  ~,,,) (,=,,,,...,~~ 

1 , OX~ OXh OX 
( 8 )  x l  , " ' ' '  ~ ' ~ ,  OX I - '  ~  ~  a X k  ' " ~  ~ m /  = ~ ( X l '  ~ 2 ' ~ 1 7 6  " '  Xcn) {/=1'2'""/~1) 

�9 �9 �9 , . . . . 

J ~ ( , ; , . .  . . . .  , < , ,  , ~,,o; ........ o . . , . . . )  --- ~ ,~(<,  x~,  . . . ,  ~,,,) (,=,,,,...,,) 

oh les a repr6sentent ee que deviennent les J quand on y fa i t :  

Done: 

p r 
X l  ~ X l ,  ~ 2  ~ X 2 ,  �9 �9 . ~ X ~  ~ X m .  

Th~or~me III. Zes ~quations de d~finition des transformations d'un 

qroupe de L i e  s'obtiennent en exprimant que certaines fonctions J ,  de x~, 

. . . ,  x" et de leurs d&iv&s par rapport ~, x~ , . . . ,  x,, sont identiquement 

dgales aux expressions qu'on en ddduit en y attribuant aux x' les valeurs 

qu'elles ont pour la transformation identique. 
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Ces invariants J j o u e n t  un rble capital. On vient de voir qu'ils 
restent inalt6r~s si on effectue sur les x' un changement de fonctions 
ddfini par une transformation du groupe; d'oh en se reportant au 
thdor6me IV (I ~ partie, ch. II): 

ThdorAme IV. Z a  condition ndcessaire et suffisante pour qu'une trans- 

formation aTpartienne au groupe ddfini par les dquations (8) est qu'elle laisse 

invariantes les expressions J~ quand on effectue sur les x' un changement de 

fonctions ddfini par cette transformation. 

C H A P I T R E  II. 

Z e s  i n v a v i a n t s  et d q u a t i o n s  i n v a r i a n t e s ~  dd f ln i s  St F a i d e  des  

t r a n s f o r m a t i o n s  i n f i n l t ~ s i m a l e s  el 'un g r o u p e  de  I~ie. 

I. Consid~rons les groupes, dits a un param~tre, dont les trans- 
formations d6pendent d'une seule constante arbitraire. S'il y a n va- 
riables, les ~quations de d~finition comprcndront n -  i ~quations d'ordre 
z6ro, de la forme: 

J~@',, x ; , . . . ,  x ' )  = J~(x, ,  z~,  . . . ,  x~) (~=~.3 ...... 

oh les n -  I fonctions J~(xl, x2, . . .  , x.) sont distinctes entre elles et de 
l 'une au moins, x, ,  par exemple, des variables x~, x ~ , . . . ,  x,. Pour  les 
ordres sup4rieurs, il y a autant d'6quations que de dSriv~es. 

En posant: 
x~ = J , ( z , ,  x~,  . . . ,  x.) 

(i= 2,3,...,n) 

X~ --~ J , (x ; ,  x'~, . . . , x') 

la transformation gdndrale du groupe sera donc de la forme suivante: 

x~ == f ( x , ,  X~,  . .  . , X . ,  a) 

Aata mathematica. 18. Imprim6 le 10 octobre 1893. 5 
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avec la constante arbitraire a. La premiere 6quation peut ~tre r~solue 
par rapport ~ a: 

( I )  t o ( x ; ,  x ~ ,  X 2  , . . . , X . )  = a 

et la fonction to sera telle que l'~quation (I) combinde h: 

,o(x;', ~',, x ~ ,  . . . ,  x . )  = b (2) 

A entramera: 
o(x ' ; ,  x , ,  x ~ ,  . . . ,  x . )  = c, 

c 6tant une nouvelle congtante, et cela, quelles que soient les constantes 
a et b. Ceci veut dire que les ~quations homog6nes en d x ~ ,  dx '~ ,  dx'~': 

' v~,,(xl 5 , )  ~o~(5,,__, 5,)dx; + ' dxl  = o ,  

~ea(xl, " ,, ~o~(xi', 5;) 
X~) dx~ "4- , dx'L = o, 

~X'j' ~X 1 

~oJ(x',', X,) dx,  ( wo(x'~', 5,) dx  1 = o 

sont compatibles quels que soient x~, x~, x~'. D'ofi l'identit6: 

r i !  ~o~(x';, x,) ~o~(x,,  5,)  
I I  ! I I  ! ~x, ~ ( x ~  , x , )  ~x, ~ ( x ,  , x , )  

' i" ~o,(x',', x',)' ~x, + ~o,(xT, x, ~x, 
~X~ Ox~ 

~ O .  

Cette identit6 subsistant si on attribue ~ x'l' une valeur numdrique quel- 
conque, la fonction eo(x'l, x l ,  X 2 , . . . ,  X.) satisfait donc ~ une 6quation 
de la forme suivante: 

"" ~x', + r @1 '  X2 , . . . ,  "' ~x, = o 

et par suite, l'6quation (I) peut s'6crire: 

J~(x;, X~, . . . ,  X . ) - - J ~ ( ~ , ,  X~, . . . ,  X.) = t 

oh t est une nouvelle constante, fonction de a. 
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to(X'~, X~, X~, . . . ,  X.) d6pendant n6eessairement de x~ et de xl, il 
en est de mgme de J~(x~, X 2 , . . . ,  X,) relat ivement ~ xl ,  et, par suite, 
en posant: 

X 1  = J 1 ~ 1 ,  X v t ,  �9 �9 " ,  X n )  , X ' l  = J l ( X t l  , Xf$ , . . . ,  X n )  , 

X I ,  X 2 , . . .  , X,, seront ind6pendants, et on a: 

x l  = x , +  t. 

I)onc.-  1 

T h 6 o r ~ m e  I. On peut, par un choix convenable de coordonn~es, mettre 

la transformation gdndrale d'un grou_pe de Lie d u n  .parojn~tre sons la forme: 

(3) X; = X~ + t, X ~ =  X~, . . . ,  X ' . =  X~ 

oit t e s t  une constante arbitraire. 

2. On retrouve ainsi une des propridt6s, aujourd'hui  bien classiques, 
des groupes i~ un param6tre. On pourrait  en d6duire les autres. Je 
remarquerai seulement, que la condition n6cessaire et suffisante pour 
qu'une fonction f (X1 ,  X ~ , . . . ,  X.)  soit un invariant  de ce groupe, est 
que l"on air 

of 
0X1 

E n  retournant aux coordonn6es x~, x 2 , . . . ,  x.,  on trouve: 

0f of -~ $,(x~ x2,  . . . x.) o f  " 4 - . . .  "4" $,,(x~ , x2,  . . . , x.)-~-~-,, 
oX t ~ ~ Ox~ 

expression qu'on repr~sente par Xf. 
La transformation (3), pour t ~ o, est la transformation identique; 

pour t ayant  une valeur infiniment petite ~t, elle est dite transformation 

infinit~simale, et at tr ibue ~ une fonction f ( x l ,  x~, �9 . . ,  x,) un aceroissement 
dont Ie premier terme est pr6cis6ment X f .  ~t. 

1 Lm~ Theorie der TransformationsgruTpen, I~ chap. 3~ P. 49. 
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Le symbole Xf  caract6rise compl6tement la transformation infinit6- 
simale et son groupe ~ un param6tre. 

La condition pour qu'une fonction soit un invariant du groupe est 
qu'elle satisfasse ~ l'6quation 

X f ~  o~ 

et, de mdme, pour qu'un syst6me d'6quations: 

f1=o, f2=o, �9 �9 , fl=o, 

admette les transformations du groupe, ~ il faut et il suffit que ce syst6me 
entralne: 

Xfl =o, Xf~=o, ... , Xfl=o. 

3. Ceci rappel6, nous distinguerons, avec M. LIE, entre une trans- 
formation infinitdsimale, ainsi d6duite d'un groupe ~ un parambtre, et une 
transformation infiniment petite: 

(4) x~ = x ,  + ~ t  . $ , ( z ,  , x~ , . . . , x . )  + o~ ~. ~,(z,, z ~  , . . . , z ~ )  + . . .  

oh les termes d'ordre supdrieur au premier n'ont pas avec ceux du 
premier ordre la mdme d6pendance que dans une transformation infinit6- 
simale, et ne sont pas ndcessairement d6termin6s par eux. 

Pour exprimer qu'une telle transformation (4) appartient au groupe 
de LIE ddfini par les 6quations (8) du chap. I, adjoignons aux formules 
(4), les suivantes qui s'en d6duisent par diff'6rentiation: 

~x~ ~$~ 
~x~-  ~'~ + ~t. ~-;~ + . . .  

(5) % ---- o pour  i =t= p 

Eli -----: I 

z:  = ~ t  ~*,a,,~,...,a. + ; 

t Ib.~ oh. 7~ P. IO8. Le syst~me d'dquations est supposd ne pas annuler tous les 
ddterminauts fonctionuels d'ordre [ de f~[2:'": ~" 
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on trouve ainsi, en dcrivant que les" dquations de d6finition sont satis- 
faites, jusqu'aux termes du premier ordre, que les $ sont assujettis aux 
seules relations suivantes, l i n d a i r e s  e t  homogOnes  par rapport aux $ e t  
leurs d6riv6es: 

J 

( i = l , ~ p . . , ~ o )  

(6) 

Z :,J,,.~, f . : ~ , \  2+; 
-7- 

(i~1,2,...1#1) 

(,,z 
~ .  ~o ~ + " "  + ~ ,~x:,o,,o~ ....... :0 

oh l'indiee infdrieur o indlque que l'on prend les valeurs des d6rivdes 
des J pour 

! 

, Oxj x '  
X {  ~ Ot~{) OXl t  ~ $ j , ~ l  �9 . * ~# 2,at ia2, . . . ,a l  I = O .  

A un autre point de rue (chap. I, th6or. IV), i1 suffit aussi d'exprimer 
que la transformation (4), oh les x' et les x sont deux syst6mes de n 
fonctions des m~mes variables ind6pendantes u~, u~, . . . ,  u~, laisse in- 

�9 variantes les expressions j0,  j~, . . . ,  j~v, fonetions des x et de leurs d6ri- 
v6es par rapport aux u. En calculant, ~ l'aide de (4), les expressions 
des d6rivSes des x', les termes du premier ordre obtenus sont les m~mes 
que ceux qui se d6duiraient d'une transformation infinit6simale entre les 
x et leurs d6riv6es par rapport aux u: 

_ ~f 
Xr = Z $i .-[- . .  �9 "t- ~ &<"~'""~xi<~,,% .,<,. 

oh l'on pose: 

x4~"~""'~" ~u~' ~ u ~  . . . ~u~: " 

Les ~:,,~2,...,~. sont des fonctions bien d6termin6es, lorsque les ~ sont don- 
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nds, des x et de leurs ddrivdes, et X(~ f  n'est autre chose que la trans- 
formation ~rolongde,~ jusqu'~ l'ordre N de 

af Xf  =- ~_ ~,~-~. 

Les ~ sont done assujettis ~ satisfaire aux identit6s suivantes, par rapport 
aux x et leurs d6riv6es: 

( 7 )  X J  ~ = o ,  X ( ' ) J 2  = o ,  . . . , X ( ~ j ~  = o .  

Or, ces m~mes relations expriment que les J admettent la transformation 
infinit6simale Xf, et par suite, son groupe s un param6tre. 

Le raisonnement suppose d'ailleurs seulement que les ~ sont, dans 
(4), les coefficients des termes d'ordre le moins 616v6. Done: 

Th6or~me II. Etant donn~e une transformation infiniment petite d'un 
groupe de Lie, la transformation infinitdsimale d~finie par ses termes d'ordre 
le moins glove, et son grou2e ~ un loaram~tre appartiennent aussi au grouTe 
de Lie2 

Soit cette transformation infinit6simale, ayant mgmes 
premier ordre que (4): 

~ , =  x, + ~ . $ , ( x , , x , , . . . , z . )  + . . .  

termes du 

(i=l,2,...,n) 

o n  a u r a :  

x~ = ~, + ~t ~. Odz 1 , x ~ , . . . ,  xn) + . . .  

ou en exprimant les seconds membres en fonction de xl ,  ~c2,... , 4 :  

x~ = ~ + ~t 2. o , @ , ,  ~ , . . . ,  an) + . . . .  

Pour les mgmes raisons que tout ~ l'heure, la transformation infinit6simale: 

r f  ---- ~ Oi(X, , X2, Z.) Vf 
" * ' '  ~-Xi 

i LIF~ Transformationsgruppen, I~ oh. 25~ p. 523. - -  Je suppose connus ici teas 

les rdsultats exposds dans ce chapitre. 

LIE~ Die Grundlagen, etc ,  p. 342. 
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appartient encore au groupe; et ainsi de suite. On peut  donc considfirer 
la transformation infiniment petite (4), en ce qui concerne au moins ses 
termes pris jusqu'/~ un ordre infinit6simal quelconque, comme obtenue en 
effectuant successivement un certain hombre de transformations infinitdsimales 
du groupe. 

I1 y a plus, si X f  et Y f  appartiennent toutes deux au groupe, 
X(mf et /~v~f satisfont toutes deux aux dquations (7), et par suite, aussi 
(X (m/f(m). Cette dernidre, 6tant, comme on sait, ~ la transformation pro- 
long~e de (XY) ,  la transformation infinit6simale (XY)  appartient  au 
groupe. Done: 

Th~!or~me III. Si les deux transformations infinit~simales X f  el Izf 
appartiennent a un groul~e de Lie, il enes t  de m~me de leur crochet (XiY). ~ 

4. Cette propri~t~ du systSme d'~quations (6) permet de retrouver 
les invariants dont on a ~tabli l'existence, par une marche tout  /~ fait 
parall~le /~ celle d~j/~ suivie. 

Reprenons, en effet, un syst~me de p fonctions z~, z ~ , . . . ,  zp de n 
variables inddpendantes, y~, Y2, �9 �9 �9 Y~, les r ---- n q- p quantit~s y e t  z 
n'~tant au t re  chose que x~, x ~ , . . . ,  x,. Consid~rons une transformation 
infinitSsimale quelconque: 

i=n of ifp 
X f  = ~ ,  r 2 , (Y ,  , . . . , Y, ,  , z l  , . . . , z , )  ~ + ~ .  ~ ( Y ,  , . . . , Y . ,  Z ,  , . . . , z , )  ~[-- 

i=1 i=1 

et, en ealculant Ies variations qu'elle fait subir aux d~riv~es des z, par 
rapport  aux y, prolongeons-la jusqu'~ un ordre quelconque K 

i~l " iffil 

i~pt ~=Px 

1 LIE, Transformationsgruppen, I~ chap. 25~ p. 547. 
LIE~ D/e Grundlagen, etc., p. 348. - - D a n s  le cas d 'un groupe fini~ les trans- 

formations infinitdsimales du groupe sont des fonctions ]in~alres ~ coefficients constants 

d 'un certain nombre d'entre riles Xlf ,  X ~ f , . . . ,  Xrf, et ce th~or~mc ~tahlit l'existence 

des relations: 
(X~ X~) = E c~, X, f  . 

$ 
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Les y et z ~tant ~gaux aux coordonn4es x, nous ~galerons les ~2 et ~'aux 
correspondants, ceux qui sont relatifs aux variables non transform~es, 

s'iI y en ~, ~tant ~gal~s k z~ro. Alors, les ~ satisfaisant aux relations 
(6) et k celles qui s'en d~duisent par d4rivation, on peut, jusqu'k l'ordre 
K, exprimer un certain hombre de $ e t  de leurs d~riv~es, en fonction 
lindaire et homogOne des autres, qui restent arbitraires~ et on trouve ainsi, 
X(~)f ~tant lin~aire et homog+ne par rapport aux ~ et leurs d~riv~es: 

(8) X<mf = ,:,~'~X~162 f ,  + ~e lX , . , f  + . . + ,~egX~,~f.: 

oh les 2~x.~f sont des transformations infinit~simales bien d6termin~es, par 
rapport aux y ,  z, et aux d~riv~es des z et les ~ des coefficients ar- 
bitraires. 

Toute fonction des y, des z et de leurs d~riv~es jusqu'k l'ordre K, 
ou tout syst+me d'~quations entre ces m~mes quantit~s qui admet toutes les 
transformations infinit~simales du groupe, admet donc les transformations 

(9) Xo,,f, X l , r  X~,~f 

et r~ciproquement. 
Les ~quations obtenues en 4galant k z~ro les expressions (9)forment 

d'ailleurs un syst~me complet. En effet, si et Y(~)fappartiennent 
toutes deux ~ la forme (8), nous savons qu'il en est de mdme de leur 
crochet (X(K)Y~K)), quels que soient au reste les coefficients de X(~)f et 
de Y(~)f. En particulier, (Xx,~, XKz) appartient donc k cette forme (8): 
c'est done bien une combinaison lin~aire et homog6ne de transforma- 
tions (9). 

5. Je dis que, de cette mani6re, on n'obtient pas d'invariants di- 
stincts de ceux obtenus par le proc6d6 du chapitre pr6c6dent. En effet, 
d'abord, ces nouveaux invariants admettent une transformation infiniment 
pe.tite quelconque du groupe, car l'expression obtenue en faisant une telle 
transformation sur run d'eux, est, jusqu'k un ordre infinit6simal quelconque, 
la mgme que si on effectuait successivement plusieurs transformations in- 
finit6simales. Elle ne diff6re donc de l'invariant que de quantit6s dont 
l'ordre peut gtre pris arbitrairement, et par suite, lui est identique. 
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Or, en se reportant aux 6quations (A) du chapitre pr6c6dent, une 
transformation infiniment petite s'obtient en attribuant aux param6tres ,~ 
des valeurs arbitraires, assujetties seulement ~ ~tre infiniment voisines de 
celles qu'elles ont dans le cas de la transformation identique. Tout in- 
variant ou 6quation invariante admettant les transformations (9) est donc 
ind6pendant de ces arbitraires, et se confond bien avec un invariant ou 
une 6quation invariante, obtenue par le premier proc6d6. Donc: 

Th6or~me IV. .Les invariants d'un grou_pe de Lie peuvent s'obtenir par 
la recherche des solutions communes tt un syst~me comTlet d'd~luations lindaires 
aux ddrivdes partielles; la formation de ce syst~me r~sulte immddiatement des 
d~uations de ddfinition des transformations infinit~simales du grou_pe. 

Les syst~mes d'd~uations invariantes sont ceux ~ui admettent l'ensemble 
des transformations infinitdsimales ainsi formdes. ~ 

6. Exemple. Reprenons le groupe des mouvements du plan, dont 
les 6quations de d6finition: 

\~X~/ \~X~/ ' \ ~ x #  \ ~ x #  ' 

~ 0 ~  
~X~ ~X~ ~X~ ~X~ 

2 P $ ! Xl ~ Xl ~2X~ 9 ' ~ ' * ' X~ ~ X~ ~ X~ 
o = ox' ,  - ~ x ,  ox~  = -ox~ - o x :  = ~ x , ~ x ~  - o x :  

donnent, pour les transformations infinit6simales: 

~$~ - -  O ,  - - - - -  O ,  - - - t -  - -  ~ O ,  
~X~ ~X~ ~X, ~X 1 

~x~ ~xl~x, ~x~ ~x~ ~x,~x, ~x~ " 

LIE, Ober Differentialinvarianten, Math. Annalen, t. 24, p. 5 6 6 . . - -  Die Grund- 

lagen, et% p. 37 ~  374. 
Rappelons que les syst~mes d'dquations invariantes dont il est question~ s 'obtiennent 

en dgalant ~ z6ro les ddterminants d'un m~me ordre: formds avec les coefficients des trans- 

formations (9). 
A~a mathemag4~a. 18. I m p r i m 6  le 11 octobr~ 1893.  6 
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La transformation 6tant suppos6e porter sur une fonction z----x2, 
d'une variable y-- - -x , ,  on aura: 

~z,, = 2z, z,, a,, z,, (~e, , ~e, \ , ,, ae~ ax, \a~, + z ~ )  = 3z z ~ .  

Les invariants du second ordre admettent  ainsi les transformations: 

Of af (I + Z") af 3Z'Z"af,, Vv ' ~-~' ~-; + ~ 

ce qui reproduit l'~quation invariante du i ~ ordre: 

( i  + ~':) = o 

et rinvariant du second ordre: 

z"(~ + z'~)-~. 

C H A P I T R E  II I .  

SystSmes f in is  d'invariants~ et paramSt re s  diffdrentiels.  

i. Nous avons vu que toute multlplicit6 M', d6duite d'une multi- 
plicit6 g~n~rale M,  par une transformation d 'un groupe de LI~, a ses 
invariants 6gaux k ceux de M, savoir: 

J,  (zl, ..., zpo, z], ..., %,, ..., ..., �9 . . ~ , Z p o ~ Z l  ~ . . . ~ . Z p I ~ . . .  ~ . . . . ~  

(K= 1,~,...) ( i = l , ~ , . . . , g  r ) 

ou, pour abr6ger l '6criture: 

(x) j~K= jK; 
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et les multiplicitds 3/ '  satisfont aux dquations obtenues par l'dlimination 
des coordonn~es y ~ , y 2 , . . . ,  Y. d'un point de M entre ces relations (i); 
et g celles-lg seulement. 

Supposons, par exemple, que l'on puisse trouver n invariants distincts 
I~, I s ,  . . . ,  I~, en hombre 6gal k celui des coordonn~es d'un point de M. 
Sur la multiplicit~ M, ils se rdduisent g n fonctions d e & , y , . . . , y ~  
que nous supposerons encore distinctes. Alors, tout autre invariant J ,  de 
M, peut s'exprimer en fonction de I~, I 2 , . . .  , I,:  

(~) J - - ~ ( z l ,  z~, . . . ,  z,) = o 

et les dquations auxquelles satisfait M ~ sont les suivantes: 

x - - ~ ( I ; ,  ] ; , . . . ,  ~:) = o 

ou, plus simplement: 

(a)  y '  ~ ~ '  = o .  

On en d~duit, par diff4rentiation par rapport g y~: 

dX a~,--, dz; a~' dl: 
(4) d y e - - a 1 ;  ~y; "'" aI;, d~: 

af oh Yon repr4sente par ~-~, la d~rivde totale, par rapport k y~, d'une 

fonetion f, de YI, Y = , ' . .  ,Yn, de zl ,  z ~ , . . . ,  z~, et de leurs ddriv4es z~, 
c est-a-&re: 

'a=PK - K 
df Of of az~ _{_ ~ ~ Vf Oz-d . 
@--;. = av% + az~ ay, z_ . / . - -  ~:" 

Ces relations (4) doivent se d~duire, comme on sait, de la considera- 
tion d'invariants nouveaux. En effet, il r6sulte d'abord des relations: 

(5) I ~ = I ~ , . . . ,  I ' , = I , , ,  J ' = J ,  

que I~, I~, . . . ,  1~, sont comme 11,1~, . . . ,  1,, des fonctions distinctes 
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de y ~ , . . . ,  y:. Les relations (4) peuvent donc ~tre r6solues par rapport 

~ '  ~ '  et se mettre sous la  forme: ~ , . . . , ~ ,  

(4') / ! 

D ( y ;  , w ,  . . . ,  y~) ~I~ 

D(I ;  . . . .  , 1 ~ _ ~ ,  : ,  ' I;i) 
/ ~ . . . '~ , ~ O .  ( / = l , ~ , . . . , n )  

D(y, ,  y~, , yn) 

De la m~me mani6re, on ddduit des identitds (2) les suivantes: 

D ( I , ,  I , ,  . . . ,  I ~ ) ~  D ( I , ,  . . . ,  L - , ,  J ,  L + , ,  . . . ,  L)  
D(y~, y~, . . . ,  y n)~L D(y~, y, , . . . ,  y,,) 

Or, en vertu de (5), on a: 

et par suite, les 6quations (4) deviennent: 

D(~',, . . . ,  2;_~, : ,  x i + ~ , . . . ,  I:)  D(I~,  . . . ,  L -~ ,  J ,  L+~, . . . , L )  
(6) D(~i ,  . . . ,  I~_~, ~ ,  ~;+~, . . . ,  rn) ----- D(X,, . . . ,  ~,_,, ~,, L+~, . . . ,  L~) 

oh chacun des deux membres repr6sente le quotient de deux d6terminants 
s form6s avec des d6riv6es totales par rapport aux y', pour le 
premier, aux y, pour le second. 

Les 6quations (5) donnent done par l'61imination de Y l , ' " ,  Yn, une 
relation, qui, par differentiation, conduit i~ n nouvelles; et celles-ci peu- 
vent s'obtenir autrement par l'61imination de Y l , " ' ,  Y~ entre les ~qua- 
tions (5) et (6). On voit par l k  que: 

Thdor~me I.,  Etant  donnds n + i i~,variants, le quotient de deux de 

leurs ddterminants fonctionnels formgs avec leurs d~riv~es totales par rapport 

aux n variables ind@endantes, y~ , y~ , . . . ,  y,~, constitue un invariant nouveau. 

Nous dirons que cet invariant (6) se ddduit par diffdrentiation, de 

1 1 , . . . ,  In, J ,  avec les invariants de base 1 1 , . . .  , In. 

2. Les 6quations, relatives ~ M', auxquelles conduisent ces in- 
variants, ne diff5rent pas de celles d6duites par diff6rentiation des 6qua- 
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tions (3). I1 en r6sulte qu'il  sera possible, ~ part ir  d'un certain ordre, 
d'obtenir par ce proc6d6, appliqu6 aux invariants de cet ordre ou d'ordre 
inf6rieur, tous ies invariants d'ordre sup6rieur. Autrement, on uurait ainsi 
un syst6me d'6quations aux d6riv6es partielles, qui, sans 4tre incompatible, 
ne serait pas limit& Ddsignons par I1, I ~ , . . . ,  I~, J~, J 2 , " . ,  Jp, Fen- 
semble de tous ces invariants, pris jusqu'~ cet ordre: nous dirons qu'ils 
forment un systdme complet d'invariants. 

Cela 6rant, consid6rons deux multiplicit6s, l 'une: Mr, y~ndrale et pour 
laquelle les invariants de base I 1 , 1 ~ , . . . ,  In sont distincts, d6finie par 1~ 
fonctions z i , G ,  �9 " ,  zv de Yl, Y2, �9 " ,  Y~, l 'autre: M', repr6sent6e par 1~ 
fonctions z~, . . . ,  z~ des variables y ; ,  y ; ,  . . . ,  y'.. S'il existe une trans- 
formation du groupe permettant  de passer de M ~ ~1', on peut exprimer 
y'~, y ~ , . . . ,  y'. en fonetion de y~, y ~ , . . . ,  y~, de faqon h. satisfaire simul- 
tan6ment aux 6quations: 

(7)  . . . ,  J ; = d , ,  . . . ,  

Ces conditions sont en outre suffisantes. En effet, M 6tant soumise 
aux restrictions 6n0nc6es, les relations (7) entrainent les suivantes: 

(8)  m = 

o h  H est un invariant  quelconque se d6duisant par diff6rentiation de 
ceux du syst6me complet, et peut 6tre par Suite un invariant  queleonque 
du groupe. Consid6rons alors un point quelconque (Yl)0, ( Y ~ ) o , ' " ,  (Y,,)o 
de M,  et les valeurs en ce point des z et leurs d6riv6es: (z~)o, . . . ,  (Z~)o, 
( Z ] ) o , ' ' ' , ( Z ~ ) o , ' ' ' , ( z K ) 0 ,  " ' ' , (zK.)o ,  . . . i  puis, d6fini par les 6quations 
(7), le point correspondant de Mr', (Y'0o, ( Y ; ) o , " - ,  (Y:)o, avec les valeurs, 
en ce point, des fonetions z' et de leurs d6riv6es: (z'~)0, . . .  , (ZDo , (z;~)0, 
. . . ,  . . ,  . . . ,  . . . .  

Si on se reporte aux 6quations (C) du ehapitre I: 

~ O')i" ( Z l ' ' * * ' ' ~ P o '  ' ' ' * '  P I '  * * ' '  ' * ' * '  ~ o ' * * ' '  " ' ' '  

( K ~  1,2,...) ( i=  l#, . . . ,pK) 

les relations (7) et (8), satisfaites pour les valeurs partieuli6res consi- 
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d6r6es, expriment que l'on peut attr ibuer aux param6tres 2 des valeurs 
particuli6res (2~)0, telle que, pour: 

a ~  = (~,~)0,  z ,  ~ = ( ~ ) 0  

on air: 
z ~ =  (~;~)0 

et cela, jusqu's un ordre quelconque Q. A c e s  valeurs des param6tres 
correspondent des fonctions x'~, z':, . . . ,  z', de x~, x ~ , . . . ,  z,., satis- 

faisant aux 6quations du groupe, dont les valeurs ainsi que cellos de 
toutes leurs d6riv6es, sont d6termin6es pour: 

z ,  = ( ~ ) 0  = ( y ~ ) o ,  �9 �9 �9 , x .  = (~ . )0  = ( y . ) 0 ,  

�9 . §  = ( ~ + ~ ) 0  = ( z~ )0 ,  . , z~  = ( ~ ) o  = ( ~ ) o .  

Ces fonctions repr6sentent une transformation du groupe, qui, effectu6e 
sur M, donne une nouvelle multiplicit6 ~ ,  telle que, au point (Yl)0,.. ', (Y.)o 
de M,  correspond le point (Y ; )0 , . . - ,  (Y')0, les valeurs des fonctions et 
de leurs d6riv6es en ce p o i n t  6tant en outre donn6es par les dquations 
(C), en y faisant ~ = (~,~)0 et z, ~ = (z,K)0. ~ dolt n6cessa~rement se con- 
fondre avec M ~, les fonctions et toutes leurs d6riv~es ayant,  dans chacune 
d'elles, les m~mes valeurs, pour les m~mes valeurs des variables ind6pen- 
dantes. La transformation consid6r6e transforme donc bien M en _3/'. 

Ici pourrait  se pr6senter cette objection que les d6veloppements ainsi 
obtenus peuvent ne pas ~tre convergents; ~uquel cas la transformation 
qu'ils d6finissent serait illusoire. Mais toute solution des 6quations (7) 
peut 6tre consid6r6e comme repr6sentant r = n- ] - /o  fonctions, y'x, . . . ,  y~, 
z'l, . . .  , z; des variables y~, , . . ,  y..  Notre proposition 6tablit  qu'k une 
pareille solution, correspondent r fonctions x~, x ~ , . . . ,  x;, des variables 
x ~ ,  x 2 ,  . . . ,  x~ ,  satisfaisant aux 6quations de d6finition du groupe, et se r6- 
duisant ~ ces fonctions y'l, . . . ,  y ' ,  z ; ,  . . . ,  z; de y~ , Y2, . . . ,  Y., e'est-k-dire 
de x 1 ,  x 2 , . . .  , x , ,  lorsqu'on y fair: 

X n +  1 ~--- Z 1~ �9 . �9 ~ X r ~ Z p ,  

z 1 ~ z~, . . . ,  zp 6tant les ~fonctions de Yl, Y~, -. �9 Y. qul repr6sentent M. 
I1 r6sulte des propositions gSn6rales relatives aux 6quations aux d6riv6es 
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partielles, que, si ces fonetions y~, . . . ,  y~, z'l, . . . ,  z~ de y~, y~, . . . ,  y. 
sont r6guli6res (nous supposons toujours qu'i l  en est ainsi), il e n e s t  de 

t �9 ! m6me des fonctions X x , X ~ , . . . , x ~  de  x ~ , x ~ , . . . , x ~ .  

3. Param&tres dif[drentiels, ou opdrations invariantes. Les r4sultats 
precedents tombent  en d~faut lorsque, sur la multiplicit6 M ,  les invariants 
de base 11, I 2 , . . .  , I ,  ne sont plus distincts. Dans ce cas, M e t  ses 
transform~es satisfont toutes k une mBme relation de la forme: 

f ( f~,  I~, . . . ,  I,) = o. 

On pourrait alors les traiter comme multiplicitds particuli~res, satisfaisant 
l'dquation inva~'iante pr6c6dente; mais ce proc6d6 aurait le d6faut d'exiger 

une 6tude sp6ciale pour chaque 6quation de cette forme; et la relation 
entre I ~ , . . . ,  I ,  peut  d'ailleurs dtre arbitraire. 

I1 est pr6f6rable de reprendre la discussion g6n6rale ~ l 'aide d 'une 
notion nouvelle,  celle de param~tres diffdrentiels ou operations invariantes. 
On appelle ainsi, 6tant donn6 un invariant J ,  une fonction de ses d6ri- 

dJ  
v6es totales, ~-~, des variables y, des fonctions z et de leurs d6riv~es, 

qui, quelque so i t  J ,  cons t i tue  aussi un invariant: le param6tre eat du 
K ~ ordre, si les a6riv6es de J qu'i l  renferme sont d'ordre K et d'ordre 
inf6rieur. Dans le cas pr6c6dent nous avons 6tabli l 'existence de n para- 
m~tres diff6rentiels du premier ordre: 

D(I , ,  . . . ,  L - , ,  J ,  L+,, . . . ,  L) 
D(I, ,  . . . ,  L , . . . ,  L) ' 

(i=l,2,.. ,n) 

lescluels sont des formes lin(~aires, homog~nes, et indgpendantes, de 
dJ dJ 
dy-:' " ' " '  dyn" 

Lu recherche de l expre~slon g~n~rale de ces paramStres diff~rentiels 
se r~duit k une simple construction d'invariants. II suffit, aux fonctions 
z 1 , z 2 , . . . ,  zp de y~, . . . ,  Yn, d'en ajouter une nouvelle, J ,  que ]a trans- 
formation laisse invariante: 

J, ~ J .  
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Les transform6es des d6riv6es du premier ordre sont d6finies par les 

relations: 
~s _ ~ ~x [~x'~ ~:~ ~x; ~ ]  
d y i  #=1 dy'~-7~ LO. x-''~ "=Ji- Zv=I O~n~v@iJ  

off 

En 
dO ~ 

rapport aux ~y~, il vient: 

dJ' dJ  dJ  21 dJ  

(i= 1,~,...,~) 

! ! 

les d6riv6es ~x_~ vx, satisfont aux 6quations de d6finition du groupe. 
~Xi ~ 9Xn+~ ~ 

les remplagant par leurs expressions param6triques, et rfisolvant par 

(~=l,2,...,n) 

OZ 1 OZ 1 OZp off les A sont fonetions de y~, . . . ,  y , ,  z~, . . . ,  zp, vy~, �9 � 9  vy-~, . . . ,  ~y--~ 

2 ~ ),~ 2 ~ des ordres z6ro et un. Il faut et des param~tres , ~ , . . . ,  ~o, , . . . ,  ~,, 
61iminer les 2 entre ces 6quations (8) et les 6quations (C): 

(~ o ~o ~K, ~f). Z~K --g 0 0 Z~I,..., Zp~, ,tl, . . . ,  ~o O) i (.3'1 ~ . . .~Zpo ~ . . .~ ~ . . .~ . . .~  
(K= 1,2,...) (i= l,~,...,p K ) 

Pour cela, il est possible en g6n6ral de r6soudre les 6quations (C)jusqu'k 
un certain ordre minimum K ,  d6termin6, par rapport aux param~tres 
)?, . . . ,  ~o0, ~ ,  . . . , ~1, ou un certain hombre  d'entre eux, de fagon que, 
leurs valeurs 6rant port6es dans les relations (8), t o u s l e s  2 disparaissent: 
il e n  est certainement ainsi dans le cas au moins oh on peut former n 
invariants distincts /1,  I 2 , . . .  , I . ,  ear, dans cette hypoth4se, nous avons 
6tabli l'existence de n param~tres diff6rentiels du premier ordre, distincts. 
En remplacant dans les seconds membres de (8), ainsi transform6s, les z~ K 

qui y figurent par des constantes arbitraires, on obtient n expressions: 

dJ  dJ  dJ  
A , J  = ~,, ~ + ~,~ ~= + . . .  + ~i. 

d y . '  ~y~ 
(1=1,2,...,n) 

qui sont des invariants, c'est-k-dire, ici, les param~tres diffdrentiels. Les a 
sont des fonctions de Yl, Y~, �9 " ,  Y., de zl,  z: ,  . . . ,  z~ et de leurs d6rivdes 
jusqu'k l 'ordre K. Ces parambtres sont des fonctions lin~aires et homog~nes 
des d6riv6es de J ;  ils sont en outre en g~n6ral, inddpendants, car, pour 
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des valeurs  particuli~res attributes aux arguments dont d~pendent les a, 
dJ  

A~J se r~duit respectivement ~ ~-yy. 

L'existence de ces param~tres diff~rentiels tombe en d~faut, seule- 
ment dans le cas oh la r~solution des ~Cluations (C) n'est plus possible 
comme elle a ~t~ effectu~e, ce qui se produit lorsque M satisfait ~ une 
ou plusieurs gquations invariantes bien ddtermin~es. I1 en est de m~me de 
leur ind~pendance: Ie d~terminant de ces n param~tres, ~gal~ ~ z~ro, 
donne unc g~luation invariante, ou se d~composc en plusieurs ~quations, 
dont chacune est invarianle, car, si elle est satisfaite par l~ multipllcit~ 
M, on a entre ces n param~tres, une relation lin~aire: 

f l l A ~ J  + f l 2 A J - F  . . .  + f l~AnJ = o 

coefficients non tous nuls, et qui, apr~s route transformation effectuSe 
sur M, se transforme en une autre relation lin~aire 

C'est l~ l'avantage de ces paramStres sur les premiers que nous avons 
form,s, car Ceux-ci cessent d'etre holomorphes ou ind~pendants, dans le 
cas oh M satisfait ~ des ~quations invariantes, d~pendant de fonctions ar- 
bitraires. 

4. Ces n param~tres jouissent de propri~t~s capitales. D'abord, 
tout autre param~tre diiI~rentiel, lin~aire, et du premier ordre: 

dJ dJ dJ 
~J=~o + ~ , ~ + P ~ 2 +  ... + ~n~n 

est une fonction linSaire de A 1 J , A 2 J , . . .  , A n J ,  dont les coefficients 
sont eux-m~mes des invariants. Car, A J , . . . ,  A n J  ~tant ind~pendants, 
o n  a :  

AJ = To + 5A, J ~- T~A~ J + "" + y~A.J, 

de sorte que toute transformation du groupe, effectuge sur M et sur une 
fonction quelconque J ,  de Yl, Y~, �9 - ' ,  Yn, donnerait: 

T~ + r ~ ' , J '  + . . .  + f A , j ,  --_ r0 + ~IA, J + . . .  + r ~ J ,  
O U  

T'o ~ To + (T; - -  T~) A 1 J  + . . .  -t- (T'~ ~ Tn) A~J = o 
Aet~ mathemat~a. 18. Imprim~ le 11 octobre 1893. 7 
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et cette identitd aurait lieu quelle que soit la transformation. 
~tant distincts, ceci exige bien: 

A , J ,  ..., A . J  

r ~ - - r o  -~ o, r; - - 7 ~  = o .... , r : - - r ,  ----- o. 

En particulier, les deux param6tres diffdrentiels du second ordre 
A z ~ J  e t  A , A z J  ayant une diffdrence qui ne contient que des ddrivdes 
du premier ordre de J ,  on a: 

l e s r  dtant encore des invariants. 1 A J e t  A~J se rdduisant d'ailleurs, 
dY d]  

pour des valeurs particuli6res des variables, h~yy~ et ~yy, A , A ~ J  et 

d,J 
A~AzJ  se r6duisent dans les mdmes conditions ~ dy~dy~' ~ des termes 

additifs pros ne contenant que des d6rivdes du premier ordre. On obtient 
donc, par la combinaison des param~tres du premier ordre, autant de 
param6tres du second ordre distincts qu'il y a de d6riv6es de cet ordre: 
il en est manifestement de mdme pour les ordres supdrieurs, et l'on volt 
que, duns la formation de ces param~tres, on peut faire abstraction de 
l'ordre dans lequel on combine les param6tres du premier ordre. 

Ensuite, les n op6rations A , J , . . . ,  A . J ,  effectu6es sur q invariants 
J-~,J-~, . . . ,  Jq, d'ordre ~, au moins 6gal ~ K, donnent autant d'in- 
variants d'ordre e-{- ~, distincts par rapport aux d~riv6es d'ordre a - l - r ,  
qu'il y a de fonctions distinctes par rapport aux mdmes d6rivdes, parmi 

d Y  1 d J" 1 "dJ-q En effet, les n invariants AIJ~, ]es quantit~s dy~ ' " '"  ' dy,  ' "'" ' dy,, " 

�9 . . ,  A J~, en tant que fonctions des ddriv~es d'ordre a + I, sontn  fonc- 

d.r~ dY~ les uns et les autres ~tant tions lin~aires distinctes de dy~ " ' "  dy,~' 

1 Ce r~sultat pent s'interpr~ter ainsi. Les iuvariauts ~tant consid~r~s comme solu- 
tions d'un systbme complet d~quations lin~aires que l'on salt former, ca systbme admet 

df les transformations infinlt~simales A#f~ olt lea d~riv~es totales ~ sour cxplicit~es. II 

at]met aussi ]es transformations ( A ~ A y ) :  eelles-ei s'exprimant en fonctlons ]in~alres de 
A l f  . . . . .  Anf~ ou sait clue ]es coefficients de ces formes lin~aires sont des solutions du 
syst~me complet. LIE~ Math.  Annalen~ Bd. I t .  
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d'ailleurs des formes lin6aires des d6riv6es d'ordre a + i, Si done les 
dY 

d6riv6es ~ peuvent s'exprimer lin6airement en fonction de p d'entre 

elles, ind6pendantes, il y aura, de m6me, p invariants A ~  ind6pendants, 
H1, H 2 , . . . ,  H~, les n ~ - - p  autres pouvant se mettre sous la forme: 

/ / ,  = a,o + a,,It  + . . .  + a,,It  ( l= I, 2,..., nq--p) 

oh les a ne d6pendent pas des d6riv6es d'ordre a + I. / /1 ,  I I2 , . . . ,  Itp 
6tant ind6pendants, il en r6sulte, comme plus haut, que ces coefficients a 
sont encore des invariants lesquels peuvent, au rcste, se rdduire ~ des 
constantes. 

En particulier, on retrouve que les expressions A~A~J constituent 

bien ~n(n + i) param~tres diff6rentiels du second ordre, distincts. 

5. Cela 6taut, dans la d6termination des invariants d'une multiplicit6 
M, on trouve, ou bien seulement un hombre fini d'invariants, ou bien 
un hombre d'invariants qui croit sans limite avec l'ordre. Construisons, 
dans ce cas, les n parambtres A1J , A ~ J , . . . ,  A,~J, et soit K l'ordre le 
plus 61ev6 des d6riv6es qui figurent dans leurs coefficients: la d6termination 

, j o  , J L ,  se  des invariants d'ordre au plus egal ~ K ,  j0 ,  . . . ,  ~o, . . . ,  ... 

fait en m~me temps, de sorte qu'on a entre M et ses transform~es M', 
les relations: 

(9) j ~  = j h. (h=l,2~..qK) (i=l,2,...,[~K) 

De celles d'ordre K, on d6duit, ~ 1'aide des paramStres diff6rentiels, les  

suivantes, d'ordre K + i :  

A , J ,  (v=l,~,...,n) (i=1,2~...,#~) 

Le hombre de celles-ci qui sont ind6pendantes, entre elles e tdes  relations 
(9), est 6gal, avons-nous vu, au hombre des fonctions distinctes d'ordre 

K +  I, que l'on peut former avec les d6riv6e~ dJ~ et ne pourrait 
dy~ ' 

s'abaisser que si Its param~tres diff6rentiels A~J cessaient d'4tre ind6- 
pendants en "r des relations (9), c'est-~-dire en raison des valeurs que 



52 A. Tresse. 

J~  Nous prennent sur M ,  les invariants J [  , . . . ,  joo , . . . , j l ~ ,  . . . , ~ "  

supposerons qu'il n'en est pas ainsi. 
Alors Ies 6quations d'ordre K + I, entre M e t  M',  comprennent les 

dquations (IO), et s'il y a lieu, un certain hombre d'autres, fournies par 
des invariants distincts des pr6c6dents. On proc6dera de mdme pour les 
invariants suivants d'ordre K +  2, et ainsi de suite. A partir d'un 
certain ordre l, tous les  invariants d'ordre sup6rieur s'obtiennent en effec- 
tuant les op6rations invariantes, une ou plusieurs lois, sur ceux d'ordre 1. 

La chose s'dtablirait de Ia mdme mani6re qu'il a 6t6 d6montr6 que 
tout syst6me d'6quations aux ddrivdes partielles est ndcessairement limit6. 
C'est aussi ce qui r6sulte du m~me fair, 6tabli dans le cas oh on applique 
le proc6d6 par diff6rentiation, ce qui revient k substituer aux param6tres 
A1J , A J , . . . ,  A J ,  un syst6me particulier de n autres param6tres, 
fonctions lin6aires, et, en g6n6ral, distinetes, des pr6c6dents. Par suite l 
ne d6passe certainement pas l'ordre le plus 61ev6 des invariants du sys tdme  

com_plet. 

Or~ n'est arrdt6, dans ces op6rations, que si la formation des in- 
variants jusqu'k l'ordre t devient impossible, ou si les param6tres diffd- 
rentiels cessent d'dtre ind6pendants. Ceci n6 se prdsente que dans le cas 
oh M satisfait ~ des dquat ions  i n v a r i a n t e s  bien d~termin~es ,  casque  nous 
laisserons d'abord de c5t6. 

6. Supposons maintenant, qu'une telle multiplicit6 g ~ n d r a l e M  6tant 
donn6e, elle air cz invariants d'ordre a,  J 1 ,  J ~ ,  " " ,  d~ ,  s'exprimant en fone- 
tion des autres invariants d'ordre a et d'ordre inf6rieur: 11, I 2 , . . .  , Ia: 

( ~ )  J ~ - - r 1 7 7  . . . ,  j ~ - - r  . . . .  , 5 ) = o .  

Les multiplicit6s M', transform6es de M, satisfont aux mgmes relations 

(~ ~3 J ; -  r z ; , . . . ,  I~) = o ,  . . . ,  J ' o - - r  z ; , . . . ,  I~) = o. 

Or, au systgme d'invariants distinets /1, . . . ,  IB, J~, . . . ,  J~, et ~ ceux 
qu'on en ddduit A ~ J ~ , . . . ,  A J~, on peut supposer substitu6 celui des 
invariants aussi distincts /1,  . . . ,  lp, J~ ~ ~ ,  . . . ,  J ~ - -  ~ ,  et ceux qui 
s'en d6duisent A~(J~--S~) ,  . . . ,  A~(J,--S~).  En vertu de (I~), ces 
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derniers sont tous nuls sur M, de telle sorte que M'  s~tisfait aux 
6quations: 

(i2) m;(J; - -  o .  (~=1,2, ...,n) (i~1~2, ...,a) 

Mais ces 6quations sont satisfaites pour toute solution du syst6me (I I'), 
dont elles sont des cons6quences par d6rivution: en effet, le syst~me (I i') 
n'entrainant pas la d6pendance des param~tres A ' J ' ,  on salt que les 6qua- 
tions (12), d'ordre a + i, forment un syst4me 6quivalent ~ celui que 
l'on obtient en diff6rentiant les 6quations (I i'). 

D'apr~s cela, si tous les invariants de M, d'un ordre 2, 6gal ou 
sup6rieur k l, sont tous fonctions des invariants d'ordre inf6rieur h. Jl, il 
suffit, pour exprimer que tous les invariants de M '  satisfont aux mdmes 
relations que ceux de M,  d'6crire l e s  6quations (i i') jusqu'k l'ordre 2, 
6quations parmi lesqttelles i[ peut d'aiUeurs y e n  avoir un certain hombre, 
qu'on salt reconnaltre, de la forme: 

et qui sont des cons6quences des autres par d6rivation. I1 en r~sulte, en 
6galant entre eux les invariants distincts I1, I ~ , . . . ,  I~, de 23/ et M' ,  
que tous l e s  invariants de M sont 6gaux respectivement ~ ceux de M';  
et par suite, comme on l'a ddj~ 6tabli, ces conditions sont suffisantes pour 
que M' soit homologue de M. 

Quant ~ la correspondanee entre 13/et l'une des solutions M'  de ce 
systSme (i i ' ) ,  rile fair correspondre ~ un  point quelconque de M,  un 
point d6termin6 de M'  ou une infinit6 de points, suivant que le nombre 
fl des invariants distincts est 6gal ou inf6rieur ~ n: et, une lois fix6 ce point 
de M',  ]a correspondance est compl~tement d6termin6e. 

Enfin, comme il y a au plus n invariants distincts, l'ordre 2, qui 
est au moins 6gal ~ l, est au plus 6gal ~ 1 + n ~ I. En r6sum6: 

Th6or~me II. Dans le cas o~t une multiplicit~ ~t ~ dimensions admet 
rdativement ~ un groupe de Lie, un hombre illimitd d'invariants, on peut 
toujours construire et un syst~me d'invariants d'un ordre minimum l, et un 
systOme de" n paramdtres diffdrentiels, lindaires et homog~nes, du premier ordre, 
qui~ appliques aux invariants precedents donnent tous ceux d'ordre su:p~rieur. 
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Les multi_plicitds M' ,  homologues d'une multiplicitd g~ndrale donnde, 3I,  
sont d~finies par un systdme d'dquations aux ddrivdes partielles obtenu en 
exprimant que leurs invariants d'un ordre 2, au moins dgal d t, et au plus 

l + n - - I ,  sont lids par les m~mes relations que ceux de M;  et la ou 
les corres~vondances qui rattachent l'une d'elles d M s'obtiennent en ~galant 
les invariants distincts de M aux invariants correspondants de M'.  

7. Les multiplicitds ~articuli2res, pour lesquelles ce qui pr6cdde ne 
s'applique pas, se partagent en un nombre fini de classes, chacune d'elles 
6rant d6finie par un systSme bien d6termin6 d'6quations invariantes. L'6tude 
de chaque classe st fair, comme on r a  vu (2 ~ partie, ch. I), de la m6me 
mani6re que celle des multiplicit6s g6n6rales. On est conduit k r6p6ter 
sur clle les mdmes subdivisions, les Inultiplicit6s de cette classe poss6dant, 
les unes un systkme d'invariants que l'on saura former, les autres 6tant 
d6finies pa r  de nouvelles dquations invariantes. Pour ces derni6res, il faut 
continuer de la mdme mani6re. Cette suite de subdivisions est d'ailleurs 
limit6e, et on arrive n6cessairement k des classes ne se partageant plus, et 
ayant ou n'ayant pas d'invariants: dans le cas contraire, on aurait en effet 
des multiplicit6s satisfaisant k des 6quations invariantes formant un syst6me 
illimit6 d'6quations aux ddriv6es partielles. 

8. Application. La th6orie des surfaces applicables nous donne une 
application des princlpes pr6c6dents, en mfme temps qu'un exemple de 
calcul d'invariants k l'aide des transformations infinit6simales. :Nous con- 
sid6rons un ds 2, rapport6 ~ ses coordonndes symdtriques: 

ds~ = 2~d~dV. 

Cette forme n'est pas alt6r6e par !es transformations: 

�9 ' =  v ' =  r (v )  

lesquelles forment un groupe de LIE, dont Ies transformations infinit6- 
simales sont: 

off X et $ sont des fonctions arbitraires de x seulement, Y e t  r) de y 
seulement, 
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2 est une fonetion de x et y, dont la transformation infinit6simale 
est donn6e par l'6quation: 

on 

3~ 3dz 3dy 
0 -~7 . q - - - -d~x  21 - dy 

(t4) 

O n a k  

et (14)" 

~ d ~  d~.~ 
- - ~ ~ " l " - - d ~  + dy 

~a = a($'  + ~')~t. 

chereher les invariants du groupe de transformations (13) 
Nous poserons, ~ 6tant une fonetion queleonque de x et y: 

~r 

Les d6rlv6es d'une telle fonetion sont transform6es de telle sorte que ]a 
relation: 

d F - -  $91odx - -  ColdY ---- o 

reste invariante, ce qui donne: 

d ~ d 
Oa9910 = ~-~O~P + 9910~'0~t, 39901 = ~yyO~9 + ~9017Jo~t 

d d 
off ~ et ~ repr6sentent des d6riv6es totales. 

Pour l'ordre z6ro, on a l'6quation invarianle 2 = o, dont la signifiea- 
tion est banale. Nous supposons done 2 ~ o, et posons ~----e=, ee qui 

d o n n e :  

~,o = (~, + 7') o~, 

~o,~0 = ( ~ " +  o,10~')~t~ ~o,0, = (~" + O, oW)~t, 

~o,.1 = ,o11(~' + ~,)~t, 

d'oh un premier invariant du second ordre (courlmre [otale): 

a ----- e -Owl1  ----- ] ~x~y l o g 2 .  
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Pour les ordres sup~rieurs, nous ne conservons, des ddrivdes de co, 
que celles de la forme co~0 et COo,, et substituons aux autres les dfiriv~es 
de a. Ceci donne, pour le troisi~me ordre: 

= ($,v + o, 05'"  ,Oo, = ( C  + 

Les coefficients de $ ' , . . . ,  ~ ,  ~', . . . ,  ~'~ donnent ainsi, pour  la ddtermina- 
tion des invariants, jusqu 'au 3 m" ordre, un syst~me de 8 6quations k I o 
inconnues; ces 6quations sont ind6pendantes, car elles se r6duisent k: 

0_f_f---__ Of _ _  of of of of 
0 - - =  0%o OC~ - -  O~~ ---~ ~Ojo-- ~ ~ O~ ----- ~COo--- ] , 

~f 0f of of of ~f - -  o. 
~--'~ -I'- ('011 ~#.01-" ~ "JI- (~10 06~1---'-- 0 = 0~, ~-~0 -}- IfOll 00)1----- ~ + (gOl ~fAo 1 

Elle cessent d'etre distinctes, seulement dans le cas de 

~:10 ----- O~ {201 ~ O~ 

@quations qui forment ainsl un syst~me invariant. 
surfaces particuli6res, savoir: 

~ c o n s t .  

Elles d6finissent des 

On volt imm~diatement que ces surfaces n'ont pas d'autre invariant que a. 
Pour les autres, on trouve deux invariants, a, et un autre: 

Pour le 4 m~ ordre, il faudrait  prolonger les 6quations (I5) , en y 
ajoutant les 5 616ments du 4 ~~ ordre, to40, %o, %1, ao~, t~ ce qui laisse 
dvidemment ces 6quations ind6pendantes, et 1cur ajouter les deux suivantes, 
provenunt des. coefficients de 5v et ~2v: 

of 0f 
---~0~ "~0 
9(040 ~(oo4 

lesquelles sont ind4pendantes entre elles, et des prdc~dentes. On trouverait  
donc 3 invariants du 4 me ordre, et, de la m~me mani~re, n - - I  invariants 
d u  n I~me ordre. 
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Pour les d6terminer, construisons d'abord les param~tres diff6rentiels. 
J 6tant un invariant, on a: 

o'J,o = J ,0e ' ,~ t ,  o~,Z0, = e0, , /o-t .  

Nous prendrons les deux param~tres: 

A J__-- e-~ao~J~o, A v J  = Jo.~' 
a01 

qui ne sont pas sym~triques, mais qui tombent  en ddfaut seulement dans 
le cas de a0, = o: dans ce cas, il suffirait de recourir aux param~tres 

analogues e-~%o.[ol et J~----~. 
~1o 

Nous remarquerons que: 

A . ~ , J - -  A ,~ .J  = --e-'r"" JL-,, o ,+  ,.o,("~ --  ~oi) 40] 

ee qui met  en dvidence, deux invariants du 4 ~ ordre: 

ao~ ~ a o l e a o l  ~ ~--- e - w c 2 1 1  . ~ 2 

On en connalt, en outre, deux autres: 

% f l =  e_o(~,, + ao,.,o <,,o,~,o), 
ao 1 

lesquels sont li~s aux prdeSdents, comme eela dolt 8tre, par une relation: 

On a ainsi 3 invariants du 4 me ordre, A=fl, Ay/~ et ~- qui constituent des 
fonctions distinctes, respectivement, de %0, %~, et a0~. Leurs d~rivSes 
du q~m~ ordre donnent q -t- 3 fonctions distinctes des q ~ 3 d6rivSes 
d'ordre q-{- 2 de a; en r6p~tant sur elles, une ou plusieurs fois, les 
operations A J et A J ,  on formera donc ff A- 3 invariants distincts d'ordre 

Acta mathemativa. 18. Imprim~ le 12 octobre 1893. 8 
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q q - 4 ,  c'est-b~-dire, t o u s l e s  invariants d'ordre sup6rieur k 4; le nombre 
1 est ici 6gal k 4. 

Ceta pos6, consid6rons d'abord une surface gdn4rale M, qui n 'annule  
donc pas %, (ce cas se traiterait  de la m4me mani6re). Si ses invariants 
a et /3 sont distincts, les invariants du 4 "~ ordre A~/9, A~//,  F seront 
fonctions de a et /~: 

( ,6)  a x f l  = f , (~,  fl), an t i  = f2(~, fl), r = f~(~, fl). 

Toute surface M', transform6e de M,  est alors d6finie par les 6quations 
{I6) qui suffisent, et les correspondances, en hombre fini, entre M e t  _M' 
sont donn6es par:  

~ , = ~ ,  /~, --  ft. 

La troisi6me 6quation (,6) est, au reste, une cons6quence des deux prdc6- 
dentes, en vertu de l'identit6: 

a ~ a = f l - -  a ~ a ~ f l  = r . a ~ f l  + O. aNfl = ( a d }  ~ + r ( a ~ f l - - P a N ~ )  

qui donne f8 connaissant f, et f2, car l 'expression: 

ne s'annule que si a e t  // ne sont pas distincts. 
Si M est telle que ~ et a ne soient pas distincts: 

( '7 )  fl--~ f(a) 

A / ~  et ANt i sont aussi fonctions de a: 

a , f l  = r (=) . f ' (~ ) ,  ant i  = f ' (=) 

et il en est de m4me des 3 invariants du 5 me ordre, A~A~fl, AyA~fl, 
A~ANfl. Si Y est distinct de a, le 4 me invariant  du 5 ~' ordre, ANy , est 
alors fonction de a et /-: 

(,8) a , r  = r (~ ,  r). 

Les mult ipl ic i t& (M') sont, dans ce cas, d6finies par les 6quations ( '7)  
et (I8), la correspondance 6tant donn6e par 
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Si, en m6me temps que 1~, r est fonetion de r 

r =  

les 3 inwr ian t s  du 4 me ordre sont fonetions de a; M '  est ddfinie par les 
6quations (tT) et (I9). Ici, il y a une infinit6 de eorrespondances donn6es 
par la seule relation 

(~t ~ (2, 

un point x o,yo de M pouvant correspondre ~ tout point x ' , y '  de M'  
satisfaisant ~ l'Squation 

y') =  (xo, yo).' 

TROISII ME PARTIE. 

C H A P I T R E  I. 

Caleu~ des i n v a r i a n t s .  ~ 'o rmes  r~dui tes .  

I. Le calcul des invariants peut dtre facilit6 souvent par l 'applica- 
tion d'une nouvelle notion, celle de forme rdduite d'une" multiplicitd, rela- 
tivement ~ un groupe de LIE. 

Consid6rons un 616ment particulier E 0 d'une multiplicit6 M,  c'est- 
�9 . .  zoo lo ~o zlKo . . .  zK0 ~-dire, un systfime de valeurs z] ~ , po, z~ , . . . , z p , , .  , , , p~,. .  , 

des variables ind6pendantes, des fonetions et de leurs d6riv6es; et re- 

1 Si l 'on admet, c e  qu'on verra dans la suite~ que les invariants consid6rgs sont 

les m~mes que ceux que l 'on aurait ,  en prenant un ds ~ sous sa forme gdndrale 

ds 2 ~ E d u  ~ + 2 F d u d v  + G d v ~  

on retrouve ici la solution du probl~me suivant: reconnaltre si deux surfaces sont appli- 

cables. Cf. DARBOUX~ Thdorie gdndrale des surfaces, t. III~ liv. VII~ chap. I I .  
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gardons un invariant comlne une fonction de ces coordonn4es, telle, que 
la m4me fonction des coordonn6es d'un 616ment E0, transform6 de E0, 
quand on soumet M k une transformation du groupe, ait la m4Ine valeur. 
Les coordonn4es de 80, 4tant d6finies par les relations: 

(c o) z; o zOO 
~( -Oi  ~'~i ~ ' ' ' : P  po 9 " ' "  ) ~ ' ' ' 9  pK) ) ' ' ' : I  . ~'"  " ' ' ~  

(K=I, 3,...) (i=I, 9, ...,p x ) 

oh los 2 sont des parametres arbitraires, on peut choisir ces paramStres 
, ,00 Z,00 Z,10 Z,10 de fa~on que certaines des coordonn6es de Eo,  z,~,+, ,..., ~o , ~,+,, ..., p, , .,., 

zKO ,K0 prennent des valeurs fixes arbitraires, c o c ~ 
P'K +I ~ "" " ~ ~PK ~ * " " ~ it0+1 ~ "''9 Po ~ C[q+ 1 "~ "~ 

1 K c K pourvu au moins que, soit les coordonn6es de Eo, Cp~ .. .~ C~K+I~.. .~ px_ ~ . . .~  

soit ces constantes arbitraires, ne satisfassent pas k certaines 6quations 
inwriantes: cette exception ne pourrait se pr6senter que soit dans le cas 
oh M serait une multi lgl ici td par t i cu l i~re ,  soit, dans le cas contraire, pour 
des points particuliers de M. Les autres coordonn6es de E0, sont alors 
complStement d6termin6es: 

z~:o --_ GiK(z~176 . . . ,  zO~ , . . . ,  z~,~ . . . ,  z~ ~ , C~ , . . . ,  C~ . . .  , c f~+l ,  . . .  , c~)  

(K=I ,  2, ...) ( i=1,9 ..... #K) 

et leurs valeurs, fonctions des coordonn6es de E0 sont les invariants 
cherch6s. C'est, en effet, la marche que nous avons suivie pour former 
ces invariants. C'est ce qui r6sulte aussi de la remarque suivante. 

Soit 60, l'616ment transform6 de E o ,  ~ ldment  r~dui t ,  caract6ris6 par 
les valeurs constantes C ~ 1 7 6  , c K , . . .  de certaines 

de ses coordonn6es. La transformation T qui donne 

EoT = ~o 

est bien d6termin6e, et unique au moins dans un domaine fini; elle serait 
d6termin6e jusqu% l'ordre K seulement, si les valeurs des constantes c 
n'4taient fix4es que jusqu% cet ordre K. 

Soit E 0 un 616ment d6duit de E0 par une transformation quelconque 
$'; il lui correspond un dldment  r~dui t ,  60, et une transformation, T' ,  bien 
d6termin4e, telle que: 
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On a donc: 

Eo = 

La transformation gT' qui fait de E 0 un 616ment r6duit doit donc se 

confondrc avec T (au moins jusqu'k l 'ordre K), et 6 o se confondre de 

mfime avec 80. Lea coordonn6es non arbitraires de  8' 0 ou 6 o s 'exprimant 

de la mdme mani6re en fonctions de celles de E0 pour le premier, de 

E o pour le second, ces fonctions sont donc bien des invariants. 
Ceci montre  en outre que, r6ciproquement,  si k un 616ment E 0 de 

M correspond un 616ment r6duit 80, de forme d6finie, et d6duit de E 0 

par une transformation bien d~terminde du groupe, les coordonn6es non 

arbitraires de 8 o sont des invariants, fonetions des coordonn6es de E o. 
De plus, ces invariants qui, pour 

o o zo o z l  1 . . z l  1 
e#o+ l ,  �9 �9 �9 ~ po e p o ~  /tl+l ~ c l ~ l + l ,  �9 , p l  ~ C p l 9  �9 �9 �9 , 

. . .  z ~ z~ . . .  z ~ sont manifestement distincts: con- se r6duisent k z ~ , zo, , , ,, 

sid6r6s comme solutions du syst6me complet form6 k l'aide des trans-o 

formatioffs infinit6simales, ils constituent un syst6me de solutions ,vrincipales 

de ce syst6me complet. 

Dans le cas off E o satisfait k une dquation invariante qui ne permet  

plus la r6duction k la forme 80, i l  e n e s t  de m6me des 616ments trans- 
formds E0. Alors, il y aura une forme rdduite nouvelle, distincte de la 

pr6c6dente, chacune des 6quations ou syst6mes d'6quations invariantes qui 
ddfinissent l e s  multiplicit6s particuli6res pouvant correspondre h une forme 
r6duite bien d6termin6e. Par  ~cons6quent: 

Th6or~me I. A tout groupe de Lie,  on peut  faire corres:pondre, pour 

une multi101icitd de dimensions donn@s, un hombre limitd de formes rdduites, 

telles que tout dldment E o d'une telle multiplicitd puisse se mettre, it l'aide 

d'une transformation bien ddterminde du grou~v G sous l'une de ces formes rd- 

duites. Les  coordonn~es de l'Oldment r~duit ~o sont, les unes, dgales h des 

constantes fixes, les autres des invariants, fonctions des coordonn@s de l'dld- 

ment initial .E o . 

2. Par  exemple, 6tant donn6e une surface, on peut, en effectuant 
sur elle une transformation bien d6termin6e du groupe des mouvements:  

1o, q ,  r ,  yr  - -  zq , z2 - -  x r  , xq - -  yl~ 
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t ransporter  l 'un quelconque de ses points k l 'origine, son ~quation clans 
le voisinage de ce point  (~tant: 

a~O x ~ a, l x~ ~ ~ xy~ ~ y3 
2 2 y 2 Y . . . .  

Les coefficients de cette forme r6duite sont les va leurs  des invariants de 

la surface, en ce point;  en part icul ier ,  a~0 et a0.~ sont lea inverses des 

deux  rayons de courbure.  Cette r~duction se fair en t ranspor tan t  le 

tri~dre des coordonndes, sur le tri~dre form6 par  la normale  k la surface, 

et sea deux directions principales en ce point. Ellr tombe  donc en d6faut, 

dans le cas off ce tri~dre s'~vanouit, c'est-k-dire, aoit lorsque la normale  

est tangente  k la surface, soit lorsque les deux directions principales sont 

confondues:  de ]k deux classes de multiplicitds particuli~res, les unes, les 

d6veloppablea circonscrites au cercle de Hnfini, d6finies par  l '~quation 
invariante:  

I + p ~ + q ~ = o ,  

les autres, les surfaces r~gl~es dont  les gdn~ratrices sont les droitea iso- 
tropes, et dont  l '4quation est: 

[rpq(~ + ql:) - -  2s(~ + 2 ) : ) ( I +  q~) + tpq(I + iv~)] 2 

+ + + + q'> t(, + = o .  

3. La mdthode peut  dtre gdndralis4e. Supposons qu'k l'aide d 'une 

t ransformat ion du groupe,  non pas ndcessa i rement~nique ,  cette lois, on 

puisse met t re  un 61dment arbitraire E o de M soua une forme rdduite ~0, 
caractdris6e par  les valeurs fixes .o c o ' . c' que pren- C v 0 + l  ' " " " ~ Po ' C v l + l  ~ " ' Pl ~ " " " 

nent  respect ivement  ses coordonn~es 0 z ~ z' . z ~ Les 
Z u o + l '  " " " ' Po ' ~ + 1 ,  " �9 , P I '  . . . .  

o ,0 ~ ~ de ~0 sont fonctions des aut res  coordonn~es, zl , �9 �9 �9 , -.~., zi , �9 �9 �9 , -~, �9 �9 �9 

coordonn6es de l '6l~ment initial E0,  et les invariants cherch~s sont fonc- 

tions de cea seulea quantit~s. Pour  lea obtenir, il suffit d 'achever la r6- 

duction de l'~16ment k une forme r~duite bien ddterminde, en tenant  

compte  seulement  des valeurs  eonstantea d~j~ a t t r ibu tes  k certaines coor- 

donn~es. On posera donc, dana les ~quations (C~ 

,00 ~ Z00 0 �9 . ~ , 0 0  ~ ~00 0 
Z v 0 + l  v o + l  = C y 0 + l '  * ' Po Po = C P o '  

Z , 1 0  10 ....2_ 1 �9 �9 Z~10 10 1 
U l + l  = ZP~+ 1 C u I + I '  * ' Pl  ~ Zp1  = C p ~ ,  
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puts on ach6vera de d6terminer les param6tres 2, en at t r ibuant  ~ de nou- 
velles coordonn6es ~,0o z,OO ,~o ~,~o des valeurs constantes: 

~P.o+ l ~ " " " ~ ~o ~ Z / t ~ +  1 ~ " " " ~ ~ '~  ~ " " " 

�9 . . z.,O0 z ~ l O  ~ ~10 on exprime ainsi les autres coordonndes z~ ~176 , ,~0, . . .  z~,, , . . .  en 
fonction de z~~ . . . ,  z~0~176 z.~0, . . . , z ~~ , . .  . , et ces expressions sont les in- 

variants cherch6s; la transformation qui ramSne E 0 ~ la derni6re forme 
r6duite est en effet unique. 

4. Ce proc6d6 est int6ressant dana le cas off la forme interm6diaire 
~o a elle-m~me pour coordonn6es les invariants d 'un sous-groupe du 
groupe propos6. On obtient alors les inw~riants du groupe g6n6ral, ex- 

prim6s en fonction de ceux du sous-groupe. 

On peut  arr iver  au mgme r6sultat ~ l 'aide des transformations in- 
finit6simales, la m6thode s 'appliquant d'ailleurs ~ un syst6me complet 

quelconque d'6quations lin6aires aux d6riv6es partielles. 
Soit donc un syst6me complet 

(i) X l f  = o ,  . . . ,  X h f  = o ,  X h + l f  ---- o ,  . . . ,  X , f  ----- o 

de n 6quations lin6aires aux d6riv6es partielles, K r variables x~, x~, . . . ,  xr. 
Nous supposons que les h premi6res forment elles-mgmes un syst6me 

complet dont on connalt les solutions principales x ~ + ~ , . . . ,  x:, qui se 
rdduisent h xh+~, . . . ,  x~, pour  

z l = z ? ,  . . . ,  z h = z ~ .  

Pour  achever l ' int6gration de (i), nous prenons comme nouvelles 

variables x 1 , . . . ,  zh, x~+l, . . . ,  x'r, et alors le syst6me eomplet  devient: 

~f ~f 
- - - - ~ -  O ~  �9 . �9 ~ - -  ~ O ~  
~X~ ~ X h  

(2) - , af . .  X,z;~--~ f ,  .=,,+~ ...... ) 
~Xh+l  ~Xh+2 ~Xr 

oh les coefficients des derni6res 6quations sont suppos6s exprimds en fone- 

tion de x 1 , . . . ,  x,., z~,+l, . . . ,  x'r. Si on r6sout les derni6res 6quations, 

par rapport  b~ ~f ~f , , . . . ,  , ,  par exemple, le syst6me d e v i e n t j a c o b i e n ,  de 
~ X h + l  ~ X n  

telle sorte que ses coefficients sont alors ind6pendants de x l , . . . ,  xj,, Le 
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r6sultat de cette r6solution ne change donc pas si on remplace dans (2), 
o Soit: x ~ , . . . ,  xh par des constantes, en part iculier  par  x ~ , . . . ,  x~,. 

X i ~  k = ~ i k ( X l ,  . . . ,  X h ,  ~ h + l , o . . ,  X : )  = r  X ' h ,  Z h + l , o . o  , ~r)" 

Cette substitution donne identiquement:  

F , k ( x ~ , . . . , x  ~ 1 7 6  ~  

et on remplaee le systSme (2) par un syst6me 6quivalent en substituant 
, �9 o , x~'.), laquelle tout coefficient X, xk' lexpresslon ~/,,h,(x~ , . .  , x h ,  xh+~ , . . . .  

s'obtient simplement en cMculant X~x~. en fonction de x~, ..., xh, xh+~, ..., x~, 
et y faisant ensuite: 

r p 
X 1 ~ X ~  . . .  ~ X h X ~  Xh+ 1 ~ X h + l ~  . . .  , X ~ - - -  X~. 

Les derni~res 6quations (2) forment  alors un syst6me eomplet par rapport  

aux seules variables x' . . .  ' h+l, , x,., dont les solutions sont les int6grales 
de (I), exprim6es en fonction de x'h+, , . . .  , x~.' 

5. L'applieation de la m6thode peut  6tre faeilit6e dans eertains eas. 
Elle consiste ~ effectuer sur l'616ment interm6diaire $o, une transforma- 
tion qui n'alt6re pas ses eoordonn6es constantes: 

(3) 0 __ c o . . z 0 0 z I 1 z 1 1 
Z vo+l vo+l~ " ~ Po ---- CPo$ vl+l ~ CvI+l~ " " " ' Pl ~ CPl '  " " " 

En g6n6ral, la transformation g6ndrale jouissant de cette propri6t6 d6pend 
des autres eoordonn6es z oo , . . . ,  z~o~176 z]O, . . . ,  z~ 1,0, . . .  de ~o:  dans le cas 

contraire, elle appartient n6cessairement K un groupe F ,  sous-groupe du 

propos6 G. Tout  revient donc, dans Ce cas, ~ faire une derni6re r6duc- 

tion de la forme interm6diaire 91L, par une transformation de I ,  c'est-K- 

dire, ~ d6terminer les invariants des multiplicit6s 91"5, par rapport  au 

groupe F. 
C'est ce qui rdsulte aussi du raisonnement suivant. - -  Si S est la 

transformation g6n6rale de / ' ,  et T O une transformation particuli6re met- 

tant  une  multiplicit6 donn6e M sous la forme ~ E ,  la transformation g6- 

n6rale de G qui donne la m~me r6duction est To S .  Tout  invariant de 
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par rapport ~ /~, exprim4 enfonction des coordonn6es de M, est alors 
n4cessairement ind6pendant des arbitraires de cette transformation To8 , 
puisclu'iI garde la m4me vateur, quelle clue soit la multiplicit6 r6duite 

~ laquelle on ait ramen4 M; c'est done une fonction bien d6termin6e 
des coordonn6es de M, et, par suite, il constitue un invariant de M 
par rapport au groupe G. 

R6ciproquement, tout invariant de M par rapport au groupe G, 
exprim6 en fonction des coordonn6es d'une multiplicit6 ~15, donne 6videm- 
ment un invariant de O15 par rapport au groupe F ,  et les invariants 
distincts sont les m4mes, route relation qu'iI y a entre eux sous la forme 
~ ,  subsistant quand on revient ~ la forme M. 

Par exemple, un ds 2, 

(4) ds ~ = Ed~ ~ + 2Fdx~y  + Gdy' 

peut toujours, ~ l'aide d'une transformation convenable du groupe G: 

�9 ' = y ) ,  y '  = y ) ,  

oh X et Y sont des fonctions arbitraires de x et y, se mettre sous la forme: 

(5) ds~--  - 2;~dxdy 

et la transformation g4n6rale de G qui conserve cette forme r6duite de 
ds ~, est ind@endante de 2 et constitue un sous-groupe /~ de G: 

�9 ' =  y ' =  

oh 2 est une fonction arbitraire de x seulement, et H de y seulement. 
Tout invariant de la forme (5) par rapport au groupe /1 donne donc un 
un invariant de la forme (4) par rapport au groupe G; et on obtient 
tous ces derniers invariants de cette mani~re. 

Acta ~ t ~ .  18. Imp~im6 le 12 octobre 1893. 9 
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C H A P I T R E  II. 

I n v a r l a n t s  d 'une  sur face  par  rappor t  a u x  t rans format ions  con- 
f o r m e s  et a u x  t rans format ions  project ives de l'espace. 

I. Appliquons ces principes ~ la recherche des invariants d'une 
surface, d~finie par une fonction z de x et y, par rapport au groupe Glo 
des transformations conformes de l'espace: 

(Gl0) 
p ,  q ,  r ,  z q - - y r  , x r - - y p  , y p - - x q ,  ] 

avec: 

U----- x~ A- Yq "4- zr. 

Les six premi6res transformations forment le groupe G, des mouve- 
ments de l'espace; ~ l'aide d'une transformation de ce groupe, on peut, 
avons-nous vu, transporter un point quelconque de la surface h l'origine, 
l'6quation de la surface ayant la forme: 

I )  ~ ----- - - -  
a,o x * -I- ao~ y* aso s a~l x~ u a,. x~s _~s yS + y z  + - y  _ + - y _  + ~  + . . .  

oh les coefficients sont les valeurs des invariants du groupe G6, au point 
consid6r6. Ceci devient impossible dans deux cas particuliers, d6finis 
chacun par une 6quation invariante, qui est aussi ~quation invariante de 
G l O .  NOUS laisserons ces deux cas de cbt~. 

La transformation conforme n'alt6rant pas les lignes de courbure, la 
transformation g6n6rale de G10 qui n'alt6re pas la forme de l'6quation (I) 
est ind~pendante des coefficients de (x). Elle forme effectivement un 
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groupe G4• celui des 4 derni6res transformations de Gl0. Sa transforma- 
tion infinit6simale est: 

~x = [ :x(ax  + ~v + cz + h ) - -  a(x 2 + v2 + z')]~t, 

3y = [2y(ax "4- by + cz "4- h ) -  b(x ~ -t- Y' -t- z~)]t~t, 

~z = [:z (.~. + by + ~ + h ) -  c(~' + v' + ~')] ~t, 

oh a ,  b, c,  h sont des param6tres arbitraires. 
L'dquation (I) dtant: 

= f@,  v), 

l'6quation de la surface transform6e est: 

of of 
z - -  3z  = f ( x  , y)  - -  ~ 3 x  - -  ~ 3 y ,  

ou, en s'arrdtant aux termes du premier ordre en dr: 

I ( ") of __ Y@ z ----- f(x , y) + $t 2(ax + by + cf + h) f - -  x 

of o f - - c ) ]  + (z' + v' + f ) ( . ~  4- bG . 

D'apr6s cola, la transformation infinit6simale des coefficients de (i) est: 

3a2o + (2ha~o + 2c) ~ -~- o, 3ao2 + ( 2hao~ + 2c) ~ - - o ,  

daao+4hasoO"t = o ,  #aos+ 4haosO't ----o, 

o~a21 + [4ha, i + 2b(a~o--ao,)] ~ -~o,  ~al~ + [4hal2+ 2a(ao,--a2o)J ~t--~o. 

Elle met en 6vidence I ~ une 61uation invar~ante du second ordre: 

a:~ o - - a o ~  = o .  

2* deux invariants du troisi6me ordre: 

aso 
(a~o  - -  a o , )  ~ ' 

ao$ 
( a , o - - a o , )  ~ 
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L'6quation invariante exprime .clue la transformation conforme change 
un ombilic en ombilic. Quand elle est satisfaite, les deux invariants du 3m~ ' 
ordre n'ont plus de sens. 

Pour avoir la signification de ces invariants, d6terminons, dans le 
voisinage de l'origine, les rayons de courbure de la surface. Ils sont 
donn& par l'6quation: 

p2 (82--  /'t) "3[- p ~/I 4 - ,24 -  q2 [~'(I "3 I- q2) ..t_ t ( I  "3l- p2 ) - -  28~0q] - -  (I _~.p2.31_ ~2)2 = O, 

qui, aux termes du second ordre pr6s, se r6duit ici h: 

- - p ' r t  + p(r + t ) -  z = o, 

ce qui donne pour chacun des rayons de courbure: 

I I asoX 4" a . y  .3t_ . . .  
Pl r a2o a]o 

I __z a ,2x + ao3Y 3t - . . . .  

D 6 s i g n o ~ s  par  s~ l 'arc  de  la  l i g n e  de  c o u r b u r e  s u i v a n t  l a q u e l l e  la  sph6re  

osculatrice de ra~yon p~ touche la surface, par s~ celui de la seconde ligne 
de courbure. On a: 

s 1 ---- z -t- . . .  s~ ---- y - t -  . .  �9 

et, par suite, ~ l'origine, on a: 

I I 
a2o ~ --~ ao2 ~ --~ 

P1 P~ 

z ap, i a p ,  z ~p, z ~p~, 
as~ ~ p~ ~sl '  a~ ~ p] ~s2' agz ~ p] ~s2~ a ~  ~ p~ ~s~' 

et les deux invariants obtenus sont, au signe pr6s: 

(P, - -  p2)' ' ~o, - -  P2)'" 

La m~me m~thode conduit ~ 5 invariants du 4 m~ ordre, dont le calcul 
est, jusqu'~ pr&ent, sans int6r~t. 
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2. On peut, de la m6me mani6re, construire les invariants d'une 
surface par rapport au groupe des transformations lorojectives. On peut, en 
effet, d6composer les transformations du groupe en sous-groupes s'emboitant 
les uns dans les autres, suivant ce tableau: 

lip, q, r I xr yr xq yp x p - - y q  x p - l - y q  zr Zl o zq 

xU m zq y U - -  zp zU 

A c h a c u n  de ces groupes correspond, comme on le verra, une forme 
rdduite bien d6termin6e, la transformation g6n6rale du groupe suivant qui 
n'altbre pas lcs caract&res de cette forme r6duite, 6rant ind6pendante des 
coefficients qui y figurent. 

i ~ D'abord, une transformation du groupe [ p , q ,  r I, permet de 
I 

B m 

transporter un point quelconque xo ,yo ,  z o de la surface k l'origine, cc 
qui met son 6quation sous la forme: 

z --'-- ~o �9 + zo~y + . . .  + h-V~'x y + . . .  

off zh, repr6sente la valeur, en ce point, de la d6riv6e 

2~ I xr yr I. En posant: 

~h+k z 

Z' ~ - Z ~ Z  10 ~;~zoly 

on obtient la forme r6duite: 

(3) 
zak -a  .~ 

Z --~ Z~-A~ ZllXY "~ ya _~_ . . .  • h-~[  w y ~_ . . . .  

On volt par lk que tout invariant est" ind6pendant de x , y , z ,  et 
des d6riv6es premibres zlo , zol. 
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3 ~ �9 ]xq  yp x p - - y q ] .  On ddtermine la transformation: 

x = lx' + m y ' ,  

y -~- llX' -~ mly' , 
(lm~ - -  ml~ = I ) 

de fa(;on k annuler les termes en x '2 et y'~. On pose donc: 

11 = 2/, m 1 = #m, 

et # 6tant Ies racines de l 'dquation: 

Z2 0 ~t_ 2Z i l  u ~.. 2~02U 2 : O ,  

ce qui tombe en ddfaut, lorsque cos racines sont 6gales, c'est-k-dire, pour: 

~quation invariante des surfaces dgveloppables. 
Si on 6crit l '6quation (3): 

I I 
z = ~ , ( x ,  v) + ~.-~.3 ~ , (x ,  y) + . . .  + - -  

I 
x . 2 . . . p ~ p ( x , y )  + . . . ,  

~p 6tant une 
transformation 

OU 

en posant: 

fonction homog~ne .de  degr6 p,  l '6quation devient, par la 

p > ~  I . 2 . . .  p 
- - ~ , , ( l x '  + my', 1,x' + m # )  

ah, lhm, x,hy,, Z - -  E hl kl 

Dans cette forme, / e t m  satisfont k la relation: 
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On ach~ve de les d~ te rminer  en 6ga lan t  ent re  eux  les coefficients de ~'~ 

et  y'~, ce qu i  donne :  

~.*o ~s ~ ao ~ ~,~s 

d ou:  

1 1 1 1 1 1 

ce qui  t ombe  en d~faut  dans le eas off l 'une des quant i t~s  %0 et  ao8 est 

nul le ,  c'est-~-dire lorsque  les gquat ions :  

Z2o --~ 2ZazU ~ Zo~U ~ ~ O, 

z~o + 3 z ~ u  + 3 z ~ u  ~ + zo~u ~ = o,  

ont  une  racine c o m m u n e .  

Sauf  dans  ces 

fo rme :  

C'est Ie cas des surfaces rdgl~es. 
d e u x  cas d 'except ion ,  l '~quat ion  se m e t  donc  sous la 

( 4 )  

1 1 

~ xS y~ 
5ao ~oa 

~u ~ 2 -~' 
- -  ,~), 

I 1 1 1 1 I 
aoa %0 6 a~1x~Y -{- a m8o ao8 ~ a~2xY ~ 

2 (Z - -  A) ~ 

k--h J--k 

"F /__ .  h+~ h-T-~, x Y " 
~+-7"~>, (t~ - -  ~)-~-" 

4 0 . i x p ~ y q  zr [. La t r ans fo rma t ion  

pe rmet ,  en p renan t :  
1 1 

9 2 
T ~  ] " 511 ~ I ~ T~ P3 505 5 3 ~ 0  ~ I 

d ' a m e n e r  les coefficients de xy et  
x~ + y3 

5 h ~tre ~gaux h l 'unit~,  les cas 
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d'exeeption 6rant encore ceux qui viennent d'etre signalds. 
r6duite: 

x ~ + y~ (~) z = ~v  + 

avec 

5 ~ zp  zq  I' 

De lb~ la forme 

a~l X2~/ a~, Z a~ xay ~ = ~(X, y) + - i  ~ + Y xy~ + ~ + ~ , ~  

1 h+2Ir 2 h + k  
s~h+ / r  - -  3 1--  

a h k  ~ ~11 ~03 (X30 ~ h k *  

L'dquation de la surface 

devient, par la transformation infinit6simale pr6c6dente: 

[ f z ~  ~ 1  

oh f et g sont des constantes arbitraires; ou, aux termes du second ordre 
en ~ ,  prSs: 

ce qui donne, pour les coefficients a~ ,  a~2, . . ,  la transformation infini- 
tdsimale: 

3a~x + 2go~t = o, 

#a~o + 4gO't == o, 

~ 0 ~  

da~ 2 + 2 f #t = o,  

3ao4 + 4f3t  = o, 

3a~3 + (4g + 6fa~2)3t = o, 

~a.  + 6(fa .  + 9a,~) ~t = o. 

Elle correspond aux transformations finies: 

? a21 - ~  a21  ~ 2 9 t ~  

P 
a4o ~ aao 4g', 

a~i ~ -  as1 ~ 69 '  a~1 ~ 4 f '  "4- 6g '~, 

I ttl2 -~- a1~ - 2 f '~  

! 
ao4 ~ %4 4 f ' ,  

a;3 a18 5f'  a12 4g' "4- 6f  '~ 

a'~ = a2~ - -  6 (f' a2~ + g' a12) "4- 12f'g' .  
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En prenant 
g, a~._~ f f  ----- al._A 2 

2 ~ 2 ~ 

on met l'dquation de la surface sous la forme: 

x s q. yS 
(6) ~----~Y+ 6 + ~ ~ '  ~ ' h! ki x y 

73 

est inddpendante des coefficients A. Elle forme done un groupe et a 
pour expression: 

.A4o - - -  a4o ~ 2 a ~ l  ~ 

3 a ~ 

zi22 ---~ a2~ 

6% i x U - - z q  y U - - z p  zU I. Enfin, la transformation infinit6si- 

male projective la plus g6n6rale qui n'alt6re pas la forme r6duite (6): 

~x - -  [x(Ix + ~y + , z ) - - m ~ ]  ~t, ~g = [y(lx + my + ~ z ) -  lz] ~t, 

~z = z(lx + my + nz)o't, 

off l ,  m,  n sont des coefficients arbitraires. Elle transforme la surface (6) 
en la suivante: 

ou, aux termes pr6s du second ordre en 6"t: 

z = O(x , y) + 3t (lx + my .-l- nr ~, xV-~-C-- yV--C~ -k O (m N + . vx vy / \ vx -~ / 
Ao~'a m a ~ t / c a .  18. Imprimr le 14 octobre 1893. 10 

Ao4 = a 0 4 -  2a12~ 

3 
"~la ~-~ a j3  ~ ~a~]2 ~ 2a~1,  

3 a12 a~l. 

oh les coefficients A constituent les invariants de la surface par rapport 
au groupe des transformations lindaires, les premiers coefficients ayant en 
particulier les valeurs suivantes: 
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La transformation infinit6simale des A qui en r6sulte est: 

3Aao + 413t = o ,  ~Ao4 + 4m3t  = o,  

o'A~l - -  213t ~ o, 2m~t  ----- o ,  o~A18 

#A2~ + 4n3t  = o,  

ee qui correspond ~ la transformation finie: 

En prenant: 

A~o = A4o - -  4l', Ao4 ----- Ao4 - -  4m', 

A'~t --'-- A3, + 2m', A',s = A,., + 2l', 

A ~  -~ A2~ - -  4n'. 

m' A~ l' A~ n' A~, 
2 ~ 2 ~ 4 

l'6quation de la surface se met sous la forme: 

<7) ~ = xy + ~(x ~ + v~) + <~,o~' + ~0,v') + Z ~,k~x~v ~, 

off les ~t constituent les invariants de la surface par rapport au groupe 
projectif g6n6ral. En particulier, on a deux invariants du 4 m~ ordre, qui 
ont pour expressions: 

Ct40 ----- A40 + 2Ala ---- a40 + 2 a 1 8 -  6 a ~ , -  3a)2 
4 

= a038 (~30 ~ (~11 (X03 ~40 + 2al l  a30 a13 - -  6a80 aoa a~l - -  3a3o ~x~2), 

ao4  ~ Ao4 -[- 2A81 ~--- ao, + 2 a s l -  6 a i ~ -  3a~l 
4 5 

- -  ~ o  ~ ~o8~ (~1~ ~ o  ~o, + 2~,~ ~o~ ~,~ - -  6~o~ ~ o  ~,~ - -  3~o, ~L) .  

3. On peut donner de ces deux invariants, l'interpr6tation suivante. 
Comparons la surface propos6e ~ une surface anharmonique: 

off les P sont des fonctions lin6aires ind6pendantes de x , y , z .  Une telle 
surface, par une transformation projective convenable, peut se mettre sous 
la forme: 

z ~ x"y b. 
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Elle d6pend de 15 constantes arbitraires, et admet un groupe ~ deux 
param&rcs de transformations projectives 

I xp  + + bzr azr, Yq 

de sorte qu'elle admet deux invariants, lesquels sont pr6cis6mcnt tes con- 
stantes a et b. Effectivement, d6terminons pour cette surface z ~ xay b, 
les valeurs, en un point quelconque x et y, des deux invariants A40 et A04. 

Ici,  on  a:  

z ,~= a~a ~ i ) . . .  ( a - - i  + i ) b ( b - -  i ) . . .  ( b - - j  + I)Xa--iyby, 

de sorte~ que z v eat de degr6 a - -  i en x, b - - j  en y. L'6quation en u eat: 

a(a ~ I )  2ab b(b - -  

x "  + xy u + y,  I) u~ ----- o ,  

de sorte q ue 2 et # sont de degr6 - - i  en x et + I  eny .  L'expression: 

= = + + . . .  

est de degr6 a - - p  en x et b e n  y; et, pour une raison analogue, ah~ est 
de degr6 a - - h - - k  en x et b e n  y. l l  en r6sulte que A40 et A04 sont 
de degr6 z6ro en x et y, c'est-~-dire, qu'ils d6pendent bien de a et b 
seulement. 

Ceci montre qu'en tout point d'une surface quelconque 8, il est en 
g6n6ral possible de trouver une surface anharmonique X (plus pr6cisement, 
un nombre limit6 de telles surfaces), qui soit osculatrice avec S, jusqu'aux 
616ments du 4 me ordre. Les valeurs des deux invariants de S e n  ce point 
s'expriment en fonction des deux invariants de cette surface anharmonique X. 

On a laisa6 de c6t6, dans cette analyse, deux classes de surfaces, les 
surfaces ddveloTpables ct les surfaces r(qldes. Les invariants des premiSres 
se ram~nent ~ ceux des courbes gauches et ont 6t6 compl&ement d6ter- 
min6s par HA~VHEN. ~ 

1 Sur les invariants diffdrentiels des courbes gauches, J o u r n a 1 d e l" ~ c o 1 e p o I y- 
technique~ 47 e cahier. 
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C H A P I T R E  I I I .  

. E q u a t i o n  y" = aoy 's - -  a~y '2 + b~y' - -  bo. 

I. L'6quation 

(,) v " =  a0y '~ - -  a ,v  '~ + b,v' - -  b o 

oh a 0 , a 1 , bl,  b o sont des fonctions de x et y, a la propri6t6 de conserver 

la m6me forme par une transformation ponctuelle quelconque. En parti- 

culler, si on consid6re x comme fonction de y, elle se transforme en: 

x"  = b o x ' ~ - - b l x  '~ + a l x ' - - a  o, 

ee qui revient k substituer les a aux b, et inversement, en m~me temps 

que l 'on change x en y e t  inversement .  
La transformation infinit6simale effeetu6e sur z et y ,  est ici: 

5) ~x = - -  ~ t ,  ~y = - -  ~ o~, 

oh ~ et ~2 sont des fonctions arbitrai res de x et Y. Eile donne: 

@' ~ ( ~  ~'~) , , ~  
(3) ~ =  o~ ~ y '  ~ ~ + v  G '  

~'Y" ~"~ + v' {~'* ~"~ ~ - -  v '~ {~'~ 2'*  ~ -~- - -  ~x' \ax'  - -  2 ~x~y/ kay' - -  2 axay/ 

+ v ,~'~4_ v " ( ~  ~ ~ ay ~ - ax ay + 3Y '~y / .  

La transformation infinit6simale des coefficients a e t  b est alors donn6e 

par l 'identit6: 

~'~- + y' ( ~ ' ~ _  2 _ ~  __ y, '  ( ~  __ 
~x 2 \~x' ~x~y/ \~y* 

( + (aoY '3 ~ a ly  '2 + b l Y ' - -  bo) 2~x 

- (3aoy ' 2 -  2a~y' + b~) [ ~  + y '  \~x 

3ao y,~ 3a, ,~ 
o~ + -~  Y - - - -  

~y + 3Y' ~ )  

3bl y, 3bo 
3t + -~- = o,  
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ee qul  donne:  

3ao ( a T 
3--/- ---- a o 2 ay 

3a~ a T a T 2b I _~_ a*_~ ~ 2 - -  Ot - -  3 a o  ~ + a~ a g  ~ y  a y "  a z ~ y  

3b__oo 
3t ~ \ az  

aT) aT a~T 
G - -  bl ~ + a* - ~ '  
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3b, a~ 8~ a T a'$" a~T 
3t = - -  3b~ -- + 51 2a~ + - - - -  2 ~ .  ay ~ - -  ~ a~' axay 

Le calcul  des accroissements des d6riv6es ~ et 9~v d 'une  fonction 
de x et y se fait  k l 'aide des formules :  

~ _  ~ 3 r  ~ + 9~ aT 
#t d~ 3t ax ' 

a~ a T , ~ , _  d , ~ + F  _ +  . 

P o u r  les 616ments du  I ~ ordre,  on ob t ien t  ainsi: 

3ao~ a*~ 3aoy a*~ 
~t- ~ay" + " " at = ~ + " " 

3boy asT + . . . . .  . . . ,  

3t a x ~ y  ' 3t a~* 

3al~ a* T 2 a85 _ _ _  _ _  a~$ ~a lY  ~ n a t  2 -{-  . . . , 

3t ay ~ Ox~y ~ 

3blv ass a3T dbl~ as~ 
~t = a~ay  2 ~ + . . . , ~t = a~ ~ 

On est condui t  ~ poser:  

G( 1 ~ arly + 2~7~0X ~ 

et k subst i tuer  aux  d6r iv&s de a~ 

leurs  d6riv6es, pour  lesquelles on a: 

3a 3a__~ ~ a~_._7 + , . . ,  __ :__ 
~t ay* 3t 

3t  ~x 3 - " " " ~ ~t  = 

a'  T - - - - 2  . . . .  

3a  = ax= -]- 2biv , 

3fl = b~, + 2a1~ 

et bl, les quanti t6s a ,  a l ,  f l ,  fl~ et 

a~T 
Oxay2 -{- . . . ,  

a : ~ y  -{- . . . .  
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I1 suffit m6me, pour avoir tous les  616ments d'ordre sup6rieur, de con- 
sid6rer seulement les d6riv&s de a0y et al par rapport g y seulement, 
celles de box et fll par rapport k ~ seulement, en consid6rant simultan6- 
ment toutes les d6riv6es des autres 61&nents du premier ordre, a0., boy, a,  ft. 

Ceci montre que, dans tout invariant, les d6riv6es d'ordre sup6rieur 
figurent seulement sous la forme des d6riv6es d'une des deux expressions: 

02ao 2 ~ a  I I ~ b  t 

O~bo 2 O2bl I O2at 

aY~ 3 axay 3 ax* 

et on pourra, g partir du 3 ~" ordre, consid6rer seulement les d6riv6es de 
aox par rapport g y,  celles de b0v par rapport g x, et introduire 1 et 
m et leurs d6riv6es. 

O n  U: 

31 ( a'~ a'r a'r a' v 2 a'~ 4 2'r 
a t =  a o \ 2  - - a ,  2a  0 + a, - -  b, ax~av a~V a~ay ~ ~ a~ay' 3 a~ay' 

;~a~ I aa$ 2 as~ 
- -  b o ~ -{" ~ bl a I -][- . . .  

axaY ~ 3 ~-~y2 

a~# a'# ba a'# bo a'# + = ~ a o ~ -  a~ az=ay a,ay'* ay --~ " " " 

d'oh il r6sulte que, dans tout invariant, les quantitds 1 et m ne figurent 
que par les combinaisons: 

h = 1 + a o f l , - - a l f l  + blao. + boaov, 

k =  m + b o a l - - b l a  + albo v + aobo~, 

expressions que l'on peut maintenant substituer g 1 et m. 
Le calcul complet des accroissements de h et k donne: 

3h h(a~ a~) __ ka~ au G + 2 G  ~,  
(4) 

3k k( + )--  hay a$ 
~ = \ay ~ ax ' 

r6sultat remarquable, en ee sens que les d6riv6es du second ordre de 
et ~ n'y figurent pas. 
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On pourrait  achever Ia d6termination des invariants, en prolongeant 
la transformation infinitdsimale (4) aux ddriv6es de h e t  k; puis, en 
ajoutant  ~ chacune de ces ddrivdes des fonctions lin6aires de ao~, bop, aoy, 
b0~, a l ,  i l l ,  a e t  fl, on peut  faire disparaltre, darts l 'expression de leurs 
transformations infinit6simales, les d6riv6es du 3 me ordre de ~ et 7/. Le 
calcul est rendu prat iquement  facile, eu 6gard ~ notre remarque (3 me 
partie, ch. I), sur l ' int6gration progressive des syst6mes complets. 

On obtient ainsi 6 invariants du 4 m~ or(Ire, ct, en g6n6ral, 2 ( n - - I )  
d u n  i~m~ ordre, lesquels peuvent dtre exprim6s en fonctions lin6aires des 
2 ( n - - I )  d6riv6es du ( n - -  2) ~ ordre de h et k. 

Nous suivrons une autre marche, n rdsulte des 6quations (4), qu,il 
y a une 6quation diff6rentielle du I ~ ordre, invariablement  attach6e 
la propos6e, car, gi l 'on combine avee (4) lea formules:  

~ dz = ~ d z - - T  dy, 
V 

on trouve l '6quation invariante: 

(5)  hdy ~ kdx = o. 

I1 en r6sulte que l 'on peut, par une transformation du groupe, 
annule t  h; il suffit de prendre pour nouvelle variable ind6pendante, une 
fonction x I de x et y satisfaisant k: 

(6) h ~ '  k ~ az -{- aY -----0 

en laissant y fixe: cela, sous la seule condition que x 1 ne se r6duise pas 
une simple fonction de y ,  c'est-~-dire, que l 'on n'ait  pas: 

k - - o .  

Dans ce cas, il suffit d ' intervert ir  x et y, pour r6aliser imm6diatement 
la condition h - ~  o. 

Ce calcul tomberait  en d6faut, dans le cas off on aurai t  s imultan6ment:  

(7) h = o, k = o. 

On a ainsi un syst~me invariant d'dquations; lorsqu'il est satisfait, nos 
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calculs pr6c6dents montrent que l'6quation (I) n'admet pas d'invariants. 
I1 e n e s t  ainsi, en particulier, pour l'6quation 

y" = o, 

de sorte que le syst~me (7) exprime les conditions n6eessaires et suffi- 
santes pour que l'6quation (i) puisse se ramener par une transformation 
ponctuelle k l'6quation pr6c6dente. On sait comment, dans~ce cas, M. LIE 
a ramen6 l'int6gration de cette 6quation (i), k celle d'une 6quation li- 
n6aire du 3 m~ ordre. 1 

Quant k la transformation g6n6rale (2) qui laisse invariante l'6qua- 
tion h ~-o ,  elle est d6finie, d'apr6s (4), par: 

a~ 
- -  ~ O o  ay 

Elle est bien ind6pendante des 
engendre un groupe, savoir: 

nouveaux coefficients de l'6quation, et 

(8) x, = x ( x ) ,  v, = r ( ~ ,  v) 

ou, avec les transformations infinit6silnales: 

(8') ox  = - -  ~:( ,~)a6 o'~ = - - , ~ ( x ,  v ) a t  

oh X et $ sont des fonctions arbitraires de x seulement, Y et ~] des 
fonctions arbitraires de x et y. 

L'6quation (I) 6tant mise sous une nouvelle forme pour laquelle on 
a h = o, tout revient maintenant k calculer les invariants de ses coeffi- 
cients par rapport au groupe (8) ou (8'), lequel donne: 

(9) 

----- a o 2 ay ~:' ' 

3a~ 3ao a 7 a~ a~ ~e - G + a, G + av'--' 

,~bo= bo (2 ~, a,~) ~,~ ~',~ 

t LIE, Archives norv6giennes~ 1883, Classification und Integration yon ge- 
w6hnliehen Differentialgleichungen ~wisehen x ,  y ,  die elne Gruppe yon Transformationen 
gestatten, IIL 
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On rencon t re  une  p remi6re  ~quation invariante, d 'ordre  z6ro: 

81 

a o -----o 

et  t ou t  r e v i e n t ,  dans le cas off elle est satisfaite,  k 6 tudier  la t ransforma-  

t ion (9) par  r appo r t  aux  trois  fonct ions  a l ,  b~, b 0. Nous  laisserons de 

c6t6 ee cas par t icu l ie r  p o u r  ne nous  a t t acher  q u ' a u  cas g6n6ral.  

En  p r o l o n g e a n t  la t r a n s f o r m a t i o n  (9) au  p remie r  ordre ,  on fai t  ap- 

~o.~raitre les d6riv6es du  3 'n~ ordre  de $ e t  7], d 'oh il r6sul te  que,  dans 

un i n w r i a n t  du  I ~* ordre ,  les d6riv6es du p r e m i e r  o rdre  f iguren t  seule- 

m e n t  sous l ' une  des fo rmes  a0 . ,  a0y et :  

I (blv "3 L 2a l x  ) f l= i 

p o u r  lesquel les  on a: 

3t = aou 3 @ - - ~ '  + 2 a o - -  

~/- = 2a0.G + ao ,~  x + % ~x~v 

3-/ ~ ~x ~ - -  2% ax-- ~ . 

E n  c o m b i n a n t  ceci avec (9), on est condu i t  k poser,  p o u r  faire d ispara i t re  

I ts  d6riv6es du  second ordre  de 6: e t  7: 

aou = aou - -  2% a,, ao~ ------ ao~ + ao b,, /3' = fl + 2a o b o 

et on a: 

~o~ 
N 

, ( ~7 ) 6a~ ~ aoy 3 ~ ~ ~' -4- O ~x  

( ~ o) 3.o~ = 2 ao~ ~ + ao, ~,  
3t ay 

Aeta mathematiea. 18. lmprim6 le 16 oetobre 1893. |1  
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transformations auxquelles j'ajouterai, pour avoir les param6tres diff6ren- 
tiels, les suivantes, oh ~ est suppos6 dtre un invariant: 

3t , x~ -~- ~ - x '  3t - -  ~Y3y" 

E n  rapprochant eeei de la premi6re 6quation (9), on trouve un invariant 
du premier ordre: 

t 2 . 3  P 71-- ' " 
, aoy ~ ~ 3a'~ 54a,~,1 \ 

et deux param~tres diffdrentiels.. 

( ) ao ~u 

aOx i Za~ ~ aox I-2aa~] 

Pour le second ordre, on rencontre, en prolongeant la transformation 
(9), les 0 d6riv6es du 4 m' ordre de $ e t  7, lesquelles donnent 6 ~qua- 
tions distinctes, de sorte que les 9 d6riv6es du second ordre de a~, b i , b  o 
figurent duns tout invariant par 3 de leurs combinaisons. Nous prendrons 
pour ees eombinaisons, A~B,  AyB, qui sont des inv,'triants et k, qui 
donne: 

(iI) 2r �9 

Quant aux ddriv6es de a0, il suffit d'en consid6rer deux seulement, en 
vertu de la relation h ~ o. Nous poserons: 

t s a t 
a~ ~ Oy ov ~ a o y , -  2aoa~v 2 a l a 0 y ,  

' ~ a '  
ao,~ -~ ~ o~ ~ ao~v -t- aobl, "4- baao,, 
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e t  on  a :  

3 , , ~ , ~2 
~/ao~ = %.., 4 G - -  ~' + 3%,, ~ + 

3 , a '  ~2 , ~] 

Ceei conduit k poser: 

e t  o n  a :  
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, ~X Py 

"/ ~.o ~ j  
2~'0.~@ + a'o v 

l !  t v 

aoy~ = a o y ~ -  3alao~ + 3a~obl, 

Iv I v I t 
ao.v----- ao~v-- 2a~ao~ + 2blaov, 

3 ,, ~7 2 t , ~,, 
~ ~:'~ = ~ o ~  + <~. ~ + 6~o<~ ~ + ~ ~o~e. 

Les termes en ~:" interviennent iei, de sorte qu'il faut introduire l'ex- 
pression: 

t H 
aog a or'-' ~ t r  

oxy 6a~ 

qui donne: 

3t  a~ 6a,~ / - - =  3 ~ 

et eette .formule, eombin6e avee (9), (IO) et (I I)conduit b~ deux nouveaux 
invariants d~e second ordre: 

e t  

D = -  

2 

C =  a,, k 
t 2  ~ 5  

12 Wo/ 

, (,, 
~2 . 3 aoxy ( ' . o ~  

! I #  i I 

ao~l aoy 2 - aox  aoy + (~(i.y ~ 

6ag ao 4d~ / 
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de sorte qu'il y a 4 invariants du second ordre: 

A : B ,  A,+B, C ,  D.  

On volt en outre que l'~ transformation infinit6simale (9), prolong~e 
au second ordre, conduit en considSrant les d~rivdes des premier, second, 
troisiSme et 4 m~ ordre de ~: et 7] h des 6quations qui sont inddpendantes. 
Elles rcstent, u fortiori, ind6pendantes, lorsqu'on prolonge ensuite h~ trans- 
formation ~ l 'ordre suivant; les 7 d~riv~es du 5 m~ ordre de $ ct r/ don- 
nent en outre, de par la manidre dont elles figurent dans l~ transforma- 
tion, des 6quations ind~pendantes entre elles et des pr~cddentes; et comme 
il faut ajouter comme nouvelles variables les I2 d6riv(~es du 3 mo ordre 
de a , ,  b, ,  b0, et les 2 d~rivdes aoy, , aox~, de a0, on obtient ainsi 7 in- 
variants du 3 ~"~ ordre. Plus g~n~r'alement pour l'ordre n, on a encore 
pour dSterminer les invariants, un syst~me complet d'~quations inddpen- 
dantes, lequel comprend n "k-4 ~quations de plus que le syst5me d'ordre 
n ~ I, ct 3(n -]- i) + 2 ~ 3n -[- 5 variables de plus; ee qui donne donc, 

part ir  de n ~ 3 , 2 n  + I invariants distincts d u n  ~m~ ordre. 
Or, dans les 4 invariants du second ordre, D ,  A , B ,  A ~ B ,  C figu- 

rent  respeetivement les expressions a0u, , flu, ]3~ et k, chacune d'elles en- 
t rant  dans l'invarian~ correspondant, sans figurer dans ceux qui le pre- 
cedent. La mSme remarque pourra s 'appliquer aux invariants du 3 ~" ordre, 
qu'on en d~duira k l'aide des paramStres diffdrentiels, A y D ,  Ax D,  
A~ B,  A~uB, Az~B, AyC,  A . C  relativemen~ aux expressions: ao~,, a0~,~, 
/ ~ . ~ , / ~ , / ~ ,  ku, k~; et ainsi de suite, de sorte que l'on obtient ainsi pour  
l 'ordre n, en ne consid6rant que les d~riv~es ao~,, et a0~,.-~ de a,:  

invariants distincts, c'est-k-dire tous les invariants cherch6s. 

5. ConsidSrons, par exemple, une ~quation: 

(~ 2) y" = aoy ' 3 -  aly '2 3t- b,y' - -bo,  

don~ les coefficients seraient fonctions d'une seule variable, x ou y. 
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Dans ce cas, si l ' invariant B n'est pas constant, tous les invariants 
du second ordre s 'expriment en fonction de B: 

a , B  = = C ' =  D = 

et rdciproquement, route dquation dont lcs invariants satisfont k ces rela- 
tions (x3) peut  sc ramener k la forme (,2). 

Si B dtait constant et dgal k B0, sans que C et D,  C par exemple, 
le soient tous les deux, les 6quations homologues "de (I2)Son, d6finies 
par les relations: 

( '4 )  B = B 0 ,  D = F~(C), AyC = f,,(C'), A . C =  g~(C'). 

Si enfin, B ,  C et D sont tous les trois constants, et 6gaux k B 0, C 0, D O 
les relations: 

( '5)  B = B o ,  U = C 'o ,  D = D  o 

suffisent pour d6finir les 6quations homologues de (,2). 
I~6ciproquement, je dis qu'une 6quation (1) dont les inwlriants satis- 

font ir un syst~me de relations ayant  l 'une des  formes (I3), (~4), (~5), 
c'est-bo-dire, qui a un invariant distinct au plus, est homologue d'une 
~quation de la forme (I2) off les coefficients son, lone,ions d'une seule 
variable. 

Regardons, en effet, dans le systdme ( '3), ou (I4), ou (~5), a0, a~, 
b~, b o comme fonctions d'une seule variable x, ou y; on obtient ainsi 
un syst6me de 4 dquations diffdrentiellcs ordinaires au plus par rapport 
g 4 inconnues; ct toutc solution de ces 6quations donne des valcurs de 
a 0 , a~ , b~, b0, fonctions d'une seule variable, qui r6pondent b~ la question. 

Voici, comment, dans le cas g6n6ral, on pourra ramener une pareille 
6quation ~ la forme (,2). A y a n t  annul6 la quantit6 h, ~ l'aidc d'une 
nouvellc variable x~, prenons comme nouvelle fonction y~, l ' invariant B 
lui-m~me: 

Yl ~ B  

ou encore G ou D,  pourvu que l ' invariant  choisi ne se rdduise pas g 
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une fonction de a h seulement. C d a  revient k mettre l '6quation (I) sous 
une forme r6duite: 

y'~' Aoy'~ ~ "~ B ' = ~ A l y  1 + l. l y ~ - - B o ,  

qui ne se conserve que I>ar les transformation~ du groupe: 

o:,, = - -  ~ (x , )  ~t. 

Cette transformation donne: 

dA o = ~ A o S' 3t ,  

# A  = o 
1 

3aAo = ~ A o ~ " d t  
3 X  x ) 

3B o = 2B o~'dt, 

puis 

daAo _ aAo ~,&,  

OYl ~?Jt 

Ces invariants, ealeul6s avec les w~riables primitives, x et y, donnent 
des inwtriants de l'6quation proposde et par suite sont /ous des lone/ions 

de B,  c'est-g-dire de y~. On aur:t (lone, en d6sign:mt par des Y des 

fonetions de y~ seulement, et par des X des fonctions de x~ seulement: 

puis: 

Ai = Y1 

Ao = YoXo,  

Y, 
"19o = ~5:~, 

21_ 0 ~ 0 

[ 

j3~ - y o x o ( r ~ -  YoX;). 

I aA,, aAo aB, 
A 1 , B o A ~ ,  A ,  ay~ ' ax~ + A ~  A~ ay," 

et, admet done pour invariants, les expressions: 

~aBi aB, y d t ,  
0 O ~ J l  - -  O Y l  
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Avee les variables G et Yi, l '6quation propos6e est do . e  de la forme: 

y~ = Y0x0y'd-- Y ,S  + ~Zoo ( ~ -  E,x,',):q'--~=~Xo 

ou, eomme OH salt: 

<' = yTx~Z', ~ ( ~ -  Lx, ' ,)x; ~ + ~ , :~ ' ; -  Yo:q YoXo 

En prenant eomme nouvelle variable x, une fonction x~ de x 1 seule- 
ment, on a: 

, dx2 , 
X2 ~ ~ Xl 

et 
dx ,  d~ x,2 ,2 

x;' - @ ,  z;' + d--~ z ,  

et cette 6quation devient: 

,, __ ,3 [ Y X'" dx, d~x,, -] 

dG , dx,~ 
+ L = - ~ , - -  VoXo 

d x  L ~ix~ " 

II suffit alors de prendre la fonetion x~ de xl,  telle que l'on ait: 

dx, 
d x  XO = I 

d'ofl 
d~ G dG X'  
,lx~ Xo + ~ o = o, 

pour que l'6quation devienne: 

Iq ,~ Y, 
z~' = ~ x~ - - y ~  z? + V, x ; -  r0 

oh les eoeffieients sont bien fonetions de y, seulement. 



88 At. Tresse. 

On volt que la rdduction k cette forme se fait h l'aide de deux 
quadratures successives, la premibre pour ddterminer x~, en fonction de 
x et y, l~r seconde pour ddterminer x~ en fonction de x 1. 

L'intdgration de l'dquation proposde s'ach6ve par l'intdgration d'une 
6quation diffdrentielle ordinaire du prenlier ordre, de la forme: 

d~t 
d.~: = z i~  Aia~ -I- B l U -  .40 

oh les coefficients A sont fonctions de x, suivie ensuite d'une nouvelle 
quadrature. 


