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SIJR LA POLARISATION PAR DIFFRACTION 

( S e c o n d e  partie) 

P A R  

H. POINCAR~I 
P A R I S .  

V I I ,  
Je reprends, apr6s un assez long intervalle, mort m6moire sur la po- 

larisation par diffraction. 1 Depuis, ce probl6me a dt6 robjet d'un travail 
tr6s important de M: SOM~IERFELD, qui a paru dans les Ma thema t i s ehe  
Anna len ,  et dans lequel cet auteur retrouve et compl6te rues r6sultats 
par une m6thode extrdmement ing6nieuse. J'aurai donc, dans ee qui va 
suivre, non seulement ~ compl6ter les r6sultats pr6c6demment obtenus, 
mais ~ les comparer ~ ceux de M. SOMMERrELD. 

Je vais examiner dans ce paragraphe ce qui arrive quand j'aban- 
donne la 4 r hypoth6se 6nonc6e dans la premi6re partie de ce travail (page 
3o5) ~ la fin du w II; c'est ~ dire quand je ne suppose plus que la 
lentille ait une ligne focale coincidant exactement avec le bord du biseau. 

Conservons d'ailleurs les autres hypoth6ses, et imaginons que rangle 
du biseau soit infiniment petit et que r6cran soit parfaitement condueteur. 

Voyons comment les r6sultats du w III vont se trouver modifi6s. 
Nous aurons toujours (cf. x ~~ partie, page 3o8): 

z = si.  2 
ou si p est tr6s grand: 

(b) 2 ( 
Z= An   peos + t 7r~ sin no,. 

4 / 2 

t Ce journal, t. I6~ p. 297--340. 
Aela matlum~gica. .'20. Imprim6 le 4 f~vrier 1897. 40 
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Le coofficient A. doit d6pendre du temps et, d'apr~s nos hypoth6ses, 6tre 

de la forme: 
A ~ cospt + A, ~, s inp t .  (p = a V )  

Mais si Z est de la forme 

Z 0 eospt + Z~ sinpt (cf. I ~r pattie, page 306) 

ce sera la partie rdelle de 

z '  = (go  - -  i z , ) ~  ~'. 

Comme Z'  satisfait aux moues  6quations que Z, il sera plus simple de 

consid6rer Z'  "m lieu de Z et d'6crire: 

z (  ~ )Jn(  " Z' = A ~ - -  iA ap) sin ~ e 'p~ 
2 

O U :  

Z '  -~  Za~e'P~J,,(a,o) sin n~o 
2 ,) 

( . .  = A ~ - -  i a ' . )  

ou en supprimant l 'accent de Z'  devenu inutile: 

Za,,eip, j , ( a p )  . ,~o Z ~ s i n  . . . .  �9 
2 

En supposant o tr6s grand, on a: 
,[  n 4 - 1  )t ~ 4 - 1  

-.~ ,. 4 ~ /2a~,  D 

d ou: 

(,) 
} t ( t )  . n ( t )  

a n  s i n  - -  .1 , ,+ l  a , ,  s m  ~ -  ,~+l 

Le premier tcrme correspond au fifisceau incident, et le second aux divers 

faisceaux transmis. 
Nous avous suppos6 jusqu'ici que la lentille avait sa ligne locale 

sur l 'axe des z, ce qui se traduisait  analyt iquement  par cette condition 

que an 6tait essentiellement r6el; car il ne devait pas y avoir de diff6- 

rence de phase entre let divers rayons incidents. 



Sur la polarisation par diffraction. 315 

Mais i[ n'en est plus de mdme si la ligne locale ne coincide pas 
exactement avec l'axe des z. 

Soit en effet O l'origine des coordonn6es, soient F M  et FM' deux 
rayons venant se croiser au point F sur la ligne locale. Prenons F M  
tr6s grand par rapport ~ OF et F M ' =  FM; la phase du mouvement  
lumineux devra 5tre lx mSme en M e t  en M',  puisque ces deux points 
sont b~ la m6me distance de la ligne focale. Mais ces deu:~ points ne 
sont pas ~ la m~me distance du point O. 

Prenons au contraire sur les deux rayons F M  et .FM' deux points 
M, et M; situ6s "~ une m~me" distance p du point O, /0 6tant tr6s grand. 
Si la distance O~/~ est tr6s grande, O21/~ fera un angle tr6s petit avec 
FM; mais les deux points M, ct M; n'$tant pas ~ la m(ime distance du 
point F ,  la phase ne sera pas la mdme en ces deux points. 

La phase au point itl, sera proportionnelle h la distance OF mul- 
tipli6e par le cosinus de l 'angle de OF avec FM. 

L'expression a. sin ~~--~~ sera done imaginaire et l 'argument de 2 
?lo) 

a, sin ~ -  __i(?+l)w 
F(,o)  = )  ' 

s~ra 
1 cos(  - -  Oo), 

l 6tant proportionnel ~ OF et ~o 0 repr6sentant l 'angle de OF avec l'axe des x. 
L'intensit6 et la phase de la lumi6re incidente sera ainsi d6finie par 

la fonction F(o~), l'intensit6 et la phase de la lumi6re transm|se, tant 
directement que par reflexion oil par diffraction sera alors d6finie par la 
fonction: 

~in no) 
a n - -  + i ( n + l ) ~  

s 
Posons maintenant 

z an COS-~- _ i ( n + l ) ~  

no) 
z ancos~- i(n+l)~ 
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il viendra: 

d'ofi : 

(2) 

d'oh enfin" 

O + i F  
~/ 2 7tap 

it: 

~/ 2 ~(LsO 

i= 

i= 

O, ~ iF1 . . . .  

Eden o= 4 

_ _ ~ a . e  x , ,  

z.y"(++3, 

- ( ~  e 4 Z ( ~ n e  ~" - - ~ + 4  

~ 2 ~ a p  

+(+) + i F ( a )  = +(--  ~ ) -  ~ F ( - -  ~), 

~+(+ + ,~)-- F(+ + ~-) = +,(~) + ~F,(~), 

i~(~-- ,o)-  F(~--,o) = ~ , ( , , )  - -  ,:F,(o,).  

(3) F~(to) ----- O(,o + ~ ) -  r 
2 

+ i F(~o + =) - -  _~'(= -- ~o) 

Le calcul, sous une autre forme, est tout i, fait pareil b= celui du w  
F(to) dans les notations de la page 308 du w  s'dcrirait: 

On aurait  de mdme (cf. 

--i'--" 

F ( , o )  - r ( , o ) ~  4 

i are partie page 309) 

F,(~) = f , ( , o )  - -  if,(~) ,~. 
~/~ e 4 

et avec les notations de la page 3 t 2 :  

/ 
f(to) e-'~ 

F~(~o) = [ 0 ~ ( o , ) -  iO,(~o)]e +u 
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La seule diff6rence, c'est que la fonetion F@)  n'est plus suppos6e 
r6elle. 

Le probl6me est ainsi ramen6 k la d6termination de ~(to)quand on 
connait F(to). 

Or la formule de Fourier nous donne: 

d'oh: 

d'oh on tire: 

(4) 

sin 
Z 2 f na da F @ )  ~-- ~z F ( a )  sin ~- 

o 

COS . . . .  f ~(.,) = ~ 2 F(~) s~n""d~ 
2 " 

,+> /-. ,..( ) = /~ (a) ~ cotg ~~ + '~ ,~--,o ~ t- cotg ~- . 

0 

Mais cette formule demande une interpretation: en efiht la fonction sous 

le signe f devient infinie pour a = co; (je suppose eo compris entre o 

et 2~r) l'int~grale semble donc ind6termin~e h moins qu'on n'en pr6cise 
le sens. 

2~ 

Lmt%ra le  f est ind6termin@, mais lmtegrale:  
0 

f + f  
0 a,+z  

est parfaitement d6termin~e et tend vers une limite d6terminde quand e 
tend vers o. 

C'est eette limite que CAucnY appelle valeur principale de l'int6grale. 
C'est eette valeur prineipale qu'il faut prendre pour ~(oJ). 
D'apr& notre hypoth6se, l 'argument de F@)  est 6gal k 

1 cos @ - -  ~0) 

et 1 est 6gal s 2~0F  divis6 par la longueur d'onde; ee sera done un tr~s 
grand hombre, s moins que OF ne soit tr6s petit. 
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Nous conviendrons donc de consid6rer les quantit6s qui contiennent 

en faeteurs ~ eomme tr6s petites du premier ordre, et eelles qui eonti- 

ennent cn faeteur ? comme trds petites du 2 a ordre. 

L'int6grale 
b 

est alors du second ordre, pourvu ,que f(a) soit finie dans l ' intervalle de 
a k b ainsi que st~ ddriv6e; car elle cst dgale h: 

il f(b) -- ?-i f(a) -- 

Dans les m6mes conditions, l 'intdgrale: 

b 

0 

sera du i r  ordre; en effet l t i  ddrivde de  [(a)  6tant finie, nous pourrons 

poser: 
= f ( o )  + 

9(a)  restant finic, et notre int6grale peut alors s'6crire (en posant a ~ ----fl): 

b 

f �9 fei'<:f(~ --, 2 , it,7 
b 0 

La premi6re intdgrale cst du i Cr ordre et 6gale /~ 

' + i r  l f(o)---7--- 

et les deux autres sont du 2 a ordre en vertu du th6or6me pr6c6dent. 
L'int6grale 

b 

(5) .f 
tt 
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sera du 2 d ordre si dans l'intervalle d ' in t6grat ion/(a)  est finie ainsi que 
I 

sa d6riv6e et que ~'(~),  ~"(a) et ~ ;  et en effet en posant 

/ (~)  - c ,(~),  ~,(~) = i~; r  

l'intdgrale devient: 

re"; tl (~) dfl. 

Supposons maintenant que 9'(a) s'annule dans l'intervalle d'int6gration, 
par exemple pour a = %; posons: 

d'ofl 

l'int~grale (5) deviendra: 

off 

I,(,~) = / (~)~ .  

' ' ' f i n ~ ] , ~ ( y )  D apres les hypoth6ses faites [ / ( a ) ,  f'(a), ~'(a), ~"(a), 
et su d6riv6e 

_ _  2 f  4f~"fl  ~ d/i 4~f '  + 9" 

restent finies. 
Done l'intdgrale (5) est dgale k des quantitds prgs du 2 a ordre a 

l'int6grale: 

f~ (o)r '_~fe',zd/i = f,(o)o~'~,~o,q2_~ r + i). 

Supposons maintenant que nous envisagions l'int6grale 

(6) fd~f(a)da, 
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oh nous supposerons que f (a)  devienne infinie pour a = %. Soit par 
exemple 

A 
(7) f(a) --a--ao-t- r  

~,(a) 6tant finie et continue. L'int6grale ( 6 ) n ' a  pas elle-m~me aucun 
sens; mais nous envisagerons sa valeur principale; cette valeur sera 6vi- 
demment 6gale /t des quantit6s pr6s du 2 d ordre h la valeur principale de 

Jf-oo 

] (Z - -  a o 

qu'il est ais5 de trouvcr et qui est ~gale h: 

Ar:e':ra,. 

De m~me l 'int6grale 

f d'~~ 

oh f(a) est de la forme (7), o4 ~,(a) est finie et continue et oh f~'(a) 
ne s'annule pas, sera 5gal "t des quantit~s du second ordre pros k 

A~e~Z~(<~o ," 

Appliquons ces principes h l'int~grale (4) qui peut s'~crire: 

2,'=. 

f e  "r176 . . . .  'Fo(a) da (cow ,o + a  -t- cotg a -- oJ) 

0 

off Fo(a ) qui est le module de F(a )  a une valeur finie; nous pouvons 
m6me supposer quc Fo(a ) soit continu. 

La fonction 

( ~o+ a + cotg a Fo(a ) cotg 4 

ne eesse d'6tre finie et continue que pour a----to. L'exposant 

i t  c o s  - -  
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a sa ddriv6e qui s'annule pour 

321 

(1 ~ 600 ~ f l  ~ O) 0 ~ IT,  

Si LdOnc nOUS nGgligeons les quantit6s du 2 a ordre, nous n'aurons k en- 
visager que les 61dments de l ' intdgrate qui sont voisins de a =  to, a = t o  0, 
~t ---- OJ 0 -3t- 7/'. 

Consid6rons d'abord les premiers; la valeur .pr incipale  de l ' int6grale 
dans le voisinage de a-=- to ,  sera: 

e"+~176176 Po(to) = F(to). 

Tenons eompte enfin des 616ments voisins de a = too A- ,'r, il viendra: 

% = . , 0  + ,~; ~ ( ~ )  = e o s ( ~ - - , o o ) ;  r  = - -  s in (~ - -  . ,0)  ; 

,+ '  = = s o s ( o - , , , o ) - c o + :  = 

t3~ - -  (/JO 

f ' ( a )  - -  s in  (a - -  (%) s in  a - -  +oo 
2 

w - h a  a - - t o \  Fo(a) cotg q- 
f ( ~ ) =  4~ 4 - -  cotg---  4 ) 

r~(fl) f(~) - e ~  --- 
sill 

2 

eo + +oo + :r f~ (o) -= --  ~/~ F~ + ,~) cotg 
4rr 4 

q- cotg rr + +o~ --  oJ). 

La partie eorrespondante de l ' int6grale sera done: 

~//- F0 (tOo A- ~) cotg z + %4 + ~o _~_ e o t g  ~ + - - ~ ~  o~ . 

La partie de l ' int6grale qui correspond "~ to ~ - %  se calculerait de la 
mdme mamere. 

On trouverait  

e+~([,/1--i)4_75W ,,0~wo ) t ~  , (cotg  o, +4 ~~ -4- cotg ~176 4 ~) 

Acta mathematica. 20. I m p r i m 6  le 4 f6vrier 1897. 41 
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mais pour mener 5. bien ce caleul il faudrait  observer que ~ ( a ) p o u r  
a = w~ atteint non pas un minimum, mais un max imum;  et poser, non pas: 

mais bien 

L' interpr6tation de ces r6sultats est ais6e. 
N6gligeons d'abord les termes du I r ordre et ne tenons compte que 

des termes finis; il vient alors: 

d 'o( l :  

( s )  = + i) + - 

Comparons c e  r6sultat avec celui que nous avons obtenu au n ~ 3, c'est 
~ dire duns les conditions d'une mise au point parfaite. 

Nous devions alors diviser Fl(oJ ) en deux termes dont le premier: 

repr6sente la lumi6re diffract& tandis que l 'autre 

�9 ~' (~o + ~,) - -  F ( =  - -  ~,) 
(9) 2 

repr6scnte la lumi6re transmise directement ou r6flSehie. 
Alors on retrouvait  unc moiti6 de l'6nergie incidente dans la lumibre 

diffract6e, un quart  dans la lumi6re transmise et un quart  duns la lu- 
miSre r6fl6chie. 

Pour  passer de l'expression (9) a l'expression (8), iI suffit de la mul- 
tiplier par (x - - i ) .  Les intensit6s correspondantes se trouvent doubl6es 
et on retrouve la moiti6 de l '6nergie incidente duns la lumi6re transmise 

et une moiti6 duns la lumi6re r6fl6ehie. La portion de l'6nergie qui se 
transforme en lumi&e diffract4e est de l 'ordre des quantit6s n~glig6es, 
e'est h dire du I ' '  ordre. 
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Tenons compte maintenant  des termes du i cr ordre. 

On voit qu'en ce qui concerae ces termes, tout  se passe comme si 
l'in.t6grale qui donne ~(eo) se r6duisait h deux 616ments, celui qui est 

vois]n de s = eo 0 et celui qui est voisin de s = eo  0 + , 'r.  Dana chacun 
de cea 616ments, l ' a rgument  d e  F ( s )  qui passe par un max imum ou un 

min imum demeure sensiblement constant; de sorte que pour chacun d 'eux 
tout  se passe comme dans le n ~  

Le rble pr6pond~rant jou6 par ces (H6mcnts est ais6 ~ comprendre;  

et la signification physique de cette pr6pond6rance est manifeste; lea seuls 

r ayons  qui subissent l'effet de la diffraction sont ceux qui passent prSa 
du bord de l'6cran. Evidemment  d'ailleura ceux qui se rapprochent le 

plus du bord de l'Scran, c'est /~ dire de O, aont ceux dont la direction 
eat voisine de OF,  puisque tous passent par le foyer, e'est "~ dire par F .  

Dana les exp6riences telles qu'elles sont ordinairement faites, un seul 
de ces 516ments interviendra. En effet le faisceau concentr6 par la len- 

tille aura une ouverture limit6e, en tout  cas inf6rieure k r .  Par  conse- 

q u e n t  la fonction IF(s)  qui d6finit l'intensit6 et la phase du faisceau in- 

cident sera nulle  aauf quand s sera compris entre deux limites % et Sl, 
conform6ment aux in6galitSs 

% < s < s~. 

Si % est eompris entre % et a~, il n 'en sera paa de m~me de ro 0 - f -z .  

Si done F ( % )  n'est pas nul,  F(ro 0 q - z )  sera nul;  de sorte que l'616ment 
correspondant b~ ru 0 interviendra seul. 

En r6aum6, dans le ealcul des termes du I ~ ordre, tout  se passera 

eomme si le faisceau au lieu d'avoir une ouverture 6gale ~ s~ ~ a o 
avait une ouverture beaucoup plus petite et si l 'angle ~ variait  aeule- 

ment  de ro 0 ~ z  b~ % - l - ~ .  A cela pros, il n 'y aura rien de chang6 
aux conclusions d u n  ~ IlL 

Dans le m~moire que j 'ai eit6, M. So3t~m~Frm) retrouve les m~mes 

r6sultats que moi, bien qu'il traite un probl~me en apparenee bien diff6- 
rent. kpr~s ee qui precede, nous ne. devons plus nous en 6tonner; le 

eas qu'il  traite et qui est eelui de la lumi~re parall~le peut ~tre regard~e 
comme le cas extreme de la mauvaise raise au point, et nous venons de 

voir que le d6faut de raise au point n'influait pas sur nos r~sultats lea 

plus essentiels. 
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V I I I .  
Je voudrais maintenant indiquer le moyen de tenir compte de la 

courbure du tranchant du biseau. Pour cela j 'attribuerai fi la section 
droite de ce biseau une forme aussi simple que possible, h savoir celle 
d'une hyperbole dont le sommet sera tr6s voisin du centre. Alors cette 
hyperbole se confondra sensiblement "tvec ses asymptotes sauf dans la 
partie tr6s voisine du sommet qui pr6sentera au contraire un rayon de 
eourbure tr6s faible. Nous nous rapprocherons ainsi suflqsamment du cas 
rdalisd par un biseau dont le tranchant est imparfait. 

Soit 

2~ -I-- .-~-, . . . .  - . , ~  I A ' - - C -  

l '6quation d'un syst6me d'ellipses et d'hyperboles homofocales. Soient x 
et y les coordonn6es rectangulaires d'un point; soient 2 et /, ses coor- 
donndes elliptiques, ), 6tant le param6tre correspondant h l'ellipse et /~ 
l 'hyperbole. 

Soit alors 
I1 ~ / L  o 

l '6quation de la section droite du biseau. 
Comme l 'angle de ce biseau doit dtre trds aigu et son tranchant 

presque parfait, il faut que c soit tr6s petit et [~o < c, mais tr6s voisin 

de c; je veux dire que c--/~, dolt dtre tr6s petit; car cette derni6re 
c 

quantit6 est de l 'ordre de l 'angle des deux asymptotes. 
I1 vient alors: 

2" ~ f ~* ).2 __ I ~  
d x ~  + dY~ = d2~ ).~ - -  c: + d/t2 c ~ - -  [~" 

d ' u  . d v  d%x d u  
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Si maintenant nous consid6ronn, soit Z dans l'hypoth6se oh le plan de 
polarisation est le plan d'incidence, soit la force magn6tique T, ci ces 
deux plans sont rectangulaires, nous verrons que Z ou r devra ~tre la 
partie r6elle de ue~"; u satisfaisant k l'6quation 

A u  + a~t  ~ o, 
et cette 6quation devient: 

d ~ u d u  2" d ~ "~ d u  
+ + + ,, = o .  

Nous pourrons satisfaire k cette dquation en posant: 

u = L M ,  

L 6taut fonetion de ), seulement et M de /~ seulemen.t et en supponant 
que L e t  M satisfassent aux 6quations: 

d~L dL 

O~ 

oh k est une eonstante quelconque. 
II faut voir comment dolt ~tre ehoisie la constante k et aussi parmi 

toutes les intdgrales des 6quationn du second ordre (i) et (2)quelles sont 
eelles qu'il faut ehoisir. 

D'abord ), peut varier depuis e jusqu'h + cx3 et l~ depuis - - c  jusqu'h it0. 
Nous 6tudieronn donc l'6quation (I) dans le voisinage de 2-----cet 

noun verrons que cette 6quation admet deux int6grales, la premi+re d6- 
veloppable suivant les puissances enti+res de 2 - - e ,  la seeonde suivant 
les puissances impaires de r  La premi6re pourra s'appeler la so- 
lution paire et la seeonde la solution impaire. 

Noun 6tudierons de m6me l'6quation (2) dans le voisinage de/~ = - - c  
et nous trouverons de m~me deux solutions, une solution paire d6velop- 
pable suivant les puissances enti6res de /~ + c et une solution impaire 
d6veloppable suivant les puissances impaires de ~/t~ + c. 

Si l'on veut que L M  soit une fonction uniforme de x et d e y ,  il 
faut choisir pour L soit la solution paire, soit la solution impaire de (I), 
et pour M la solution de m(~me parit6 de (2). 
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Ainsi, L devra  dtre soit la solution paire, soit la solution impaire  

et non pas une combinaison lin6aire de ces deux  solutions, et  on ob- 

t i endra  M en changean t  dans L la var iable  ), e n - - p .  Pour  d6 te rminer  

la constante k on au ra  l 'une  des d e u x  conditions suivantes:  

i ~ Si le p lan de polarisat ion est para l l f le  au plan d ' incidence on 

devra avoir  
M = o I )our I* ~/~o. 

2 ~ Si au contraire le plan de polarisation est perpendiculaire au 

plan d'incidenee, on devra avoir: 

d M  
~t,~ -~ 0 pour  /~ o. 

Si nous poson.~ 

/1 = - -  C C O S r  

l '6quation qui donne tr devient :  

(3) ( ~  - -  ~ ~ + ~, ~ ,  + ,t,~ ~ + ~'(~,~ - -  ,; '  cos ~ , . ) ~  = o 

et l '6quation (2) devient  

, ~ . 1 1  _ = = 3 i ( c =  c~ ~ to _ k ) .  

Nous ddsignerons pa r  too la va leur  de to qui  correspond h /, =/ . to.  

Si on avait  supposd c = o, on serait  r e tombd  sur  les conditions du 

n ~ IV,  l '6eran au ra i t  6t6 un biseau parfa i t  l imitd par  les deux  plans 

r ~ - - L O 0 ~  r  ~ ~'0 0 

tandis que dans le n ~ IV, nous  avions pris c o m m e  plans l imites de notre  

biseau 

t o  ~ -  O~ tO ~ Z ~ ;  

(cf. loco citato page 32I); mais ce n'cst qu ' une  diff6rence de notation. 

Si nous supposons en ou t re  too----z,  nous re tombons  sur  les con- 

ditions du  w  c'est a dire sur  le cas d 'un  6eran plan inf iniment  miuce ;  

,, n est seu lement  le p lan  de l '6cran est to-=--  et non to = o. ce qui ' encore 

qu 'une  diff6renee de notat ion.  

Enfin s i n e  supposant  plus c-----o, nous faisons too = ~, d'ofi / t 0 -  c; 
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l 'hyperbole p ~ #0 se r6duit k une droite et nous retombons encore sur 
le cas du w  

Supposons maintenant que le plan de polarisation soit perpendiculaire 
dM 

au plan d'incidence; ce n'est plus M, mals d~o qui doit s 'annuler pour 

t o  ~ -~-~ to0"  

Disons quelques mots du cas de too ~ ~r qui comme nous l'avons 
vu se ramdne au cas du w  Nous distinguerons alors quatre sortes 
de solutions. 

I ~re sorte: plan de polarisation paralldle au plan d'incidence; M est 
une fonction impaire de to; c'est de plus une fonction p6riodique de to 

de p~riode 27r. 
On a alors 

M0 = sin mlr~~ ~ sinmto, (ment ie r ) .  

2 r sorte: plan de polarisation parall61e au plan d'incidence; M est 
une fonction paire de to; elle se change e n - - M  quand to se change 

ca to-Jr 2~ 

m r r e .  (2m impair). ./1//o ~ COS ~ -  t O S S ,  t o ,  
~Jo 

3 ~ sorte: plan de polarisation perpendiculaire au plan d'incidence; 
_3/ est une fonction impaire de to ~t se change en - - M  quand to se 

change en to A- 2r  

M0 = sin ~nTr~~ ~ sin into, (2m impair). 
tO a 

4 ~ sorte: plan de polarisation perpendiculaire au plan d'incidence; 
M fonction pairc de to, pSriodique de periode 2~, 

,n,~m (m entier) "/~//0 ~ COS - -  COS ~ n t o ,  
(3) a 

(ces quatre sortes de solution se retrouvent d'ailleurs dans le cas g6n6ral 

oh to0  n'est pas 6gal k ~r). 
S'il n 'y avait pas d'6cran, les solutions de la I ~re et de In 4 e sortes 

subsisteraient seules. 
Mais si nous examinons l '6quation (2'), nous reconnaitrons une 6qua- 

tion que l ' on  rencontre fr6quemment en m6canique c61este et qu'ont 
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6tudi6e MM. GYLD~,X, BRUN,% TISSERAND, CALLANI)RtCAU. J 'ai r6sum6 les 
prineipaux r6sultats connus au sujet de cette dquation darts le chapitre 
XVIII du tome II de mon ouvrage sur les m6thodes nouvelles de la 
M6canique C61este. 

Cette 6quation adniet deux solutions qui sont de la forms 

~~176 ~ ..... F , ( ~ ) .  

F(o~) et Fl(oJ ) dtant pdriodiques de pdriode 2z. 
Pour certaines valeurs des eonstantes, l'exposant a devient un multiple 

i 
de ~; alors une des deux solutions subsists seule et ells est p6riodique 

de p6riode 2z ou 4z. Ce sont prdeis6ment les solutions qui eonviennent 
au eas de too = ~,; les quatre sortes de solutions correspondent dans un 

2 a  
ordre eonvenable aux cas oh le nombre entier i est eongru o,  I ,  2, ou 

3 (mod 4). 
Une autre remarque mdrite de retenir un instant notre attention. 

On sait que M. GYLD~:N a ramen6 approximativement l'6quation (2') b. 
l'6quation de Lain6. D'autre part la faeon dont nous l'avons obtenue 
la rattaehe 6galement g l'6quation de Lain6, mais il faut ehercher g se 
rendre eompte de la nature du lien qui les unit. 

Soit 
X = ?/~ Z" 

un systbme d'ellipso]des homofoeaux; soient ,o , / J ,  ~ l e s  coordonndes ellip- 
tiques d'un point et soit: 

j ~' dp 

-~- ~/(p"-- b'Xp ~ -  c-') = ~ / G . ~  _ b ~ ) ( , ~  , _ ~' 

, = ] dV 
,~ ~ / ( V ' - -  C'*)(v '2 - - ' :  '2) 

L'6quation A V-----o devient alors: 

d~V d2V . 2" d ~ ' V  
(s) (#~ - -  ~)  d-V + ( ~ ' - -  P~) ~-~' + ( P ~ - - # )  d~_-U = o. 
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V = R M N ,  
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et que /~ soit d6fini par l '6quation 

a~n R ( A p  ~ + B)  (6) d$ ~ - -  

oh A et B sont des constantes quelconques; si M e t  N se d6duisent de 
R en changeant p en /1 et en v; l '6quation (5) se trouvera satisfaite. 

L'6quation (6) n'est autre chose que ce qu'on appelle l '6quation 
de Lam6. 

Si l 'on suppose b tr6s grand, et que l 'on ait: 

p ~ >  b ~ > # ~ > e  ~ > v  =, 

on volt que p sera 6galement tr6s grand et que l'on aura sensiblement 

= c cos (@),  ~ = c cos  (b~). 

L'6quation (6) ou plut6t  l '6quation analogue: 

d~M 
- M(_~# ~ + B) d~ ~ 

devient alors en posant b~] = e,: 

dgMdeo ~ ~ M ( ~ c o s 2  ~ + B )  

de sorte que nous retrouvons rdquation (2'). 
II nous reste k voir comment l '6quation (5) se rambne k l '6quation 

en u; c'est ~ dire ~ l '6quation (3). 
Nous avons suppos6 b et p tr6s grands; posons 

R d6pendant seulement de $, u d6pendant seulement de 7/ et de r 
Nous poserons 

d'R----- b~a~p~R; d'oh d ' V  b2a~p~V; 
d~" d$' - -  

Aeta mathcmatiea. 20. Imprim6 le 6 f~vrier 1897. 42 
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nous voyons que a: nc ddpend que de E; ce sera donc une constante, 
si nous regardons p e t  ~: comme des c o n s t a n t e s ;  je supposerai que a ~ est 

2 2 fini et b a,o trbs grand et je ne eonserverai dans l '6quation (5) que les 
termes qui contiennent p '  en facteur. I1 viendra en divisant par p2R: 

d2~ d2q~ 
b~a~(/L ~ - -  ~ ) ~ t  2 t- ( t ~ '  d~  ~ ~ - - - 0  

ou, en divisant par b~: 

d % d,t d %, . ~ du ,~,,.. (c ~ - -  ~) - - / ~  ~ + ~:;~- (, - -  c ~) + ,  ~ + ~ ~(,~ - - / ~  ~),,t = o, 

ce qui est bien notre 6quation en u h la diff6rence des notations pri.% 
). 6rant remplac6 par ,~. 

I X .  
Nous avons 6tudi6 dans le paragraphe prdc6dent les fonctions M; 

les fonctions L ,  comme nous l'avons vu, s'en ddduisent en changeant /~ 
e n  - -  )~. 

Mais j'ai surtout besoin de connaitre les propri6t6s de ces fonctions 
L pour les valeurs tr6s grandes de 2. 

I1 est clair, d'apr6s la forme de l'6quation (1) que l'r valeur approch6e 
de ee t te  fonetion pour ). tr6s grand sera: 

.A ~iai e-ia'~. 

oh A e t  B sont des constantes, et le principal probl6me qu'il nous reste 
, B 
a rdsoudre est la ddtermination du rapport ~-. 

I1 y a des cas oh nous savons faire cette d6termination. 
~~ S i c  = o; la fonction Z n'est alors autre chose que ]a fonction 

de Bessel; et on a: 
L = J~r (~>, )  
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d'o~t: pour 2 tr6s grand 

B 
Lc rapport  ~ est alors 6gal b~ 

6 

Quant k la valeur de k, il est ais6 de la d6duire de celle de % ;  on 

volt que a~/~ dolt 6tre un mult iple de z En r6sum6 le rapport  B 
2~O o 

devra ~tre 6gal 

m dtant entier. 

2 ~ Si to o = ,'r; l '6cran se r6duit  alors b~ un plan infiniment mince 
et les conclusions du w  doivcnt s'appliquer. La fonction L n'est plus 

une fonction J~, mais elle est ddveloppable en s6rie proc6dant suivant 
les fonetions J~. 

Supposons d'abord que L (et M)  soit une solution de la ~ ~  sorte. 

Alors L M  est une fonction de ,~ et de # qui change de signe quand on 

change V~c,_-!~ ' en --~/c ~ - - I~  ou quand on change ~/~ ~ en ~V'), ~ -  c~; 

on peut 6galement l 'exprimer  en fonction de x et de y; on volt alors que 
c'est une fonction uniforme de x et de y qui change de signe avec y. 

Mais il vaut  mieux poser: 

.~ = c + p cos to, y = p sin to 

de fa~on ~ introduire des coordonndes polaires p et to; l 'angle to n'est 
pas alors le m~me que celui qu'on a introduit  en posant /~ = -  c cos to. 

On volt alors que l'on doit avoir: 

L M  = A~J~(a,o) sin to + A2J2(a,o ) sin zto + A3d3(ap)sin 3to + . . .  ; 

A 1 , A 2 , A  3 6tant des coefficients quelconques. 

Pour  p tr6s grand on a sensiblement: 

p = ~ c c o s t o ;  2 = p  4 - c c o s t o ,  

cos ap ,'r Jn ( ~p ) ---~ arep 4 
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d'ofi:  

r ( ~ C  COS tO 2~+4 I x:) 

L M  = I / S - e  '~a-'~i ...... [ A  I f ~  '- 1 

3i= 

s i n t o e  ' + A ~  
5i~ 

s in2o)  e ~ + A ~  sin 3w e 4 -t- ...] 

I /  [ +--~" ~ '  ] 2 ~--~i),+aicco~w A Sill tO e 4 -i- T v ~ -  c--] + A~ sin 2toe + . . . .  

B 
Le  r a p p o r t  ~ est donc  dgal  "k 

+ - -  4 -7- e~,i~eos., A~ sin eo e + A~ sin 2w e 

A t s in toe  4 + A~sin2eoe 4 

e t  il do l t  dtre i n d @ e n d a n t  de to. 

7i= 

+ A~ sin 3~oe T + �9 �9 �9 
7i~ 

+A~si l l3 toe- -  i + . . .  

Si nous  raisons dans  " " 1 express ion  p rdc6den te  t o - -  , les t e r m e s  qu i  
2 

c o n t i e n n e n t  les s inus d ' u n  m u l t i p l e  pa i r  de to d i spara i s sen t  et  il res te :  

B 
- -  i ,  

.,j 

Si L est J l  d ta ien t  des so lu t ions  de  la  4 e sorte  on a u r a i t  eu :  

L M  = A~JI(ap) cosw + AsJ2(ap) c o s 2 w  + . . ,  

et  aprSs un  ca lcu l  t o u t  pa re i l  a u  p rdcdden t :  

]3 _ _  e.2aic cos , o  

A 

i= 3i,'r 5irt 

Aoe u -t- A t cos to e ~-  -t- A s cos 2o~ e4--I - . . .  

Ao e 4 + At coso~e ~ + A 2cos20Je 4 + . . .  

E n  f a i s an t  to = -  on a u r a i t  vu  d i spara i t r e  lea t e r m e s  qu i  t ena i en t  cn 
e 

f a c t e u r  un  cosinus d ' u n  m u l t i p l e  i m p a i r  de  to et  on  a u r a i t  t r o u v d :  

B 
A 
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Si L et M 6taient des solutions de la seconde sorte on aurait eu: 
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L M  = 2 ' A , , J , ,  (ap) cos into, 

m 6rant la moiti6 d'un nombre impair; d 'oh: 

'~m4-1 . 

B e~.ic cos ~, .~:Am cos  m w e  4 
d 2 m + l .  

4 
~ 4 -  m COS m~o e 

En faisant ~o ~ 2 '  il vient: 

B 2~4k + i2~4p  

A 2'Ak - -  i2'Ap 

oh 2'Ak est la somme des coefficients A,~ tels que :m ~ 3 (mod 4) tandis  
que 2.~Ap est la somme des coefficients A,, tels que 2 m -  I (rood 4). 

B 
On voit que le rapport ~ d6pend de c et il en serait encore de m~me 

en ce qui concerne lcs solutions de la 3 ~ sorte. 
Revenons aux solutions de la i ~'~ sorte; on volt que la s6rie 

3i~r 5i,-r 

A~s in toe  4 + A ~ s i n 2 o J e  ' + . . .  

rcpr6sente le d6veloppement par la formule de Fourier de 

Ke,~ic cos ~ M ,  

K d6signant une constante et oh dans la fonction M on a remplac~ /~ 
p a r  m c c o s t o .  

B 
Jc dis maintenant que le rapport  ] a toujours pour module l'unit6. 

En effet d'apr~s ce que nous avons vu plus haut, L est d6veloppable 
suivant les puissances de 

le d6veloppement est convergent pour toutes les valeurs de 2 dont la 
partie r6elle est positive; il contient seulement des puissances impaires 
ou seulement des puissances paires. Le rapport  d 'un coefficicnt au pr~- 
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c~dent est facile ,~ calculer; oil peut sans restreindre la gdndralitd sup- 
poser que le premier  coefficient est ~gal '~ I; alors tousles autres seront 
r~e|s et L sera une fonction r~elle. 

La valeur approch6e de L devra done dtre aussi une fonction r6elle; 
c'est k dire que A e t  B devront dtre imaginaires eonjuguds; done leur 
rapport aura pour module l'unit6. Nous poserons done: 

B 
- -  ~ e iO 
A 

off 0 est un nombre rdel qui fair eonnaitre l'exc~s de ta, marehe optique 
sur la marehe g6omdtrique des rayons eorrespondant au mouvement lu- 
mineux reprdsent6 par la fonction L . M  prds de l'6cran. 

Ce nombre 0 est une fonction continue de a:c '~ ct de a=k. 

X t  

Reprenons l'dquation 

- c  : ;~y + x ~  + a~(~ ~" - - / , )  L ----- o. 

Parmi les solutions de cette 6quation, nous en distinguerons dcux: la so- 
lution paire qui est ddveloppable suivant los puissances paires de 

, - -  C 

le premier co~ff?cient ~c rdduisant ~ l'unit& Nous la reprdsenterons par 
la notation 

L = F ( ~  ~ c  ~ ~ k ) ;  
I\C ~ 

et 1~ solution imlmire qui cst ddveloppable suivant lcs puissances im- 
paires de 
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le premier coefficient se r6duisant k l'unit6. Nous la repr6senterons par 

F= ")" , , a=k) . L = (~ a~c ~ 

Pour une  valeur donn6e de ! ,  F 1 et F 2 sont des fonctions enti&es de 

a=c ~ et a~k. 

Ce n'est pas tout. Reprenons les coefficients que nous avons appel6s 
A e t  B dans le paragraphe prdcddent; et qui, nous l 'avons vu, sont imagi- 
naires conjuguds. 

Vo id  alors comment se pr6sentent les diverses solutions de notre 
probl6me: 

I ~ Solutions de la I ~r~ sorte; plan de polarisation parall61e ~ eelui 
d'incidence; M fonction impaire de to. 

On d6terminera k~ par l 'dquation: 

F ( - - &  0:'c' a~k~) = o 

dont le premier membre est une fonetion entiere de k~; et on prendra: 

( 
= '~,~ ' ~'~ ' ~ ) ;  "~ = "~ ( 7  ~, ~ , ~ ~~) 

L~ 

u ---- L~a~. 

2 e sorte; les deux plans par:xlldles, M pair. 
On dgterminera ki par 

(A~) 

et on prendra 

1/1 - - 7 '  

3 ~ sorte; les deux plans perpendieulaires, M impair. 
On d6terminera k~ par 

F ' ( - - &  Wc ' W/q) = o. ( & )  ' \  ~ ' .  , 
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Je d6signe par F'~ et /~'; lea d6riv6es de I"~ et T~ par rapport  h',~.; on 

prendra 

(! I ( I, L; = F:  , ~k~ , :l~. = F~ - -  , ~ k~:. 

4 ~ sorte; les deux plans perpendieulaires, M pair. 
On ddtermine l,'; par 

F ' [  '0"~ , a~C ~ , ) (A~) ~ \ - -  V aY,', ----- o 

et on prend 

Soient M~ et M~ deux solutions de la m~me sorte, soient M~,  M,',, M~', M,',' 

leurs d6riv6es premi6res et secondes par rapport h o~. 
On aura les 6quations: 

M / =  ~M,  (c ~ cos ~ t o  - -  ~'~) 
(:) 

M;,' -= ~2M, (c '  eos2to - -  k,,). 

L'expression 

(3) M~ m , ' , -  :~LM; 

a pour d6riv6e: 

M;M,', '  - -  M . m T .  

Mais pour to---- + too, M~ et M,  s 'annulent toutes deux, ~ moins que ee 
ne soient leurs d6rivdes M,~ et M,',; darts tolls le.~ cas l'expres,qion (3) 
s 'ammle de sorte que l'on a: 

+r 

j" CM M" - -  M .  M~') dto 
- - f l l  0 

~ 0  

ou en tenant eompte des 6qnations (2) 

--=-0 

- - W  o 
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ou (si ron suppose k~ > k.): 
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-~- too 

(4) f M,M.d,o = o. 
--too 

Cela montre que :/'l/~ et M, ne peuvent ~tre imaginaires conjugu6es et 
par cons6quent que les 6quations (A~), (A,), (A3) , (A~) ne peuvent avoir 
de racines imaginaires. 

Soit maintenant! 'expression M~M~ dont la d6riv6e est 

M? + 

Cette expression s'annulant pour eo----__+ ~a o, on aura: 

"+too 

- - t O  o 

ou en tenant compte de (2): 

f M d,o ----  'c'f cos',,,d,o + f 

ce qui montre que k~ ne peut 6tre n6gatif. 
Les 6quations (A1) , (A~), (A3) , (A,) ne peuvent donc avoir que des 

racines r6elles positives. 
Les 6quations (A1) et (As) ne peuvent avoir de racine commune car 

si pour ~ = - - / ~ o ,  l a  fonction F,  s'annulait ainsi que sa d6riv6e; cette 
fonction en vertu de l'6quation (I) serait identiquement nulle. 

Les 6quations (At) et (A,) ne peuvent avoir de racine commune, 
car si pour ~ = N/~o, les deux fonctions F, et F,  s'annulaient, la solution 
g~n6rale de l'6quation (i) qui n'est qu'une combinaison lin6aire de F, 
et de F,  devrait s'annuler 6galement, ce qui est absurde, puisque l'dqua- 
tion (I) dolt admettre une solution dont la valeur pour 2 = - - / ~ 0 ,  ainsi 
que celle de sa d~riv~e premiere, dolt pouvoir 6tre choisie arbitrairement. 

On d6montrerait de mdme que (A,) et (A,), (A,) et (A4) ne peuvent 
avoir de solution commune. 

Mais pour a'c '  ---- o, les 6quations (A1) et (A,) admettent pour racines 

a~k 2 --___ m~:r ' 

Aota m a ~ i v a .  20. Imprira~ le 5 f~vrier 1897, 

(m entier) 

43 
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et les 6quations (A~) et (A3) admettent 

~ k  2 ~ ~ s g 2  (2m entier impair). 

On volt que pour a2c'= o les racines de (A,) et de (A3) sont rdelles 
et se s6parent mutuellement. Mais comme ces racines ne peuvent jamais 
cesser d'etre rdelles et que deux d'entre elles ne peuvent jamais se con- 
fondre, elles ne pourront jamais cesser de se sdparer. 

Donc quelque soit a~c 2 les racines de (A,) et de (As) se sdpareront 
mutuellement et il en sera de mgme de celles de (A~) et de (As); de 
celles ae (A~) et ae (A,); ae celles a~ (A~) et d~ (A,). 

Nous admettons que toute fonction impaire de to, f(to), peut pour 
too < to < too fitre dSvelopp6e en s6rie proc6dant suivant les diverses 

solutions Mi(to) de la I ~ sorte correspondant aux diverses racines de (A~). 
Soit alors: 

f(to) = 2:A,M~(to); 

il s'agit de calculer les coefficients A~; en int6grant de - - t o  o ~ "4-to0 
apr6s avoir multipli6 par M~(to) et tenant eompte des relations (4), on 
trou ve: 

+~'o +~ 

f M, fdto = A, f M~(to)eto; 

ddsignons pour abrdger par H~ les constantes 

il viendra: 

(2) 

3C-at 0 

f M~(to)dto, 
- - t a  o 

-~- at  0 

f f  M,(~)M,(,~). r(to) --  ( : ) d : ~  . ,  

- - W  0 

De m~me nous admettrons 
i ~ que route fonction paire f(to) peut se d6velopper suivant Its so- 

hltions M~(to) de la 2" sorte correspondant aux raeines de (As); 
:~ que toute fonction impaire f(to) peut se ddvelopper suivant les 

solutions Mi(to) de la 3 e sorte correspondant aux racines de (As); 
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3 ~ que toute fonetlon paire f(to) peut se d6velopper suivant les so- 
lutions M~(eo) de la 4 ~ sorte c0rrespondant aux racines de (A4). 

Tous ees d6veloppements, on le verrait par la mgme analyse, seraient 
encore reprdsent6s par la formule (5). 

Cela pos6, envisageons une solution du probl6me de la diffraction; 
nous supposerons d'abord que le plan de polarisation est parall61e au 
plan d'incidence, et que le champ pr6sente une sym6trie telle que Z ait 
des valeurs 6gales et de signe contraire en deux points sym6triques Fun 
de l'autre par rapport au plan des xz .  

On aura alors: 
Z---- partie r~elle ue ~vc 

et 

u = 

Les M. sont des solutions de la I ~re sorte de nos ~quations, les Ln sont 
les fonctions Z correspondantes, les C. des coefficients constants. 

En un point tr~s 41oign4 on aura sensiblement (cf. w IX au d6but): 

L.= 7 

Les deux constantes A, et B. sont imaginaires conjugu~es et leur rapport 
est ~gal ~ ei~"; nous pourrons poser 

iO"  _ iO 

A chaque racine k. de l'dquation (A1) correspond une fonction M.,  une 
fonction L.  et trois constantes A.,  B. et 0.. 

Nous tirerons de 1~: 

(6) . + T 

Le premier terme correspond ~ la lumi6re incidente, le second h la lu- 
mi6re diffractde, r6fl6chie ou transmise. Si donc nous posons: 

Z A . C . M . - - - -  F(oJ), Z B . . C . M .  = F , (o ) ,  

la fonction F(w) pourra gtre regard6e comme donn6e et e'est 2',(to) 
qu'il s'agit de calculer. 
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D'aprds la formule (5), on aura: 

(7) 

et 

(8) 

~" ~ 0  

= 

- - o )  o 

9r 0 

f 
--r  a 

(j 'emploie la lettre r au lieu de a comme dans la formule (5 )a f in  
d'~viter route confusion avec le coefficient a qui figure dans l 'exponen- 
tielle e~). 

bTous avons supposd que la force ~lectrique Z dtait une fonction 
impaire de y et que les deux plans d'incidence et de polarisation ~taient 
parall~les. 

Qu'y aurait-il h changer: 
i ~ si Z ~tait une fonction paire de y e t  si les deux plans restaient 

parall~les. 
2 ~ si les deux plans ~taient perpendiculaires et s i la force magn~tique 

N ~tait une fonction impaire de y. 
3 ~ si les deux plans ~taient perpendiculaires et si N ~tait une fonc- 

tion paire de y. 
II est clair que dans ces trois cas les formules (6), (7) et (8) sub- 

sisteraient saul que les fonctions i l l  n de la I ~r" sorte devraient  6tre 
remplac~es par des fonctions de la 2", de la 3' et de la 4" sorte. 

On voit le rble que jouent  les deux s~ries 

(9) Z M,,(~,)M.(m) 
H~ 

eS~162 (Io) ~Z~ //. 

Malheureusement ces deux s~ries sont divergentes et c'est de l~ que vient 
toute la difficult& Pour nous en rendre compte, examinons le cas de 
c-- - -o  et consid~rons d'abord le cas des solutions de la z ~ sorte. 
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On a alors: 

sin nflta mo 3 

oh n est la moiti6 d'un nombre impair  et oh 

(t) 0 

Les deux sdries que nous avons b, examiner sont donc au facteur constant 
I 

pr6s: - -  : 

2' sin (nflq~) sin (nflto); 2'e ~'~= sin (nile) sin (n/~a~). 

La somme des premiers termes de ees sdries se ealcule ais6ment; ]a somme: 

Z cos p~ 

oh 2p prend toutes les valeurs impaires depuis 
ment: 

et plus g6n6ralement la somme 

sin ~ 

I jusqu'~ 2n est 6videm- 

est 6gale 

Xe ~r$ cosFq 

Bi(n+l)(~'+~) w ~$'(~+~') e~n+l) (~_:~)  __  a~ "(~'-r') 

e i " ~ + O -  I Jr- e~(~--~ ) - -  I' 

OU 

h(e + 7) + h ( e -  7) 

en d6signant par h($ + 7/) le premier terme de l'expression pr6c6dente. 
On aura alors: 

(,,) 2~ sin (pflr h(f l i ,  - -  f l . , )  + h(fl , , ,  - -  flC) - -  h ( f l ~  + fi t ,)  
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(I2) 2Xsin (pflr sin (p,8o)e~m~ = h(fl~r + fl~,--flm) + h(fl~r--jSr + tim) 

- -  h(fl~ + fit, + fl,,,) - -  h ( f l ~ - -  f l r  fl,,). 

Or la fonction h peut se mettre sous la forme suivante: 

- - i  cos (**+~)$  s i n ( n + I ) $  
( ~ 3 )  h ( ~ )  = - -  + . . , + 

2i sin x ~ 2z s in  - ~ 2 s in  i 
2 2 2 

Le premier terme ne depend pas de n; mais les deux autres termes 
d6pendent de n e t  ne tendent pas vers une limite d6termin6e quand n 
augmente ind6finiment. C'est de ces termes que provient la divergence 
de nos s6ries. 

D'autre part h($) est fini, mais les deux premiers termes du second 
membre deviennent infinis pour $ = o. 

Soit alors f($) une fonction quelcon'que qui reste finie; on aura: 

f J 2 2i sin 2 ~ 2 

Les deux premi6res int6grales du second membre n'ont par elles-m6mes 
aucun sens, si o est compris dans le champ d'int6gration, puisque la 

fonction sous le signe f devient infinie pour $ = o .  Pour leur en donner 

un, nous conviendrons de prendre pour chacune d'elles la valeur principale 
de l'int6grale. 

Alors la seconde int6grale tend v e r s o  et la troisi6me vers zrf(o) 
quand n croit ind6finiment. 

Reprenons la relation (I2), divisons-la par 2eo 0 et 6crivons-la sous 
la forme suivante: 

S, = Si + Si' + S',". 

S~ sera le premier membre de (i2) divis6 pcr 2co0, c'est k dire la s6rie 
(to) dans le cas de c = o et des solutions de la premi6re sorte. 
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Quant ~ S~, S~', S~" on les formera de la fa~on suivante. Apr~s 
avoir divis6 le second membre de (12) par 2e%, on y remplacera chaque 
fonction h par sa valeur (x3); alors S; sera ce que devient ce second 
membre quand on y remplace chaque fonction h par le x e~ terme de sa 
valeur (I3); S'~, et S~" seront ce qu'il devient quand on y remplace chaque 
h par le 2 d ou par le 3 e terme de sa valeur (13). 

Nous d6signerons d'ailleurs par 8~, S~, S'~', S~"; 88, S'~,...; 84, 8'4, . . .; 
les quantit6s analogues obtenues en supposant toujours c----o, mais en 
consid6rant respectivement le cas des solutions de la 2 e, de la 3 ~ ou de 
la 4 ~ sorte. 

La formule (7) devient alors: 

(7') ~(~) = f F(r162 +fF(r +fF(r162 
La premiere de ces int6grales est ind6pendante de n, la seconde tend 
v e r s o  quand n croit ind6finiment et la troisi6me tend vers: 

I [F(~- ~) + F(~ + ~)- F(-~- ~)- F(--~ + ~)]. 

Supposons maintenant c > o e t  appelons Z t la somme des premiers termes 
de la s6rie (Io) de telle fa~on que la formule (7) devienne: 

(7") Fx(eo ) ---- lira fF(r162 
Pour aller plus loin, 6tudions comment se comportent lea termes d'ordre 
61ev6 de la s6rie St;  ces termes d6pendront d'une fonction Mn d6finie 
par l'6quation: 

M:' - -  M . ( a ' c '  cos' ea - -  a'k . )  

oh k~ est une constante tr~s grande. 
Nous aurons alors une valeur approch6e de M. en rempla~ant l'~qua- 

tion propos6e par la suivante: 

M "  = ~ a~k.M.;  

car le terme a~c~cos2eo est n6gligeable devant le terme r 
On aura donc approximativement: 

sin a ~/~ oJ 
M~-=- 

a ~/kn 
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Rendons-nous compte du degr6 de l'approximation. On voit que l'int6- 
grale Mn d6pend de c et peut gtre d6velopp6e suivant les puissances 
eroissantes de c ~. Le d6veloppement est d'ailleurs convergent quel que 
soit c ~ et quel que soit to. En 6tudiant ensuite les divers termes de ee 
d6veloppement, on reconnaitrait que la diff6renee de Mn et de sa valeur 
approch6e est de mgme ordre de grandeur que 

Maintenant kn est d6fini par l'6galit6 

M . ( t o . )  = o .  

Si M. se r6duisait h sa valeur approeh6e, eette 6quation donnerait 

,R i~ s 

et on verrait que l'erreur commise est encore de l'ordre de ~ .  

r~sum6 on a :  

nuoJ 
sin - -  

avee une erreur de l'ordre de L 

Si on supposait c----o, on aurait, comme nous l'avons vu 

En 

Ce sera encore l~ une valeur approch6e de 0~ pour une grande valeur 
de k.; je crois, sans l'avoir rigoureusement d6montr6, que rerreur corn- 

raise est encore de l'ordre de -x ou de log n 
~b ~t 

Done le n e terrne de la s6rie Z 1 (e'est ~ dire de la s6rie (to) oh 
c > o) diff~re du terme correspondant de la s6rie $1 (c'est ~ dire de la 

s6rie (I o) oh c-----o) d'une quantit~ qui est de l'ordre de _i. 
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Je  dis qu'on peut en conclure que la s4rie 
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21 ~ S 1 
est convergente. 

Et  en effet le terme g4n6ral peut  se mettre sous la forme suivante: 

H.+H'~ 

oh H.  est une somme de termes de la forme suivante; chacun d 'eux est 

le produit  de trois facteurs: i ~ I log~, 2o 
- ou ; un coefficient constant in- 
n /t 

d~pendant de n; 3 ~ le sinus ou le cosinus de n lois un angle constant. 

Quant ~ H :  il est de l 'ordre de ~ .  

I1 rdsulte de l~ que XH. est semi .convergcnte  et 2H~ absolument 
convergente. 

Par cons6quent 2~ ~ S 1 converge, 
geprenons la formule 

(7") F~(w) = l im fF(r162 
elle peut s'~crire: 

F~(eo) = fF(~b) (Za  - -  S1)d r + l im f F(O)S,dr 
OU 

P1 = f f ( x ~ -  sl)dr + f F s ; e r  + lim fF(S;' "t- S;")d~b 
OU 

(I4) ~ = f F(r  - Sl + s ; )dr  

+ ~ [F(~o-  ~) + / % ,  + .) - P ( - . ,  - ,.) - F ( -  ,o + ~)]. 

Darts le second membre de (I4), le premier terme repr6sente la lumi4re 
diffract~e et le second repr~sente la lumi~re r6fl~chie ou directement 
transmise. 

Nous poserons: 
A,(,o,  r - -  ~ - -  S, + S;. 

A~ sera une fonetion parfaitement d6finie de eo et de 0 ,  puisque S; ne 
Ada mathema~iaa. 20. Imprim6 le 5 f~vrier 1897. 44 
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d6pend pas de n e t  que la s6rie 2' I - - S ~  est convergente; la lumi6re 
diffract6e sera alors repr6sent6e par l 'int6grale 

(i5) r162 

Nous repr6senterons par A2, A3, A 4 les fonctions form6es avee les solutions 
de la 2 e, 3 e ou 4" sortes comme A 1 l'est avec eelles de la i r sorte. 

Si F ( r  6tait une fonction paire de r  au lieu d'6tre une fonction 
impaire comme nous l'avons suppos6 jusqu'ici, la lumi6re diffract6e serait 
reprdsentde par l ' intdgrale: 

(16) f ~ v ( C ) & ( t o ,  r162  

Si enfin F(ib ) 6tait quelconque, elle serait repr6sent6e par l 'int6grale 

Les formules (16) et (17) supposent comme la formule (I5) que le plan 
de polarisation est para1161e au plan d'incidence. 

Supposons que la lumi6re incidente se r6duise k un faisceau extr~- 
mement d61i6, compris entre les directions ~b o - - z  et r + z, et de telle 
faqon que 

('0+~ 

f F(r162 = 1, 

la lumi6re diffraetde dans la direction to sera repr6sent6e pro, la formule: 

I [A,(to r - -  A,(to - -  r + A2(e~ qS0) + A~(to - -  ~bo) ] 

ou puisque A~ est une fonction impaire et A 2 une fonction paire de r 

(I8) A,(to, ~bo) -4- A~(to, qgo). 

Si le plan de polarisation 6tait perpendiculaire au plan d'incidence, la 
lumi6re diffraet6e serait repr6sent6e par la formule 

(I9) A.(to, ~bo) + A,(to, ~bo). 

Je m'arrdte, bien que ces r6sultats soienr bien incomplets; je chereherai, 
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dans la suite de ce travail, K combler les lacunes qui y subsistent; mais 
je voudrais, avant de passer outre, examiner plus en d6tail cequ i  arrive 
quand a-"c-" est un tr6s grand nombre; et en effet s i c  est seulement 
d'un centi~me de millim~tre; a~c -" peut ~tre 6gal h I5ooo. 

Reprenons l'6quation: 

(i) M "  = M ( a : c  -" cos"  - -  a ' k )  

et posons: 
M r 

ii viendra: 

Z' -~- Z-" ~ a-"C-" COS-" e o -  a 2 k .  

Le second membre ~tant tr~s grand, z est tr~s grand et par consequent 
on aura une int~grale approch~e de l'Squation en n~gligeant z' devant 
z-", ce qui donne: 

Z ----- a ~ / c  2 cos  ~-(o - -  ~ .  

Posons alors: 
e o  

y --~ a f~ /c~cos~to  ~ kdeo;  
0 

nous aurons alors deux int~grales approehdes de l'dquation (I) 

M ----- e ~, M ~ e -y 

et par consequent nous pourrons ~crire l'int~grale g~n~rale approch~e de 
cette 5quation 

M ~ A e  ~ ~ B e - "  , 

A et B 4rant deux constantes arbitraires. 
Nous avons ~ distinguer la solution paire et la solution impaire; 

pour cela observons que y est une fonction impaire de co; alors nous 
prendrons pour la solution paire: 

M _~ _ _ e "  + e-'t 
2 
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et pour la solution impaire: 

M - -  
e y ~ e - v  

- 

Dans le cas des solutions de la I ~re et de la 2 de sorte, le plan de po- 
tarisation est paralldle au plan d'incidence et on doit avoir: 

M(o 0) = o ,  

de sorte que l'6quation (A,) prend la forme 

O U :  

e 2v ~ I 

(A,) aft~c" cos ~ e~,--kdto ---mi~r (m entier). 
0 

De mgme l '6quation (A~) prend la forme: 

O U :  

e ?p ~ - -  I 

(A2) r ,~, e,~ 4- ~. aj~,~ cos' co - -  k do) --  2 m (m entier). 
0 

Dans l 'un et l 'autre eas la valeur de l 'int6grale dolt ~tre purement  
imaginaire, ce qui montre que c~cos~to ~ k ne peut jamais ~tre po- 
sitif, d'ofi: 

k > c  ~. 

I1 serait ais6 de former les dquations (A~) et (A4); je me bornerai k 
rappeler que leurs racines sont s6par6es par celles de (A , ) e t  (A~); routes 
les valeurs de k, saul peut-~tre deux d'entre elles, doivent donc ~tre 
plus grandes que c 2. 

L'approximation ne sera convenable que si la partie imaginaire de 
to n'est pas tr6s grande, ce qui  emp6che de d6terminer facilement 0.. 
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X I .  
Nous avons jusqu'ici suppos~ qu'on avait affaire s des ondes cy- 

lindriques; voyons comment les %sultats seront modifi~es si nous supposons 
que l a  lumiSre est concent%e par une lentille sphgrique en un point du 
tranchant du biseau. 

Nous adopterons d'ailleurs les hypotheses les plus simples, c'est 
dire clue nous supposerons l'~cran r~duit ~ un demi plan math~matique 
et parfaitement conducteur et la lentille bien mise au point sur le bord 
de cet dcran. 

Reprenons l'~quation 

d*V d~V d'V 
a." + + + o 

i~ laquelle doivent satisfaire la composante Z de la force dlectrique, et 
la eomposante /- de la force magndtique. (Rapprocher de r~quat ion (2), 
page 306 de la I ~ partie de ce travail.) 

Passons aux eoordonndes polaires en posant: 

X = {9 C O $ ~ / I  --/i", 

y --~ p sin~v~i _/F, 

z ~ p # .  

Nous  prenons, bien entendu, pour axe 'des z le bord de l'~cran, et pour 
origine le point off la lmniSre est concentr~e par la lentille. 

Notre 5quation devient alors: 

d ~ V  2 d g  + I d ' V  I --l~d~V 2[ldV.~_ a ~ V ~  O. 
(2) d to " + [g d.-~ I - - ~ t ' t o ' d ~ '  -Jl- to, 4 a , to ,z d fl 

L'dcran a pour ~quation ~,----o ou ~---- 2~. 
La fonction V, quelle qu'elle soit, sera ddveloppable en s~rie tri- 

gonom6trique proc6dant suivant les sinus ou les cosinus de 

m 5tant entier. 

m~ 
P 2 
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S'il n 'y avait pas d'Scran, le d~veloppement ne devrait contenir que 

des termes oh m est pair. 
S'il y a un &ran et si le plan de polarisation est dans le plan 

. d'incidence, on doit prendre V =  Z et Z dolt s 'annuler pour F' ---- o, 
F' ---- 2z'. Le d6veloppement ne contiendra donc que des sinus, m pouvant 
~tre pair ou impair (c'est l'hypoth~se ,'~ b~queUe nous nous restreindrons,  

p o u r  p lu s  de bri&et~). 

Si le plan de polarisation est perpendiculaire au plan d'incidence, 
d V  

on dolt prendre V ~  T c t  Z dolt s 'annuler pour r r ~ 2 ~ .  Le 

d6veloppement ne contiendra donc que des cosinus, m pouvant ~tre pair 

ou impair. 
gevenons h l'hypoth6sc, V----Z, Z = o  pour ~ o  et r  2~. Soit 

A s in - - '  

l 'un des termes du ddveloppement. Nous serons conduits it supposer que 

A est de la forme suivante 
R i l l ,  

R 6tant fonction de p seulement et M de p seulement. 
Cherchons donc la condition pour que 

V = R M  sin ~ "  
2 

sutisfasse g l '6quation (2). 
Cette 6quation se ddeomposera en deux uutres 

d~ R 2 dR bit 
(3) + / ;  + + = o, 

(4 )  (' --f*~) '~ dd" 
~, dJ l  ~n---" M = o; 2#(I--# )~ / . f i - - -bJ1( I - - /L  ~) - -  4 

b e s t  une constante arbitraire. 
Etudions d'abord l'Squation (4). 
Elle admet deux int~grales proc6dant suivant les puissances crois- 

santes de # ~  t, les expos'rots augmcntant d'une unit6 h chaque terme; 
i n  

l 'un des d6veloppements commence par un terme en ( p - - I )  4, l 'autre 
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par un terme en ( # m  I) ' ;  cette derni6re si m est pair peut dtre 
remplae6e par une int6grale dont le d6veloppement contient des loga- 
rithmes. De m~me nous aurons deux int6grales proc6dant suivant les 
puissances de p + I; Fun des d6veloppements commencera par un terme 

en (/z + I) 4, l'autre par un terme en (/~ + I )  4 Cette derni6re si m 
est pair peut 6tre remplac6e par une int6grale dont le d6veloppement 
contient des logarithmes. Pour qu'une int6grale convienne, il faut qu'elle 
ne devienne infinie, ni pour p ---- x, ni pour # ~ - -  I. 

I1 faut donc que ce soit la ~n~me int6grale dont le ddveloppement 

suivant les puissances de p- t -  i commence par (# nt- ,)4 et dont le d6- 

veloppement suivant celles de / ~ -  x commence par ( # -  i) 4 . 
Dans ce cas la fonction 

(s )  ' = / 9  

devra 6tre holomorphe dans tout le plan. Comme d'autre part toute 
int6grale de l'6quation (4) doit fitre d6veloppable pour /~ assez grand 

suivant les puissances croissantes, enti6res ou fractionnaires de ~, P doit ad- 

mettre ce mode de d6veloppement; or les seules fonctions holomorphes 
qui jouissent de cette propri6t6 sont les polyn6mes entiers. 

Donc /9 est un polyn6me entier; soit n son degr6; alors le d6velop- 

pement de /9 suivant les puissances croissantes de x commencera par un 

terme en #n, d'o6 

i) 
Si m est pair, l'expression 

J~I sin m~ 
2 

n'est autre chose qu'une fonction sph6rique ordinaire. L'6quation (3) 
s'int~gre tr6s ais6ment; si nous posons 

~- -b=  ~ +n, 
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on trouve: 

= ~ J~(~p). 

Les autres int6grales de (3) deviennent infinies pour p = o. 
L'expressi6n approch6e de R pour p t r6s grand est donc: 

- ~---~). 
,o 

Nous aurons donc pour p trds grand: 

( - - -  CO~ ~p 2 

P,~.,, &ant le polyn6me P d6fini par l '6quation (5) et les A~.= &ant des 
cogfficients ind6pendants de p,  de ~ et de g e t  lin6aires en cospt et sinpt.  

Nous pourrons d'ailleurs, comme K la page 3o9 de la I r176 partie, 
s6parer les diff6rents faisceaux et 6crire: 

~ B.,, sin -~- (#: - -  I)u P~.. cos ~p - -  ~ + pt 

pour le faisceau incident et 

7 " ( ) Z = ! ~- ~ C~.. sin ( ~ - -  ,)~ P~. cos ~ pt 
p " . 4 

- ( ) .31_1~I 2 ZD .... sinT(p, l)TVm,si n "  ap 4 pt 

pour les faiseeaux divergents. 
Si nous ~galons les coefficients, il viendra: 

(6) 

A ~ , , c o s - - =  B~,  c o s p t +  
�9 2 

A,n., sin ~ = - -  B,,., sin pt + 

si m + I + 2 n - o /  

si m +  I + 2 n = - I  I r a ~  
8i ~/~ -J[- I "4- 2n~2 
si m +  I + 2 n - - 3  

C~., cospt - -  D,~., sinpt,  

6".. sinpt "4- D~., cospt 

B~..-------V,..., 

1) m." ~ O~ 

D~.. : O, 

~m., = O. 



Sur la polarisation par diffraction. 353 

Nous distinguerons d'abord le cas oh tout  est symdtrique par rapport  

au plan des x y ;  c'est k dire off on ne change ricn en changeant # en 

- - p .  C'est le cas des exp6riences de M. GouY off l 'axe du microscope 
se meut  dans un plan perpendiculaire au bord-de  l'6cran. 

Le polyn6me Pro., est une fonction paire de p s i  n est pair et une 
fonction impaire de # si n est impair. 

Dans le cas auquel  nous nous restreignons, nous n'aurons donc que 
des termes off n est pair. 

Nous aurons donc si: 

m----o, B = D ,  C =  o, 

m ~ _ I, B = - -  O ,  D = O, 

m - - 2 ,  B =  - - D ,  C =  o, 

m - - 3 ,  B = C ,  D = o.  

Dans le w I I I  nous avions trouv6 

m -- o, B ----- C, D = o, 

m = I, B = D,  C---- o,  

m = 2 ,  B =  ~ O, D = o, 

m ~ 3 ,  B = - ~ D ,  C ~ o .  

Nous retrouvons donc le m6me r6sultat que dans ce w III, mais en 

changeant C en D et D en - - C .  La lumi6re diffract6e se comportera 

donc comme dans le cas du w  mais avec une diff6rence de phase 

6gale ~ -~. 
2 

Supposons maintenant  que le champ poss6de une symdtrie tetle que 
Z se change en - - Z  quand on change # e n  - - / z ;  alors nous n'aurons 

que des termcs oh n sera impair;  il vient alors si 

m - - o ,  B = - -  D , C' = o,  

m = I~ B ~ C ,  1 )  ~ o~ 

m = 2, B --- D ,  C - ~  o ,  

m - - 3 ,  B - - -  ~ C,  D ~ o. 

Aota r ,~ t~mt@a.  20. Imprim6 le 20 juillet 1897. 45 
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Nous retrouvons encore ]es r6sultats du w III, en y changeant C en 
- - D  et D en C. La lumiSre diffract~e se comporte donc encore comme 

dans le cas du w  mais avec une difference de phase 6gale h ---~. 

Si nous passons maintenant au cas g6n~ral, nous pourrons toujours 
consid~rer le faisceau incident comme la superposition de deux autres, 
dont le premier admettra le premier genre de sym6trie, (c'est k dire sera 
tel que Z ne change pas quand S se change en - - S )  et dont le second 
admettra le second genre de sym~trie (c'est k dire sera tel que Z se 
change en - - Z  quand S se change en - -S ) .  On dtudiera donc s4par& 
ment les effets de ces deux faisceaux, ainsi que je l'ai dit plus haut, et 
on n'aura plus ensure qu'k les combiner. 

Supposons que les rayons incidents forment un faisceau extr~mement 
ddlid, de telle fagon que l'intensit6 de la lumi&e incidente soit nulle 
toutes les lois que P e t  ~ ne satisfont pas aux in~galit~s 

S o - - ~ < S < S o  "[- e; ~ ' o - - e < ~ ' < g o ' - [ -  ~, 

So et g0 &ant deux constantes donn~es et ~ une constante tr6s petite. 
Posons pour abr6ger: 

n ~ o o  

B = =  Z B~ .P~ . ,  
n = 0  

{ , :  = 2 C , . . , P , ~ . . ,  D,,, = .,~D,,.,,P,,., 

d'oh pour le faisceau incident: 

( - ) z=' 7ZB. sin r(s'--i)}co  =p--a+pt 

et pour les autres faisceaux 

( ) Z = I 7 (7,. sin (#9 I) ~- cos ap pt  
p ~ -7  4 

7 ~  = ) _]_~I 2 Z D "  sin ( # ' - -  I ) r s in  ap 4 p t  . 

On d(~vra alors avoir B~----o, pour toutes les valeurs de m ,  g moins que 

S o - - ~  < S  <So -.[- e. 
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B~ est une fonction de #. On a 

B=(#) + B=(- -  #) ---- 2~_,'B,,, . .P,,. . ,  

la sommation du second membre, indiqu6e par le signe ~ ' ,  ne s'6tendant 
qu'aux valeurs paires de n. Les deux membres de l'6galit6 (7) doivent 
s'annuler ~ moins que l'on n'ait 

(8) ~ 0 - - 6 < # < ~ 0 + * ;  ou - - P 0 - -  * < # < - ~ 0  + *" 

On en conclut ~ l'aide des 6galit6s (5) que l'on doit avoir: 

2 Z ' C , . . . P , . . .  = 2 Z ' D , . . . P , . . .  = o,  

moins que l'une des deux in6galit6s (8) ne soit satisfaite. 
De mdme on aura: 

(7') B:(/L) - -  B : ( - -  #) = 2Z"B, , , . ,P ,~ . , ,  

la sommation indiqu6e par le signe ~ "  s'6tendant aux valeurs impaires 
de n. Les deux membres de (7') s'annulent, si l'une des deux inSgalit6s 
(8) n'est pas satisfaite. On en conclut 

2Z"C,~. ,P, , , . ,  ---= 2Z"Dm.,Pm., ---- o. 

On aura donc: 

k moins que l'une des in6galit6s (8) ne soit satisfaite. Cela veut dire 
que la lumi~re diffract6e sera r6partie sur un cSnc de r6volution ayant 
pour axe l'axe des z et sur le prolongement de ce cbne. C'est d'aillcurs 
sur ce m6me c6ne que se trouve le faisceau incident. 

Je ne crois pas que l'on ait fair d'exp6rience avee le faisceau in- 
cident oblique au bord de l'6cran. I1 serait curicux de v6rifier dans 
quelle mesure la conclusion simple qui pr6c~de est confirm6e par l'ex- 
p6rience, malgr6 les irrSgularit6s du tranchant du biseau et bien que los 
conditions th6oriques oh nous nous sommes suppos6s plac6s dans ce pa- 
ragraphe soient beaucoup plus simples que les conditions r6elles. 


