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SUR LES PROPRII~T]~S DU POTENTIEL ET SUR LES FONCTIONS 

ABI~LIENNES 

PAR 

H. POINCAR~ 
PAR~8. 

w 1. In t roduc t ion .  

Une courbe de genre p ddpend de 3 P - - 3  modules; les fonctions 0 
p variables qui ddrivent d'une courbe algdbrique par le procddd de 

RIEMA~ ddpendent done de 3 P - - 3  parambtres arbitraires. Les fonctions 
O ]es plus gdndrales de p variables ddpendent de 

T(p + ~) 
2 

parambtres arbitraires. 
sont 6gaux et l'on a: 

Pour p = 2  et pour p = 3 ,  les deux nombres 

p(10 + ~) 
3 P ~ 3 =  

Pour p >  3, le premier nombre est toujours plus petit que le second. 
I1 y a donc des fonetions 0 qu'on ne peut obtenir par les procddds de 
RIEMANN. 

Nous arrivons donc ~ cette conclusion que les fonctions ddfinies par 

RI~MANN ne sont pas les fonctions les plus gdndrales qui ont p variables 

et 2p pdriodes. Nous sommes ainsi amends ~ nous poser la question 

suivante: 

Toutes les fonctions qui ont p variables et 2p pdriodes peuvent- 
elles dtre regarddes comme un quotient de fonctions 07 

Aa/~tt m a t h ~ a ~ t .  22. Imprim6 le 25 real 1898. 1~ 
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WEIERSTRASS s'est pr~occup6 de cette question et est arriv~ ~ d~- 
montrer que la rSponse dolt ~tre affirmative. 

Mais sa d5monstration est rest~e longtemps inddite et n'6tait connue 
que de quelques-uns de ses ~lSves. 

M. t)ICARD et moi, abord~mes le m~me probl~me en I885, et 
publis ~ ce eujet une note dane lee Comptee  l~endus (d4eembre 
1883). Nous connaissions le r~sultat de WEIEI~STRASS; mais nous ignorions 
lee proe4d~s par lesquels il y 5tait parvenu. 

Quand la d~monstration de WEIERSTRASS ayant ~t6 enfin imprim~e 
(oeuvres completes, tome 3) je pus en avoir connaissance, je reconnus la 
complSte identit5 des deux dSmonstrations. 

La d~monstration de M. APPELL est au eontraire compl~tement diff~- 
rente de celle de WEIERSTRASS. 

Mais elle se rattache ~ un probl4me diffSrent, ~troitement apparent~ 
celui qui nous occupe, et dont je dois d'abord dire quelques roots. 

Soit une fonction de plusieurs variables; elle est m~romorlghe, c'est 
dire que dans le voisinage d'un point  quelconque, elle peut ~tre ~galSe 

au quotient de deux s~riee de puissances, convergentes dane une eertaine 
~tendue. Est-elle toujours le quotient de deux fonctions enti~res, c'est 
dire de deux sdries de puissances, toujours convergentes? 

La r6ponse doit ~tre affirmative. C'est ce que j'ai d~montr~ dans 
le tome 2 des Ac ta  m a t h e m a t i c a .  

En s'appuyant cur ce r~sultat et cur les propri4t4e de certaines 4qua- 
tions aux diff4rencec finies, M. APPELL a donnd une d4monstration en- 
ti~rement nouvelle du th~orSme de Wn~ERSTI~ASS ( J o u r n a l  de L i o u v i l l e  
I89I). 

Maie en r4fleehissant sur la d4monstration eontenue dans mon m~- 
moire cit~ plus haut du tome -. dee Acta ,  je me suis aper?u qu'il 
suffit d'y changer peu de chose pour en tirer une troisiSme d4monstration 
du thSor~me de WE~EnSTnASS, entiSrement diff~rente dec deux premieres. 

C'est cette 3" dSmonstration dont je voudrais faire l'objet du pr4sent 
m~moire. 

Je dois m'appuyer sur lee propri4t4s du potentlel dans l'espace 
n dimensions. Cee propri~t~s sont bien connuee et je n'aurai le plus 
souvent qu'~ les rappeler. Mais quelques-unes d'entre elles pr~sentent un 
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certain intdrdt; on me pardonnera si, ~ l'occasion, j 'y  insiste un peu plus 
qu'il n'est n6cessaire pour mon sujet. 

C'est ainsi que les w167 4 et 5 pourraient  ~tre supprim6s sans que la 
d6monstration en souffrlt le moins du monde. 

J 'observerai que la d6monstration que je donne ici est plus simple 

que celle que j 'ai donnde dans le tome 2, oh j 'ai  employ6 un d6tour 

inutile, dans la crainte un peu pu6rile de red6montrer des thdor6mes 
d6j~ connus. 

w 2. ~'onctions harmoniques .  

Une fonction V de n variables 

Z 1 ~ X 2  ~ �9 . .  ~ X n  

est dire harmo~ique dans un certain domaine: 
I ~ Si dans ce domaine elle est finie, continue et poss6de des d6- 

riv6es des deux premiers ordres. 

2 ~ Si dans ce domaine ses ddriv6es du second ordre satisfont 
l '6quation de LAP~Ac~: 

d~V d~V d~V 
A V - -  d~  + d ~  + "'" + d ~  - -  o; 

si le domaine s'6tend ~ l'infini, il faut  de plus que la fonctiort V s'annule 
l'infini. 

Considdrons les n variables x comme les coordonn6es d 'un point 

darts respace b~ n dimensions; la distance du point mobile x , ,  x 2 . . . .  , xn, 
au point fixe a i ,  a2, . . .  , a~ est 6ga!e par ddfinition b~ 

r = ~/ (~i -  a,) ' + (~, - - a 2 )  ~ -b . . .  -{- ( x n -  an)L 

On voit ais~ment que 
~.2--n 

est une fonction harmonique  dans tout  l 'espace saul  au point 

X 1 ~--- a 1 ~ Z 2 ~--- a 2 , �9 . . , Xn ~ a n,  
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Pour n ~  3, e'est g dire dans l'espace ordinaire; on a 

r ~ _  n ~ I - ;  

nous retombons done sur le potential newtonien. 
Les propri~t~s du potentiel newtonien sont bien connues; elles 

peuvent d'ailleurs en g~n~ral ~tre ~tendues facilement au cas de n quel- 
conque. 

La premiere de ces propri~t~s est le theor~me de GREEn exprim~ 
par l'~quation: 

\ d~ 

la seconde int~grale es~ ~tendue g t o u s l e s  ~l~ments dr d 'un  volume T 
et la premiere ~ tous les ~l~ments dr de la surface S qui limite ce 

volume. 
dV 

La d~riv~e ~ -  repr~sente la d~riv~e ))estim~e suivant la normale 

l'~l~ment da~)), c'est g dire clue l'on a- 

dV dV dV d V ii + 12 + l~ 

l l ,1  ~ et l 3 ~tant les cosinus direeteurs de l'~l~ment de surface &o. 
Les fonctions V e t  U doivent ~tre finies et continues, et poss~der des 

d~riv~es des deux premiers ordres. 

Th~or~me 1. Si V e t  U sont des fonctions harmoniques, il reste 

Une autre propri~t~ du potentiel newtonien est la suivante: si un po- 
tentiel est dfi ~ des masses attirantes, il est une fonetion holomorphe de 
%,  x , , ~  en tout point situ4 hors des masses attirantes. 

Th~or~me 2. Consid~rons par exemple une surface at~irante; soit 
' ' x' les eoordonn~es du centre de daV un ~l~ment de cette surface; x~, x , ,  
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gravit6 de cet 616ment; r la distance des deux points x'l, x~, x~ et 
x~, x2, xa .  Le potentiel aura pour expression: 

V = / ~ d o '  ' 

d' 6tant une fonction de x~, x~, x;; c'est cette fonction que l'on appelle 
ordinairement la densit6 superficielle de la mati6re attirante. 

Consid6rons une sph6re: 

ayant pour centre l'origine et supposons que la surface attirante soit tout 
enti6re en dehors de cette sph6re de sorte que l'on ait: 

D6veloppons: 

z; ~ + x; ~ + x'2 > p~. 

I 1 

7. = [ (x; - -  xl) ~ + ( x ; -  x2) ~ + (x ; - -  x3)] -~  

suivant les puissances de xl ,  x2, x 8. Les coefficients du" d6veloppernent 
seront plus petits que les coefficients correspondants du d6veloppement de: 

1 

~ [ I -  + ~ l J  ' 

Le d6veloppement est 
x~,x'8 pourvu que: 

OU 

ou enfin pourvu que: 

< 2 (,) Ix, I 

done uniform6ment convergent par rapport k x~, 

(2a kt ~ - T - +  <i, p' /  

2 2 
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Plus g6n6ralement le d6veloppement de 

suivant les puissances croissantes des xk a ses coefficients plus petits que 
eeux du d6veloppement de: 

en posant 

Le d6veloppement converge donc uniform6ment pourvu que: 

Soit donc: 

(2) 

(k= 1,2,...,n) 

~ a] a 2 6 8 ~ t p (3) ~7~__. ~' r = Z X  1 X2 x s f A o  do.) . 
J. 

Comme la convergence de la s6rie (2) est uniforme, la s6rie du dernier 
membre de (3) converge 6galement et repr6sente V. Donc le potentiel 

(z! 6 2 ~z~ Z A x l  x: x3 

le d6veloppement de i suivant les puissances de x l ,  x 2 et x 3. La con- 
r 

vergence de ce d6veloppement est uniforme, rant par rapport ~ x'l, x~, x'a 
que par rapport b~ x l ,  x~,x~ pourvu que ces quantit6s satisfassent aux 
in6galit6s- 

x; ~ + x~ ~ + z ' /  > p ~, 

e etant une quantit6 aussi petite que l'on veut. 
Les coefficients A sont, bien entendu, des fonctions des x~. 
I1 vient alors: 
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V peut dtre d6velopp6 en sdrie procddant suivant les puissances de xx, 
x 2 , x  3 pourvu que les modules de ces quantit6s soient assez pefits. 

Pour  que ce r6sultat soit exact, il n'est pas n6cessaire que la fonc- 
tion ~' soit finie et continue, il suffit que l ' int6grale: 

fl, 'ld,o' 
existe es soit finie. Par  exemple, en un point Q de la surface attirante, 

la densit6 3' pourra devenir infinie, pourvu que le produi t  de la densit6 

3' au point M '  par la distance M ' Q  tende vers une limite finie quand 
la distance M ' Q  tend vers zdro. 

En effet, d'apr6s la discussion pr6c6dente nous avons: 

[ A [ < Bh ''+~'~+~~, h < I 

2~ et h 6tant deux nombres ind6pendants des exposants a et des coor- 
' ' ' O n  a donc: donn&s x l ,  x2, x3. 

ce qui montre  que la sdrie (3) converge pourvu que flU'Ida,' soit finie. 

Par  un simple changement  d'origine, on ddmontrerai t  que V est 

d6veloppable suivant les puissances d e  xl - -  a 1 , x~ - -  a 2 , x 3 - -  a 3 pourvu 
que l 'on puisse t rouver  des hombres p e t  ~ tels que 

(z; - -  a,) ~ + (x;  - -  a~) ~ + (x; - -  a"~j = p >  ~, 

- a , )  + - -  + - - - '  

Or c'est ce qu'on peut  toujours faire, pourvu que le point al ,  a2, a 3 ne 
soit pas sur la surface attirante. 

Le potcntiel V e s t  donc une fonction holomorphe dans tout  l'espace 
sauf sur ]a surface a t t i r an te .  

En particulier,  ce sera une fonction holomorphe en tout  point de 
la sph5re: 

Cela ne veut  pas dire que la sdrie (3) converge en t o u s l e s  points de 
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cette sph6re; tout ce que nous avons d6montr6 ~ c'est que la convergence 
a lieu en toua les points de la sph6re concentrique dont le rayon eat 

Mais la s6rie pr6sente une partieularit6 curleuae; suppoaons que dana la 
s~rie (3) on groupe ensemble tous les termes de mgme degr6; chacun de 
ces groupes formera un polynSme homog6ne en x l ,  x 2, x 3 et satisfaisant 

l '~quation de LAeLACE; c'est ce qu'on appelle un ))polynbme sph~rique)). 
Quand les termes aont ainsi group6s, la s4rie (3) converge en tous 

les points de la aph6re de rayon p; et en effet la s6rie (2), si l'on con- 
vient de grouper ensemble les termes de mgme degr6, converge uni- 
form6ment dans toute sphere de rayon plus petit que p .  

Je  n'inaisterai paa davantage sur la ddmonstration de cette pro- 
position qui eat bien connue et qui ne m'eat d'ailleurs paa utile pour 
mon objet. 

La condition de convergence abaolue de la s6rie (3) eat donc 

si on groupe ensemble les termes de mgme degrd et 

x~ -i- x~ -f- x~ < p 2 ( ~ - -  I) " 

si on laisse ces termes s6par6s les uns des autres. 
C'est ainsi que la s6rie alternde 

I ,  I I 

n'est pas  absolument convergente, mais qu'elle le devient si on groupe 
les termes de la mani6re suivante: 

Passons au cas dit de la double couche, 
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Th~or~me 8. Soient l'~, l~, l~ les cosinus directeurs de l'616ment de 
surface din; x l ,  2, x8 les coordonn6es du centre de gravit6 de cet 616- 
ment, et ~' une fonction quelconque de ces coordonn6es; soit toujours r 
la distance des points x~, x~, x~ et x~, x~, x;. Consid6rons rint~grale 

V= 
d ~- d ~- ] 

~" +.l; ff~z, +Z;.~ 

Cette int6grale est ce qu'on appelle le potentiel d'une double couche. 
Soit encore: 

soit: 

d _I d _I d I 

' ~" l'--Z ' ~" (4) 11 ~ + 2 d.~ + z , ~  = ZAx~,x?x~ 

le d~veloppement de l'expression qui figure entre parenth6ses sous le 

s i g n e f  par rapport aux puissances de Xl, x~ et x 8. Comme l[,l~ et 

l~ sont limit6s, nous voyons d'abord que ce d6veloppement converge et 
que la convergence est uniforme tant par rapport aux x' que par rapport 
aux x pourvu que 

�9 : + + < 
\V3 

Par cons4quent V peut se d6velopper suivant les puissances de x 1 , x~, x 8 
et le d6veloppement converge pourvu que 

Donc le potentiel V d'une double couche attirante est une fonction ho- 
lomorphe dans tout l'espace, sauf sur la double eouche attirante elle- 
mgme. 

Cela resterait vrai, mgme 
l'inf~grale 

si ~' pouvait devenir infini, pourvu que 

soit finie. 
Aata mathtmutth~a, 22, Imprim6 le 7 juia 1898. 18 
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Enfin si on groupe ensemble lea termes de m~me degr6, le d6veloppe- 
ment de V converge absolument pourvu que 

et chaque terme de ee ddveloppement est. un polyn6me sph6rique. 
Thfior&me 4. Consid6rons une surface ferm6e quelconque S. 
Soit V une fonetion qui soit harmonique k l ' in~rieur  de S, sauf 

sur t ous l e s  points d'une certaine courbe singuli6re C. 
Soit p la plus courte distance du point x l , x  2 , x 8 ~ la courbe sin- 

guli6re C. J e  suppose que 

V dV d V  dV 
 ogp ' P N '  

restent finis quand p tend vers z6ro e~ que le point x 1 , x~, x 3 se rapproehe 
ind6finimen~ de la courbe C. 

Je supposerai que la surface S et la courbe C sont analytiques et 
qu'elles ne se touehent en aucun point de fagon qu'elles se coupent sous 
un angle fini. 

Consid6rons maintenant le vecteur F dont les eomposantes sont 

dV dV dV 

Soit ensuite M le point x l ,  x2, x~ et hr le point de la courbe C qui est 
le plus rapproch6 de M; la droite MN" est par cons6quent normale 
la courbe C et c'est sa longueur que nous avons appel6e plus haut p. 

Soit ~0 la projection du veeteur F sur la droite M N .  

Je suppose que le produit p~0 tend vers une limite bien d6termin6e 
2/t quand le point M se rapproche ind6finiment du point h r. Cette 
limite 2/~ est, bien entendu, une fonction de la position du point hr sur 
la courbe C; mais elle ne d6pend pas de la direction de la droite 
dans le plan normal en N ~ la courbe C. 

Nous envisagerons encore un point P int6rieur k ,9 et dont les 
coordonn6es s'appelleront y l ,  y~, y~. 

Construisons un domaine D d6fini par les trois conditions suivantes: 
I ~ Les points de ce domaine sont int6rieurs k S. 
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2 ~ La distance d'un point de ce domaine ~ P e s t  plus grande que e. 
3 ~ La distance d'un point de ce domaine g la courbe C est plus 

grande que e. 
Le domaine D est limit~ par trois surfaces: 
I ~ par la aurface S, ou p!utbt par la portion S~ de cette surface 

dont tous les  points sont g une distance de C plus grande que e; 
2 ~ par la sphere X de centre P et de rayon $; 
3 ~ par une surface-canal K, enveloppa des spheres de rayon e dont 

Ie centre est sur C. L'6quation de cette surface-canal peut s'6crire p - - r  
Si la courbe C coupe la surface S e n  h points, la surface-canal K 

d6coupera sur la surface S, si e est tr~s petit, h petites courbes ferm6es 
entourant ces h points. La portion de S situ6e en dehors de ces h petites 
courbes est celle que nous venons d'appeler 81; la portion de 8 situ6e 

l'int6rieur de ces h petites courbes Paurra s'appeler S~. 
Posons 

(x,--y,)'  + + ( x , -  y,)'; u-- 
T 

Les fonctions V et U sont harmoniques dana le domaine D et le th6or6me 
de GREs~ nous donne: 

f {F U - da, =o. 
Les int6grales doivent ~tre 6tendues ~ toutes les surfaces qui limitent le 
domaine D, c'est g dire aux surfaces S 1 , ~ et K; nous aurons donc: 

Faisons maintenant tendre ~ vers o et voyons vers quelle limite tendra 
chacune de ces trois int~grales. 

0ccupons-nous d'abord de f .  Je dis que cette int6grale tend vers 
Bz 

une limite finie et d6termin6e que l'on pout consid6rer, d'apr~s les con- 

ventions habituelles, comme la d6finition de l'int6grale f 6tendue g la 
a 

surface S tout enti~re. 
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I1 SUfflt pour cela de montrer que l'int6grale 

8 

est finie; la fonction sous le signe f devient infinie aux h points oh la 

courbe C coupe la surface S; mais eomme il s'agit d'une int6grale double, 
il suffit, pour que l'int6grale soit finie, qu'en tout point M, voisin de l 'un 

de ces h points que j 'appelle Q, la fonction sous le signe f soit au plus 

de l'ordre de l'inverse de la distance MQ, ou ce qui revient au mgme de 

l'ordre de i - - .  

p 
dU dV 

Or U et ~ -  sont finis, V est de l'ordre de logp et ~-  de l'ordre 

de x. La condition est done remplie. 
P 

Pour la mgme raison 

flVld,,, ,  ~ d,,, 
B 

sont finies. Done d'apr6s un th6or6me d6montr6 plus haut l'int6grale 

a ~- farad ,  f ( v  a~ ~-~)d., = v ~  do,-- 
ys \ J V - -  a,~ , ) ~  7 

est une fonction holomorphe de yl ,  Y2, Y8 
soit ~ l'int6rieur de S. 

En effet l'int6grale 

d -  ~ 
V r -~  dto 

pourvu que le point Yl, Y~, Y8 

n'est autre chose que le potentiel de double couche envisag6 plus haut 

~' t r t le 
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les notations seules sont chang~es, on passe de la seconde int~grale h la 
premiere en changeant x ~ , x ~ , x  s en y~ ,y~ ,ya ;  x l , x ~ ,  8 en x ~ , x g , x , ;  
dca' en dea; ~' en V. 

De m~me l'intSgrale 

n'est autre chose que l'int~grale 

f ~ 
dy r 

f ~, &o' 

qui repr~sente le potentiel d'une surface attirante. I1 n'y a qu'un change- 
ment de notations et l'on passe de l'une s l 'autre en changeant les x en 

d V  
y, les x' en x, din' en deo, ~" en ~ - .  

Voici donc un premier r~sultat: la limite pour e ~ o de l'int$grale 

f est une fonction holomorlohe des y .  

Passons k l'int~grale f ;  la surface de la sphere est 4zt~:. V e t  

d V  d--~ sont finis; U e s t  ~gal k s et d U , ~ V  a i-, �9 

Donc 

f d V d~o 

est de l'ordre de e et tend vers o; et d'autre part 

limf V ~  d~, = limf V~ = 4~ VC~,, y,, , ,) 

c'est k dire que 
lira/---- 4~r V(yl  , y~ , Y3)" 

Oonsid~rons enfin l'intdgrale f .  
K 

La surface-canal K est engendr~e pas des circonf~rences de rayon 
dont le plan est  normal ~ l a  courbe C. Soient Q e~ Q' deux points 

infiniment voisins de la courbe ~C; consid~rons les deux circonf~rences 
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dont le plan est normal ~ U aux deux points Q et Q'. La portion de 
la surface comprise entre ees deux circonfdrences sera ce que j'appellerai 
un ~segment)) de la surface. 

Si Fare QQ' est dgal s ds, l'aire du segment correspondant sera 
2rrr Considdrons notre intdgrale 

\ d~ 

et 6tendons-la k ce segment. 
dY elf 

U et ~ sont finies; Ves t  de l'ordre de loge et ~ - d e l ' o r d r e d e  

I 
- .  Alors l'intdgrale 

f V~doJ  

est de l'ordre de r logr et tend ve r so .  L'intdgrale: 

= f do, 
~- Uda, ~I dv ~" 

tend au contraire vers une limite finie; qui est ~gale au produit: 

lim . 2r~ds. lim \ dv } 

dV 
La limite de e ~ -  est ce que j 'ai appeld plus haut 2#. La limite de I 

r 

est rinverse de la distance du point P au centre de gravitd de rdldment ds. 
L'intdgrale devrait 4tre dtendue ~ la portion K 1 de la surface K 

qui est ~ l'intdrieur de S; considdrons rintdgrale 

f K~ 

dtendue ~ la portion K s de la surface K engendrde par les circonfdrences 
de rayon �9 dont le centre est sur la partie de C intdrieure h ~. 

Les deux surfaces K~ et K 2 ne co'incident pas exactement parce qu'il 
peut y avoir des circonfdrences de rayon r qui ne sont que partieUement 
intdrieures s S, ou encore des circonfdrences qui sont int~rieures b, S 
mais dont le centre est ext~rieur ~ S, ou inversement. 
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Mais si e est tr~s-petit, l'aire totale des parties de K~ qui n'appar- 
fiennent pas ~ K2, ou celle des parties de K 2 qui n'appartiennent pas 
K~, est de rordre de z2. 

l'ordre de i ,  la diff6rence 

Et, comme la fonction sous le s i g n e f  est de 

f - f  
est de l'ordre de z et tend vers o. 

Quant ~ l'int~grale f, elle eat la somme des int~grales relatives 
~2 

aux segments qui correspondent ~ la partie de C int~rieure h S. Elle 
tend donc vers la limite: 

_ 

oh r d6signe la distance du point P ~ l'616ment ds. 
C'est, au facteur --4~r pros, le potentiel par rapport au point P de 

la ligne attirante C, la densit6 lin6aire 6tant 6gale ~ p. 
Ce potentiel multipli6 par - -4 r r  est donc la limite vers laquelle 

tend notre int6grale f ,  
x 

Donc en passant ~ la limite, notre 6quation 

f+f+f=o 
~l s K 

noun apprend que V(yl,  Y2, Y3) eat 6gal au potentiel de cette ligne atti- 
rante plus une fonction des y, holomorphe h l'idt6rieur de S. 

Nous pouvons donc 6noncer le r~sultat suivant: 
Th~or~me 4. La fonction V satisfaisant aux conditions dnoncdes plus 

haut est dgale d l'intdrieur de S d une fonction holomorphe plus le potential 
d'une ligne attirante; la ligne attirante est C et la densit~ lin~aire est p. 

Si en particulier on suppose que V e s t  harmonique dans toute la 
r6gion int~rieure ~ S, p sera nul; et V sera une fonction holomorphe 
en tout point int6rieur ~ S. 

D'oh cette consequence. 
Toute fonction harmonique dans un domaine est holomorphe dans 

ce domaine. 
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J 'ai  insistd un peu sur cette ddmonstration, parce que c'est le module 
sur lequel sera calqude plus loin la ddmonstration d'un thdor~me important. 

Tous ces rdsultats s'dtendent facilement au cas d'un nombre quel- 
conque de variables; et d'abord le thdor~me de GR~E~. 

Considdrons dans l'espace ~ n dimensions un domaine D et la varidt~ 
fermde g n ~  I dimensions S qui limite ee domaine. 

Considdrons une portion de cette varidtd assez petite pour que ses 
dcluations puissent se mettre sous la forme suivante: 

(~.= I ,  2, ..., N.) 

Les u sont des variables auxiliaires et les ~ sont des sdries procddant 
suivant les puissances des u. 

Considdrons le jaeobien ou ddterminant fonctionnel de 

par rapport 

~i-I-a15 , f~§ . . .  , ~ §  

U 1 ~ U~ ~ . . . ~  ~--I ~ ~" 

Ce jacobien ~tant dvidemment une fonction lindaire des ind~termindes ~, 

je l'appelle: 
D1a ~ + D~% -I- . . .  ~- D~a.. 

Soit ensuite: 

L'intdgrale n - -  x p'e 

D O ----- ~/DI + D• + . . .  + D~. 

f Dodu ~ du~ . . . du._1 

dtendue k une portion // de la varidtd S s'appellera l'aire de cette portion 
//; les intdgrales n - - I  ple~ 

s'appelleront les projections de cette abe sur les espaces coordonnds. 
Si la portion iF/ est infiniment petite, rint~grale 

f/)od , �9 �9 �9 

pourra s'appeler raire d'un dl6ment de la varidtd S e t  so repr6senter par dw. 
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Les rapports 
D 1 D~ Dn 
D O ~ D O ~ �9 . . ~ D O 

seront les cosinus directeurs de l 'dldment d ~ .  

Nous poserons alors, 9 dtant une fonction quelconque des x: 

d~ D I d~ D, d~ D. d~ 
d--~ = D-~o d z---:1 + D O d ~  "~ " ' "  "~" -~o --~z~" 
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dans le domaine D ,  on a: 

On trouve de mdme:  
Thdor~me 2 gdndralisd. 

~----0. 

Considdrons l ' intdgrale 

V =  f ~ d--2~' 
y $,n--2 

dtendue ~ t o u s l e s  dldments do~' d'une variable S ~ n - - I  dimensions; 

soient 
I I t 

les coordonndes de l 'dldment dw';  r la distance d e s  points Xl, x ~ , . . . ,  x~ 
' X' . . .  " ~ '  et Xl, ~, , x~, une fonction quelconque des x' telle que l 'int~grale 

soit finie. 
La fonction V sera ddveloppable suivant les puissances de x pourvu que 

(r , ) 
La sdrie converge encore absolument  si 

~ x 2  < p2 

Aeta r 22. Imprim~ le 7 juin 1898. 14 

Ces d~finitions posdes, le thdor6me de GREEN se gdndralise immddia tement  

et l 'on a: 
Thdor~me 1 gdndralisd. Si V e t  U sont deux fonctions harmoniques 
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pourvu que l'on ait soin de grouper ensemble les termes de m~me 
degr~. 

Corollaire. La fonction ] r e s t  holomorphe dans tout l'espace s n 
dimensions saul pour les points de la vari~t~ S. 

Tl~orhme 8 g4n4ralis~t. Consid4rons l'int4grale: 

v -- f x  d -W--c" 

Dans cette formule, d ' ,  da~' et r ont m~me signification que clans le 
th~or~me pr4e~dent et on pose: 

d(,,-,) 
d~' = Do dz----7' 

D; et D~ 6tant les quantit6s analogues aux D O et aux D, d6finis plus 
hau~ qui sont relatives ~ l'61~ment deo'. 

La fonetion V sera encore d6veloppable suivant les puissances des ~ si: 

Si on groupe ensemble l e s  termes de m~me degr~, la convergence est 
encore absolue pour ~ x ~ <  p~. 

Corollaire. La fonction V est holomorphe dans tout l'espace k n 
dimensions sauf pou~ les points de la vari~t~ S. 

Le th4or~me 4 est ~galement susceptible de g~n~ralisation; je ne m'en 
oceuperai pas pour le moment parce que je me r~serve de revenir avec plus 
de d~tails sur ce point important. Mais j 'aurai peut-~tre encore besoin 
de plusieurs propositions qui sont des consequences des propri~t~s des 
fonctions de GR~E~ relatives ~ une hypersph~re. Ces propri~t4s Stunt 
bien connues, au moins en ce qui concerne l'espaee h trois dimensions, 
je n'insisterai pas sur la d~monstration. 

Th~or~me 5. Consid~rons l'hypersph~re: 

que j'appellerai S. Soit P un point int4rieur h l'hypersph~re dont les 
coordonn~es seront y~, y~, . . . ,  y~; nous aurons 
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Soit P'  le  point conjugu~ de P ;  ses coordonn~es seront: 

R ~ R~ R s 
y 7, . . . ,  
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Soit r la distance du point xa, x~,..., x, h P e t  r' sa distance /, /~ 
de sorte que 

= = - Y T ) "  

Lorsque le point x~,x~,..., x,, est sur l'hypersph~re 8, on a: 

consid~rons alors la fonction: 

r p .  

/ R '~-~. 

c'est une fonction harmonique dans tout l'espace ~ n dimensions sauf 
aux points P e t  P ' ;  elle s'annule quand le point x l ,  . . . ,  x~ vient sur S. 

Consid~rons une fonction V harmonique ~ l'int~rieur d'une hyper- 
sphere plus grande que S. 

Consid~rons une hypersph~re ~: de rayon e et de centre /9 et le 
domaine D compris entre les deux hypersph4res ~q et ~; dans ce do- 
maine les deux fonctions l 7" et G sont harmoniques et le th~or~me de 
GR~.E~ nous donne: 

f (  odVd~, dGlr) de~176 

L'int~gration devant ~tre ~tendue ~ tous les ~l~ments des deux hyper- 
spheres S e t  27, j'~cris: ?§ 
Quand ~ tend vers o, la seconde int~grale f tend vers une limite finie: 

Or(y1,  y , ,  . . . ,  y~); 

O est une constante num~rique, qui est ~gale ~ n - - 2  lois l'aire de l'hy- 
persph~re de rayon i. 
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Quand  b. la premi6re int6grale, comme (/ s'annule sur 8, elle se 
r6duit ~: 

_ Vd~. 

Ainsi V(y~, y ~ , . . . ,  y,) est ~gal h l'int6grale 

-d ~ Vdo. 

De m~me, eomme la fonetion r ~-~ est aussi harmonique dans tout l'espace 
sauf au point P ,  on trouverait: 

' 

v(v ,  , y , ,  . . . ,  Y,)=-oj~-w-~ 

Mais d'apr6s les th6or4mes 2 et 3 gdn6ralis6s, l'int6grale du 2 d membre 
est d6veloppable suivant les puissances des y pourvu que 

~ y ~ < B s ( ~ f I 4 - ~ - - x )  s. 

Dans le cas off la fonction V e s t  harmonique dans route portion finie 
de l'espaee, on peut prendre R aussi grand que l'on veut. Nous arrivons 
done au r6sultat suivant: 

Si la fonction V e s t  harmoni~ue dans route portion finie de l'es_~ace h 
n dimensions, (c'est ~ dire si elle satisfait partout b~ l'6quation de L~.rv.AcE 
A V-~ o e t  poss6de partout des d6riv6es du second ordre, mais sans gtre 
assujettie h. tendre vers o quand le point x~, x ~ , . . . ,  x~ s'61oigne ind& 
finiment) cette fonction V e s t  dgvdoppable suivant les lauissaaces des x; ce 
ddveloppement est tou]ours convergent. 

Si on groupe ensemble les termes de m4me degr6, chacun des 
groupes sera  un polyn6me homog~ne qui devra satisfaire h l'6quation de 
LAPLACe.; c'est h dire ce qu'on peut appeler un polyndme hypersph~rique. 

Th~or~me 6. Reprenons la formule 

f da  v ~,,  v~,. . . ,  v~) = -0 j ~  rd~. 
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Si /~ est tr~s grand et p fini, r e s t  de l'ordre de R et r' de l'ordre de 
R' ,  si le point x l ,  x ~ , . . . ,  x. est sur S. 

Donc r ~-" et r '2-~ sont de rordre de R ~-~ et R 4-'~. Leurs d~riv~es 
premieres par rapport aux x sont respectivement de l'ordre de R ~-~ et 
/ ~ - " ;  et leurs d~riv~es secondes sont respectivement de l'ordre de R -~ 
et R -'". 

Les d~riv~es premieres de r 2-~ par rapport aux y sont ~gales au 
signe pros aux d~riv~es premieres par rapport aux x, elles sont done 
de l'ordre de /F -n. 

De m~me les d~riv~es secondes de r ~-~ prises par rapport ~ l'une 
des variables x et ~ l 'une des variables y, sont ~gales au signe pros aux 
d~riv~es secondes prises par rapport k deux variables x; eUe sont donc 
de l'ordre de R -~. 

Supposons ensuite que le point P vienne en PI et que la distance 
PP~ soit finie; soit r~ la distance du point x~, x ~ , . . . ,  z. a u  point /)1 
et r~ sa distance au point P~ conjugu~ de P1; soit Px la distance du 
point P~ k l'origine. 

L'aceroissement 
r ~ - . _ _ r ~ - . .  

dr2 - n 
est du m~me ordre que Ies d~riv6es - - ~ y  c'est ~ dire de l'ordre RI-"; 

de mgme les accroissements 

d(r~-"-- r 2-') 
d~ 

d 2~r2--n 
seront du m~me ordre que les d~riv6es 

d z d y  

de R--". 
Si nous observons ensuite que l'on a: 

~ ,  c'est ~ dire de l'ordre 

on verra clue 

d P  Z ~r d F  
d-"~" ~ R d z ,  ' 

a - " - " )  

dr* ' d~ ' d~ 
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sont du m~me ordre que 

dx ' - d .  
dry(~-~) 

c'egt k dire respectivement de l'ordre de: 

R-~ , / /~ -2 , , /~ -~ . .  

Nous avons: 

et nous poserons, de mdme: 

a~ (Rr;~2-. 

et il viendra: 

d~ d~ 

a( , ' - ' - - , ,  ) 
du 

Dans le second membre, 
deux derniers sont aussi 
est de l'ordre de /~-~. 

(~V-~a,,,,-., (n~ . - ,  a,; (~-") 

Cela pos~, soient zl ,  z ~ , . . . ,  z~ les coordonn&s de /)1; nous aurons: 

v ( ~  , ~ ,  . . . ,  ~ ) - -  v(y~ , y ,  , . . . ,  y~) - c j ~ ,  d~ ~ Vd,,,. 

La fonetion dO, dG d~ dv est de l'ordre de R--"; le champ d'int6gration est 

de l'ordre de /~-~; si la [onction V e s t  finie, l'int~grale du second membre 
est infiniment petite et l'on a: 

vO~ , ~ ,  . . . ,  ~ . ) =  v(y~ , y~,  . . . ,  y.).  

Comme les deux points P et /)1 sont queleonques, eela veut dire que 
V e s t  une constante. 

Nous arrivons done k eette consequence: 

Une fonction harmonizlue darts route portion finie de l'espace et dont 
le module est limitd se rdduit ~ une constante. 

le premier terme est de l'ordre de R -~ et les 
de l'ordre de: R-~; done le premier membre 
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Th~or~me 7. De l~ on peut tirer une consequence importante: 
Supposons que la fonction V soit harmonique dans toute partie finie 
de l'espace; qu'elle soit par consequent susceptible d'etre d~velopp~e en 
une s~rie toujours convergente de polynSmes hypersph~riques, qu'elle soit 
en un mot ce qu'on pourrait appeler une fonction harmonique enti~re. 

Supposons de plus qu'elle soit n lois p~riodique; alors l'espace ~ n 
dimensions se trouvera subdivis~ en une infinit~ de ))prismato'ides des p& 
riodes)) formant un assemblage ~ la Bravais et ~ I'intdrieur de ces divers 
prismatoides, la fonction reprendra les m~mes valeurs. 

Son module est donc limit~ et elle doit se r~duire ~ une constante; 
d'oh cette conclusion" 

Toute fonction harmonique entiOre n lois lo~riodique se rdduit d u n e  
constante. 

C'est aussi une consequence de ce fait bien connu qu'une fonction 
harmonique ne peut avoir ni maximum ni minimum. 

Jc renverrai d'ailleurs pour plus de ddtails ~ un m~moire de 
M. APPELL publi~ dans les Ac ta  m a t h e m a t i c a ,  tome 4- 

w 3. F o n c t t o n s  Biha~*montques .  

Soit F---- V ~  i W une fonction des n variables complexes 

zl f xl T iy~ ; z~ = x, T iy 2;  . . . ;  zn---- x, W iy,. 

On aura alors: 
dV d W  dV dW 
dz---k ~ dy~ ' dyk dzk 

d'oh il suit que l'expression 

/ d Y ,  d V ,  \ 

es t  une diff6rentielle exacte. 
Si done V e s t  la partie r~elle d'une fonction F ,  l'expression (i) 

sera  dii~4rentieUe exacte. 
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De 1~ nous tirons les 6quations: 

(2) 

d*V " d t V  O, d ' V  

d*V d ' V  
dz', dyq ----- dy,  ~ " 

dgV 
dy~dyq 

----- O 7 

Toute fonction satisfaisant ~ ces 6quations (2) et d'ailleurs continue et 
ayant des d6riv6es seeondes sera dire biharmon~tue. Des 6quations (2) 
on tire ais6ment: 

(3) 

Ainsi route fonction biharmonique est en m6me temps une fonction har- 
monique des 2n variables x et y. 

Si n = i, route fonction harmonique est la partie r6elle d'une fonc- 
tion de variable complexe. 

Mais, si n > I, il n'en est plus de m~me et la condition n6cessaire 
et suffisante pour qu'une fonction V puisse gtre regard6e comme la partie 
r6elle d'une fonction de variables complexes, c'est que cette fonction V 
soit biharmonique. 

Les 6quations (2) peuvent encore se mettre sous une autre forme. 
Soit 

u~ = x k - - i y k  

et supposons qu'au lieu des x et des y ,  on prenne pour variables les z 
et les u. Alors la condition pour que V soit biharmonique, c'est qu'il 
soit de la forme: 

r  z~, . . . ,  z.) + r u~, . . . ,  u,) 

de sorte que les 6quations (2) peuvent ~tre remplac6es par les suivantes 
qu'on en d~duit d'ailleurs par un calcul simple: 

d ~ V  �9 (~') d~. ~ - - - ;  = o 

off l'indice k peut ~tre 6gal ~ q. Ces 6quations sont au hombre de n 2. 
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Thdor~me 8. Quelle est la condition pour qu'on puisse trouver un 
polynbme V satisfaisant aux n 2 dquations 

(4) dz, d% 

oh l e s $  sont des polynbmes donn&. 
I1 est clair que les ~ doivent satisfaire aux relations suivantes: 

(s) 
dzm dzk dz,~ dzk duq ' 

&~,, duk dz~ duk du,~ 

L'indice q peut Otre dgal ~ k ou ~ m; mais ces deux derniers indices 
doivent ~tre cliff, rents, sans quoi les relations se r~duiraient h des identit~s. 

Le nombre des relations (5) est donc n2(n - z). 
Los conditions (5) sont 6videmment n~cessaires, je dis qu'elles sont 

suffisantes. 
En effet supposons d'abord que les �9 soient des polynbmes homog~nes 

de degr~ 2 par rapport aux z d'une part et homog~nes de degr4 ~ par 
rapport aux u d'autre par t :  

Alors il suffira pour satisfaire aux ~quations (4) de Iaire: 

V =  2zk% Ck.q 
(a + ~)(~ + ~)" 

I1 est ais6 de v6rifier que cette expression satisfait aux dquations (4) si 
les conditions (5) sont remplies. 

Si maintenant les ~ sont des polynbmes quelconques, on n'aura 
qu'g les ddcomposer en parties homog6nes tant par rapport aux z que 
par rapport aux u. 

Ainsi pour qu'on puisse satisfaire aux ~quations (4) il faut et il suffit 
que les conditions (5) soient remplies. 

I1 est clair d'ailleurs que si on p e u t y  satisfaire, on peut le faire 
d'une infinit6 de mani6res puisqu,on peut ajouter g V une fonction bi- 
harmonique quelconque suns que les 6quations (4) cessent d'avoir lieu. 

Aota math~magi~a. 22. Imprim~ le 13 juin 1898. 15 
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Si on rcvient aux variables x et y les 6quations (4) deviennent 

(4 ') 

d ' V  d ~ V + 

d ~ V d~V 
d~, 4% + dy, dyq --- F,q, 

d~V d~V t 

dxk dyq d% dyk ~ kq 

les F 6tant des polynbmes donn& en x et y ,  et les conditions (5) de- 
viennent:  

dF~q dF~q d F m q  dF~.q 

(5 ' )  _ dF.,  

dy~ dx,~ dyk d~k 

w ~. Potentiel  d 'une eourbe. 

Consid6rons d'abord une courbe ~nalytique dans l'espace ordinaire 
trois dimensions. Soient x'l, x'2, x~ les coordonn6es d'un point de cette 

courbe et r la distance de ce point au point x l ,  x~ ,  x 3. Le potentiel 
de cette courbe sera: 

oh ~' repr&ente la densit6 et ds' l'616ment d'are de la eourbe. Je  veux 
6tudier eette courbe et son potentiel dans le voisinage d'un de ses points 
O. Je prendrai ee point, que je supposerai non singulier, pour origine 
des coordonn@s; je prendrai la tangente en ee point pour axe des Xg 

e t  le plan oseulateur pour plan des xlx2; ,nous  pourrons mettre alors 
les 6quations de la eourbe sous la forme suivante" 

1 ! 

les 9, 6tant des s6ries ordonn6es suivant les puissances de t et s 'annulant 

avee t. De plus pour t---~ o, ~ t '  ne s'annule pas, mais 

d ~  = dq~ ~ d ' ~  ~ o. 
dt dt dt 2 
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Nous aurons d'ailleurs 
ds' = d t r  
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r 6tant une s6rie d6velopp6e suivant les puissances de t, et je supposerai 
de plus que 3' est 6galement d6veloppable suivant les puissances de t. 

Cela pos6: 

r' = ( ~ ; - -  x,)'  + (x; - x,)'  + ( z ; - -  z . ) '  

est d6veloppable suivant les puissances de t ,  x l ,  x 2 et x 3. 
Ecrivons l 'dquation: 

r ~ ~_....=-__ 0 

et rdsolvons-la plus rappor~ s t; cette ~quation comportera deux solutions: 

t =  01(x 1 , z~,  x~), 

qui s 'annulent pour xl ---- x 2 ~ x a ~--- o. 
naires bien entendu. 

t = O~(zl, x , ,  z~) 

Ces deux solutions sont imagi- 

Consid6rons le produit  ( t~O~)( t - -02)  et posons: 

( t - - o l ) ( t - - o , )  = t ~ -  2 y t  + z 

Y et Z seront deux s6ries proc6dant suivant les puissances des x. De 
plus on aura 

r ~ = ( t ' - -  2 y t  + z ) o ,  

0 dtant une sdrie proc~dant suivant les puissances de t ,  x l , x ~ ,  x~ et 
ne s'annulant pas pour 

t ~ X 1 ~ X 2 ~ -  X a ~ O .  

Pour tous ees th6or6mes, je renverrai au m6moire de WEIERSTItASS sur 
les fonctions de plusieurs variables ( O e u v r e s  C o m p l 6 t e s ,  Tome II, 
page I35 sqq) et au d6but de ma th6se inaugurale (Paris, Gauthier- 

Villars, 1879). 
On aura donc: 

V = f*~'r dt [" , 4fdt 
J i o  ~/t ~ -  ~Yt + z = J  ?t - ~ t  + z ' 

U 6tant une s6rie d6velopp6e suivant les puissances de t et des x. 
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Cela pos6, nous allons nous proposer de mettre U sous la forme 

suivante: 

d e  (i) ~ =  Vo + ~(t-- r )  + ~ ; ( t  ~ -  ~rt  + z) ,  

U o 6tant une s6rie d6velopp6e suivant les puissances des x, et 4 ) u n e  
s6rie d6velopp6e suivant les puissances des x et de t. 

Si nous mettons U sous cette forme, nous en d6duirons la valeur 

de V, car l ' int6grale ind6finie sera 

U 0 log [ ( t - -  Y) + ~/t'--2Yt + z] -4- qP~/t'--2Yt + Z. 

Si U 6tait un polyn6me, il se mettrai t  sous la forme ( I ) p a r  un proc6d6 

bien connu. Mais U 6tant une s6rie, il faut  d6montrer  que ce proc6d6, 

toujours applicable, conduit  g un r6sultat convergent. 

Posons 

l '6quation (I) devient:  

(,3 

t =  Y + ~, Y 2 - - Z = ~ ,  

u =  u 0 + $~+ ($~--~)~ 7 "  

Comme U est d6veloppable suivant les puissances de t et des x et Y 

suivant les puissances des x; la fonction U sera d6veloppable 6galcment 

suivant les puissances de $ e t  des x. 
D'autre part  7] est d6veloppable suivant les puissances de x; mais 

nous ne nous servirons pas de cctte propri6t6 et nous traiterons 7] comme 

une variable ind6pendante. 

En cons6quence dans l '6quation (I '):  
I ~ U sera une s6rie donnde proc6dant suivant les puissances de 

et des x.  
2 ~ U 0 sera une s6rie inconnue proc6dant suivant les puissances de 7/ 

ct des x. 
3 ~ ~ sera une s6rie inconnue proc6dant suivant les puissances de $, 

de 7/ et des x. 

Ecrivons alors: 
U o ---- Uo + ~u~ + ~u~  - I - . . . ,  
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Alors l '6quation (I') se d6compose dans la s6rie d'6quations suivantes: 

Co0 + ~  --Z~- + Uo = u ,  

(~,) 
~2 d ~01 d r 

2(: ( /}1 + ~ - d ~ -  + u l  - -  d ~  ~' 

e(o~ + e - ~  + . ,  - ee  ' 

�9 �9 �9 ~ �9 ~ , , �9 ~ �9 o ~ ~ 

Nous sommes ainsi conduits ~ envisager l '6quation: 

dC)k 

~ A ~ $  "~ 6tant une s6rie donn6e proc6dant suivant les puissances de $. 
On y satisfait en faisant: 

. ~  = -  .4o, (p~ = A~ + + ~ + . . . .  

On peut done calculer les ~, et les u,, mais il reste ~ savoir si le dd- 
veloppement converge. 

Pour eela je compare l '6quation (I') k la suivante: 

(,,3 y , =  u0 + ~ ' - - ~ - ( r  

U '  est une s6rie donn6e proc6dant suivant les puissances de $ e t  des x. 
U 0 et ~' sont des sdries inconnues procddant la premidre suivant les 
puissances de 72 et des x,  la seconde suivant celles de $, de 7] et des x, 
et off enfin ~' est ce que devient 0' pour $ =  o. L'dqua~ion (I") en posant :  

' Z ~ ' 0' Z C ~ , ; , ,  = Z ~  ~.~ U o =  ~7 u,~,  = f , ,  m , 

se d6compose en une s6rie d'6quations: 

~ ;  + u ;  = U ' ,  
t x 

�9 ; + u'~ = 2 ~Oo - -  ~o 
,~ , 

(2") , , r  ~; 
$~0~ + u~ = 2 - - ,  
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Supposons que U' ait toua ses coefficients positifa et plus grands en valeur 
absolue que ceux de U et comparons les 6quations (2') et (2"); soit: 

U Z A  ~ . . . . . . .  X 1 X~ X~ 

(~0 ~ ~ ~  ~m+l~a l zEazcras  
~ ' ~ 0  ~ ~1  ~2  '~3 

0 ~ , + 3  a I , a  2 a 3 

U'  = , ~ A ' $  "~ x ? x ~ x ~ ;  

t ~ ,' m + l  . a  I a 2 a 3 r 5'Bo$ x~ x~x~, 

r ~ "~1 "~2 a'3.9 

IAI 

I1 viendra: 

A m - - I  
B o = - - ,  Bo A' - -  ~n, ' = ; B I  m - -  2 B o ; B't - =  2 B'o; 

ce qui montre que lea B' sont positifs et que: 

La. convergence des s6ries dans le cas de l '6quation (i") entralne donc 
la convergence dana le cas de l '~quation (I'). 

Or on satisfer~ k l '6quation (I") en fMsant: 

u ;  = + r 
z ' z~/2~ ' 

J '  U ' o - -  ~ '  

Inutile de dire que U'(~/~) repr~sente ee que devient U' quand on y 
change ~ en ~/~-~.. 

On voit en effet que dans ces conditions U ' - - U 0 ~ f '  est divisible 

par ~ - -  27/. 
Ainsi nos s6ries convergent et U peut se mettre sous la forme (I). 
Nous pouvons alors trouver la valeur de V puisque nous avons l'int6- 

grale ind6finie: 

U o l o g [ t - - Y +  ~ / t * - - 2 Y t  + 7J] a t- r  + Z. 

Nous supposerons que les deux extr6mit6s de la eourbe attirante corres- 
pondent aux valeurs t o e t  t~ du param6tre t; de sorte que les deux limites 
d'int6gration seront t o et t~. 
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Nous supposerons d'abord que t o et t I n e  sont pas nuls et que par 
exemple 

t o < o < t~. 

En d'autres termes, nous 6tudierons le potentiel dans le voisinage d'un 
point de la courbe qui n'est pas une des extr6mit6s. 

Dans ees conditions U0, r  #(to) , et les deux radicaux: 

4 t ~ - - - 2 Y t ,  + Z , ~/~o-- 2 Y t  o + Z 

sont des fonetions holomorphes des x; il en est de m6me de 

log  It 1 - -  Y + r  2 rt,  + z]. 

Car le radical est d6veloppable suivant les puissances de 
le  logari thme ne devient pas infini pour Y =  Z =  o. 

I1 n'en est plus de m4me de 

Y et de Z ef 

log [t o - -  Y + ~/to=- 2 Yto + z] 

car si l'on fait Y =  Z =  o, il reste 

log(t0 + ~/~). 

Si l'on eonvient de prendre la d6termination positive du radical; il faudra, 
puisque t o est ndgatif, prendre 

d'oh: 

Au contraire 

~/eo = - -  to  

log (t o + ~/~) ----- log (t o - -  to) --- o z .  

log ( - -  to + Y + ~/?X - -  2 r t o +  z) 

se r6duit pour Y-----Z= o ~, l og ( - - z t0 )  et n'est pas infini; c'est donc 
une fonction d6veloppable suivant les puissances des x. 

Or nous avons: 

log (t o - -  Y + ~ / t ] -  2Y t  o + Z) 

= log ( Z - -  Y') - -  log (-- t o + Y + ~/t] 2 Y t ,  + z ) .  
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Donc: 

Thdor~me 9; le potentiel V d'une courbe attirante est ~gal dans le 
voisinage d'un point de cette courbe qui n'est ni une extr6mit6 de la courbe, 
ni un point singulier; ce potentiel, dis-je, est 6gal d une [onction U o holo- 
morphe par rapport aux x, multipli~e par log ( Z - -  y2), plus une autre fonc- 
tion holomorphe des x. D'ailleurs Z - - Y ~  est aussi une fonction holo- 

morphe des oc. 

Supposons maintenant t o ~ o ;  ou en d'autres termes, &udions le 
potentiel dans le voisinage d'une des extrdmit~s de la courbe. Alors 

se r~duit k ~/z et n'est plus une fonction holomorphe des x. Mais Z 
~ multipli~ par une fonction holomorphe des x est ~gal s x~-[-x~-{-x~, 

ne s'annu]ant pas avec les x. 
On a d'autre part 

log (t o - -  Y + ~/t2 + 2t .x  + z) = log (~/~ - -  Y). 

Le poter~tiel eat ulors 4gal ~ lu fonction holomorphe U 0 mult ipl i& par 
log(~/~ Y), plus une fonction holomorphe, plus une autre fonction ho- 
morphe multiplifie par ~/x~ + x~ + x~. 

En r~sum~ soit une courbe attirante AOB,  d~composons-la en deux 
segments AO et OB; et prenons le point O pour origine. 

Dana le voisinage du point O~ le potentiel du premier segment sera 

U o log ( r  Y) + H + Wr + ~ + ~) 

et celui du second segment: 

Uo log (r + r) + t t . , - -  w~ /~  + ~ + ~: 

U0, H ,  H '  et W &ant des fonctions holomorphes; celui de ]a courbe 
enti~re sera: 

U 0 log ( Z - -  Y~) + H + / / ' .  

Pour bien nous rendre compte de la signification de ce r4sultat, cher- 
chons d'abord ce que c'est que la surface Z ~  y 2 =  o; l'~quation 

Z----- y2 
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signifie que l '6quation en t 

121 

t ~ - -  2 tY  + Z ~ o 

a deux racines 6gales; or eette 6quation en t est 6qdivalente ~ la suivante: 

Supposons donc que du point X l ,  X2, ~3 comme centre nous ddcrivions 
une sphdre de rayon nul. Cette sph6re coupera la courbe attirante en 
un certain nombre de points imaginaires; le lieu des points x l ,  x2, x~ 
qui sont tels que deux de ces points imaginaires d'intersection se con- 
fondent est prdcis6ment la surface 

Z Y~. 

Cette surface est imaginaire,  mais elle pr6sente une courbe rdelle qui 
n'est autre chose que la courbe attirante. 

Cherchons maintenant  la signification de U 0. 
Notre potentiel V est 6gal ~ l ' int6grale: 

tl 

f ~ Udt 
t ~ - 2 y t  i: z 

to 

La fonction sous le signe f ,  considdr6e eomme fonetion de t, prdsente 

un certain hombre de points singuliers, gepr6sentons ces points sin- 
guliers dans le plan des t; nous ne nous oceuperons que de eeux d'entre 
eux qui sont voisins de l 'origine; ils sont au nombre de deux qui sont 
les racines de l '6quation en t 

t ~ - 2 t Y + Z = o .  

Soient r e t r '  ces deux points: 
Quand les variables x varieront, ces deux points r et r' varieront 

6galement; et quand les x auront  d6crit un contour ferm6; ces deux 
points r et r' ddcriront des contours ferm6s ou s'6ehangeront entre eux. 

Dans ce dernier cas (ou bien encore si z et v' ddcrivent des contours 
ferm6s, mais de telle sorte que r ait tourn6 autour de r') l ' intdgrale dd- 
finie V ne reprendra pas s,~ valeur, mais elle augmentera d'une p6riode. 

Acta mathemat@a. 22. Imprim6 le 14 juln 1898, 16 
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t r ~9 e Cette pemode que j appell / /  sera l'int6grale 

t 2 2 t Y  + Z 

prise le long d'un contour ferm6 enveloppant les deux points r et r'. 
Or les diverses d6terminations de notre int6grale d6finie V correspondent 
aux divcrses d6terminations du logarithme 

log ( Z - -  y2). 

Quand ce logarithme augmente de 2i~r, V augmente de 2irrU0; on a donc: 

!1 = 2i rU o. 

I1 serait d'ailleurs ais6 de vdrifier que la p6riode // est une fonetion 
holomorphe des x. En effet, le contour ferm6 le long duquel cette 
int6grale est prise peut 4tre choisi d'une manigre quelconque pourvu 
qu'il enveloppe r et r'. Je le choisirai donc fixe et ind6pendant des x. 
Comme il passe toujours ~ distance finie des deux points r e t r ' ,  la fonc- 

tion sous le s i g n e f  est en tous ses points, holomorphe par rapport k t 

et aux x. L'int6grale est done une fonction hoiomorphe des x. 
C. Q. F. D. 

I1 faudrait pour 6tre complet, 6tudier V dans le voisinage d'un 
point singulier de la courbe attirante, par exemple d'un point de re- 
broussement. Je me contcnterai de la remarque suivante: 

Soit p la distance du point x 1 , x~, x 3 au point singulier. Le produit 
V p  tend v e r s o  quand le point x ~ , x 2 ,  x 3 se rapproche ind6finiment du 
point singulier en suivant une courbe quelconque non tangente k la 
courbe attirante. 

Revenons ~ notre fonction U0, cherehons sa valeur quand les x 
s'annulent; c'est au facteur constant pr6s iTr l'int6grale: 

T' 

Udt . 

Si leo x sont tr6s petits, r et z' sont tr6s voisins l 'un de l'autre et de 
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z6ro et quand t varie de r ~ r', t reste tr6s petit. Alors sous le signe 

f le fonction U ne prend que des valeurs tr6s peu diff6rentes de A,  

A 6tant la valeur  de U quand t et lea x s 'annulent. 

L'int6grale diff6re done peu de 

A f ~  dt 
(i - -  ~)(t - - ~ )  

= Airr.  

r = v z - - \ a , t ]  ; 

U ~ ,  

e ( t -  ~-)(t- v')= .~'(x'- x)'. 

il reste donc: 

On en conclut:  

Quand les x s 'annulent,  r et ~' s 'annuIent et il reste: 

Ot ~ ~ Xx  '2. 

Si t eat tr6s-petit, on a sensiblement 

dx '  
x' ~ t -d-[ ; 

u = # .  

Ainsi sur la courbe attirante, la fonction /.~ n'est autre chose que la densits 

Ce que nous venons de dire de l'int6grale 

/7' 
s'applique sans aucun changement  si la courbe attirante, au lieu d'6tre 

dans l'espace ordinaire, est dans  l'espace ~ n dimensions et si au lieu de 

trois variables x ~ , x ~ , x 3 ,  nous en avons un nombre quelconque. 

Ainsi U o se r6duit ~ A quand les x s'annulent. 
Or n o u s  a v o n s  
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14evenons encore sur quelques points de d6tail et d'abord sur la 
gdn6ration de la surface 

Z = -  y2. 

C'est l 'enveloppe d'un c6ne isotrope (c'est k dire d 'un sph6re de rayon 
nul) dont le sommet d6crit la courbe attirante. On volt ais6ment que 
c'est une surface d6veloppable. 

Reprenons la formule donn6e plus haut:  

V =  U 0 l o g ( Z - -  y2)  "4- t t +  H ' ;  

on en tire:  

et 

d V  _ dU  o log (Z ~ y2) -4- U0 d log (Z - -  Y~) 4- d ( H  + H') 
dx  1 dx 1 dxl dx 1 

~ Uo v - -  ~ v a Uo (H + H') + Uo ~x, dz---, U0 = d.,  
d (H + H') + U~ d ~~ (z - -  Y~) 

dx,  dx~ 

d ~  
Je remarque que U 0 et ~/zl sont des fonctions holomorphes des x et que 

le second membre est 6gal a u n e  fonction holomorphe des x dlvlsee par 
Z - -  Y~. 

Done V satisfait b~ une 6quution lin6uire du premier ordre ~ second 
membre et ~ coSfficients holomorphes. 

I1 est int6ressant, un point de rue  de la g6n6ralisation qui va suivre 
de retrouver ce r6sultat par une autre vole. 

N o u s  a v o n 8  ." 

I )  

et nous en tirons ais6ment: 

~--: - J r '  L dr, 

Les fonctions 3 ' r  r ~ et 

d (~'r 
d~ 1 

Jr  
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sont holomorphes par rapport  k t et aux x; de plus le d6veloppement 
de r 2 commence par des termes du 2 a degr6, celui de 3 ' r  par des termes 
de degr6 o; celui de M par des termes du degr6 i .  Nous poserons: 

3 ' r  = N 

de sorte que nos intdgrales prendront  la forme: 

V fN-drt dV-- VMdt 

Transformons ees deux int6grales, et d'abord l 'intdgrale V; nous allons 
chercher k mettre l ' int6grale ind6finie sous la forme: 

P 6tant une fonction holomorphe de t et des x, et ~ une fonetion ho- 
lomorphe des x seulement. 

Cela nous donne: 

(3) N = # + r  - - ~ + r d t  . 

Cette 6quation (3) prgsente une grande analogie avec l '6quation (I'); 
elle pourrait, soit se traiter de la m~me mani6re, soit s'y ramener par 
une transformation shnple; mais, au point de vue de la ggn6ralisation, 
je pr6f@e suivre une autre marehe. 

Je  d6veloppe r ~ suivant lea puissances de t et des x, et je fais de 
m~me pour N ,  P et ~; je groupe ensemble les termes de m~me degr6 

et j'6eris: 

= r  

.W ~'~-- .W. '-[-- .N1 + W~ -" ~ . . . .  

p = P 0 + P 1  + . . . .  

La notation /~  par exemple repr6sente un groupe de termes homog6ne 
par rapport  k t et aux x. 
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I, '6quation (3) se d6compose alors et nous donne: 

I d1~'~ dP, 1 dF 2 . I ,tF 3 
No = ~o ; N, = r = ; d--V -Po ; N~ = r + Yl -gi- + ~ Y i -  r ,  + ; ~ t'o ; 

~"~ = r -4-:-l~ 1 d P,  I d ~'~ d P, I tl F s I d F , 
~i~ + ~ 7~  P~ + F3 ~ -  + 2 ~ Pl +-z  ~ Po" 

La premi@e 6quation nous donne 600; de la seconde, on t irera P0 et 4) 1. 

La troisi6me nous donnera /'1 et 4)7, la quatri6me P2 et 4~3, etc. 
En g6n6ral ces 6quations prendront  la forme: 

dPk I dF 2 
F1 ~ -  "~ 2 ~ -  Pk -]'- Ck+l : Zk+l  

Hk 6rant un polynbme connu homog6ne et de degr6 k + I par rapport  

t et aux x. 
Pour  r6soudre cette 6quation, posons: 

"~)k = "~Am tin, ]fk+1 = ~';'Bmtm) "~2 = (J't2t2 ~f- 2 C l t  + CO" 

Les A et les B sont 6videmment des polynbmes homog6nes par rapport  

aux x. Les degr6s respectifs de Am,B . , ,C2 ,C1 ,6  o sont k - - m , k + I - - m ,  

o , I  et 2. 
En 6galant les termes en t m, on trouve: 

Comme C 2 est une eonstante, on fera sueeessivement dans l '6quation 

pr6e6dente 
r e = k +  i , k , k - -  ~ , . . . , 2 ,  i 

ce qui permettra  de calculer  successivement 

Ak, Ak_,,  �9 � 9  A 0 

qui seront des .polyn6mes entiers par rapport  aux x. 
La derni6re 5quation qu] correspond au cas de m ~ o est d 'une 

forme un peu diff6rente, elle s'6crit: 

3(-)lA . + 2(JYoA1 + (~k+i = B0 

et elle nous donne ~Pk+l. 
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On peut donc mettre N sous la forme (3), la question de convergence 
des s6ries demeurant  r6serv6e. 

Occupons-nous maintenant de transformer l ' intdgrale: 

f dAt 
d x  I - - , ]  r s �9 

Je m'appuierai sur le leinme suivant, sur lequel je me rdserve de re- 
venir plus loin. 

Soient trois fonctions holomorphes M ,  A 1 et A~. Si M s'annule 
toutes les fois que A 1 et A~ s 'annulent h la fois, (au moins dans le 
voisinage de l'origine), on peut t rouver deux fonetlons holomorphes B 1 
et B~ telles que l'on ait identiquement:  

M = A 1B 1 -{-- A~B~ 

Considdrons les deux fonctions holomorphes 

d r  r 2 et r - - .  
dt 

Pour qu'elles s 'annulent ~ la lois, il faut que l '6quation 

t ~ ~ 2Xt + Z = o 

air deux racines 6gales; c'est ~ dire que 

Z ~ Y  ~ = o .  

d r  
La fonetion ( Z - - Y ~ ) M  s'annule done routes les fois que r ~ et r d-t 

s 'annulent ~ la fois de sorte qu'on peut poser: 

d r  (Z-- Y~)M~ r2B~ + r~ B~, 

B~ et B~ &ant holomorphes; on en d6duit 

f ( Z - -  r = B, + d, ] 
J 'r $ ~" 9" 
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L'int6grale 

H. Poinear& 

peut se traiter comme V, ce qui montre qu'elle est 6gale a" 

q)' et P '  6tant holomorphes;  on a donc finalement: 

(4) y.2) ['M,tt f _ ~  B~ ( Z - -  J ]  ~r'- = q~' + P ' r - - - -  ?, " 

II reste k traiter la question de la convergence des s6ries. 
Pour  d6montrer la convergence de la s6rie P qui entralnc celle de 

routes les autres, j 'emploierai la m6thode des fonctions majorantes et je 
comparerai l '6quation (3) k l '6quation: 

(3') N , , =  r + d ~ ( e ' F " )  

oh N "  est une sdrie donn~e, holomorphe en t et x et dont tous les  coeffi- 
cients sont positifs et plus grands en valeur absolue que ceux de N; 
oh 0"  et P"  sont deux s6ries inconnues holomorphes la premi6re en x,  
la seconde en t et x, oh enfin 

F "  --  C~ t ~ G 
2 

G 6tant une s6rie dont les coefficients sont positifs et 6gaux k la valeur 
absolue de ceux de r 2 ~  C~H. 

L'int6gration de l '6quation (3') est d'ailleurs facile. 
On en tire: 

P " F "  ~ ['N"dt --. qP"t ~ ~"' 
, 1  

r  6tant une nouvelle s6rie holomorphe en x; on peut toujours choisir 
les deux s6ries inconnues r  et r de telle fagon que le second membre 
soit divisible par F " ;  on obtiendra ensuite imm6diatement  1 )''. 
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Cela pos6, reprenons l'6quation (4) et l'6quation qui donne la valeur 

. / ~ a ! ;  nous en de tirerons: 

+ .j r~ ~ ' d  r -  = ( O P ' - - P # ) r  + ~B,r " 

Cherchons les valeurs de �9 et de O', et pour eela prenons l'6quation: 

Prenons les int6grales le long d'un contour ferm6 enveloppant r et r'; 

le premier membre devient 6gal ~ U0; soit J l'int4grale / ~ t  prise le 
t /  

long de ce m6me contour. Quant k l'int6grale 

prise le long d'un contour feting, elle est nulle; il vient donc: 

= ~ J .  

Nous avons vu que ~ est une fonction holomorphe des x ne s'annulant 
pas avec les x. Pour la m6me raison, il e n e s t  de mSme de J .  

On trouve de m~me, en partant de l'6quation (4) 

-~, duo ( z - -  ~ )~-C = ~'J 

et alors l'6quation (5) peut s%crire: 

( z -  v ~) o j  ~ a~l _ = - - e ~  ( z - -  ; 

ou en prenant les int6grales entre les limites t o e t t  1 

( ev vdVo~= 

0 6rant une fonction holomorphe des x. 

Acta ma~hemaf,~. 22. Imprim~ le 17 juin 1898. 

C . Q . F . D ,  
17 
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w 5. G~n~raltsation. 

Je me propose d'6tendre lea r6sultats pr6c~dents au cas d'une varidt6 
attirante k n - -  2 dimensions dans l'espace k n dilaensions, la loi d'attrac- 
tion 6rant en raison inverse de la puissance n -  I des distances. 

Soit v la vari6t6 attirante,  0 un point de cette vari6t6 dana le 
voisinage duquel nous voulons 6tudier le p0tentiel. Nous supposerons 
que ce n'est pas un point singulier et nous le prendrons pour origine. 

Les dquations de la vari6t6 v prendront la forme suivante: 

Xk  = ~ k ( t l ,  t2 , " " " ,  gn--2) (kff i l ,  2~ . . . ,  n)  

les ~, 6tant holomorphes et s 'annulant  avec l e s t .  
L'expression 

r = ,V(x  - -  x ; )  

eat d4veloppable en s4rie proc6dant suivant les puissances des x et des t 
le d6veloppement commence par des termes du 2 a degr6; je pourrai 
toujoura choisir lea variables auxiliaires t de telle fa?on, que quand les 
x s 'annulcnt, les termes du second degr6 de r ~ se r6duisent k 

t, 

Cela pos~, le potentlel cherch~ sera repr~sentd par l ' int~grale n -  2 p~e 

~" N d a  v =  j ; 

N d6aigne une fonction holomorphe des t et des x et j 'ai  d6sign6 pour 
abr6ger par d a l e  produit:  

d a  ~ d t l d t  2 . . . d t :_~ .  

L'int6grale V n'est pas une fonction holomorphe des t et des x parce 
que r s'annule avec lea t et lea x, c'est k dire dans le champ d'int6gra- 
tion. Voyons d'un peu plus pr6s en quoi consiste cette singularit6. 

Repr6sentons dans l'espace k 2 n - - 4  dimensions les parties r6elles 
et imaginaires des n - - 2  variables complexes t~ ,  t ~ , . . . ,  t . _2 .  
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L'int6grale V est une int6grale n -  2 ~)~~ dtendue aux 616ments d'une 
certaine vari6t6 w ~ n - - 2  dimensions situ6e dans cet espace ~ 2n ~ 4  

dimensions. 
Cette varidtd est d'ailleurs plane; soit en effet 

Comme dans l 'int6grale V, nous ne donnons aux t que des valeurs 
r6elles, nous aurons 

V 1 ~ ~)~ ------ �9 . . ----- V n _  2 ~ O .  

C'est lk l'6quation de notre vari6t6 w. Mais cette vari6t6 n'est pas in- 
d6finie, elle est limit6e par une varidtd s n - -  3 dimensions que j 'appellerai 
2 et qui aura pour 6quations 

vk = o ,  f ( u , ,  u , ,  . . . ,  u . _ , )  = o .  

Pour achever de d6finir la vari6t6 w, il faut done adjoindre aux 6qua- 
tions vk ---- o, l'indgalit6 f > o. 

La vari6t6 ~ est ainsi le bord de la varidt6 w. 
Le point 

t 1 -----t  2 . . . .  ------ t~_ 2 ----- 0 

n'appartient d'ailleurs pas k 2; car nous n'avons pas supposfi que le point 
O se trouvait  sur le bord de la vari6tfi at~irante v. 

D'apr6s un th6or6me connu, gfin6ralisation de celui d e  CAUCHY, (cf. 
M6moire sur les rdsidus des int~grales doubles, A c t a  m a t h e m a t i c a ,  tome 
9), r int6grale ne changera pas quand on la prendra le long d'une autre 
varifit6 w', ayant m~me bord que w, pourvu qu'on puisse passer d'une 
mani6re continue de w b~ w' sans rencontrer de point singulier. 

Quand le point x~, x ~ , . . . ,  x~ dficrira certains contours ferm6s, il 
faudra d6former la vari6t6 w d'une mani6re continue de telle fa~on que 
sur cette varidt6 ne se trouve jamais aucun point singulier; quand le 
contour ferm6 aura 6t6 compl6tement d6crit, il pourra se faire que la 
vari6t6 w ne revienne pas k sa forme primitive, et se soit chang6e en une 
autre varidtd w'. 
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L'int6grale V se sera alors chang6e en V q- U 0, U 0 6tant une p6riode 
de l'int6grale ( n ~  2) pl~ 

f Nda. ~n--2 

Pour aller plus loin, nous allons appliquer la mgme m6thode que dans 
le cas de l'espace ordinaire. 

Nous allons chercher k mettre N sous la forme: 

dP~ 
(I) N = r ' Z  dt~ ~ - -  (n - -  4 ) Z P k r ~  -{- 

oh ~ est une fonetion holomorphe des x et les P~ (k-~ I ,  2, ..., n - - 2 )  
des fonctions holomorphes des x et des t. 

Cette 6quation 6quivaut en effet k: 

(2) 

r2 D6composons les s6ries N ,  Pk, # ,  en groupes de termes homogenes 
tant par rapport aux t que par rapport aux x. Soient 

les groupes d e  termes de 

0 ,F. 

N ,  P , ,  4 ' , r  ~ 

qui sont de degr6 /~ par rapport aux x et de degr6 ~ par rapport aux t. 
Nous allons calculer les groupes inconnus Pk,.~ darts l'ordre suivant: 

on commencera par les termes oh /2 "4-u est le plus petit et on rangera 
les groupes dans l'ordre des #-4- u croissants; les groupes correspondant 

une m~me valeur de ~t-Jr-u seront rang& dans l'ordre des # croissants. 
Nous aurons donc en posant pour abr6ger 

en nous rappelant que 

1Dk.p,.v ~ I lk ,  

Fo.~ ~ 2t ~ 

et en d6signant par M un ensemble de termes d6jk calcul6s, homog6nes 
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de degr6 # par rapport aux x et de degr6 v + I par rapport aux t, 
nous aurons donc, dis-je: (en 6galant dans (3) les termes de m6me degr6) 

(3) i =  dt--7-- 

Nous poserons Z d H_~ Z et d'autre part, on peut poser et cela d'une dt 
infinit6 de mani6res: 

M = Zt, A,. 

Nous ehercherons donc k faire: 

d'ofi l 'on tire ais6ment: 

Ak = t ~ Z ~  ( n -  4)//k 

dA~ 
= (" + ' )  z 

en tenant eompte de 

Z t k ~ = ( v - -  I)Z, Z =  Z d/L 
dtk 

ear Z est homog~ne de degr6 v - -  I par rapport  aux t. 
Noa 6quations nous donneront donc Z et les Ha. 
En 6galant dans l%quation (3) les termes de degr6 # par rapport  aux 

x et o par rapport  aux t, on a une 6quution qui donne ~,. 
Il resterait k traiter la question de la convergence des s6ries; comme 

les th6orSines que je d6montre dans ce paragr~phe et dana le pr6c6dent 
ne sont paa indispensables pour mon sujet principal, je ne veux pas trop 
m'y attarder et je me bornerai ~ indiquer la marche g6n6rale de la d~- 
monstration. 

I1 eat d'abord facile de mettre r ~--- F sous la forme suivante: 

2 2 r F . + . .  + z  

oh uk est une s6rie d6velopp6e suivant les puissances de t et des x, 
commengant par des termes du I er degr~, et dont les termes du I er degr6 
se r6duisent k t~ quand les x s 'annulent; 

oh z e s t  une s6rie d6velopp6e suivant les puissances des x et com- 
mengant par des termes du second degr& 
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de vient: 

Cela pos6 l ' int6grale 

f N d t  I dt 2 . . .  dt._~ ~:-~ 

f N A  d% d % . . .  du,,_: Vz:+ 

oh A est l e  jacobien des t par rapport  aux u; ce jaeobien 6tant une 
fonction holomorphe des t et des x, et aussi des u et des x, nous voyons 
que nous pouvons toujours supposer que 1'on a: 

r ~ = Zt  2 + Z 

ear les u peuvent jouer  le m6me r61e que l e s t .  
Supposons donc 

r 2 = Z t  2 + z" 

Notre 6quation devient alors: 

(4) (2't 2 -t- z) Z d - f f - P - - ( n - -  4)Z(tP) = N - -  Cb. 
dt 

Notre fonction N peut se d6velopper en une s6rie absolument convergente 
de la forme 

N =  y~y/ 

off. fl est un entier pair et off Y est un polynome homog6ne de degr6 
a par rapport  aux t et satisfaisant k l '6quation 

et oh enfin on a pos6 

---. dP 

p~ = Xt ~. 

Cherchons k satisfaire k la lois aux 6quations 

z d P  I 
= o ,  2 : t P  = Y o  ~. 



Sur les propri6tds du potentiel et sur les fonetions Ab61iennes. 

Pour  cela raisons: 
d Y  

P~ = a ~ p + bt~ Y y - ~  

off a et b sont des coefficients qu'i l  s'agit de d6terminer. 
t rouve les deux 6quations: 

5 

+ fl + b(~ + fl + n - - 4 ) = o  

dont le ddterminant  ne s 'annule que pour  

a = o  ou a + n - - 4 ~ o .  
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Pour  cela on 

eela pourra se faire en prenant:  

v ~  e l Y  
P = 7_,  a ~ p + 2 b t  y y - 2  

(les termes o11 a est nul  etant exclus); comme ]es coefficients a et b sont 
limitds, la s6rie est convergente. 

I i ' f a u t  maintenant  t rouver des s6ries Pk satisfaisant k l '6quation: 

(4") (p~ + z) ~ d P 
dt 

Nous poserons: 

Q 6tant une fonetion de p~; l '6quation devient:  

(e' + 
I_ , * p J  

- - - -  (n - -  4 ) 2 t P  = N O - -  O .  

=N0--0  

- - - -  ( n - -  4)2'(tP) = N - -  No; 
�9 .-~, d P  

(4') (xt" + z)L~7 

Comme n est plus grand que 4, cette seconde hypoth6se ne peut  se 
r6aliser, mais nous devons exclure le cas de a = o. 

Appelons donc N o l 'ensemble des termes de N pour lesquels ~r sera 

nul, de sorte que N o sera fonction de p~ seulement et r6solvons l 'dquation 
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ou bien: 

Xp 
(p' + (p, + . ) ,  

L'dquution est tout  k fait semblable k cello qui a ~t6 trait6 dans le 
puragraphe pr4c6dent, et pourrait  se trai ter  de la m~me mani6re. 

On pourrai t  dire aussi: nous dSterminerons ~ ~ l 'aide de l '~quation: 

. } ( p  4- z) J ( p '  "{- z) "'-i 

les int6grales ~tant prises le long d'un contour ferm6 entourant  les deux 
points 

p =  • ~/~ z. 

Si dans ces int6grales on pose: 

p = # 4 ;  

et qu'on prenne les int6grales suivant un contour entourant  les deux 
points p' ~ • i,  1,int6grale du second membre sera une constante; dans 

celle du 2 d membre la fonction sous le signe f sera une fonction holo- 

morphe des x et de ~/;; r devra donc ~tre une fonction holomorphe des 
x et de ~/z; et j 'a jouterai  des x et de z; car ~ ne change pus quand 
~/z se change en --~/z. 

Si ~P est une fonction holomorphe; il est clair qu'il enes t  de m4me de Q. 
On pourrait  uussi ramener nos int6grales par des int6grutions par 

parties aux cas simples n =  3 ou n = 4 .  
Pour  r6sumer cette longue discussion: 
l ' int6grale V peut  toujours 6tre raise sous la forme: 

Consid6rons maintenant  l ' int6grale:  

dx, 
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~ r2 dN 

est une fonetion holomorphe des t et des x. 

Consid6rons les 6quations: 

137 

dr dr dr 
(51 "' = " ~  = " ~ ,  . . . . .  " dt._~ = o 

et 61iminons l e s t  entre les 6quations dont les premiers membres sont 

holomorphes en t et en x; nous obfiendrons une ce r t a ine  ~quation: 

(6) H = o 

dont le premier  membre  sera holomorphe par rapport  aux x. En 

appliquant  le m4me lemme que dans le paragraphe pr6c6dent, nous 
pourrons 6crire: 

dr dr dr 
H M  = A r  ~ + B,r-;r  + B2r-;; + . . .  + B.  ~ r - - ,  

- d t n _ ~  

A et les B 6rant holomorphes en t et en x; ear H s'annule toutes les 

fois que les 6quations (5) sont satisfaites. 
Ce lemme est bien connu;  et d'ailleurs, en ce qui concerne son appli- 

cation actuelle, il suffit pour  lui  donner une 6vidence imm6diate,  de 
rappeler  que nous avons vu qu'on peut  toujours supposer: 

r ~ = 2 t  ~ + z 

d'oh 

dr 
r ~-i~ ~ = t~; 

Cela pos6 notre int6grale devient 

H ~ z .  

La 

f [ dB,'] da 

d = E 

f N d a  et on premi6re int6grale du 2 ~ membre  se trai tera comme j r , , _ ~  

Aota mathamat@a, 22. Imprtm~ le 17 juin 1898. 18 
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trouvera finalement l'6quation suivante analogue ~ (~) ainsi qu'~ l'6qua- 
tion (4) du paragraphe pr6c6dent: 

Nous n'avons plus qu'~ continuer le raisonnement comme dans le para- 
graphe pr6c6dent 

Dans l'6quation (2) comme duns l'6quation (7), le premier terme du 
second membre est nul si l'int6grale est prise le long d'une vari6t6 fermge; 
elle est une fonction holomorphe des x duns le cas contraire. 

Prenons d'abord les intggrales le long de la varidt6 fermde qui 
correspond ~ la p6riode U 0 dont nous uvons purl6 plus haut, les 6qua- 
tions (2) et (7) nous donneront: 

U0 = CJ, 

i avo = 
dx 1 

[~ da 
J 6tant la p6riode de l'int6grale f l  r -  ~, laquelle p6riode est une fonction 

holomorphe des x ne s'annulant pas avec les z. 
On tirera alors des 6quations (2) et (7) (en prenant les int6grales 

duns les limites qui conviennent ~ F):  

.H(U ~ dV -[ldUo~ 
,ix, ~, l = 0~, 

01 6tant une fonction holomorphe des x et on trouverait de mdme: 

R(uo dv 
dz~ dz, l ~ • 

( av veVo __ It  Yo-d-~x " dz . I  0.; 

ces 6quations peuvent s'6crire encore: 

d(V)~ ~ O, dz, + O, dx,-{-. . . .4- O, d X , ~ H U ~ o  
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Ok A d l t  
U~o= ~ Tz + Bk H ,  
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devra gtre une diffdrentielle exacte ce qui entralne l'identit6: 

A 1 ) d H d H  . . T a s h  H ( d A l d I I  dA~ d H )  
0 

+ 

Cette 6quat ion nous montre  d 'abord que pour  H =  o;  on a A~ = A 2 et 

de m6me: 
A 1 = A~ . . . . .  A., 

Comme les Ak sont arbitraires pourvu qu'ils se i'6duisent b~ e~ ~o ~ 'pour 

H = o, nous pourrons supposer que tous l e s  Ak sont 6gaux et supprimer 
l'indicc k; notre 6quation devient alors en divisant par H: 

 2dH  Aan H{d , dB,  

ce qui montre que l'on peut regarder A 
l'on a H =  o, d H  ~ o, il vient d A  = o. 

I1 vient alors: 

c o m n l e  une constante; car si 

(v) d Uo = A d  log H + BldX 1 + B2dx  2 -4- �9 �9 �9 "4- B . d x . .  

Cornme il est ais6 de v6rifier que les B ne peuvent ~tre que des fonc- 
tions holomorphes des x, nous d6duirons: 

V = A U o log H- t -  fonction holomorphe des x. 

II nous reste b~ voir quelle est la signification de cette vari6t6 H ~ o, 
qui joue un grand r61e dans l'analyse pr6cddente. 
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L'6quation 

est l '6quation d'une vari6t6 ~ n -  i dimensions que j 'appelle K e t  qu'on 
peut assimiler b~ un c6ne ayant son sommet en un point P d~ la vari6t6 
attirante v. La vari6t6 K est le lieu des points dont la distance b~ P 
est nulle; elle est donc imaginaire et n'a d'autre point r6el que le point 
P lui m~me. 

Quand le point P se d6place sur la vari6t6 v, la vari6t6 K se 
d6place 6galement et son envetoppe s 'obtient en 61iminant les t entre les 
6quations (5); c'est donc la vari6t6 ~ n - -  I dimensions 

H = o .  

Cette vari6t6 est donc imaginaire et n'a d'autres points r6els que ceux de v. 
Consid6rons une fonction holomorphe F de n variables complexes 

zl = z l  + iyl ,  z~ = x~ + iy~ , . . . ,  z ,  = xn + iy,, 

et consid6rons les x st les y comme les coordonn6es d 'un point dans 
l'espace ~ 2n dimensions. 

L'6quation F = o se d6compose cn deux autres 'obtenues en 6galant 
z6ro la partie r6elle et la partie imaginaire de /"; elle d6finit ainsi 

une vari6t6 ~ 2n m 2 dimensions que j 'appelle v .  
Nous vcrrons plus loin que la fonction 

log I FI 

est 6gale au potentiel de la vari6t6 attirante v plus une fonction holo- 

morphe des x et des y. 
Nous devrons done avoir: 

log I FI = U0 log + 

U~, H e t  ~ 6tant des fonctions holomorphes des x et des y. 
L'dquation IF[  = 0 dolt done co'incider avee l '6quation H = o. 

L'6quation ]F[  = 0 repr6sente une vari6te ~ 2 n m  I dimensions qui est 
imaginaire et dont les seuls points r6els sont les points de la vari6t6 
2 n - -  2 dimensions v. 
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V6rifions donc que la varidt6 IF [ - - - -o  est bien l 'enveloppe des va- 
ri6t6s r 2 = o. 

Observons d'abord que, si nous laissons de c6t6 les points singuliers, 
nous pouvons dcrire. 

= (zn - -  f ) ~  

oh f est une fonction holomorphe de zl ,  z ~ , . . . ,  z~_, et oh ~ est une 
fonctlon holomorphe de z~, z~, . . . ,  z. qui ne s 'annule pas dans le voisinage 
du point consid6r6. 

Soit 
f = f, 4- if~ 

de sorte que fl et f2 sont des fonctions holomorphes de 

X I '  Yl ' X~, Y2 '  " " " ' X n - ' '  Y . - ' ;  

les coefficients des ddveloppements de ces fonctions holomorphes 6tant rdels. 
La vari6t6 b~ 2 n - - 2  dimensions v a pour 6quations: 

z n =  f~, Y n =  f~ 

et la vari6t6 imaginaire ~ 2 n -  I dimensions IF[  = o a pour 6quations: 

(8) 

P p t p Cela pos6 soit x , , x 2 , . . . , x n ,  y ~ , y 2 , . . . , y ' .  
correspondante r 2 =  o a pour 6quation 

(9) Z ( x ~ -  x;) ~ + ~(y~ - -  y~)~ = o. 

I1 faut chercher l 'enveloppe de eette vari6t6, en faisant varier 

x l ,  x . i , . . . ,  x'~_~, 

y~, y~, . . . ,  y :_ , ,  

et en mdme temps x" et y~ puisque l'on a: 

' f , ( '  . . . x '  ' )  x , , =  x l , y ' l ,  , . - 1 , Y . - , ,  

y- = f~(x;, y; , .  . . ,  x ' , _ , ,  y'~_,), 

( x . -  t,) + i ( y . -  r2) = o. 

un point de v, la vari6t6 



142 It. Poincard. 

On trouve ainsi par la diff6rentiation de (9) 

(x~ z i )  + (z,, , . a . ~  . ,. ay~ 

dx~ . ,~ dy',, 
( y , - - y ; )  + (x~ ~ x:)-~a.~ + (y~ ~ y ~  ~ = o .  

A cause des relations: 

il vient: 

(x~ - -  ~ )  + i ( y ~ -  y;) = \ a ~  - -~  ~ ) [ ( ~  - -  X'n) + i(y,, - -  y ' ) ]  

et en combinant avee (9) 

(x~ - -  ~;) + i (y ,  ~ yi) = (x~ - -  x'.) + i ( y .  - -  y:)  = o .  

On u done: 

x,, + iy,  = x'~ + iy'~ = f ( x l  + iyi , x'~ + iy'~ , . . . ,  x',_i + iy:,_~). 

Or 

Done: 

xi  + iyl = x,  + iy~. 

x,~ + iy,, = f ( x  1 + iyl , x~ + iy~,  . . . ,  x,~_i + iy,,_l) 

de sorte qu'on retrouve l '6quation (8). 
c. Q. F. D. 

( k ~ l ,  ~, ..., n - - l )  

w 6. G ~ , n d r t t l i s a t i o n  d u  $ h d o r ~ r t e  4 .  

Soit dans l 'espaee g n dimensions une vari&5 S g n - - I  dimensions; 

supposons que cette varidt~ soit ferrule et limite un domaine G. 
Soit maintenant  C une variSt~ analyt ique g n - - 2  dimensions; nous 

mettrons les dquations de la vari4td C sons la forme suivante: 

(~) x ,  = z , ( t  1 , t 2 , . . . ,  tn_~). ,~:,,~ ..... .) 
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Cela pos~, consid~rons les hypersph~res de rayon ~ ayant  pour centre un 
point de C. L'~quation g~ndrale de ces hypersph~res sera: 

(2) = 

et cette 6quation contient n -  2 param~tres arbitraires qui sont l e s t .  
Pour  avoir l 'enveloppe de ces hypersph~res, il suffit de diff4rentier l'4qua- 
tion (2) par rapport  aux param~tres t, ce qui nous donne les n - - 2  
~quations: 

d~k 
(3) ~ ( x , - -  ~ k ) ~  = o. (~.,,2,..,,,_~) 

En 61iminant l e s t  entre les 6quations (2) et (3) on obtiendrait  l '6qua- 
tion d'une vari~td ~ n ~ i dimensions que j 'appelle K et qui est une 
sorte de ))varidt&canal)). 

Posons 
x k  - -  ~ ~-- a k z  cos0 -4- jSkr s in8 

et cherchons i~ choisir les a e t  les fl de telle fa~on que les 6quations (2) 
et (3) soient satisfaites quel que soit 8; nous obtiendrons les 6quations 
suivantes qui d6finissent les a et les fl 

Z a  ~ = Z f  = r ,  , ~ f l  = o ,  

(4) 
o .  ( , - , , ,  . . . . .  

Je dis que les cosinus direeteurs de l '~ldment de surface de K,  c'est 
dire les quantit~s que j 'ai  appel~es 

D, 
Do 

au paragraphe 2 sont ~gales a 

z ,  - -  ~_____A* __--- am cos 0 + / ~ ,  sin #. 

Pour cela il suffit de v6rifier que l'on a: 

)' 
, - - ~ k  ---~ I 

et en outre 

D 1 D, " " " Dn 
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ou ce qu i  r ev ien t  au  m 4 m e :  

H. Poincar& 

~ )  h-g = o ,  

(5) 
~ ) ~  = o .  (~=,,~ ..... ._~) 

Ces condi t ions  sont  6 v i d e m m e n t  rempl ies ,  car en d i f f6rent ian t  (2) on  t rouve  

~ - - - - o  

et  en c o m b i n a n t  avec (3) on r e t rouve  (5). 

On  d6du i t  de lk: 

9o = z ( ~  eosO + fl. sinO)D~ 

c'est  ~ dire  que  D o est 6gal  au  d f t e r m i n a n t :  

{ dz~ dx .  dz ,  dx .  I 
dt~ ' dt ,  ' " " " ' dtn-2 ' dO ' ak cos 0 -{-/~ sin 0 . (~=1,~ ..... ,) 

Or  on a :  

dt~ 

ou  bien:  

a~ a~o~ (~  aB~ ) 
d--t = - ~  + ~ cos 0 + dr- sin 0 

et  c o m m e  ~ est tr6s pet i t ,  on p e u t  6crire:  

dt dt  

I1 v ien t  done,  en n6g l igean t  ~2: 

d~k d~k ] 
' dt~ ' " "  dt~_------2' r ( -  =k sin 0 + flh cos 0) ,  a~ cos 0 + fl~ sin 0 

I d~k d~o, d~ok [ 
Do --~- ~ dt  t ' dt~ ~ " " " ~ dt ,_~ '  flk , ak �9 

R e m p l a g o n s  les l ignes m + et  po du  d 6 t e r m i n a n t  pa r  d e u x  l ignes  ainsi 

ob tenues ;  l ' une  sera ob t enue  en m u l t i p l i a n t  la x ~e l igne pa r  al, la  2 a~ 

pa r  a 2 , . . .  , la  n ~ pa r  an, e t  a jou t an t ;  l ' au t re  en m u l t i p l i a n t  la I gre l igne  

par  /~1, la 2 d~ pa r  f l ~ , . . . ,  la  n + par  fin et  a joutant .  
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Le d6terminant  se trouve ainsi multipli6 par  

En tenant  compte des 6quations (4) on voit que tous les 616ments des 
deux lignes nouvelles sont dgaux ~ o ou ~ ~ et on conelut: 

A,~.p 6tant le mineur obtenu en supprimant  les deux derni6res colonnes 
et les lignes m eL _~. 

n ( ~ - - ~ )  6quations de cette forme. En faisant la somme des On a 2 

carr6s, et remarquant  que 

on trouve: 

NOUS poserons: 

= 

et il viendra, aux  quantit~s pr6s de l 'ordre de e2: 

D0 ----  A0. 

L'aire de Ia varlet6 C est donc reprdsent~e par l ' intdgrale n -  2 p~" 

f Aodtldt2. . . dt~_~ 

et celle de K (en n~gligeant e ~) par l ' int4grale n -  I p~e 

f Aodtldt2.  . . dt,_~dS. 

I1 nous faut  distinguer quels seront les parties de la wri4t6-canal: K 
qui conviennent. Nous ne conserverons de cette vari~t6 que les points 
qui Satisferont aux deux conditions suivantes: 

I ~ Ils seront ~ l ' intdrieur de S, 
I ~ Leur plus courte distance h C sera pr~cis~ment e, eL non pas 

plus petite que e. 
Asta mathtmat~tt. 22. Imprimti le 80 juia 1898, 19 
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Les circonstances suivantes peuvent en effet se presenter: 
i ~ I1 peut arriver que le point x 1 ~ 2 , . . . ,  x. de K soit ~ l'ext~rieur 

de S tandis clue le point eorrespondant ~ ,  ~ , . . . ,  ~. de C est ~ l'in- 
t~r ieur  de S. 

~~ I1 peut arriver au contraire que le point x ~ , x ~ , . . . , x ,  de K 
soit ~ l'int~rieur de S tandis que le point eorrespondant ~ ,  ~ , . . ,  ~. 
de (J sera ~ l'ext~rieur de S. 

5 ~ I1 peut arriver enfin q u e  ron puisse du point xl ,  x~, ..., x. mener 
deux normales ~ C, rune ~gale ~ x, l 'autre plus petite que e, de telle 
fa?on que ce point appartienne ~ K, mais que sa plus courte distance 

C soit cependant plus petite que e. 
Soit K~ la portion de K form4e par les points x~, x ~ , . . .  ~ ~ ,  tels 

que les points correspondants ~ ,  ~ ,  . . . ,  ~. de C soient ~ rint~rieur de 
S, La portion de /~ qui eonvient au probl~me sera alors 

K 1 - - k  ~ k ' - - k " :  

k, lieu des points x l , x ~ , . . .  , x.  qui sont ext6rieurs ~ S, mais tels 
que les points ~1, ~ 2 , . . . ,  ~,, e~176 soient int6rieurs k S. 

k', lieu des points x l , x ~ , . . . ,  x, qui sont int6rieurs ~ S, mais tels 
que les points ~ 1 , ~ 2 , . . ' ,  ~. correspondants soient ext6rieurs ~ S. 

k", lieu des points d'oh l'on peut mener ~ C deux normales, l'une 
~gale ~ e, l'autre plus petite que e. 

Je dis que l'aire totale de k , k '  et k" est de rordre de ~ .  
D6montrons-le d'abord pour k et k'. 
Si les deux points x l , x  2 , . . . , x .  et ~ 1 , ~ 2 , . . . , ~ . S  ~ l'un ex- 

t6rieur et l 'autre int6rieur ~ S ,  comme la distance de ces deux points 
est e, la plus courte distance de ~ ,  ~2, . " ,  T- ~ S sera plus petite que e. 
Consid6rons la partie de C form4e par les points r ~ 2 , . " ,  ~- dont la 
plus courte distance k S est plus petite que e. Son aire, reprdsent6e 
par l'int6grale 

f Aodtldt ~ . . . .  dr. 

sera, je suppose, 6gale ~ A. L'aire de k -~  k', repr6sent6e par l'int6grale 

x /  A odt ldt~ . . .  dt.dO 
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sera alors plus petite que 
~r~A. 
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Je dis que A est de l'ordre de ~. 
Pour nous en rendre compte, supposons par exemple que la vari6t6 

S soit une hypersph6re 

et raisons varier p. 

Soit F(p) l'aire de la partie de la vari6t6 U contenue ~ l'int6rieur 
de cette hypersph6re. 

Nous allons faire varier p depuis o jusqu'K P0 par exemple; cet 
intervalle va pouvoir se partager en un hombre fini d'intervalles partiels 
de telle sorte que dans chacun de ces intervalles partiels, F(p) soit une 
fonction analytique de p. 

Si nous donnons ~ p une valeur comprise ~ rint6rieur d'un de ces 
intervalles, A sera dgal 

F(p  + e) - -  F(p  - -  ~) 

et comme la fonction F est analytique, A sera de rordre de x. 
On peut d'ailleurs ~viter cette difficuRfi par l'artifiee suivant. 
Soit C' l'intersection de C et de S; c'es~ une varidtfi ~ n - - 3  di- 

mensions. Soit ~ l , f f 2 , ' " , Y .  un point de C'; aket /~kles valeurs cor- 
respondantes des coefficients a et fl d~finis plus haut. 

Consid~rons l'ensemble des points: 

xn - -  + cos 0 + fin sin 0) 

oh les ~n (ainsi que les an et les ilk) prennent toutes les valeurs qui 
correspondent aux diffdrents points de C'; off 0 varie de o ~ 2zr et 

d e o K r  
Cet ensemble de points formera une vari~dt6 W ~ n - - i  dimensions 

qui s'6cartera peu de S, puisque le point ~1, ~ ,  " " ,  ~ est sur S e t  
que ~" est tr6s petit. 

Rempla(;ons S par une vari6t6 S' peu diffdrente, mais comprenant 
la vari6t6 W; il n'y aura plus alors d'aires k et k'; car si le point 
~ ,  ~ ,  . . .  , ~. de C est h l'int6rieur de S', il en est de mdme du point 
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correspondant x~, x~, . . .  ~ x .  de /l: et inversement. Pour s'en rendre 
compte, il suffit de remarquer que lorsque le point ~k de C traverse 
S', il est sur C' et par consdquent le point correspondant x~ est sur W 
et par consequent sur S',  puisque W fait partie de S'. 

Passons maintenant ~ k"; je dis que l'aire de k" sera tr6s petite, 
non seulement d'une mani6re absolue, mais par rapport ~ e. 

En effet l'6quation de la vari6t6-canal K peut pour e tr6s petit se 
mettre sous la forme suivante. 

Soient 

F ~ o ,  F 1 ~ - o  

les 5quations de la varidt5 C; l'4quation de K s'~crira en n4gligeant l e s  
puissances sup~rieures de e: 

/ 

Cette vari~t~ ne pr~sentera pas de slngularit~ k moins que t ous l e s  d~- 
terminants 

d ,dr dr 
dz~ dzk dzk d~ 

ne s'annulent h la fois. Si cela n'a pas lieu, dans un certain domaine 
on est done certain clue deux nappes de la vari~t6 K ne peuvent passe 
couper dans ce domaine, et par consequent que ce domaine ne contient 
aucune partie de k". 

L'ensemble des points de C tels que tous ces d~terminants s'annulent 
forme une vari~t~ singuli~re C" qui aura au plus n -  3 dimensions. 

Si le point fD 1 , fD~, . . . , fD.  de C n'est pas sur C", nous pourrons 
choisir e assez petit pour ~tre certains que le point correspondant xl, 
x 2 , . . . , x , ,  de K n'est pas sur k". 

Soit alors C 1 l'ensemble des points de C dont la plus courte distance 
C' est plus petite clue 3. Nous pourrons prendre z assez petit pour 

que si le point fD 1 , fD 2 , . . . ,  fo. de C n'est pas sur C1, nous soyons certains 
que le point  correspondant 'xl, x 2 , . . . , x , ,  de K ne sera pas sur k". I1 
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est k remarquer que la valeur que l'on doit attribuer k z doit ~tre 
d'autant plus petite que 3 est plus petit. 

Soit A l'aire de C1, el le sera de l 'ordre de ~. L'aire de k" sera 
plus petite que 2~r~A. Elle sera done de l 'ordre de e~. Quand 3 et 
par cons6quent e tendent vers z~ro, on volt que le rapport de l'aire de 
k" k e tend v e r s o .  C . Q . F . D .  

Envisageons maintenant une fonetion V jouissant des propri~t~s sui- 
vantes: 

i ~ Elle est harmonique ~, l 'int~rieur de la vari~t~ S, saul sur la 
vari6t~ C. 

2 ~ Quand le point x l , x 2 , . . . , x ,  est k une distance z de ]a varlet6 
C, d i e  est de l 'ordre de log e, 

3 ~ En mdme temps ses d~riv~es premieres sont de l 'ordre de _i. 

4 ~ Consid~rons un point F1, F2, "",  f', de C et un point x l , x2 ,  ..., x,  
tr~s voisin du premier, et tel que 1'on ait: 

xk - -  ~k = ake cos 0 q- flee sin t~, 

les ak et les flk ~tant les coefficients d6finis plus haut et correspondant 
au point F1, F ~ , " ' ,  F,; je supposerai que l'expression 

dV )dV dV 
+ + . . .  + 

tend vers une limite finie ind~pendante de 6 quand e tend v e r s o .  
Cette limite que j 'appellerai 3 est ~videmment une fonction des 

coordonn~es ~1, ~ , ' " ,  f -  du point consid~rd de C. 
Cela pos6, soil 

Yl, Y2, �9 �9 ", Y, 

un point quelconque int6rieur ~ S. Posons 

r ~ = ~ : ( x ~  - -  Y k ) ~ ,  U = - -  

Soit ensuite 2: l 'hypersph6re 

I 
~,n--2 

2 " ( ~  - -  yk) ~ ~ .  
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Dans le domaine limit6 par la vari6t6 S, par l'hypersph6re Z et par la 
vari6t6-canal K, les deux fonctions V et U sont harmoniques, nous 
pouvons done appliquer le th6or6me de Green et 6crire: 

f (V dv 

les int~grales ~tant prises le long des vari~t~s qui limitent le domaine, 
c'est ce que je mettrai en dvidenee en ~crivant l'~quation qui precede 
sous la forme suivante: 

ou bien encore: 

f + f + i  =~ 
,s~ K 

, , ,  

S I repr~sente ici la partie de S qui est ext~rleure ~ K. 
Je vais maintenant faire tendre e ve r so .  

Je dis que f tend vers une limite finie et dStermin~e que j'appel- 
Sl 

lerai f .  En effet la varlet5 S a n -  I dimensions, l'intersection de C 
8 

et de S e n  a n - - 3 ;  l'aire de S - - S  1 (c'est k dire de l'ensemble des 
points de S dont la distance k C est plus petite que e) sera done de 

6' ~tant plus petit que 6 et l'ordre de 6 ~. Si nous changeons 6 en 6', 
tel que la difference 6 - - e '  soil tr~s petite par rapport ~ 6, si nous 
appelons s l'ensemble des points de S dont la distance k C est comprise 
entre 6 et 6'; l'aire de s sera de l'ordre de 6 ( e - - z ' ) ;  de plus darts s, 

dU d V  
les fonctions U et ~ sont finies, tandis que V eL -~  sont de l'ordre de 

log e et de i .  L'int~grale f e s t  donc de l'ordre de 6 -  e'. Nous en con- 
s $ 

eIuons que l'int~grale 

\ d~ 
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et mdme l'intdgrale 
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8 

aont finies. 
De plus d'aprbs lea thdorfimea 2 et 3 gfinfiralisfia la premifire int& 

grale eat une fonction holomorphe et harmonique des y. 

Ainsi quand r tend vera o, rintdgrale f tend vera une fonction 
s| 

holomorphe et harmonique des y. 

En mdme temps, les int~gralea / I , / ,  f tendent vers o; en effet 

les aires d'intdgration k, k' et k" aont trfia petites par rapport k ~ et la 

fonction sous le aigne f est de l'ordre de _i. 
8 

Pasaona k l'intdgrale / .  L'aire de 2: eat proportionnelle k e ~-1. 

dV 
A la surface de 27, V e t  ~ aont finis; U eat figal k ~n_----qI et dgd_~u k ~--2~_1 �9 

Done quand r tend vera o, 

7ff ! 

tend vera (n--~)Vo,  V o dtant la valeur de V au point deyl,y~,...,y~, 
c'eat ~ dire au centre de 27. 

La limite de rintdgrale f eat done 6gale k V o multiplide par un 
g* 

facteur constant num6rique. 

Reste l'int6grale f .  Elle est dgale k 
zl 

en repr~sentant par 

f dr ~ f Ao dtl dt~ . dtn_~ 

l'aire de C. 
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dU 
V est de l'ordre de logr et ~ eat fini, donc 

a u  

dv 

tend vers z6ro. D'autre part U eat 6gal k r ~-" et 

dV 

tend vers 3. Donc l'int6grale f tend vers 
Kz 

27r ;3dr - -  

r d6signant la distance de l%16ment dr au point Y l , Y ~ , ' . ' ,  Y." 
C'est le potentiel d'une vari6t6 attirante b~ n -  2 dimensions, au 

point Yl, Y~, " " , Y . "  La varidt6 attirante eat C et la densit6 de la ma- 
ti@e attirante est 3. 

Notre 6quation devient ainsi: 

j + O Vo = O , 
J 
8 

C 6rant un coefficient constant. 
Nous arrivons donc k l'6nonc6 suivant qui est la g6n6ralisation de 

notre th6or6me 4: 

Notre fonction V e s t ,  dans le domaine consid~rd, ~gale au 2otentiel de 
la vari~td attirante G, plus une [onction holomorphe et harmonique. 

On pourrait dana la d6monstration pr6c6dente, remplacer la vari6t6- 
canal K, par d'autres vari6t6s tr6s peu diff6rentes et qui joueraient le 
mdme r61e. 

Nous en verrons un exemple dans le paragraphe suivant. 
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w 7. Applications au~ fonctions logartthmiques.  

Soit /~ une fonetion des n variables complexes: 

holomorphe dans un certain domaine G. 
La fonction 

F = log lF [  

sera une fonction biharmonique des 2 n  variables x et Y dans tout ee 
domaine sauf sur la vari6t6 k 2 n  ~ 2 dimensions 

varidt6 que j 'appellerai C dans ce qui va suivre. 
J'appellerai S la vari6t6 k 2 n  ~ I dimensions qui limite le domaine G. 
Nous pourrions en partant de la vari6t6 C, construire, comme dans 

le paragraphe pr6e6dent, une vari6td-canal K ~ 2 n - - I  dimensions qui 
serait l'enveloppe des hypersph6res dont le rayon serait z et dont le 
centre serait sur C. 

J'envisagerai ensuite une hypersph6re 2: dont le centre sera un point 
quelconque de G e t  dont le rayon sera r Je d6signerai par P l e  centre 
de cette hypersph6re. 

Je d6signerai par M le point de coordonn6es courantes 

x l , Y l ,  x 2 , Y ~ , ' ' ' , x . , Y n  

et par r la distance M P .  

J'ai d6jk pos6 

je pose de m6me 

V =  loglFI; 

I 
U ~ r2._---- ~ �9 

La fonction U a m6me d6finition qu'au paragraphe pr6c6dent; il me reste 
k montrer que la fonction V satisfait bien aux m~mes conditions que 
darts le paragraphe pr6c6dent. 

A~,xt mathtmat~a. 22. Imprim6 le 30 juin 1898, 20 
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I ~ Quand le point M est ~ la distance e de la vari(~t~ C, V e s t  
de l'ordre de log e. 

Soit en effet 
! ! t x~, y~, x~, y ' ~ , . . . ,  x~, y: 

un point quelconque M'  de la vari~t~ C. 
Je poserai d'ailleurs: 

x'~ - t -  iy'k = z'k. 

Si le point M' n'est pas singulier, c'est 

s'annule pas; nous pourrons poser: 

d F  
dire si en ce point ~ ne 

H est une s~rie d~velopp~e suivant les puissances de 

et se rdduit ~ z', quand tous les zk deviennent 6gaux h z~. 
0 est une s6rie d6velopp6e'suivant les puissances de 

z~ - -  z~ , z~ - -  z'~ , . . . ,  z ,  - -  z'~ 

et ne s'annule pas quand tous les zk deviennent 4gaux ~ z~. 
Supposons m,intenant que le point M '  soit singulier; je suppose donc 

d F  
qu'en ce point ~z~ s'annule, mais cependant que toutes les dSriv~es suc- 

cessives de 2' par rapport ~ zn ne s'annulent pas ~ la fois. Par exemple, 
pour fixer les idles, je supposerai: 

dSF> d.._~.F --__- d ' F  _ _  O; ~ < o. 
dz, ,  dz~  dz , ,  

Alors nous pourrons poser: 

(~ conserve la mdme signification. Les sSries t / 2 , / / 1 ,  HQ sont comme 
H d~velopp5es suivant les puissances de 

z ;  - -  z ;  , z~ ~ z'~ , . . . ,  ~ _ ~  - -  z ' ,_~.  
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Quand tous les zk deviennent 6gaux ~ z'k, le polyn6me 
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se r6duit 

Tout cela r6sulte des th6or6mes cit6s plus haut et qui se trouvent soit 
dans les oeuvres de WEIEI~STRASS, soit aU ddbut de ma th6se. 

dkF 
Reste le cas oh routes les d6riv6es -TT sont nulles ~ la fois. Mais 

dza 
ce cas se ram6ne au pr6c6dent. I1 suffit de faire un changement lindaire 
de variables; et on peut toujours le faire de telle favon que toutes les 
d6riv6es de ~' par rapport ~ l'une des nouvelles variablcs ne s'annulent 
pas ~ la lois. Car nous ne supposons pas que 2'  soit identiquement nul. 
Qu'on se reporte d'ailleurs au dernier des th6or$mes de la partie cit6e 
de ma th~se. 

Cela pos6, plavons-nous d'abord dans le premier cas; celui oh: 

F=(z.-zOo. 

Consid6rons le point de coordonn~es courantes M dont les coordonn~es 
son~ les parties r6elles et imaginaires de 

~I  ~ ~ 2 ~  " " "  } 2~n" 

Consid~rons le point M"  dont les coordonn~es sont les parties r6elles et 
imaginaires de 

La distance MM" est pr6cis6ment 

NOUS aurons alors: 

. . . ,  z . _ , ) .  

Iz.--//I- 

V =  log lz. - -  / / [  + log[O[; 

le second terme est fini, le premier est n6gatif et tr6s grand; il est ~gal 
log MM". 
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Mais comme e repr6sente la plus courte distance de M /~ G et que 

M M "  > e 
2/"  est sur C, on a 

I l o g ~ / ~ " l  < I log~l  . 

et par eons6quent 

Done V e s t  de l'ordre de log e. C. Q. F. D. 

Passons au second cas oh: 

Soient hl,h~, h, les trois racines de l'6quation: 

z~ +//~z~ + / / l z .  + H0 = o. 

Soient M;',  M~', M~' les trois points dont les coordonnees sont les parties 
r6elles et imaginaires de 

~x ~ Z~ ~ �9 .. ~ Zn_ 1~ h 1 

Z 1 ,  Z~, ...~ z n - l , h 2 ~  

21,  z~ ~ . . . ,  ~n- ,  ~ h~. 

Ces trois points sont sur C et l'on aura: 

Iz: + H z: + H,z. + Hol = 

d'oh" 

V =  log(MM;'.MM';. MM';) + log]0 I. 

Le second terme est fini. 
Quand-au premier il est plus petit en valeur absolue que 

3 log e; 

car les points M;' ,  M~', M;' 6tant sur G, on a: 

MM'/ > e, MM'( > e, MM'8' > e. 

Done V e s t  de l'ordre de log e. C . Q . F . D .  
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2 ~ Les d6riv6es premi6res de V sont de l'ordre de i .  

Ces d6riv6es premi6res sont les parties r6elles et imaginaires de 

d log F d log F d log F 
dz  t ~ dz~ ' " ' "  ' d z .  

Nous pouvons toujours supposer que toutes les d6riv6es successives de F 
par rapport k z, ne s'annulent pas k la fois, non plus que toutes les 
d6riv6es par rapport k zl, non plus que toutes les d6riv6es successives 
par rapport k z2, etc. 

Car, ainsi que je l'ai dit plus haut, s'il n'en 6tait pas ainsi, on 
n'aurait qu'k faire un ehangement lin6aire de variable~. 

I1 suffira d'ailleurs de d6montrer la proposition 6nonc6e pour d log F. 

si l'on a: 
F =  (z.--H)O 

il vient: 
d log F I d log 0 

dz-"--~ "~  z.--'-'-'---H + d z .  

I 
Le second terme est fini et le premier a son module 6gal k~-~-~ et par 

cons6quent plus petit que -~. 
$ 

Si l'on a: 

~ = (g + a ~ :  + ~rl~. + Ho) o = (~.-- h,)(,, h,)(z.--h,)O 
il vient: 

d log F I ! I d log 0 
d~. = ~ . - - h ,  + , . - - h ,  +,.--h-----~ + d.---U- 

Le dernier terme est fini et les trois autres ont leurs modules 6gaux 

I I I 

MM'I' ' MM'~'' Mll/~'' 

c'est k dire plus petits que i .  
$ 

Donc dans tous les  cas le module de - -  dlog ~' est de l'ordre de -~. 
d z  n 8 

C. Q. F. D. 
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3 ~ L'expression 

- -  x , j  ~ + (y,  - -  y,) 

tend vers l'unit6; quand le point M '  dont les coordonn6es sont x~ et 
y~ est sur la vari6t6 C; quand la distance de M '  au point M dont les 
coordonn6es sont xk et Yk tend vers o; quand enfin la droite M M '  est 
normale ~ la vari6t6 C. 

Exprimon s d'abord que la droite M M '  est normale ~ la vari6t6 C. 
Nous aurons les 6quations suivantes: 

t p 
~ ~ Zl ~ 1 2 - -  Z~ Z n -  Z n 

a ~ A~ ""  " A ;  

qui correspondent aux 6quations (3) du paragraphe pr6c6dent. 
Dans ces 6cluations A~, a la signification suivante. Soit Ak ce que 

devient dF quand on y template les z~ par z~; A~ sera l'imaginaire 

conjugu6e de Ak. 
D'autre part E est la partie r6elle de 

La formule des aecroissements finis nous donne ensuite 

Bk 6tant une quantit6 complexe dont l a  partie r6elle est comprise entre 
dF 

celle de Ak et celle de ~ et dont la pa t t ie  imaginaire est comprise de 

mdme entre celles de Ak et de dF. En effet F est nul pour zk-----z~ 
dz~ " 

puisque le point M'  est sur C. 
I1 vient alors: 

A o dF 
0 

d = L'B~ (~ ~k) " "  ~ ----- o B --  2:Ak k 
dF 

Quand la distance M M '  tend vers z6ro, ~ et B~ tendent vers A~ et 

J tend vers i. 
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I1 en est done de mdme de sa partie r~elle /~. 
C. Q. F. D. 
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Ainsi la troisi6me condition impos6e h V dans le paragraphe pr6- 
c6dent est remplie et la quantit6 3 est 6gale ~ I.  

Done 

La fonction log [F  I est ~gale dans le domaine G h une fonction holo- 
morphe et harmonique des z et des y~ plus le potentiel de la varidt6 atti- 
rante C, la densitg de la mati~re attirante grant dgale d I. 

C'est 15 le th6or~me fondamental que je veux emTrunter h la th6orie du 
potentiel pour l'a2pliquer 5 la th6orie des fonctions ab~liennes. 

La ddmonstration du paragraphe prdcddent peut dtre un peu mo- 
difi~e en substituant s la varidt&canal K, une autre vari6t6 peu diff6- 
rente qui a pour dquation: 

I F  I = const. 

En effet r~solvons !'~quation: 

F ( z ,  , z~,  . . . ,  z ,)  = F 

par rapport ~ z, et supposons que l'on trouve ainsi: 

et faisons-v 

z~ -:-- H ( z  1 , z~ , . . . ,  z ._~ , F )  

F---IFW. 

Soient H '  et H"  les parties r~elles et imaginaires de H de telle sorte que 

x,~---- H', y , ~ H " .  

Alors x~ et y~ vont se trouver exprim~s en fonctions de 

Xl,Yl,Z2,Y2,'",X,,-I,Y.-I, 0 

de sorte que la quantit6 que nous avons a.ppel~e D~ sera la somme des 

carr~s des d~terminants contenus dans la matrice 
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I O O O O 

0 I 0 0 0 

0 0 I 0 0 

o o o I o 

de,` d~. de,` d~. de,, 
dz I dy t d% dyg dO 

dy____~ dy__ 2 dy____, dy__~ dy__~ 
dx 1 dy I d% dy. d8 

J'ai en &rivant  eette matr ice suppos6 n = 3 pour fixer les id&s. 

On en d6duit :  

[de,, dy. 

d on:  

d ~ l / i d F i  IFI 

D'autre part  nous aurons: 

d F  ~ 

Idzk I" 

Mais pour  comparer  cette formule avec la pr&6dente,  il importe de re- 
marque r  que dans l 'une d'elles nous raisons entrer  les d6riv~es partielles: 

dz,, de,, 
d'-F ' dz~ 

en regardant  z,` comme fonction de F et des z~ et dans l 'autre  les d~riv~es 

dF dF 
dzk ' dz,` 

en regardant  F comme fonetion de z , ,  z 2 , . , . ,  zn. Pour  rendre les for- 
mules comparables, nous transformerons par les relations: 

dF dF dzn dF de. 
dzk -{ dz, dz~, -~ O; dz,, dF 
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ce qui donne: 

Ih-~z~ I 

Envisageons l'int6grale qui correspond ~ f, ~ savoir: 
K 

\ - d ; - -  " ' "  
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Entre quelles limites faut-il prendre cette int~grale? Pour nous en rendre 
compte, observons que le domaine G est arbitraire dans une tr~s large 
mesure; nous pourrons le supposer d~fini par des in~galii~s de la forme 
suivante: 

P t ! 

~1 <Yl <~; '  f12 <~2 < ~ '  " ' ' '  *8"<Y'*<JS'n* 

Nous pourrons toujours supposer que les constantes a et fl ont 4t4 choisies 
de telle sorte que si l'une des quantit~s x. ou y. atteint l'une de ses 
limites a~, a'., ft. ou fl'~; et clue l'une des in4galit4s relatives ~ x. ou 
y. soit remplac~e par une ~galitd, le module I FI  restera supdrieur ~ une 
certaine limite. 

En effet donnons d'abord ~ z~, z 2 , . . . ,  z._~ les valeurs 

nous pourrons 
sid~rons dans 
pour ~quations 

al + ifll, + ifl , . . . ,  + ifl.-l; 

choisir a.,~8.7 a: et ~'  de telle sorte que si nous con- 
le plan de la variable z. le rectangle dont Ies cSt~s ont 

Xn ~--- (;(a~ X a  = (;(a ~ Ya ---~ ~ Ya ----- 

F ne s'annule pas sur le p~rim~tre de ce rectangle et s'annule ~ l'in- 
t4rieur de ce rectangle. 

Si cnsuite a~ cst assez voisin de ak et/9~ assez voisin de /~k, F ne 
s'annulera pas non plus quand z~ d~crira le p6rimbtre de ce rectangle 
et quand en m~me temps xk variera de ak ~ a~ et y~ de flk a fl~ 
( k =  i ,  2, . . . ,  n - -  i). Ainsi se trouve justifi~e l'hypoth~se faite plus haut. 

.Acta, ~n~tiwrr 22. Imla~im6 le ~ juil let  1898. 21  
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Dans ees conditions, les limites de l'int6gration seront 

uk et a~ pour xk, 

/~k et fl~ pour Yk, 

o e t  2~r pour O, 

(k~l,2~...,n--1) 

pourvu que IF[  soit plus petit que le plus bas module que puisse 
atteindre /v quand z .  d6crit le p6rim6tre du rectangle dont il vient d'etre 
question. 

Cela pos6 l'int6grale: 

f d U  
-~u V D ~  " " " d y . _ l d O  

tend vers zgro quand I FI  tend vers o, et il n0us sufflra d'envisager 
l'int6grale: 

I dz. I 

Onana I FI te~a vers z6ro, la vari6t6 I FI = const, tend ~ se confondre 

avec 47 et la quantit6 sous le s i g n e f  tend vers la valeur qui correspond 
aux points de la vari6t6 C. 

Elle devient done ind@endante de 0, et en int6grant d'abord par 
rapport g 0, notre int6grale devient: 

Id*.l 

Comparons-la avee l'int6grale qui repr6sente l'aire de C. 
II est ais6 de voir que cette int6grale est 6gale h: 

I~F], dx~.. ,  dU._~ = f d , , .  
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Notre int6grale a done pour limite: 

f Ydo =2 

ce qui repr6sente au faeteur 2:r pr6s, le potentiel de la vari6t6 attirante (3. 
C. Q. F. D. 

L'~vantage de eette fa~on de proc6der, c'est qu'on 6rite les diffi- 
cult6s relatives aux petites portions de vari6t6 appel6es k ,  k' et k" dans 
]e paragraphe pr6c6dent. 

w 8. A p p l i c a t i o n  au~c t"onct~ons Ab61iennvs.  

Nous allons appliquer ce qui pr6c~de aux fonctions de n variables 
m6romorphes et 2n lois p6riodiques. 

Qu'est-ce d'abord qu'une fonetion m6romorphe? 
Voici les hypotheses que nous allons faire et que nous regardons 

comme constituant lu d4finition d'une fonction m6romorphe. 
I1 y aura dans l'espace ~ 2n dimensions une infiriit6 de domaines 

G, distribu6s de telle fa~on que tout point de l'espace ~ zn dimensions 
appartienne au moins d u n  de ces domaines. 

Dans un domaine G, la fonction m6romorphe pourr~ ~tre reprSsent6e 
par le quotient de deux s~ries de puissances. 

Je ne restreins pas la g6n6ralit6 en supposant que ces deux s6ries 
de puissances ne peuvent dtre l'une et l'autre divisible par une troisiSme 
s6rie de m4me forme s'annulant h l'intSrieur de G. 

W~m~STI~ASS a d6montr6 en effet (oeuvres complStes, tome 2, page 
t5I ) que si deux s6ries de puissances /)1 et P~ s'ammlent en un certain 
point M, on peut toujours trouver trois ~utres s6ries P0, P'I, P~ telles 
que l'on ait: 

i . ,  =  oP;, 

--/'0P;, 

et telles que les deux s6ries P'I et P~ n'udinettent uucun diviseur commun 
s'annul~nt au point M. 
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Qu'arrive-t-il alors dans la partie commune ~ deux domaines G et G'? 
Dans le domaine G, la fonction m6romorphe F sera 6gale au quotient 

p p' 
de deux s6ries 6 ;  dana le domaine G' au quotient de deux s6ries Q_; 

dana la partie commune on aura; 

p p' 
m �9 

La vari6t6 P = o a 2 ~ r  2 dimensions; je dis que dans la partie com- 
mune G e t  ~ G', elle ne diff6re pas de la vari6t6 / ) ' =  o. 

Supposons en effet, qu'en un point de cette partie commune, on ait 
/)' = o sans avoir P = o; soit 

'~1 ~ al ~ Z~ ~ a~ ~ . . . ~ Z• ~ a n 

ce point que j 'appellerai M. Je  pourrai toujoura supposer qu'en ce point 
toutes les d6rivdes successives de P '  par rapport ~ z~ ne s 'annulent pas 

la lois, sans quoi je ferais un changement lin6aire de variables. Ima- 
ginona par exemple 

dSp , dP'  d 'P '  o ,  ~ o .  
d~ az~ dz~ 

Alora on aura: 

_ P ' - - - - [ ( z ~ - - a . )  ~ + H ~ ( z ~ - - a ~ )  2 + H ~ ( z ~ - - a . )  + t t 3 1 0 = .  I I . O ,  

oh lea H sont des s6ries ordonn6ea suivant les puissances de 

et s 'annulant pour zs = ak, et oh O est une s6rie ordonn6e suivant les 
puissances des z s -  as et ne s 'annulant pas pour zs ~ as. 

Soit alors 

I 1 =  ( z . - -  a . - -  h a ) ( z . - -  a .  - -  h 2 ) ( z . - -  a , , - -  hs); 

hi ,  h 2 et h 3 seront des fonetions de 

2 1  ~ a I , Z 2 ~ a 2 ~ . �9 �9 , ~ n - l  ~ a n - 1  

s'annulant avec ces variablea. 
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Quand on 6galera zn k a~ -t- hi ,  an -t- h2, an "4- h3 ; P'  sera nul et P 
ne sera pas nul, donc Q' devra s'annuler; donc Q' est divisible par //, 
ce qui est absurde puisque nous avons suppos6 que P'  et Q' n'avaient 
pas de diviseur commun. 

Donc les deux vari6t6s P = o~ P '  ~ -o  sont identiques. 
I I e n  est dvidemment de m6me des deux vari6t6s Q - - o ,  Q ' = o .  
J'appellerai C la vari6t6 P = o ;  et C' la vari6t6 Q = o ;  j'appellerai 

W 1'intersection de ces deux varidtds qui est elle-m@~e une varidt6 b~ 
2 n - -  4 dimensions. 

I1 importait de ddmontrer que la d6finition de la varidt6 C ne d6- 
pendait pas de la fa?on dont F est raise sous la forme du quotient de 
deux s6ries, c'est k dire que les deux vari6t6s P ~  0 et/~'----o sont iden- 
tiques; je puis ainsi dtendre nos varidt6s C et C' au delb~ du domaine G. 

Supposons maintenant que notre fonction m6romorphe F est 2n fois 
p6riodique. L'espace k 2n dimensions v a s e  trouver partag6 en une in- 
finite de prismato~des des p~riodes dont le r61e est analogue s celui des 
para1161ogrammes des p6riodes dans la th6orie des fonctions elliptiques. 

Soient 

/~0,R,, R~,...,/~k,... 
ces prismatoIdes; rordre des indices est d'ailleurs arbitraire jusqu'~ nouvel 
ordre. 

Je d6signerai par; Ck, C~, Wk les portions de vari6t6s C, C', W qui 
sont int6rieures au prismatoide Rk. 

L'aire de Q sera finie; ce sera une constante qui sera la mdme 
pour Cki que pour Co; car la vari6t6 Ck n'est autrc chose que la vari6t6 
C O transportde parall~lement k elle-mdme. Soit A cctte aire. 

Soit do)' un 616ment de l'aire de la vari6t~ C, M'  son centre de 
gravit6, x ; , y ~ ,  . . . ,  x ' ,  y: ses coordonn@s. Soit M le point de coor- 

. o i r , ~  donndes courantes, x~, y~, , xn, y~ ses coordonnee~. Soit r la distance 
j ~ M  t" 

Consid6rons l'int6grale: 
_ f d ~ '  

6tendue k tous les 61~ments deo' de la vari~t6 Q (c'est k dire le potentiel 
de cette vari6t6 Q). 
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I 
D~veloppons ~ suivant Its puissances eroissantes des x et de i fy ,  

c'est k dire des coordonn~es du point M,  et ~crivons: 

I 

~:._ = ~r0 + v~ + cr + . . .  

Uk 6tant un ensemble de termes homog~ne de degr4 k par rapport  aux 
x et aux y. 

Supposons que les coordonn6es x et y soient finies et les coordonn~es 
x' et y' tr+s grandes, de telle fagon que 

distance du point M'  ~ l 'origine, soit un infiniment grand du Ier ordre. 

Alors U o sera 6gal 
I 

eL sera un infiniment petit d'ordre 2 n - - 2 .  
U~ sera un infiniment petit d'ordre 2 n - -  i,  U~ d'ordre 2n etc. 
Si nous posons: 

I 
H - -  r~n_ 2 U o -  U 1 - -  U2,  

H sera un infiniment petit d'ordre 2 n - b  I. 
Pr~eisons davantage; je suppose que P0 et pl soient deux eonstantes 

et que l 'on ait: 

(~) Zx' + xy' < p~ < p~ < zx  '~ + zy" 

on pourra trouver une constante B telle que 

I n ]  B <p~-~-  

Soit maintenant 

s~= f eo),(~ro + ~1 + v,), 

1'integration 6tant ~tendue k tous les ~l~ments do)' de la vari~t6 Q;  8k 
sera un polyn6me du 2 d degr~ par rapport aux x et aux y. Ce po- 
lyn6me sera harmonique, e'est ~ dire qu'on aura 
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c a r  o11 a 

I 
A ~ - - - - O  T2n--2 

et par consdquent 

On a ensuite" 

A U o  = = = o .  

I1 est clair que si les in6galitds (a) sont remplies, on aura: 

AB 

la lettre (r ddgignant la plus petite valeur que puisse prendre p h l'in- 
t5rieur du prismatoide /~.  

Soit d'un auCre c5t6 T l e  volume d'un prismatoide des p6riodes; 
ce volume est dvidemment le m~me pour tous les prismato'ides. Soit D 
la longueur de la plus grande diagonale de ce prismato~de; cette longueur 
est aussi la m~me pour tous les  prismato~des. 

A l'int~rieur du prismat'oide Rk, p sera compris entre ~ e t  (r Jr-D. 
L'int6grale 2n ple 

= ( p _  

T 
dtendue au prlsmatoide Rk sera plus grande que a~.+~; je d6signe pour 

abrdger par dr le produit des 2n diff4rentielles dx' et dy'. 
On aura done: 

Je dis que la sdrie: 

est absolument convergente. En effet nous distinguerons parmi les pris- 
matoldes Rk: 

I ~ ceux dont tous les  points ne satisfont pas aux in~galitds 

'>Pl , p>.D. 
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Ceux-lk sont en nombre fini et correspondent '~ un hombre fini de termes 
de la s6rie. 

2 ~ ceux dont tous les points satisfont aux in6galit6s 

P>Pt , p>D. 
La somme 

relative h ces prismato~des est p]us petite que l'intdgrale: 

AB / dr 
T ip -- D7 T M  

&tendue ~ tous lee ~l~ments dr de ees prismato]des; ou ~ fortiori plus 
petite que l'int~grale 

AB f dr 
T , J  (e :-D)"+~ 

6tendue ~ tous ]es 515ments dr de ]'espaee tels que 

P > P l ,  p>D; 

je puis toujours supposer pour fixer les idles 

P>Pl >1). 

Or eette derni~re int•gra]e est ~gale ~ l'int4grale simple 

ov 

T 
P l  

dtant une eonstante, et eette int~grale simple est finie. 
Done la s~rie 

est ubsoIument convergente. C . Q . F . D .  

Cette sSrie est fividemment 4gale ~ l'int~grale 

f Hdr 
4tendue ~ tous les  818ments do)' de la vari~t~ C. 



Sur les proprigt6s du potentiel et sur les fonctions Ab6liennes. 160 

Je d~signe par V l a  somme de cette s~rie. 
Voici les propri6t6s fondamentales de cette fonction V. 
I ~ Elle est harmonique dans tout l'espace saul pour les points de 

la vari6t6 C. 
2 ~ La diff6rence V - - V k  est harmonique en tous lea points du pris- 

mato][de Rk. 
3 ~ Envisageons un domaine G, off 1'on peut mettre F sous la forme 

P 
et qui fasse partie de Rk. 

D'apr6s le th6or~me fondamental du paragraphe pr~c6dent, la fonction 

loglPI 

eat, s l'int6rieur de G, ~gale 

~ + ~ ' ,  

6tant une fonction holomorphe et harmoni~ue des x et des y et ~' 
6tant le potentiel d'une vari6t6 attirante qui est la partie de C int6rieure 

G; c'est h dire l'int6grale 

f d~" 
T'2n--2 

~tenduo k cette partie de C. Mais comme Vk est la m~me int~grale 
~tendue k une partie de C plus 4tendue, k savoir ~ la pattie de C qui 
es~ int~rieure k Rk, la diff6rence 

Vk ~ (pr 

sera une fonction holomorphe et harmonique dana G. 
Donc la difference 

v,--aoglP I 
et par consequent la difference 

V-loglPI 

est clans tout le domaine G une fonction holomorphe et harmonique des x 
et des y. 

4 ~ La fonction log]P]  eat biharmonique. 
Aata mati~ma~iva. 22. Imprim~ le 4 juillet 1898. 22 



170 

Si done je repr~sente par 

H. Poincard. 

D V  
l 'une des expressions 

d2V d~V d'V d*V d'V d*V 
dz~ "~ dy~ ' axe dzq -4- dyk ayq ' dz, dyq dyk axe' 

on aura: 
DloglPI =o .  

Or F - - l o g I P  Ies t  une fonction holomorphe et harmonique; donc 

D(V--logIP l) 

sera aussi une fonction holomorphe et harmonique, puisque 

A D ( V - -  log] P l) = DA ( V - -  log I P l) = o; 

et puisque 
D l o g l P l = o  

nous arrivons k eette eone]usion que 

D V e s t  une fonction holomorphe et harmonique clans tout l'espace. 

5 ~ Qu'arrive-t-il quand les quantit6s z~,z2, . . .  , z. augmentent d'une 
p6riode? 

Soit a 1 , % , . . .  , a. une p6riode de telle fagon que la fonetion F ne 
change pas quand z~, z~ , . . . ,  z. se ehangent en 

zl + a l ,  z 2 + a 2 ,  . . . ,  z .+a . .  

Je repr6senterai par 

v(~, + .,), v~(~,, + .,), s.(~, + .,) 

ce que deviennent V, V, et Sk, c'est k dire V(z,), Fk(z,), S(z~) quand 
on change z~ en z~ q-a~; nous aurons alors: 

v'(~, + a~) = x[v,(z~ + a,)-- s,(~, + a~)], 

v(~,) = z [  vk( z~) - -  s~( a)]. 
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Quand z; se changera en z; + ai, le prismatoide R e se changera en un 
autre prismato]de Rn; et comme la distance des points z~ + a~ et z; + al 
est 6gale s cello des points z~ et z~, nous aurons: 

v,(~,) = v~(~, + a,). 

D'autre part nous pouvons remplacer l'~quation 

v(~, + ~,) = z [  v,(~, + a , ) - -  s~(z, + ~,)] 

par la suivante: 

v(~, + a,) = z[v~(~, + ~,)-- s~(~, + a,)]. 

Les deux s6ries ne diff6rent en effet que par l'ordre des termes; la 
premiere s'6tend aux prismatoides Rk, c'est ~ dire s tousles prismatoldes; 
la seconde aux prismatoides /~h, c'est k dire aussi k tous Ies prismatoIdes. 
Je puis 6crire 6galement: 

v(~,+ . , ) =  xEv~(~,)--s~(z, + a,)] 

et par cons6quent: 

V(z, + a,)-- V(zi)-~- Z[S,(z,)--Sh(z.: + a,)]. 

T o u s l e s  termes du 2 0 membre sont des polyn6mes du 2 4 degr6 par 
rapport aux x et aux y. 

Donc quand les z augmentent d'une p6riode, V augmente d'un po- 
lynbme qui est au plus du 2 a degr6. 

Etudions les termes du second degr6 et cherchons par exemple le 

coefficient de 2 .  
2 

Dans Sk(zl) ce coefficient est 6gal k l'int6grale: 

f do~' d'P-'"+' p ' Y,x" 
dsg x k 

l'int6gration est 6tendue ~ tous les  616ments deo' de la partie de C qui 
est int6rieure ~ //k; j'appelle J~ cette int6grale. 

Dans Sh(z~ + ai), le coefficient sera la m6me int6grale 6tendue k tous 
les 61ements do~' de la partie de C int6rieure k Rh; c'est donc J~. 
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Done le coefficient cherch6 dans V(z~+ a~)--V(z~) est la 
de la sdrie: 

Z (J~:~ gh). 

somme 

Je dis que eette sdrie est absolument convergente e t a  pour somme z6ro. 
Elle est absolument convergente parce que son terme g6n6ral est de 
l'ordre de 

p--(2n+1) 

c'est k dire du m6me ordre que le terme g6n6ral de la s6rie 2(Vk--Sk) 
qui est eonvergente. 

Pour 6valuer la somme, groupons les termes d'une fagon particuli6re. 
Soit R~ =/~0 un prismato'Ide quelconque, / ~ - / q  ce que devient 

/~k quand on change z~ en z~ A- a~; soit plus g6ndralement R: ce que devient 
/~k= n0 quand on change z~ en zi A-na~, n 6taut un entier positif ou 
n6gatif. 

Les prismato'ides 

R' n' R' R' n' R; " ' ' : '  - - n  ~ " ' ' ~  --1 ~ OY 1 9  $ ~ " ' ' ,  ~ " ' "  

formeront ce que j 'appellerai un groupe de prismatoides. Tout pris- 
mato'ide appartiendra h Fun de ces groupes et k un seul. 

:Nous aurons ainsi r6parti en groupes les prismatoides et par cons6- 
quent les termes de la s6rie. 

I1 me suffit de montrer que la somme des termes d'un groupe est 
nulle. 

En effet, soit J:, l'int6grale qui sera k /~', ce que Jk est k /lk. 
Notre groupe de termes s'dcrira: 

(J'_.-- J:.+,) +. . .  + ( J ' l - -  J;) + (g;-- J;) + (J; - J ; )  + ... + (J~-- J;+,). 

La somme des termes sera 

J ~ n  - -  J ~ + l ;  

en nous arr~tant au n e terme dans un sens et au pe dans l'autre. Quand 
n e t  p croltront inddfiniment, J ' .  et J~§ tendront vers zdro. 

Done la somme cherehde est nulle. 
C. Q. F. D. 
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Done le coefficient de z_~ est nul et on d6montrerait de m~me que 
2 

les autres termes du second degr6 sont nuls 6galement. 
Done la diff6rence V(z~ + a~)~ V(zi) est un polyn6me du I e~ degre 

seulement. 

Done quand les z augmentent d'une pdriode, la [onction V augmente 
d'un polyn6me du i er degrg par rapport auz x et aux y. 

On d6montrerait de m~me: 
I ~ Que l'int6grale 

V' = f Hd~o' 

6tendue k tous l e s  616ments de la vari6t6 C' est finie. 
2 ~ Que la fonction IT' est harmonique dans tout l'espace sauf sur 

la vari6t6 C'. 
3 ~ Que la difference 

V'-loglO I 
est dans tout le domaine G une fonction holomorphe et harmonique. 

4 ~ Que les expressions D V' sont harmoniques dans tout l'espaee. 
5 ~ Que la fonction V' augmente d'un polyn6me du I er degr6 par 

rapport aux x et a u x y  quand les z augmentent d'une p6riode. 

w 9. I n t r o d u c t i o n  des fonet ions  O. 

INous venons de voir que les expressions D V s o n t  des fonetions holo- 
morphes et harmoniques dans tout l'espace. 

D'autre part, nous avons trouv6: 

+ a , ) -  v(z,) = n,  

// 6tant un polyn6me du ][er degr6; on a done: 

Dr(z ,  + a , ) - -DV(z , )  = DI]= o 

OU 

J9 + a,)= D V(,) 

ce qui montre que les D V  sont des fonctions p6riodiques. 
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Les D V  6tant des fonctions k la fois harmoniques et p~riodiques se 
r6duisenr k des constantes (th6or6me 7). 

Je dis maintenant que l'on peut toujours trouver un polynbme Z 
du second degr6 par rapport aux x et aux y et tel que les expressions 
D Z  se r6duisent k des constantes donn6es. 

Ce th6or6me peut encore s'6noncer d'une autre mani6re. 
Reprenons les notations du w 3 et posons: 

z~ -F iy~ --- zk, z~ w iy~ ~- uk. 

Je dis qu'on peut toujours trouver un polynbme Z du second degr~ par 
rapport aux z et aux u et tel que les n 2 quantit~s: 

dsZ 
dzk duq 

soient 6gales k n ~ constantes donn(ies Ak.q. 
L'identit6 des deux ~none~s esg manifeste et d'ailleurs le second 

6nonc~ est imm6diatement 6vident puisqu'on n'a qu'k prendre: 

Z = Z A ~  zkuq. 

I1 r~sulte de lk que nous pourrons toujours trouver un polynSme Z tel 
que les expressions D Z  soient ~gales aux constantes /)V. 

On aura donc 
1)(v- z )=o 

c'est k dire que la fonction V - - Z  est biharmonique dans tout l'espace 
sauf sur C. 

D'autre part log I/'1 dtant biharmonique, on a 

D(v--Z--log]PI)=o 
et comme V ~  Z ~ l o g [ P [  est holomorphe et harmonique k l'int~rieur 
de G, m~me sur C, nous pouvons eonelure que 

v - z - - l o g l P  I 
est holomorphe et biharmonique k l'int~rieur de G, m~me sur C. Enfin 
V - - Z  augmente d'un polyn6me du I "7 degr~ par rapport aux x et aux 
y, quand les z augmentent  d'une p6riode. 
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Les ~quations 
~9(v--z)=o 

nous apprennent que l'expression 

L[a(V---d~ Zl dy ~ a(V--d.~ z)dx~] 
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est une diff~rentielle exacte. Posons donc: 

[a(v-- z) dy, d( V - -  z) dxk]. 
dye, J 

L'int6grale prise le long d'un contour ferm6 est nulle si ce contour ne 
tourne par autour de C; elle n'est pas nullc en g6n6ral, si le contour 
tourne autour de C. 

Donc T est une fonction uniforme dans tout domaine simplement 
connexe ne contenunt aucun point de C. Mais ce n'est plus une fonction 
uniforme dans un domaine travers6 par C. 

Consid6rons de m6me la fonction: 

arg. P =  fZ [ "dl~ dyk dloglP] dxk], 
,j dxk dyk 

c'est 4ga lement  une fonction uniforme darts tout domaine simplement 
connexe non travers4 par C; et une fonction non uniforme dans un do- 
maine travers~ par C. 

La difference: 

T - - a r g .  P ~. ! r E  [d(V -- g --log I Pl) @, ,j [_ dzk 
~ ( v -  z - log Iel!  dx,1 

dyk J 

est une fonction uniforme dans tout le domaine G, quoique ce domaine 
soit travers6 par C; et en effet V - - Z - - l o g l / ) l  est biharmonique dans 
tout le domaine G. 

Lu fonction 

a pour partie r6elle 

= V - - Z +  i T - - l o g P  

v-Z- logIr l  



176 H. Poincard. 

et pour partie imaginaire 
T - -  arg./). 

C'est donc une fonction des ,n variables complexes 

Z 1 ~ Z 2~ . . . ~  Zn 

et de plus cette fonction est holomorphe dans tout  le domaine G. 
Posons ensuite: 

= 0(zt) 
il viendra: 

P et ~ ~tant des fonctions holomorphes des n variables complexes z dans 
le domaine G, il en scra de m6me de 0 et comme tout point de l'espace 
fait partie d 'un domaine tel que G: 

La fonction 0 est une fonction des n variables comlolexes z holomorphe 
dans tout l'eslgace. 

•ous avons trouv4 plus haut: 

V(zt q- a t ) - -  V(z~) = H, 

/7 4tant un polynbme du x er degr6. D'autre part  Z ~tant un polynbme 

du second degr~, on aura: 

Z(zt + at) - -  Z( ~,) = $2, 

$2 6tant un polyn6me du ier degr6; il vient alors: 

a [r(zt + + a,) + z(zt)] d [T(zt-1- a t ) - -  r (z , ) ]  = ~ 
dyk 

_ d(I1 + 9) ~ const. 
dxk 

et de mdme: 
d(J7 + 9) 

d [T(zt-l- a t ) - -  T(zi)] = ---- const. 
d~k ayk 

Les d~riv~es de T(z~ T a t ) - -T(z~)  4tant des constantes, on aura: 

T(z~ + a~) - -  T(z~) = ~', 
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qr 6tant encore un polyn6me du premier  degr6. J'6cris enfin: 

V(zk + a k ) - - Z ( z k  + a~) + iT(zk + ak)- -  V(zk) + Z(zk)--iT(zk)----- U, 

U 6tant un  po lyn6me du I r degr6 par  rappor t  aux  x et aux  y. 

C o l n m e  

v(z~)-- z(z~) + iT(z~),. 

v(z~ + a~)-  Z(z~ + a~) + iT(~ + a~) 

sont des fonetions des n variables complexes z, il en sera de m6me de U. 

Donc U est un polyndme du x er degrd par rapport aux n variables 
complexes z et on aura 

(i) O(z, A- ai) = O(z,)e U. 

Cette propri6t6 rappel le  la propri6t6 fondamenta le  des fonctions 0 et 

il est ais6 de voir comment  les fonetions qui satisfont k la condit ion (i) 

st ram6nent  aux  fonctions 0 ordinaires;  je renverrai  pour  plus de d6taits 

k mon m6moire  sur les fonctions ab61ie.nnes insdr6 dans l ' A m e r i c a n  

J o u r n a l  o f  M a t h e m a t i c s .  

On d6montrera i t  de mSme:  

I ~ que les DV'  sont des constantes. 

2 ~ qu'i l  existe un polyn6me du second degr6 Z'  tel que 

D Z '  = DV'.  
3 ~ que si l 'on pose: 

la fonction O' cst dans 

variables complexes z. 

4 ~ enfin que 

T ' =  [.d(v'_- z')~ 

O r ~ e W - - Z ' + i T  ' .  

tou t  l 'espace 

d(V' -- Z') d ] 

une fonction ho lomorphe  des n 

0'(~ + a~)= 0'(~,)e ~', 

U' 6rant un  polyn6me du I er degr5 par  r appor t  aux  n variables  com- 

plexes z. 
Aeta mathematica. 22. Imprim6 le 6 juillet 1898. 2 3  
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Consid6rons maintenant  le rapport :  

ou plut6t  son logari thme 

NO' 
0 

H = log F + log O' - -  log O. 

I ~ C'est une fonction des ~ variables complexes z. 
2 ~ Cette fonction H est holomorphe dans  tout l'espace, et en effet, 

dans le domaine G, elle est 6gale k la diff6renee de 

V ' - -  Z '  -4- iT '  - -  log Q 

et 
V ~ Z +  i T ~ l o g P  

qui sont toutes deux holomorphes dans le domaine G. 
3 ~ Quand lea z augmentent  d'une p@iode, eette fonetion H aug. 

mente de 
U ' - - - U  

c'est k dire d'un polyn6me du x er deg%; les ddrivfies seeondes de H s o n t  
, .  done p6riodiques et eomme elles sont holomorphes dans tout  l espace, 

elles se %duisent k des eonstantes. 

En d'autres termes H est un polyn6me du second degrd. 
On a done finalement 

0 // 
F-- - -~ ,e  , 

H ~tant un polyn6me du second deg%. 

Cette formule d6rnontre 1'~ p0ssibilit6 de mettre F soils la forme du 

quotient de deux fonetions O ordinaires; il suffit pour s'en rendre eompte 
d 'appliquer les principes de mon m6moire eit6 de l ' A m e r i e a n  J o u r n a l  
of  M a t h e m a t i c s .  


