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SUR UNE IDENTITE D’ABEL ET SUR D’AUTRES FORMULES ANALOGUES

PAR

J. L. W. V. JENSEN

a COPENHAGUE.

ABEL' 3 démontré 'extension suivante de la formule du bindéme

(1) @+t =Y (7)ala—sgr-'@ + vpr™

v=0
Dans une note a la mémoire d'ABeL, Lie* a dit que la formule (1) n’est
qu'un cas spécial d'une formule donnée autérieurement par Caucny.® Voici
la formule a laquelle se rapporte I'observation de Lik

n—1

() EReEW_GEA S (M e 4y,

a

y=0

ol nous avons seulement changé les noms des variables. On voit aisément
que la formule de Caucmy se déduit de celle d’ABEL en prenant dans la
derniere = — 1 et en remplacant z par « + n. L’assertion de Lik
n'est donc pas bien fondée, car c’est la formule (1) qui a la forme la
plus générale. Du reste on peut déduire celle-ci de la formule (2) en
faisant dans la derniére les substitutions

z a
———n =z

8 ’ 8

' Démonsiration d'une expression de laquelle la formule binome est un cas parti-
culter. Journal fiir die Mathematik, t. 1, p. 159 (1826) = Oeuvres complétes
(Pédition de Svrow et Lie), t. I, p. 102.

* Qeuvres d’ABEL, l'édition citée, t. II, p. 294.

® Exercices de Mathématiques, 1% année, p. 53, formule (36), (1826).

Acta mathomatics. 26. Imprimé le 7 noft 1902.

% a




308 J. L. W. V. Jensen.

La démonstration d’ABEL qui se réduit & une induction complete '
ne laisse pas entrevoir la méthode qu'a suivi l'illustre géométre pour
trouver sa formule. C(’est dans une mémoire posthume® que T'on trouve
lorigine de la formule (1). Le probléme qu ABEL se pose est de développer

la fonction ¢(x 4 a) en termes de la forme d‘%gp(x + npB) et il le réduit,

par des méthodes d'une grande portée, a celui de »développer e* suivant
les puissances de ve®»>. Il trouve ainsi la formule

(3) o+ a) = ¢(z) + lﬁldﬂp(-:l:‘ B) + a(a|—; 2P)d%p (Z; 209) T

y=0

= > g0 4 up),

de laquelle la formule (1) est un cas spécial. IT.a méthode d’ABEL est
loin d’étre rigoureuse, et c’est sans donte pour cette raison qu’il n'a pas
publié le mémoire cité * en donnant seulement un des résultats strs qu’i}
avait trouvé.

Quant a la formule (3) HArpHEN® a donné les conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'elle soit exacte, en montrant en méme temps qu’elle
peut souvent conduire a des résultats inexacts.

Nous étudierons, dans cette note, quelques séries qui sont intimement
liées & la formule d’ABEL (1) et & d’autres formules analogues, qui seront
établies dans la suite. ‘

1. Soit d’abord z une variable complexe, et soient @(z) et (1:f(2))
des fonctions holomorphes dans les environs de z = 0, on sait par la
théorie de l'inversion des séries qu'on peut développer @(z) en série entiére
de (2:f(2)) pour z suffisamment petite. En se servant de la série de
LAGRANGE on trouve, comme il est bien connu,

(4 0(5) = 0(0) + Y i [g=m ey o @)]_(i5)"

! Pour une autre démonstration du méme genre, mais plus élémentaire, voir:
M. E. Nerro, Lehrbuch der Combinatorik, p. 52 (1901).

* Sur les fonctwns génératrices et leurs déterminantes. Oeuvres, t. IL, p.72, probl Iv.

® Sur ume série d’Abel. Bulletin de la société mathématique, t. X, p. 67,
et Comptes Rendus, t. 93, p. 1003.(1881).
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L’autre forme de la série de LLAGRANGE ! nous donne de méme

() — mz(g) , IyLIZV f(2)) D(2 ]=0<f(—zz)>
1@

Prenons maintenant @(z) = e*, f(z) = e*, u = 267%, a et [ étant
des constantes quelconques, nous aurons les développements suivants

(6) e* —= Z”: &:'-_’.:_“ij_l. w = '—ZG_ﬁz + a(a ,-l" 213) ) 6—2,9: +
v=0 — — —
et
(7) I-—ﬁz Z‘““"”‘”" 4 CEA —ﬁ‘+(“TZﬂ)z’e-‘~'ﬂ'+...

valables pour 2z et u suffisamment petites. De ces formules la premiere (6)
est bien connue, et on sait que la série au deuxiéme membre con-
verge pour |Bu|<e', ou |Bz|]e"F¥) < 1. On. sait aussi que l'égalité
entre les deux membres n’est assurée que si la condition supplémentaire
|fz] < 1 est satisfaite. La formule (7) est moins connue ?; ses conditions
d’existence sont les mémes qile celles pour la formule (6).

Signalons incidemment les deux autres formules que voici:

v—1
(8) 2 = Z ”(” 4'[ l“) ﬂv n+v n> O,
y=0 — .
et : ' = g,
B z—"_ — N (n + y)vﬂu ntv
(9) I—ﬁz“— y=oTu ) ”207

On les déduit des formules (6) et (7) en prenant dans celles-ci a=ng
et en multipliant les deux membres par ", n étant un cntier.

Revenons maintenant & la formule (6). En posant respectivement
a=a et a =05 et en multipliant les deux formules qui en résultent
membre par membre on trouve

©

25

A Ba+o+vpr =Y Cala+vpr. Z b(b + vBr.

e N

! Voir C. HErmITE. Cours professé pendant le 2¢ sémestre, 1881 —82, 19°™¢ lecon.
* Elle est peut-étre nouvelle, gquoique il me semble peu probable qu'une formule
aussi élégante soit échappée & l'attention des géométres.
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En comparant les coefficients de u* dans les deux membres, nous
aurons

(10) (o +Ba+ b+ mr= = 3 (V) ata + 55700 + (0 — 9

v=0

qui est une nouvelle forme symétrique de l'identité d’ABEL. Il est méme
aisé d’en déduire la formule (1) par un caleul facile.

De l'identité

- e(a+b)z e

I—ﬁz_e 1 — Rz

on deduit de la méme manitre en employant les formules (6) et (7),

ebz

@+ b+ =Y (") ala 4 910 + 0 — 9P,

v=0

qui se réduit a la formule (1) quand on prend a = a, & + #f =2z et
puis échange B en — fS. :

2. Ces résultats nous engagent de faire d’autres substitutions dans
les formules (4) et (5). Posons @(z) = (1 + 2)° et f(2) = (1 4 2%, a et
p étant des constantes quelconques et les puissances ayant toujours leurs
valeurs principales, nous aurons les formules

o) = B =5 ()
t
?12) a+ar __ (t+ i(a+v,3)

I —(8—1)z
x—ﬂ1+.e - J

=z2(142)",

qui sont valables pour z suffisamment petit. Pour le moment ce fait
nous suffit. TLes conditions de convergence seront données dans un appen-
dice & la fin de cette note. En prenant, dans les deux formules que nous
venons de démontrer, § = o l'une et I'autre se reduit & la formule binbme

(1 + 27 = z (:)z"

v=0

a exposant quelconque, et elles constituent ainsi des généralisations de la
derni¢re formule. Aussi pour 8 = 1 on retrouve cette formule.
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On peut de la méme manitre généraliser le développement de la
valeur principale du logarithme

o

(1 4 2) = 2(~I)

y=1

Posons dans (4) @(2) =1(1x + 2) et f(2) = (1 + #2)°, nous aurons la
formule

(13) (1 4+ 2= i: 5 (Vf__:) v, v=2z(1 + 2)7F,

v=1

z ayant toujours une valeur absolue suffisamment petite.
Remarquons encore deux autres formules qui se déduisent de (11) et
(12), en prenant a = n@ et en multipliant les deux membres par v":

(14) 2 ((”+y )v"*“, n>o,l

ot ) v =2(1 + 27,

z<n+v)ﬂ> n>o,

n étant un entier.

On remarquera l’analogie parfaite qui existe entre les formules (6)
et (11), (7) et (12), (8) et (14), (9) et (15). Cette analogie s'étend aux
identités algébriques qu’'on peut en déduire.

Développons des deux membres de l'identité (1 4 2)*+* = (1 4 2)*(1 4 2)°
en séries entitres de v d'aprés la formule (11), on trouve en égalant les
coefficients de v" dans les deux membres,

00 () =R e (U

)

ou en remplacant b par b — np

wow  CEEEE(TY) =2 ()R (T,

ce qui constitue une relation entre les coefficients du bindme. La for-
mule symétrique (16) peut étre regardée comme étant une généralisation
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du »bindme de Vandermonde» ~exactement de la méme maniére que la
formule symétrique (10) constitue une généralisation du binéme de NEwTON
a exposant positif et entier.

De T'identité

B
I———ﬂ # l-—ﬂ~—€—
142 142z

et des formules (11) et (12) on déduit pareillement 1'identité algébrique

SRS = (G| ]

ou

n

" ()= Zarw (A0,

formule qui est analogue i l'identité .d’ABEL (1).
Les formules (16 bis) et (17) sont dues & M. L. G. HAGEN en ce
sens qu’elles sont comprises dans la formule

Gt 1) - B ()

y=0

quil ' donne ‘sans démonstration.’ D’autre part la formule ci-dessus peut
étre “déduite des deux formules (16 bis) et (17), qui sont trés générales.
Presque toutes les relations connues entre les coefficients du bindéme s'en
déduisent.

3. De la formule (17) nous allons déduire une formule trés curieuse.
Il s’agit de développer la somme

(a,b,n)=i(at"ﬂ><l;—_?’f)

v=0

! Synopsis der hoheren Mathematik, t. I, p. 67, formule C. 17 (1891).
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d’aprés les puissances entitres de [. Voici comment nous procédons,
La formule (17) peut s'écrire

ol G B [t

= (a, b, n) —ﬂg (a _V_HIL Uﬂ><bn:vf>

~ e n =S (TR )

ou

b
(a,b,n) —pla—1+p,b—pn—1= ("17),
et par suite

Bla—i+B,b—p,n—1) —pa—2+428,b—28,n—2)=p (a+b—l>,

n—I

l

n—2

fla—2428,b—28,n—2)—Fla—s3-+3,0—3p,n—3)=F("1"77),

BFa—m—1)1—p,b— n—1)p, 1) —pr =g <a + b—I—ﬂ + I‘)’

g = (")

En sommant on trouve Ja formule nouvelle et élégante

> /o + vB\ /b — 3 _ . a+b——u>
(18) ;( v )(n—-V>_;( n—v )P
qui exprime le résultat cherché.
Dans le cas olt @ + & = p, p étant un entier positif ou nul et plus

petit que #, on peut trouver la somme dans le deuxiéme membre. On a
en effet

<p—v>=(p—-v)(p~v——1)...(p——n+ x)= (— l),,_v<n—p—1)

n—vy 'n—u n—uv

Acta mathematica. 26, Imprimé le 6 podt 1902, 40
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et par suite

Y (2= (—

v=0 v=0

n

—or (")

= (=Y (T ) ==

d’ou la formule

1) X (ENEL ) == o<p<n

= 14 ”n—vy

Dans le cas ol p = » on trouve directement

i (a + uﬂ\’<n—a~vﬂ> _ 11—
e v o/ n-—y 1—p8

4. Les identités (1), (10), (16), (17), (18) et (19) que nous avons
démontré plus haut ne sont que des cas particuliers des relations plus
générales que nous allons maintenant développer.

Remarquons d’'abord que les formules (6), (7), (11) et (12) doivent
se réduire 2 des identités quand on développe leurs deux membres suivant
les puissances de z.

Cela posé, soit £ une opération fonctionnelle, distributive et commuta-
tive avec une constante ou, en d'autres termes, soit

Q. (ad + bB) = aQ4 + bQB,

ou a,b désignent des constantes, A, B des fonctions de la variable = par
rapport a laquelle P'opération est effectuée. On sait qu'on peut effectuer
des calculs avec des polyndmes en £, ayant des coefficients constants,
exactement comme si les symboles & étaient des véritables quantités,
pourvu que ces polyndmes portent sur des fonctions de «.

Or on peut faire de plus. Soit 4 une fonction entiére et rationnelle
de z ot soit @ telle que QA est d'un degré moins élevée que 4, et
£a = 0. Sous ces conditions on peut substituer £ dans des séries enticres
et effectuer tous les calculs avec ces opérafewrs comme si £ était une
quantité (suffisamment petite), les opérations portant sur une fonction 4.
Car dans ce cas on peut regarder les séries entieres comme des polyndmes
de degrés fixes mais suffisamment élevés.
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I/opération A, définie par l'équation A¢(z) = ¢(xz + 1) — ¢(z) est
d
une telle £, F i D, est une autre.

De lidentité symbolique
e+ 1) = (1 + A). ¢(2)

on déduit cette autre
pl@+n) = (1 + A) . ¢(x)

ou, en développant, I'identité ordinaire

po+m =3 (") ay().

y=0

Dans le cas ou ¢(z) est une fonction entitre et rationnelle, ce que
nous supposons dans la suite, nous pouvons écrire l'identité ci-dessus de
la manpiere suivante

oo+ =Y (%) a%p(a),

v=0

p étant le degré de ¢(x). Comme les deux membres sont des polyndmes
en n qui sont égaux pour » = 1, 2, ..., nous pourrons remplacer n par
une quantité quelconque a. De cette manitre nous avons démontré la
formule connue

plo+a) =3 (4) Aple) = 3 (1) Arpl)

y=9 y=0

ou en forme symbolique
px + a) = (1 + A)*. p(x).

En développant les deux membres d’aprés les puissances entitres de «
et en comparant les coefficients de a«, ce qui est parfaitement rigoureux,
on aura la formule symbolique

¢'(@) = Dp(x) =11 + A). ¢(x).

Aprés ces préliminaires nous allons développer les relations mention-
nées plus haut.
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Substituons (1 + A) a z dans la formule (6), en laissant les deux
membres se porter sur ¢(x), on trouve la formule symbolique

(1 4 Ay p(a) = Y LT i 4 A) . p(a)

Iv
v=0 —

ou en forme ordinaire

o@ + o) = Zﬁ(.a__'*ﬂ:’p(v)(x_ vh).

v=0 {_U

Cest la formule d’ABEL dans un des cas ou elle est rigoureuse.
Remarquons que nous avons omis le co au-dessus de la signe de somma-
tion pour indiquer que la série est finie et doit étre continude jusqu'a ce
que les termes deviennent zéro.

Faisons maintenant la méme substitution dans la formule (7), nous
aurons

(ii%- o(x) = ((1 + AP + (1 + AD + (1 + Ay D* + ..) . ¢(2)

(@ + vBy

14

D+ A7 p(x)

v=0 l

ou en forme ordinaire

(20) 9@ + o) + B¢’ (@ + @) + F¢"(@ + @) + Z +“”)“ (% — ).

La formule nouvelle que nous venons de démontrer peut du reste
étre déduite de la formule analogue d’ABEL par un calcul facile.
Remplacons, dans la formule (11), 2 par A, nous aurons

(14 AF.p@) =Y o (“ 1) A+ A g ()

v=oa+uﬂ v
ou
(21) o(x + a) = Z 6_‘___;_”&<a -i; vﬂ) A’g(z — vp)

formule d’interpolation trés remarquable, qui n'a pas été signalée jusquiici

que dans quelques cas trés particuliers <ﬂ =1, 2, etc)
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De la formule (12) on déduit de la méme maniére
— T8 (@)= (1 4+ AP +FA(1 4+ Ay AN 14 AP ) p(2)

_ (@4 A
~i1—G—va "

= ((C+ AT+ (B= DA+ AP 4+ (B—1)AY (1 + A) ) ¢ (o)

=Y (“tF)at + oy g(@)

v=0

ou en forme ordinaire

( 0@+ o)+ pAp@+a—1)+ BA%0(@ +a—2)+ ...
=p@t+at1)+(f—1)A¢@tat1)+(f—1) A% @ +at1)+...

(22)
I= z (a -*; Vﬂ) Aoz — vp).

v=0

Signalons encore la formule

(23) ¢'(2) = ;: (”f_—,l) A'p@ —p),

qui se déduit de méme de (13).

Les formules ci-dessus me semblent aussi remarquables.

On voit immédiatement que les identités précédemment données ne
sont que des cas particuliers des formules générales que nous venons de
démontrer. Peut-étre reviendrons-nous un jour sur ces formules en exami-
nant sous quelles conditions elles sont valables pour d’autres fonctions ¢(x)
que des polyndmes.

Remarques sur la convergence de la série (12). La recherche du rayon
L. . a + y §
de convergence de la série entiére z< ) g )’0’ tombe un peu en dehors

des cadres de cette note. Comme les démonstrations sont assez longues
je me contente d’énoncer les résultats qui ne me semblent pas dépourvus
d’interét.



318 J. L. W. V. Jensen.

Soit pour plus de simplicité 4, = (a t w8 ), oll a, f sont des quan-

tités complexes quelconques. Nous omettons pourtant les cas f==0, 1
qui sont banales.

1°. B— 1 west pas réelle et négative. Le quotient 4,: 4,;, tend,

P . o — st .
pour n Infinie, vers une limite définie @ ?ﬁ-)——, ou les puissances ont
i
. L1y [(B—nt
leurs valeurs principales. Donc le rayon de convergence est égal a (8 3 ﬁ)— ,

et le point singulier de la série le plus proche de zéro est égal a
_(@—r1f
="
pour la premiére fois par M. FaBry).

2° B — 1 est réelle et négative. Le quotient A4,: 4,,, ne tend pas
vers une limite. Si B est rationnelle Je quotient oscille ente g limites
différentes, ¢ étant le dénominateur de B. Deux cas sont maintenant a
distinguer.

v (d'aprés le théoréme de M. LEecornu, précisé et démontré

a) f est négative. La limite de \/—lf , pour n infinie, existe et a la
— )-8 :
valeur %, qui est le rayon de convergence.

b) f est positive. La limite ci-dessus n'existe pas. Le rayon de con-
) 1 I
vergence est é a lm|—|=-+——— u nous ons employé la
g égal a o g © s av ploy¢é
n=1c0 \/ n !
notation de M. PriNGsHEIM pour indiquer »la limite inférieure pour n
infinie».




