
307 

SUR UNE IDENTITi~ D'ABEL ET SUR D'AUTRES FORMULES ANALOGUES 

P A R  

J. L. W. V. J E N S E N  
k C O P E N H A G U E ,  

ABEL 1 a d~montr~ l 'extension suivante de la formule du binbme 

( ') 
P=0 

Dans une note ~ la mdmoire d'ABEL, LI~ ~ a dit  que la formule (t) n 'est  

qu 'un  cas sp6cial d 'une formule donnde autdrieurement par CxucHY. 3 Voiei 

la formule ~ laquelle se rapporf~ robservation de LIE 

(2) (x + a + ,~)"--(z + n) n ~ (n)(  __~)._,.__~(~ 
= 

~Z v=O Y 

oh nous avons seulement chang~ les noms des variables. On voit aisdment 

que la formule de CAUCHY se d~duit de celle d'ABEL en prenant  dans la 

derni~re /9 - - - - - -  I et en rempla~ant x par x - 4 - n .  L'assertion de LIE 

n'est donc pas bien fondde, car c'est la formule (l) qui a la forme la 

plus gGndrale. Du  reste on peut  dGduire celle-ci de la formule (2) en 

faisant dans la derni~re les substitutions 

[ I 
i ~ t r a t i t m  d'une expression de laquelle la formule bindme est urt cas parti- 

culier. Journal  fiir die Mathemat ik ,  t. i, p. I59 (1826)= Oeuvres completes 
(l'Gdition de SYLow et Lm), f~ I, p. 1o2. 

2 Oeuvres d'ABEL, rGdition citGe, t. II, p. 294. 
3 Exercices de MathGmatiques, I ~re ann~, p. 53, formule (36), (1825). 
A ~  m~iumug~a. 26. Imprim~ le 7 aofit 1902. 
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La dtmonstration d'ABEL qui se r6duit ~ une induction complete ~ 
ne laisse pas entrevoir la m~thode qu'a suivi l'illustre ggom~tre pour 
trouver sa formule. C'est dans une m~moire posthume ~ que l'on trouve 
l'origine de la formule (1). Le probl~me qu'A~EL se pose est de d~velopper 

d ~ 
la fonction F(x ~ a) en termes de la forme ~ F (x ~-nil) et il le r~duit, 

par des m~thodes d'une grande port,e, ~ celui de >>dgvelopper e ~ suivant 
les puissances de ve~,.:  II trouve ainsi la formute 

,~ dq, (~ + fl) ~ (,~ -- 2fi)d~,(x + z~) + 
(3) + l _  dx' ' "  

= ,o~ + 

de laquelle ]a formule (I) est un cas sp6cial. La m6thode d'ABEL est 
loin d'etre lqgoureuse, et c'est sans donte pour cette raison qu'il n'a pas 
publi~ le mdmoire cit~,: ~ en dormant seulement un des r~sultats stirs qu'i~ 
avait trouv~. 

Quant ~ la formule (3) I-IALPHEN ~ a donn~ les conditions ndcessaires 
e t  suffisantes pour qu'elle soit exacte, en montrant en m~me temps qu'elle 
peut souvent conduire ~t des rdsultats inexacts. 

Nous ~tudierons, dans cette note,, quelques sgries qui sont intimement 
li6es h la s d'ABEL (I) et h d'autres :formules analogues, qui seront 
6tablies dans la suite. 

I. Soit d'abord z une variable complexe, et soient ~(z) et (, "f(z)) 
des fonctions holomorphes dans les environs de z = o, o n  sait par la 
thdorie de l'inversion des s~ries qu'on peut d~velopper ~ ( z ) e n  sdrie enti~re 
de (z:f(z))  pour z suffisamment petite. En se servant de la s~rie de 
LAGRANGE o n  trouve, comme il est bien connu, 

(4) 
I r dr-1 . "1 / Z \ v 

' P o u r  une autre d~monstration du m~me genre, mais plus ~l~mentaire, voir:  

M, E. NETTO, L e h r b u e h  d e r  C o m b i n a t o r i k ,  p. 52 (19oI) ,  

Sur les fonctions gdndratrices et leurs ddtermfnantes. O e u v r e s ,  t. I I ,  p. 72, probl. IV. 

8 Sur une sdrie d'Abel. B u l l e t i n  de. l a  s o e i ~ t 6  m a t h ~ m a t i q u e ,  t. X, p. 67, 

et C o m p t e s  R e n d u s ,  t. 93, I x xoo3 (188i) .  
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L'autre forme de la s6rie de LAGRANGE'  nous donne de mgme 
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f ' ( , )  I~ Ld~'(f(z)YC)(z) t ~  " 
, __~?~_) . _ , = o  

Prenons maintenant (/)(z) ~ e ~', f ( z )  = e~', u = ze -#', a et /~ dtant 
des constantes quelconques, nous aurons les ddveloppements suivants 

(6) 

et 

a ~ a(a + 2fl)'z,e_2#, 
e"'=-- ,=o a(a +~;~)'-' u~ ~ I -[" ~ ze-# i: z "4" . . .  

e~" - -  (~ + ~#) u" (a + (a + #) z~e_V, 
(7) t - - f l z  ,=o IZ ---- ' + IJ fl) ze-#Z }- Iz__ + ' ' "  

vulables pour z et u suffisamment petites. De ces formules la premiere (6) 
est bien c0nnue, et on sait que la sdrie au deuxi~me membre eon- 
ver e I#"1<  ou ,. On que l' g lit  
entre les deux membres n'est assurde que si la condition suppl~mentaire 
I# 1 < ,  L~ formule (7) est moins connue ' ;  ses conditions 
d'existence sent les mgmes que celles pour la formule (6). 

Signalons ineidemment les deux autres formules que voiei: 

(s) 

et 

(9) 

+ f )  Yu.+,  Z" ~ t@(~ v--I 

,=o I ~_ �9 , 

n > O ,  

u = ze - ~ .  

z" __ ~ (n ~;)~/~u.+~ ' n > O ,  
I -- ~Z v=O 

On les ddduit des formules (6) et (7) en prenant dans celles-ci a = n f l  
et en multipfiant les deux membres par u", n 6rant un entier. 

Revenons maintenant it la formule (6). En posant respectivement 
a = a et a -  b et en multipliant les deux formtfles qui en rfisultent 
membre par membre on trouve 

u" u ~ ~ 
,=o ~ ( a  -I- b)(a -I- b .a t- v/~) "-1 ~-~ ~ ~a(a_ -I- v/~)'-'. ~,=o ~ b ( b  "F ,fl),-1. 

Voir G. I-I'ERMITE. Cours profess6 pendant le 2 e s6mestre, I 8 8 t - - 8 2 ,  19 ~me le~n. 
Elle est peut-~tre nouvelle, quoique il me semble peu probable qu'une formule 

aussi 616gante soit 6ehapp6e ~ rattention des g6om6tres. 
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En eomparant lea coefficients de u ~ dans les deux membres, nous 
a u r o n s  

(IO) (a "4- b)(a + 5-4- n?) ' - '  = ~ ( n ) a ( a  + y?)~-lb(b "4" (n--~)tq) =-~-1, 
Y~O 

qui est une nouvelle forme sym&rique de l'identitd d'ABEL. I1 est m~me 
aisd d'en ddduire la formule (I) par un calcul facile. 

De l'identitd 
e(a + b)z ebz ~az 
i i - - B z  

on deduit de la mgme manibre en employant les formules (6) et (7), 

v = 0  

qui se rgduit : la formule (1) quand on prend a ~ a ,  b + n f l : x  et 
puts dehange /~ en - - / 9 .  

2. Ces rdsultats nous engagent de faire d'autres substitutions dans 
les formules (4) et (5). Posons ~(z)----(I  + z )  a et f ( z ) : ( I  -t-z) ~, a et 
fl &ant des constantes quelconques et les puissances ayant toujours leurs 
valeurs principales, nous aurons les formules 

et 

- -  ~ �9 V V, 

a ~  I --  (B-- I)z 
I k* 

v = z ( i  + 

qui sont valables pour z suffisamment petit. Pour le moment ce fair 
nous suffit. Les conditions de convergence seront donndes dans un appen- 
dice ~ la fin de cette note. En  prenant, dans les deux formules que nous 
venous de ddmontrer, fl ~ o l 'une et l 'autre se reduit ~ la formule binSme 

t t = 0  

exposant quelconque, et elles constituent ainsi des gdndralisations de la 
dernibre formule. Aussi pour fl =- t on retrouve cette formule. 
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On peut de la mgme mani~re g6n~raliser le d~veloppement de la 
valeur principale du logarithme 

vml 

Posons dans (4) $(z) ----/(I 3 t- z) e t  f ( z )  = (, + z) ~, nous aurons la 
formule 

~ = l ~ \ v - - , / v '  v = z ( i  + z)-P, 

z ayant toujours une valeur absolue suffisamment petite. 
Remarquons encore deux autres formules qui se d6duisent de (l ,) et 

(l 2), en prenant a = nfl et en multipliant les deux membres par v': 

v=On~Y V 
et 

t - f l - - L - -  z , = o  

I - I -z  

n > O ,  

n ~ o ,  
v = z(x + z)-~,  

n 6tan, un entier. 
On remarquera l'analogie parfaite qui existe entre les formules (6) 

et (,~), (7) et (~2), (8) et ( '4) ,  (9) et (tS). Cette analogie s'dtend aux 
identit6s alg6briques qu'on peut en d6duire. 

D@eloppons des deux membres de l'identit6 (, -4-z) a+b • (z -4-z)a(' + z) b 
en s6ries enti~res de v d'apr~s la formule (l l), on trouve en dgalant les 
coefficients de v ~ dans les deux membres, 

a + b + n~ n -~ a + v~ b + ( n - - v )  n - - v  ] '  

ou en remplagant b par b -  nfl 

(z 6 bis) 
a a b - -  nj~ (b - -  v/~ 

ce qui constitue une relation entre les coefficients du binSme. La for- 
mule sym6trique (! 6) peut ~tre regardde eomme 6tan, une g6n6ralisation 
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du ,binSme de Vandermonde, exacfement de l a  mgme mani~re que la 
formule sym6trique (x o) eonsL4tue une g6ndralisation du binbme de N~wToN 

exposant positif et entTier. 
De l'identit6 

(i+z).+b = ( t  +z)" ([ +z)b 
Z z 

- -  [ - - ~ I  ~ - - B x  + z + 5  

et des formules ( i i )  et ([2) on d~duit pareillement l'identit6 algdbrique 

_ o (o+ 
p 

O U  

formule qui es~ analogue h l'idenL-it~ ,d'ABEL Ix). 
Les formules (I6 bis) et ( [ 7 ) s o n t  dues h M. I .  G. HAQm~ en ce 

sens qu'elles sont comprises dans la formule 

n 

a ( p T q - - n d )  T b n q ( p T q )  ~o 
(p  + q ) ( p - - n d ) q  n ---- = (q + dtJ)(p - -  d~) + \ n - -  v / '  

qu'il ~ donne ~Sans d6monstration. ~ D'autre part la formule ci-dessus peut 
gtre ddduite des deux forinUles (i 6 his) et (x 7), qui sont tr~s g6n6rales. 
Presque routes les relations connues entre les coefficients du binbme s'en 
d6duisent. 

3. De la formule (x 7) nous allons ddduire une formule tr~s curieuse. 
I1 s'agit de d6velopper la somme 

v = 0  

S y n o p s i s  de r  h ~ h e r e n  M a t h e m a t i k ,  t. I, p. 67 , formule O. 17 (189I). 
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d'apr~s les puissances enti~res de /~. Voici comment nous proc~dons. 
La formule (I7) peut s'dcrire 

'r~ v=O v = l  

n--1 

= (a , b , n ) _ _ ~  Z ( a - - ,  T~ fl -b ufl)(b--[~--~t~)kn__ I - - ~ /  
V~O 

oll 

(a,  b ,  n) 

et par suite 

f l  (a  - -  ~ + f l ,  b - -  f l ,  ,~ - -  ~ ) 

- - / ~ ( a - -  i -~-]~, b - - f l ,  n - -  i ) =  
a + b),  

wo / \ n - - v /  

qui exprime le rdsultat cherch& 

En sommant on trouve la formule nouvelle et dldgante 

n - - Y  

Dans le css off a -[- b ~ p,  p giant un entier positif ou nul et plus 
petit que n, on peut trouver la somme dans le deuxi~me membre. On a 
en effet 

( p - - y ~  ---~ (p - -  y ) ( p - - y - -  I ) . . .  ( p - - n  -[- I) 
\n I n - - Y  

Aela mathematica. 26, Impr im{ i  IB 6 pofi t  1,~ 

('-'.-: ')n_ 
40 

fl- 

: -~(a- -  (,~-- i)(, --~), 

- : ( . - 2 +  2p, b--~, n--~)=~ (a+b- i) 

f 1 2 ( a - -  2 -t- 2f l ,  b - -  2f l ,  n - -  ~) - fl~(a - -  3 -t- 3 f l ,  b - -  3f l ,  n - -  3)-----fl'( a +b- 2). n--2  
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et par suite 

V =O  Y=O 

d'oh lu formule 
v = O  

p - - -  a - -  

(I9) ~ ( a ~ u ~ ) t  n _ _ v u f l ) = / ~ P + ' ( f l - - I )  "-p-',  

Duns le eas oh p-----n on trouve direetement 

o p<n. 

v ~ O  

4. Les identit6s (~), (~o), (16), (i7) , (I8) ef (I9) que nous uvons 
d6montr6 plus hunt ne sont que des cas purticuliers des relations plus 
gdndrules que nous allons maintenunt d&elopper. 

Remarquons d'abord que los formules (6), (7), ( i , )  et (I2) doivent 
se rdduire ~ des identit6s quand on ddveloppe leurs deux membres suivant 

los puissances de z. 
Cola pos6, soit ~ une op&ation fonctionnelle, distributive et commuta- 

tive avec une constanle ou, on d'autres termes, soit 

9.. (aA -I- bB) = aP.A q- bP.B, 

oh a ,  b dgsignent des constantes, A,  B des fonctions de la variable x par 
rapport a laquelle l'op6ration est effeetu~e. On suit qu'on pout effectuer 
des caleuls avec des polyn6mes en ~,  uyant des coefficients constants, 
exactement comme si los symboles B fitaien~ des v~ritables quuntit&, 
pourvu que cos polyn6mes portent sur des fonctions de x. 

Or on pout faire de plus. Soit A une fonction entibre et rationnelle 
de x et soit $2 telle que [2A est d 'un degr6 moins dlevde que A, et 
~ta = o. Sous cos conditions on peut substituer ~ duns des s6ries entiSres 
et effectuer tous los calculs avec ces op&aleurs comme si ~2 6tait une 
quuntit~ (suffisamment petite), les operations porta~nt sur une fonction A. 
Car da~s ce cas on peut regarder les sgries enti~res comme des polyn6mes 
de degr6s fixes mais suffisamment ~levds. 
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L'opdration 4 ,  ddfinie par l 'dquation A ~ ( x ) =  ~(x A- t ) -  ~(x) est 
d 

une telle B, d-~ = D.  est une autre. 

De l 'identit~ symbolique 

r + ~) = (, + 4 ) .  r 

on d~duit cette autre 

~(x + n) = (x + 4 ) ' .  ~(z) 

ou, en ddveloppant, l ' identitd ordinaire 

Dans le cas oh ~,(x) est une fonction enti~re et rationnelle, ce que 

nous supposons dans la suite, nous pouvons dcrire l ' identitd ci-dessus de 

la mani~re suivan~e 

p dtant le degrd de ~(x) .  Comme les deux membres sont des polynbmes 

en n qui sont dgaux pour  n = i , 2,  . . . ,  nous pourrons remplacer n par 

une quantit~ quelconque a. De cette mani~re nous avons d~montr~ la 

formule eonnue 
P 

Y=O 

ou en forme symbolique 

~(z + ~) = (i + ~ ) ' .  ~(x). 

En ddveloppant les deux membres d'apr~s les puissances entibres de a 

et en comparant  les coefficients de a, ce qui est parfai tement  rigoureux, 

on aura la formule symbohque 

r = De(x )  = l(, + 4 ) .  r  

Apr~s ces pr6liminaires nous allons d6velopper les relations mention- 

n6es plus haut. 
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Substituons l(I  -1- A)  ~t z dans la formule (6), en laissant les deux 
membres se porter sur ~(x),  on trouve la formule symbolique 

ou en forme ordinaire 

v=o i_ ~ ~ ( " ( * -  ~fl) 

C'est la formule d'ABEL dans un des cas off elle est rigoureuse. 
Remarquons que nous avons omis le cx9 au-dessus de la signe de somma- 
tion pour indiquer que la s6rie est finie et doit 8tre continude jusqu'h ce 
que les termes deviennent zdro. 

Faisons maintenant la m~me substitution dans la formule (7), nous 
aurons 

(~ + A) ~ 
, _ ~ , .  ~ ( x ) :  ((, + A)~ + fl(i + Z~)~D + fl~(, + Z, )~ ,  ' + . . . ) .  r  

ou en forme ordinaire 

(~o) ~,(x + ~) + fl~,,(~ + ~) + fl'~,,,(,~ + ~) + ... = ~ (~ ~,(,,(x-~fl). 
v = O  - -  

La formule nouvelle que nous venons de ddmontrer peut du reste 
8tre ddduite de la formule analogue d'ABEL par un calcul facile. 

Remplagons, dans la formule (I I), z par A nous aurons 

OU 

(2') 

(I -3 t- A) a. ~(X) = ~ a 4Yfl AV( I "4- A) -vB. ~(X) 
v=0 

formule d'interpolation tr~s remarquable, qui n'a pas &d signalde jusqu'ici 

(B ' ) que dans quelques cas tr~s particuliers = I ,  ~, e f t . .  
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De la formule (I2) on ddduit de la m~me mani~re 
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(t + A )  ~ 

i - - f i  A 
t + A  

.~(X) = ((I "4- A) a q I- f l h ( I  J[- A) a-I -3 I- f l2i2(I  -4- i ) a -2J f - ' " ) ' ~ (x )  

(I + A) ~+1 
i - -  ( f l - -  I ) A "  

= ((I ~t_ A) a~l "4- ( f l - -  I )A( I  -31- A) a+' -~- ( f l ~  I)~A2(I -31- i ) a + ' ~  - .. .).~(X) 

~ (6t-~y V~> i v ( i  _1_ i)_vfl " ~(X) 

ou en forme ordinaire 

( 2 2 )  ~ ( X "JI- ~ "Jf- I ) "-~ ( f l  - -  I ) A ~ ( x "4" (X "4- I ) "~- ( f l  - -  I ) ~ A 2 ~ ( x "4- ~ "31- I ) "31- " " " 

Signalons encore la formule 

(23) 
v=l 

qui se ddduit de mdme de (I3). 
:Les formules ci-dessus me semblent aussi remarquables. 

On volt imm6diatement que les identit6s pr6c6demment donn6es ne 

sont que des cas particuliers des formules gdndrales que nous venons de 
ddmontrer. Peut-~tre reviendrons-nous un jour sur ces formules en exami- 

nant  sous quelles conditions elles sont valables pour d'autres fonctions ~(x) 

que des polyn6mes. 

Remarques sur la convergence de la sdrie (I 2). La recherche du rayon 

de convergence de la s~rie enti~re Z (a+ vfl~v~ tombe un pen en dehors \ Y / 

des cadres de cet~e note. Comme les d~monstrations sont assez longues 
je me contente d'dnoncer les rdsultats qui ne me semblent pas ddpourvus 
d'inter~t. 
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pour plus de simplicit6 A~ = /t a +u -e) , oh a , fl sont des quan- 
, , ~  

Soit 

tit6s complexes quelconques. :Nous omettons pourtant les cas /~ ~ o ,  i 
qui sont banales. 

I ~ . f l - - i  n'est pas rddle et ndgative. Le quotient A. :A,+~ tend, 

pour n infinie, vers une limite d6finie (/~--I)z-1 oh les puissances ont 

leurs valeurs prineipales. Done le rayon de convergence est 6gal h , 

et le point singulier de la s6rie le plus proehe de z6ro est egal h 

_ ( f l - ~ ) s - - ,  (d'aprbs le thdorbme de M. L~coIi~u, prdcisd et ddmontr6 v 
q 

pour la premiere fois par M. FhBllY). 
2 ~ . f l - - I  est rdelle et ndgative. Le quotient A, :A.+~ ne tend pas 

vers une limite. Si fl est rationnelle le quotient oseille ente q limites 
diffdrentes, q 6tant le ddnominateur de ft. Deux cas sont maintenant ~t 
distinguer. 

I'l a) fl est n~gative. La limite de ~ , pour n infinie, existe et a la 

valeur (-- N-p ( i - - f l )~-~ '  qui est le rayon de convergence. 

b) fl est positive. La limite ei-dessus n'existe pas. Le rayon de eon- 

est 6 g a l h  l i m [ . ~ . l  ' oh nous avons employ6 la vergence 
. = ~ . ~ ,  ~ fl~ ([ - -  ~)'-~' 

notation de M. PRINGSIIEIM pour indiquer >,la limite inf~rieure pour n 
infinie,. 


