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SUR LES FONDEMENTS DE LA THI 0RIE DES ENSEMBLES 
ET LE PROBLI ME DU CONTINU 

P A R  

J. KONIG. 
~t B U D A P E S T .  

(2too communication.)  

Ces quelques pages se rattachent directement aux d6veloppements que j'ai 

donn~s sous le m~me titre il y a quelques mois (Acta, T. 30 pag 32%) Cependant 

le mode de raisonnement ~ expos6 au paragraphe 3 de mon pr6c6dent article ne 

sera pas utilis6 ici. Je  lui substituerai, pour ~tayer rues vues demeur~es les 

m~mes, une m~thode nouvelle, qui repose essentiellement sur un approfondissement 

et une g6n6ralisation du concept de (,d~finition finie~)i 
Je  ferai pr6c6der cette exposition d 'une seule remarque de principe. Poser 

les fondements de la th6orie des ensembles, c'est exprimer sous forme explicite, 

e'est 15galiser certains fairs qui rel~vent de l 'intuition interne de notre entende- 

merit; en sorte que notre (~pens6e scientifique)) se trouve 6tre elle-m~me objet 

de la pens6e scientifique. Cette parent6 de la th6orie des ensembles avec la 

logique e t l a  doctrine de la connaissance est in61uetable, et elle apparal t  d6js 

dans ]es 61~ments de l'arithm6tique. 

Dans cet ordre d'id6es, la logique alg6brique, er66e ~ l 'imitation des math6- 

matiques, pourra, telle qu'elle est aujourd'hui,  nous rendre des services: n6anmoins, 

elle seule, elle ne nous fera pas triompher des difficult6s du probl~me. Les faits 

et les principes sur lesquels r epose  notre pens6e scientifique doivent ~tre analys6s 

de plus pros qu'ils ne Font encore 6t6, et - -  avant  tout  - -  il est n6cessaire de 

cr6er une discipline, que par analogie avec la <(Physique math6matique)>, je serais 

tent6 d'appe]er: Th6orie de l'6vidence ]ogique. 

Ce ra i sonnement  peut  et  doit  ~tre modifi6 conform6ment  aux nouveaux concepts,  qui 
vont  ~tre trait6s ici. 
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Je me propose de poursuivre  prochainement  rues recherches en ce sens dans  

une  publ icat ion plus d6tail]6e. 

1. Les 6Mments du e o n t i n u  dont  la d~finition est finie forment un ensemble 

d6nombrable que l 'on peut  6crire comme il suit,  su ivant  le type  ~:  

( a l t  , a~2, ata, . . . ,  a l k , . . . ) ]  

(a21, a22, a 2 a , . . . ,  a ~ , , . . . )  

( a h l  , aL-2 , a k a  , . . . ,  a k k  , . . . )  

. . . . . . . .  , . . . ~ 

(i) 

I)ans ce tableau, les aik sont des entiers positifs quelconques, car nous avons  

d6fini le continu comme 6rant l'ensemble des objets 

a t a 2, ..., ak, ...), 

oh ak d~signe un entier positif quelconque. A l'aide du tableau ( I ) , -  appliquant 

un proe6d6 semblable au <(proc~d6 diagonal,) de CA~TOR, c'est-h-dire posant 

a~ ~ akk + d, (II) 

- -  nous pouvons d6finir un nouvel 616merit du continu, soit (al, a2 . . . .  ) = a  (dl, 

oi~ d a une valeur entibre positive d6termin~e. Toutefois la d6finition de a (d) 

ne sera exempte de contradiction qu'~ la condition que a t d )  n e  figure pas dans 

le tableau (I), c'est-s n'ait  pas une d6finition finie. En effet, s i a  Cd) figurait 

dans (I) (par exemple s la n i~me ligne), l'6galit6 (II) ne pourrait pas ~tre satisfaite 

pour k = n ,  puisque l'on devrait avoir s la fois a , = a n ~  et a n = a , n +  d. ]l 

semble done que la d6finition de a (d), d6finition que nous avons 6tablie en nous 

servant d 'un nombre fini de signes, est une d6finition contradictoire, par tant  

impossible. Mais, d'autre part,  il nous est 6galement impossible d'6carter comme 

faux le ((fair,) que nous tirions directement de notre intuition, h savoir qu'h 

l'aide du (,proc6d6 diagonab> nous pouvons r6ellement former un nouvel 616ment 

du continu. Ce paradoxe, si 6trange en apparence, va pr6cis6ment nous per- 

mettre d'approfondir d'une manibre fondamentale les m6thodes logiques qu ' i l '  

eonvient d'employer dans la th6orie des ensembles. Le sens  de la m6thode du 

<,proc~d6 diagonal,> est clair et inattaquable: la contradiction n 'appara l t  que 

lorsque nous cherchons s exprimer ce sens  sous la /orme  d'une d6finition finie. 

C'est 1s ee qui est impossible .  Si nous pouvions, - -  sans en modifier le sens, - -  

changer la forme de notre d6finition, de mani~re qu'elle ne soit plus une d6fini- 
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tion finie, alors nous aurions ~ faire ~ une d~finition v~ritable et non-contra- 

dictoire de l'~l~ment du continu aCa~. Ainsi il nous f a u t , -  et il e n e s t  fr6- 

quemment ainsi; fl en est Mnsi, ~ vrai dire, chaque lois que nous pr~cisons notre 

pens~e scientifique sur quelque point essentiel, - -  il nous faut, dis-je, peffectionner 

notre <,langage~. C'est ~ quoi nous parviendrons de la mani~re suivante. 

A c6t6 des d6finitions finies, nous introduirons des d6finitions que nous appel- 

lerons <~pseudofinies~. Ccs d~finitions s'exprimeront par une infinit~ (d~nombrable) 

de signes (roots, lettres); mais, ~ partir  d 'un certain rang n (n hombre ordinal 

fini), fl n 'y figurera plus qu 'un seul et m~me signe (N.V.). ~ Pour  donner un sens 

(contenu) k ces d~finitions, nous dirons: une d~finition pseudofinie ~quivant, 

comme sens, ~ la d~finition finie que ron  obtiendrait en supprimant tous les  signes 

(N.Y.), c'est-~-dire en se bornant aux n premiers signes. La condition n~eessaire 

et suffisante pour que la suite infinie de signes consid~r~e constitue une d~finition 

logique, est que, sans arbitraire et sans contradiction, la suite finie correspon- 

dante (que nous appellerons Tattle ~rincipale de la d~finition pseudofinie) d~- 

finisse (quant k son sens, non n~cessairement quant  ~ sa forme) un ~l~ment du 

continu. 

Ainsi avee une d~finition finie, on pourra former diff~rentes d~finitions pseu- 

dofinies: il suffira d'adjoindre (N.V.) un hombre de lois ~gal ~ to, to + ~, to + 2 . . . .  

en g~n~ral ~ a, en d~signant par ~ u n  nombre quelconque de ]a seconde classe 

de nombres Z(~0). 

2. D'apr~s ce qui precede, il existe des ~l~ments du contiml qui, par  la 

partie principale de leur d~finition, sent sans doute enti~rement d~termin~s, 

mais dent  la d~finition cependant ne se d6gage de route contradiction que lors- 

qu'on adjoint k la partie principale time (H) le signe (N.V) r~p6t~ to lois. La 

d6finition d 'un tel ~16ment sera parfaitement repr~sent~e par l'image H(N.V.) ~. 
Mais il faut soigneusement distinguer cette image de la d6finition proprement 

dire: car cette derni~re, pour ~tre formellement exempte de contradiction, doit 

comprendre une infinit~ de signes. L'ensemble des ~l~ments du continu dent  la 

d~finition est donn~e par une image telle que H(N.V.) ~, - -  en y comprenant 
m~me tous les 616ments ~ d~finition finie, - -  formera un ensemble d~nombrable: 

en effet, ~ deux ~16ments diff6rents correspondent n6cessairement des parties 

principales diff~rentes, et celles-ci constituent un ensemble d6nombrable. 

L'ensemble d6nombrable d'61~mentsjdu continu que nous obtenons ainsi, m 

e n  y comprenant les ~l~ments ~ d~finition finie, - -  sera repr6sent6, suivant le 

i (N.Y.) ** ne varietur. 
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type to, par les parties principales s d6finition finie de ces 614ments. 

cet ensemble de type r que nous 6crirons explicitement sans le forme. 

(bH, bn, bla, . . . ,  blk, . . . )  ] 

(b21, bn, b23 . . . .  , b2k, . . . )  

(bkl, bk2, bk3 . . . . .  b k k , . . . )  

Mais, 

(in) 

nous pouvons de nouveau appliquer le <~proc~d4 diagonab. La loi 

bk = bkk + d, 

nous donne de (bl, b z , . . . ) =  b Id) une d6finition qui, ~ son tour, est contradietoire 

dans sa forme, puisqu'elle est finie. Mais, cette fois, nous ne pouvons plus lever 

le contradiction en introduisant le signe (N.V.) r6p6t6 co fois: car, sous cette 

nouvelle forme encore, la d6finition figure dans lc tableau (III) ~ un certain 

rang n,  de sorte que la condition b , = b , n +  d ne saurait ~tre remplie. Si 

cependant nous introduisons co + I signes (N.V.) ou davantage, nous obtenons 

une d6finition exempte de contradiction. En proc6dant de la m~me mani~re, on 

formerait des suites finies qui ne constitueraient des d4finitions exemptes de 

contradiction qu'apr~s adjonction du signe (N.V.) co + 2 ou to + 3, etc. fois r4p6t6. 

Soit alors a le plus petit nombre de la seconde elasse de nombres qui jouisse 

de cette propri6t6 qu'une suite finie donn4e de symboles, H constitue une d6fi- 

nition non-contradictoire lorsqu'on lui adjoint a" /ois (N.V.): nous dirons que 

H est de rang a. La d4finition pseudofinie ainsi d4termin6e sera repr4sent6e par 

H(N.V.)~. 

Ici encore, bien entendu, cette repr4sentation ne dolt pas ~tre prise pour une 

d4finition (]a definition devrait comprendre une infinit6 de signes): il ne faut  y 

voir qu'une image caract4ristique de la d4finition. Lorsque ~ un nombre a cor- 

respond, comme il a 6t4 dit, une partie principale H,  nous dirons que a est de 

?remi~re esp~ce. Il en sera ainsi si 

H(N.V.) ~ 

est l'image d'une d6finition pseudofinie non-contradictoire, tandis que, pour tout  

r162 inf6rieur K a, 

H(N.V.)~' 

pr~sente encore une contradiction formelle. 
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3. Les considerations qui pr6c~dent nous conduisent finalement ~ ce r~- 
sultat que, si l'on ~ ~tait en droit de regarder la deuxi~me c]asse de hombres comme 

un ensemble, c'est ~ dire comme un compos6 d'616ments parfaitement s6par6s et 

distingu6s, cet ensemble serait d6nombrable. Nous d~montrons en effet que, si 

l 'hypoth~se &air admise: d 'une part, les nombres de premiere esp~ce seraient 

d~nombrables; d 'autre part, tout  nombre de la deuxi6me classe serait de pre- 

miere esp~ce. 

De fair, l 'ensemble des suites finies de signes telles que H est d6nombrable, 

et il e n e s t  de m~me, par suite, de l 'ensemble des nombres de premiere esp~ce, 

puisqu's des ~ diff6rents correspondent par d6finition des H diff6rents. 

Supposons d'autre par t  que les hombres de la seconde classe n e s o i e n t  pas 

tous de premiere espbce: il existerait alors n~cessairement un premier a0, plus 

petit  que t o u s l e s  autres, qui ne serait pas de premibre esp~ce, tandis que co, 

r i ,  etc. seraient de premiere espbce. Mais ceci conduit s une contradiction. 

En effct, les suites finies de signes don~ le rang est un nombre de la deuxi~me 

elasse, sent d6nombrables, puisque l'ensemble de routes les suites finies de signes 

est lui-m~me d6nombrable: nous pouvons done les d6signer, suivant le type  to, 

par H~, H 2 , . . .  Soient ~1, a2 . . . .  les rangs correspondants. Les d6finitions 

pseudofinies 

H, (N.V.) ~, , H2 (N.V.) ',2 , (IV) 

d6finiront respectivement les 616ments du continu 

'aT?':::' ! 
(al l ,  a~,' . . .) ] (IV') 

Appliquant h (IV') le (,proc6d6 diagonab), 

ak ~-akk + dr 

et d6signant par H0 l'6nonc6 de ce proc6d6, nous voyons que la d6finition. 

Ho(N.V.) ~o 

sera exempte de contradiction, puisque, p a r  hypoth~se, (IV) ne eontient auc~ne 

d6finition de la forme Ho(N.V.) ~~ Tout al inf6rieur ~ ao figure dans le tableau 

(IV) et ,  d~s lors, la d6finition Ho(N.V.)~ est eontradictoire. I1 en r6sulte que H ,  

est de rang ao, c'est ~ dire que le nombre ordinal transfini ao est de premiere 

espbce. Ainsi nous sommes bien conduits ~ une contradiction si nous supposons 
que la seconde classe de nombres eomprend des nombres de seeondo esp~ee. 


