
VERALLGEMEIblERUNG EIIqES MITTELWERTSATZES V0bl 
J. FAVARD FOR POSITIVE KONKAVE FUNKTIONEN. 

V o ~  

L. BERWALD 1. 

E i n l e i t u n g .  

1. Nuch J. L. W. V. JE~SE~ 2 heisst eine Funktion f(x), die fiir je zwei Ar- 

gumentwerte x (~), x (~) uus ihrem Definitionsintervall der Ungleichung 

[ f ( x  <',) + f ( x ( u ) ) ] ,  b e z w .  ~ - [ . f ( x  (l)) + / ( x ( - ~ ) ) ]  
2 2 2 

ko~vex bezw. 

I .  l )  

geniigt, ko~kav. J. F A V A R D  3 hat vor einigen Jahren fiir positive 

konkuve Funktionen folgenden Mittelwertsatz ausgesprochen: 

I n  a <= x <= b set f ( x )  ~ o, ko~kav, stetig 4, ~dcht ide~tisch ~V, ll, uJ~d 

lJ 

(l 

i n  1939, BERWALD lost  h i s  pos i t ion  as a professor  of m a t h e m a t i c s  at  t he  G e r m a n  U n i v e r s i t y  of 
P r a g u e  because  he  was  regarded  as a >)non-aryan~). On t he  26th of October,  I941 , he  was  depor ted  

to Lodz (L i t zm ,mns t ad t )  Ghe t to .  The re  he  died in F e b r u a r y  or March,  1942. Before he  lef t  P r ague  
he  h a n d e d  me  live m a n u s c r i p t s  of m a t h e m a t i c a l  papers  wh ich  he had  composed,  b u t  had  no t  been 

able to p u b l i s h  d u r i n g  t he  war.  Two of t he se  m a n u s c r i p t s  are p r in t ed  here.  H. LOWlC, (Prague).  
"- J.  L, W. V. JENSEN, Sur  les fone t ions  convexcs  et les in(;galit6s en t r e  les va l eu r s  m o y e n n e s .  

Aeta  m a t h .  3 ~ (19061, I 7 5 - - I 9 3 .  
8 j .  FAVARD, Sur  les  va leor s  m o y e n n e s .  Bull .  Set. 3 la th .  (2) 57 (I933), 54 - -64 .  Her r  FAV_SRD 

n i m m t  als  I n t e g r a t i o n s i n t e r v a l l  das  In t e rva l l  o ~ x ~ I u n d  sch re ib t  an  Stel le des  I n t e g r a l s  l inks  
1 

in (I. 3": e inen  5 q n i w d e n t e n  Mi t te lwer t ,  in unse r e r  B e z e i c h n u n g s w e i s e  f W (2 :of)dx.  
0 

4 Die S te t igke i t  in a < x < b folgt  au s  den  v o r h e r g e h e n d e n  V o r a u s s e t z u n g e n .  

"2 61491112 Act(~ m(tthematicct. 79 
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Y 

m (y) sei in o <= y <= 2 f  beschrdnkt und uicht abnehmend ~, ~p (y) = f ro  (t) d t (o <<_ y <~ 2f) .  
Dann gilt o 

2 f  b 

(I. 3) --2] tp(y) dy => b - -  ~p(f(x)) dx.  
a 

In  (I. 3) steht das Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn f ( x )  eine ))l)ach- 

funktion yon der HShe 2 ~) ist, d. h. in a <= x <= b den grSssten Weft  2 ] hat und 

aus zwei linearen Stiicken zwischen den Werten f ( a ) = f ( b ) =  o besteht, yon denen 

eines auch fehle~ kann. 

Favard stellt aueh einen entspreehenden Sa~z fiir konkave Funktionen 

mehrerer Veriinderliehen auf und leitet aus beiden Siitzen einige besondere Un- 

gleichungen her. 

Im folgenden wird zuniichst der Mittelwertsatz yon Favard (w I), sodann 

die yon ihm angegebenen Ungleichungen fiir Funktionen einer Veriinderlichen 

(w 2) veraligemeinert. Ferner wird die entsprechende Verallgemeinerung fiir 

konkave Funktionen mehrerer Veriinderlichen abgeleitet und auf besondere Un- 

gleichungen angewendet (w 3). Schliesslich wird ein entsprechender Satz fiir die 

Abschiitzung nach der anderen Seite angegeben. Der Grundgedanke des Beweises 

ist durchwegs der des Beweises yon Favard fiir Funktionen mehrerer Veriinder- 

lichen. 

w I. Siitze fiber positive konkave Funktionen einer Yeritnderlichen. 

2. Wir  beweisen zuniichst folgende Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes 

yon Favard : 

S&tz 1. In a ~ x ~ b sei f (x )  >= o, ko~kav, stetig, nicht identisch Null. In  

o <= y < Y, wo Y him'eichend gross ist, sei q~ (y) monoton im engeren Sinn und stetig. 

Dann hat die Gleichung 

i / (2. I) I I qD(f(x))dx q~(y) dy -- b - -a  
0 a 

genau eine weseutlich positive Nullstelle z~-~l .  

1 [m folqenden wird stets vorausgesetzt, dass die nieht abnehme~Me Otnd ebenso die nichl zu- 

nehmende, bezw. monotone) Funkt ion  im Innern  ihres Definitionsintervalls n ic h t k o n s t a n t ist. 
Andernfalls miissen die Angaben fiber die Giltigkeit des Gleichheitszeichens in den S~tzen dieser  
Arbeit gelindert werden. 
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Welter sei re(y) in o ~=y ~ 3 I  beschrdnkt und monoton, und 

19 

?! 

~,(y) = fro(t)d~(t) 
o 

(o <__ y<=_il) 

wo rechts ein StielOes-Integral steht. Dann gilt 

2 .  2 )  

b 

U - ~  ~' (f(x)) d~, 
0 a 

wenn qD(y) und re(y) gleichsinnig monoton sind und 

(2.3) 
b 

i ~p(y) dy<=~-~aa. ~p(f(x))dx,  

0 a 

u, emz sie ungleichsinnig monoton sind. Das Gleichheitszeichen steht in (2.2), (2.3) 

dan,  und nur dann, wenn f ( x )  eine Dacbfitnktion yon der H6he 21~[ ist. 

Fiir die Gil t igkeit  des Satzes I ist offenbar Y =  M hinreichend. Der Satz 

yon FAVARD geht  aus Satz I ffir q~(y)----y und nicht  ubnehmendes re(y) hervor. 

(2. I )~(2 .3)  /indern sich bei Addit ion einer Kons tan ten  zu 99(y) bezw. ~p(y)nicht. 

Bowels.  x, y seien rechtwinklige Koordinaten.  Zun~ichst sei re(y) n icht  ab- 

nehmend,  q~(y) zunehmend.  Wir  kSnnen annehmen,  dass q~(o)-= o. M sei der 

grSsste W e r t  yon f ( x )  in a < x < b ,  s(y) ffir y ~ M  die LSnge der Strecke, auf 

der f ( x )  > y, ffir y > M Null. Die * Sehnenfunktion>> s (y) ist in o < y < M stetig, 

positiv und nicht  zunehmend bezw. konstunt  gleich b -  a. 

Wir  berechnen auf  zwei Arten das Stielt jes-Doppelintegral 

~3 

erstreckt fiber den konvexen Bereich ~ ,  der yon der x-achse, dem Kurvenbogen 

y = f ( x )  und den Geraden x ~ a und x-----b begrenzt ist, und erhalten so 

(2.5) ~ ~ - - - -  

b M 

I qD (f(x)) d x  --  b a 
b ~ a  

a 0 
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Insbesondere haben die Dachfunktionen 2~(x, ~), deren grSsster Wert  ~ I >  o 

(_Y~/zun~chst beliebig) die Abszisse ~ (a < ~ =< b) hat, alle die Sehnenfunktion 

(~. 6) 

Durch Einsetzen dieses Wertes  in (2.5) und Teilintegration ergibt sich 

( 2 . 7 )  f f b--a qg(](x"E))dX=b--a 
a 0 0 

Durch zweifache Berechnung des Doppelintegrals 

i ( ;  
- - - -  m (v) d ~ d ~ (v) (~. s)  "P = b - -  ~ . .  

finder man ebenso 
b M 

- m (:,~1 s (y) d f (~), (2.9) ip-- b--a b--a 
a 0 

und fiir Dachfunktionen .]~(x, ~) yon der t tShe _M entsprechend 

2. IO) f f b/La ~p(f(x,~.,)dX= b -a 
ct 0 

d ~ (y) = ? (v) d V. 
0 

Wegen (2.5), (2.9) hat ~ und ebenso ~p fiir alle stetigen positiven konkaven 

Fankt ionen f(x) mit derse!bcn Sehnenfunktion s(y) den gleichen Wert. Man 

kann also alle zur x-achse parallelen Sehnen des Bereiches !~ in ihrer Richtung 

beliebig so verschieben, dass dadurch ein neuer konv~xer Be~'~fich entsteht, ohne 

und Yp zu ~ndern. Wit  beschr:dnken uns daher weiterhin auf diejenigen Be- 
a+b 

reiche ~o, ~o mit der Sehnenfunktion s(y) bezw. ~(y), die zur Geraden x - -  
2 

symmetrisch liegen ~. De~, '~tsprechend bedeutet f(x) im folgenden die Funktion, 
^ 

die in der Glelchung y ...... j(x) der ,~oberen~ Randkurve von ~0 auftritt.  ~o ist 

ein Dreieeksbereieh mit der oberen Randkurve y = x , -  . 

1 ~0, ~0 sind konvex. !3o entsteht  aus ~ durch ))Transformation durch homothetische Schnitte>~. 
Vgl. etwa T. BO.~NESEN, Les probl6mes des isopdrimetres et des isdpiphanes. Paris I929, S. I24 f.; 
T. BONNESE,N" und W. FEX'CHEL, Theorie der konvexen K5rper. Berlin 1934, S. 73- 
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Zun~ehst  beweisen wir, dass (2. I) oder 

z 

( 2 i  ~) ~'(~)--= f ~ ( y ) d y  - ~ = o 
0 

eine einzige wesentlieh positive Wurzel  hat.  Die Ablei tung F'(z) ist fiir z => o 

stetig, zunehmend, und 
M 

f [b - a - ~ (y)] d ~ (y) > o. ( 2 . 1  2 )  JJ)~' (0 )  = - - -  ~ < O,  ~ " ( M )  = ~19 ( ~ / / )  - -  (~ - -  b - -  a = 

o 

Also hat  F'(z) genau eine positive Nullstelle Zo(O<Zo<=M ). F(z) selbst ist 

daher  konvex, n immt  in o < z < Zo yon Null ausgehend ab und fiir z > z o zu. 

Da eine fiir x > x 0 stetige zunehmende konvexe Funkt ion  K(x) durch jeden Wer t  

> K(xo) genau einmal hindurchgeht ,  ist die Behauptung  bewiesen. 

Wir  setzen je tz t  voraus, dass f(x) keine Dachfunkt ion  ist, und wiihlen fiir 

die bisher willkiirliehe Zahl 7 i >  o die positive Nullstelle yon (2. II). Dann  isi, 

~ / >  M. Denn witre 2~I<--M, so wi~re der Bereieh ~o wegen der Konvexiti{t von 

~o ein eehter Teilbereieh yon ~o, also 

(2. I3) g(y)--s(y)<o in o < y < M ,  

und wegen der Stet igkeit  von s(y), S(y) in diesem In terva l l  

1O f[.~(y) _ 8(y)] d~(y) < o. (2. I4) .F(3~) --  b --  a 
o 

Andererseits  ist auch ~o kein Teilbereich yon !~ o. Denn  aus 

(2.15) ~(y)--s(y)>=o in o < y < _ ~ l ,  > o  in M < y < M  

wiirde ebenso F ( ~ I ) >  o folgen. 

Da ~o konvex ist, hat jede der beiden Randgeraden y = f  ( x , ~ ) v o n ! ~ 3  o 

mit  der Randkurve  y =f(x) yon ~o ausser etwaigen Schni t tpunkten  (a, o) bezw. 

(b,o) genau einen Punk t  gemeinsam. Die Verbindungslinie dieser Punkte  ist 
a+b 

wegen der Symmetr ie  yon !~o, !~ o zur Geraden x - -  parallel zur x-achse. 
2 

Ihre Gleichung sei y ---- y(O)(o < y(o) ~ M). Dann  ist 

(2. I6) s(y)--~(y)>o in o < y < y  (~ < o  in y ( ~  
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also 

(2. i7) 
b 

i f  ~f b -- a qo (f(x)) dx -- 9 (Y) dy = 
a 0 

y(o) 

t,. (,,>- f t, (,,>- ,(,>1 
0 y(O) 

~ O .  

Da re(y) nieht abnimmt und in o<y<31~r nieht konstant  ist, so folgt wegen (2. I6) 

(2.18) b~af  ~(f(x>)ax--Mf ~(v)aV = 
a 0 �9 

y(o) .~ 

0 y(o) 

~ 0 .  

Is t  f (x)  Dachfunkt ion yon der HShe M, so ist 

und in (2.2) gilt das Gleiehheitszeiehen. 
Wenn  re(y) in  o < y < M  nieht  zunimmt, so ist offenbar in (2.18)bezw. (2.2) 

das Ungleiehheitszeiehen umzukehren. 

Nimmt  ~(y) in 0 =< y =< Y ab, so setzen wir 

y 

(2. ~9) ~o(y)= --9~(Y), ~O(y)= m(t)dg(t)=-- fm(t)dg~(t)=--~O~(y) .  
0 0 

Fiir ~o~(y), ~ ( y )  gilt dann das bisher Bewiesene. Beim t~bergang yon ~o~(y), 

~Pl(Y) zu ~0(y), ~p(y) i~ndert sich (2. I) nieht und in (2.2), (2.3) kehren sieh die 

Ungleiehheitszeichen urn. 
b b 

8. In  w 2 benutzen wir, dass f l o g f ( x ) d x  und f f ( x ) t d x ,  ( - - I  < t < o )  fiir 
a a 

jede in a _--< x < b positive konkave stetige Funkt ion f(x),  die nicht  iden~isch Null  

ist, existiert. Das folgt aus 

Satz 2. In a ~ x < b sei f (x)  >= o, konkav, stetig und babe das Maximum 
M > o .  f (a) . f (b)  sei Null. q~(y) sei in o < y < M  monoton und nieht beschr~inkt, abet 

M b 

das uneigentliehe Integral f qD (y) dy konvergiere. Dann konvergiert auch f ~o (f(x)) dx. 
o a 
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Beweis .  Zun~tehst nehme 9~(y) in o < y < M  nieht  ab. Fe rne r  seif(~(~ und 

(3. ') ~(~,  ~,o,) = 

x - - a  
M ~ ( o ~ - ~  in a ~ x ~ ~o~, 

b - - x  
M - - - - -  in ~ ( O ) ~ x ~ b ,  

b - -  ~(~ 

endlieh o < ~ < ~(o)_ a, o < ~ < b - -  ~(o). Dann ergibt  eine einfache Rechnung  

(3. ~) 

b - -  e~ M M 
~(o) _ _  a [" b - -  ~(l~) [. 

f j  (y)ey + 7i- .] 
M ~ ( o ~ -  a M b -  ~(~ 

M 

Wegen  tier Konvergenz  des In tegra l s  fq~(y)dy folgt  aus (3.2) fiir 21-+ o ,  e2 ~ o 
0 

b M 

(3.3) 
a 0 

Da ~0(y)< o fiir h inre iehend  kleine y > o, so ergibt  sieh aus (3.2), (3.3) 

(3.4) 

b -  e~ M 

I ^[ 

a + e t  0 

Setzen wir je tz t  e twa f(a)----f(b) = o vorausl In  a =< x G b folgt  dann aus 

der Konkavit~Lt yon f ( x )  f ( x ) ~ ] ( x , ~  (~ und aus der Monotonie  yon ~(y) weiter  

(f(x)) = 90 (J~(x, ~(0))). Dahe r  ist 

b--e~ b--e~ 

(3.5) bIaf q~(f(~))dx->=~af ~(J'(z,~(~ 
a+e~ a+e~ 

b 

Somi t  konverg ier t  f qD(f(x))dx und man ha t  
a 

b M 

M 

o 

f ~(f(x))dx > i f  (3.6) b-- a = ~1 q~ (y) dy. 
a 0 

Is t  f (a)  : o, f (b)  > o, bezw. f(a) > o, f(b)  -~ o, so gelten die gleichen Schliisse 

mi t  ~ 2 = o ,  bezw. ~ - - o .  W e n n  qg(y) in o < y _ - - < M n i c h t  zunimmt,  so folgt  die 

Behaup tung  aus dem fiir die n icht  abnehmende  Funk t ion  --~0(y) Bewiesenen. 
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~r Hilfe des Satzes 2 beweisen wir schliesslieh noeh einen 

Z u s a t z  z u  S a t z  1.  Satz _r bleibt auch unter folgenden Voraussetzungen ~ber 

T(y)  und ~p(y) giltig: In  o < y <--_ Y ist q)(y) im engeren Sinn rnonoton, stetig, nicht 

beschrSnkt, aber y" qD (y) f i i r  ein tt aus o < ,u < I beschrdnkt. ~p (y) ist f i i r  jedes 

aus o < ~ < M dutch 
Y 

~p(y) = ~p(~) + fm( t )dq~( t )  ( e ~ y < =  M)  

erkldrt. 

In die beim Beweise des Satzes I benutzten Integralformeln gehen jetzt 

uneigentliche Integrale ein. Wit  zeigen, dass bei etwas anderer Schreibweise 

dieser Formein die auftretenden uneigentlichen Integrale konvergieren. I)abei 

beschr~nken wit uns auf den Fail, dass ~(y) zunimm~, re(y) nieht abnimmt. Die 

fibrigen F~lle erledigen sich ebenso. 

Zungchst sei f ( a )  - ~ f ( b ) =  o. In hinreichend kleinen Intervallen a ~ x ~ ~u), 

~(~)~ x ~ b, (~(t)~ ~(m) nimmt die stetige konkave Funktion y~- f (x )  zu, bezw. ab. 

Sie hat also in den entsprechenden y-Intervallen je eine stetige inverse Funktion 

f~ (y) bezw. f~  (y) mit f~ (o) ~- a, f~  (o) = b. Wir berechnen auf zwei Arten das 

Doppelintegral 

(3.7) ~ ,  i / / d x d q D ( y ) ,  
b - - a  L /  a ]  

erstreckt fiber den Bereich ~*, der vom Kurvenbogen y : f ( x )  nnd der Geraden 

y = e(e > o, hinreichend klein), begrenzt ist und erhalten bei gleicher Bezeich- 

nungsweise wie im Beweise des Satzes I 

f*(~) M 

oder :* (~) 

M 

e b - - a  (b--a--s(y))  dqp(y). 
e 

f~ (~) 

:* is) 

Da f ( x )  konkav ist, so ist 

Also gilt 

f ( x )  > M 
- - - - .  , wenn x - - a  ~(o) _ a 

f (~(o)) =_ M,  a < x <= ~(o~. 

o<= 
_ ~ ( 0 )  _ _  a f~__(~)- a x - - a  < 

f ( z )  = M 
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Entsprechend folgt die Beschrgnktheit yon 

der Grenzfibergang e -+ o 

b - - f ~  (e). Wegen l i ra ,  9 (*) = o ergibt 
8 ~ 0  

(3 .9 )  

b M 

bIa  f qn(f(x))dx -~- q~(M) bIa  f .(b--a--s(y)) dqD(y). 
a 0 

Das Integral  links konvergiert nach Satz 2. Also konvergiert auch das Integral 

rechts. Is~ f(a) > o, bezw. f(b) > o, so ist im u f~(e) durch a, bezw. 

f2  (e) durch b zu ersetzen. 

Ebenso ist fiir die im Beweise des Satzes I auftretenden Dachfunktionen 

(3 m )  

b it 
i f  A i f  b~ a 99(f(x,~))=~ qD(y)dy=q~(J~)------ 

a o 

1 f (t, - ,, - ~(v)) d ~ (v). b--a q.I  

o 

Ffir die Funktion ~p(y) ergibt Absehgtzung des Integrals in 

(3. II) ~p(-~/) = ~p(y) +fm(t) d~(t), (o<y <M) 
Y 

die Ungleiehungen 

(3.12) V" [* (M) - -m  (M)~(M)] + ~ ( M ) v ~ ( V )  < Y"V'(Y) < 

Da re(y) und y~q~(y) in o<y~21~/besehrgnkt  sind, so ist es aueh y, lp(y). Daher 

konvergiert j'~p (y) dy and fiir 2 ~  M aueh f ~ (y) dy, also naeh Satz 2 f ,  (f(x~) ax. 
0 o a 

Zweifache Berechnnng des Doppelintegrals 

(3.13) ~,* =bA~ f f m(y)dxd~(y) 

und Grenziibergang ~--> o ergibt auf dieselbe Weise wie oben 

b M 

(3.14) b--a bT-a. 
tt 0 

und 

(3 .15 )  

a - ,(y)) d ~  (y) 

a 0 0 

- a - sCv))d9 (V). 
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Die in (3. I4), (3.15) neu auf t re tenden  uneigent l ichen In tegra le  konvergieren 

also. Aus (3.9), (3. IO), (3' 14), (3; I5) folgt  weiter  

(3" I6) 

b ~ Ma~ (M, ~) 
I 

a 0 o 

und fiir 5~/~ M 

(3. x 7) 

b ~f J~ 

a o o 

Damit  ist die Gilt igkeit  aller im Beweise des Satzes I benutzten Formeln  un te r  

den neuen Voraussetzungen gezeigt. Die aus diesen Formeln  gezogenen Schliisse 

bleiben im wesentl ichen unvergnder t .  

w 2. A n w e n d u n g e n .  

4. Eine erste Anwendung  des Satzes I erhal ten wir  fiir 

(o < .  < #). 

Es ist dann  

9 (Y) d y = - - ,  ~p (y) d y = - S T  
I '  a + l  

0 0 

und fiir M folgt  aus (2. I) der  Wer t  

(2.2) ergibt  daher  

(4. I) 

M =  

b 1 

a 

b 1 b 1 
~ + ~  

= [ b - -  a J f ( x ) a  
a a 

Fiir - -  I < a < f l <  o folgt  (4. I) aus dem Zusatz zu Satz I. 

Es gilt  also 
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S a t z  3. In  a ~ x ~ b  sei f ( x )  ~ o, konkav, stetig, nicht identisch Null.  Dann 

ist das Funktional  1 

I r f  ]1 t + I  t 
I [ ~ - a  f(x)  t d x  f i i r  - -  I < t < o, o < t < c~, 

a 
b 

1 
(4" 2) @ (f(x); t) = 1+ ~ a  f logf(x) dx 

l im ~ ( f ( x ) ;  t) - -  e ~ f i i r t  = o, 
t ~ O  

l im q~(f(x);  t) = M a x  f ( x )  f i i r t  = c~ 
t ~ o o  a ~ _ x ~ b  

eine abnehmende Funkt ion yon t, wenn f ( x )  keine Dachfunktion ist, und konstant 

f i i r  Daehfunktionen. 

I n  (4. x) i s t  f i i r  a = I, , 8 =  2 die m i t  e i ne r  U n g l e i c h u n g  yon  FRANK u n d  PICK ~ 

iden~ische  U n g l e i c h u n g  
b b 

f ]' I f ( x ) 2 d x  <_ 4 f ( x )  d x  , 
b - - a  3 a a 

f i i r  a ~ - I ,  f l = p  > I die U n g l e i c h u n g  yon FAVARD 3 

e n t h a l t e n .  

(4.3) 

b b 

x)P d x  ~ - x) d x  
b a j o + i  

a a 

Wei~e r  folg~ aus  S a t z  3 f i i r t  > o 

b 

' ff( ),ax > ' tM = 
a 

I f  b 
(4.4) eb:-aa log(:I~lt)az >__ t +e ~ I b--I a J f f ( z ) t  dx" 

a 

(4.3) e r g i b t  f i i r t  = I e ine  U n g l e i c h u n g  yon  FAVXRD 3, (4.4) die  U n g l e i c h u n g  

b 
1 f logf(z} d z  b 

b - a  2 I : 
(4- 5) e a ~ f ( x )  d x  

- - e b - - a  3 a 
1 Vgl. e twa G. POLYA und G. SZEG(}, Aufgaben und Lehrsiitze aus der Analysis I., Berlin 

I925, II .  Absehni t t ,  Kap. 2, Aufgabe 83, S. 55; LSsung S. 21o. 
PH. FRANK und G. PICK, Distanzsch~itzungen im Funkt ionenraum I., Math. Ann. 75 0915),  

354--357, bes. Satz I a, S. 359. Vgl. aueh FAVARD, a. a. O., S. 58 f. und  H. KNESER, Bemerkung 
fiber die gemisehten Inha l te  in vier Dimensionen,  Math. Ann. II  5 (t937), I32- - I35 .  

s F A V A R D ,  a. a. 0., S. ~8, 
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zwischen dem a r i thmet i schen  und  geomet r i schen  Mit te l  e iner  posi t iven konkaven  

stegigen Funkt ion .  Das  Gleichheigszeichen gi l t  i iberall  nu r  fiir D a c h f u n k t i o n e n .  

Fi i r  F u n k t i o n e n  f (x ) ,  die in a ~ x ~ b n i ch t  k o n k a v  und  posi t iv  sind, b r a u c h t  

Satz  3 n icht  erfiillt  zu sein. Z . B .  n i m m t  

1 1 1 

[(,+,, f (.- ;)",.l'-- 
0 

fiir - -  ~ < t < o  und  t > o  zu. 
2 

5. W i r  le i ten jetz~ aus (4. I) eine Ung le i chung  fiir eine endliche Anzahl  yon 

posi t iven konkaven  F u n k t i o n e n  her. 

Fi i r  2 rn Zahlen  at > o, b~ > o (i ~- I, 2 , . . .  m) gil t  bekann t l i ch  I 

(5. i) 
1 a l b l  + a ~ b ~  + . - . +  a~b~ 

a l  0~ (bl b2 . .  " ~ , + , , +  < �9 b in )  " " + ~ ' ~ - -  a l + a ~ + . . . + a m  

und fiir  m > I s~eht hier  das Gle ichhei tsze ichen dann  und nu r  dann,  wenn  

b l ~ b . ,  . . . . .  bin. Somi t  is t  fiir a s > o ,  f l~.>o ( i = I , 2 , . . . m )  

1 ~ ' 1  f i~ '2 ~ ~ m ~ m  m 

a i + a ~  + " ' +  am 

wo fiir  rn > I das Gle ichhei tsze ichen i m m e r  und  nu r  fi ir  fll = fl~ . . . . .  fl,~ s teht .  

W i r  benu~zen (5.2) zum Beweise fo lgender  E rg~uzung  zu e inem Satz yon 

JEI~SEN 2 : 

D i e  Funk t i onen  f i ( x )  seien in  a ~ x ~ b stetig, in a < x <  b wesent l ich posi t iv ,  

f e r ~ e r  sei  at > o ( i = I , 2 , . . . m ) .  D a n n  gi l t  

I L. J .  ROaERS, M essenge r  of Math �9  (2) 17 (I888). Vgl.  P6LYA u n d  SZEG0, a. a. O�9 I I .  Ab- 

s c hn i t t ,  Kap .  2, A u f g a b e  78, S. 53 ;  L S s u n g  S. 209. - -  I ch  v e r d a n k e  He r rn  G. PICK fo lgenden  ein- 

f a chen  Beweis  (m > I): Bei der  E r s e t z u n g  a i --> O ai, bi --> a b t (Q > o, a > o, i = I, 2 , . . .  m) i tnder t  
m ~ 

s i ch  (5-I )  n ich t .  Man  k a n n  dahe r  d u r c h  ~ a i = I ,  ~ a i b ~ = I  n o r m i e r e n .  D a n n  s t e h t  r ech t s  in (5. I) 
E i n s  u n d  zu  bewe i sen  i s t  i=1 i l l  

m 

a t log b~ ~ o. 
i = l  

Das fo lg t  aber  a u s  log x ~ x - - I  u n m i t t e l b a r .  Das  Gle i chhe i t sze i chen  s t e h t  n u t  fiir b i = I 

(i = 1 , 2 , . . .  m). A u f h e b u n g  der  N o r m i e r u n g  e rg ib t  (5. I). 
2 JE~S]CN, a. a. O., I~r. 4. Dor t  werden  die  f i ( x )  >___ o u n d  i n t e g r a b e l  vo rausgese t z t ,  a n d  die 

m 

a s d u r e h  ~ a i ~ I no rmi e r t .  
i = l  



Verallgemeinerung eines Mittelwertsatzes yon J. Favard. ~9 

b 

(s. 3) ~ ffl(x) ,A(x) .... fro(x) ~m d x <  
(1 

b a i 

y +o. ,=1 ~--a f'(x)~176 dx] ~176 
a 

u n d  das Gleichhei tszeichen steht f i i r  m > I dann und  nur  dann,  wenn  in  a<= x<= b 

(5.4) A(x) : f~ (x ) : . . .  : f~ (x) ----- kl: k , : . . - : k m ,  

wo die ki Kons tan ten  s in& 

Beweis .  Da sich (5.3) bei der Ersetzung f ~ ( x ) ~ Q ~ f ~ ( x ) ( Q , > o ,  konstant ,  

i = I, 2 , . . .  m) nicht  i~ndert, kSnnen wir die fi(x) durch 

b 

I fcS(x)~ = I (5.51 b -  a 
a 

normieren. Dann  vereinfaeht  sich (5.3) zu 

b 

(5.61 f b - - a  f ' ( x ) " ' A ( x ) " " f m ( x ) " m d x  <= I .  

a 

Nun folgt  aus (5.2) ftir ~ =3~(x), wenn x in a < x < b liegt, 

m 

(5.7) f l(x) '~' fe(x)"~"" "fro(x)%' ~ - a  ai j~(x)'~r+c"-q . . . .  +.,n 
i= l cq q-a2-4-...-4- am 

und hieraus mit  Riicksicht auf  (5.5) durch In tegra t ion  (5.6). Das Gleichheits- 

zeichen steht  dabei fiir m > I stets und  nur, wenn die normier ten Funkt ionen  

fi(x) alle e inander  gleich sin& Aufhebung der Normierung fi ihrt  zu dem aus- 

gesprochenen Satz. 

Dieser gi l t  insbesondere, wenn in a < x < b die Fun kt ionen J~ (x) (i= I, 2 , . . .  m) > o, 

konkav, stetig, nicht  identisch Null  sind. In diesem Fall  erh~ilt man aber ausser- 
m 

dem aus (4. I) fiir m > I, ~ = ai, fl : ~ ai, f ( x )  =j~(x )  die Ungle ichung 
i = l  

b a i 

g a i 

< ( _  
= % + a . ~ + . . . + c ~ m + I  

(5. s) 
b 

+ ~,,, aJb_a + I f f, dx, 
a 

wo das Gleichheitszeichen dann und nur  dann steht,  wenn fi(x) eine Dachfunk- 

t ion ist. Aus (5.3), (5.8) folgt  
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Satz 4. Sind in a<~ x ~  b die Funktionen f i ( x ) ~ o ,  konkav, stetig, nicht iden- 

tisch Null,  und die Konstanten ai > o (i = I, 2 , . . .  m), so gilt 

(5.9) 
b 

a 

�9 f ,~ (x) ~'~ d x  <= 
b 

<(,,,+i),,~,+,)~.(a.+i, fi( i f ~, ) -- % +  a, + . am+ l ,=: ~ - - a  f i (x)  d x  . 
a 

/ n  (5.9) steht das Gleichheitszeichen f i i r  m > I dann und nur dann, wenn alle 

f i (x)  Dacbfunktionen sind, die ihren grb'ssten Wert  an derselben Stelle des Intervalls 

a <= x ~ b annehmen. 

Der besondere Fall  a, = a i . . . . .  a,, = I der Ungleichung ( 5 . 9 ) i s t  schon 

yon d. FAVaRD: aufgestel l t  worden. 

6. Eine andere Anwendung  des Satzes I erhalten wir fiir 

(6.1/ ~ ( y l = e  'zy, m(y)-~-~e  (s-a)y, alSO lp(y/=e/~Y--I ,  (a~.f l ,  a/~>O/.  
g 

Wir  driicken aus, dass (2. I) die Nullstelle z----2~r(2~> o) hat :  

b 

~ - - a  (eli*)) ~ d x  . 
a 

Wenn  f ( x )  keine Dachfunkt ion  yon der HShe 3it ist, so ergibt die Ungleichung 

(2.2) bezw. (2.3) 
b b 

(6.31 e ' '~ > I +  f l . 3 l [b -~aa f ( e f ( ' ) ) :dx]  ' bezw. < I +  f l 2 1 3 / [ b ~ f ( e f ( ~ ' ) :  d x ] ,  
f~ g 

je nachdem a > o oder a < o. Die wesentlich positive Nullstelle der Gleiehung 

b 

l, ] (6.4) e~ z -~- I + f l z  el(x)) ~ d x  
a 

ist also im ersten Falle kleiner, im zweiten gr5sser als 2]~/. Is t  f ( x ) D a c h f u n k t i o n  

yon der t tShe 3~/, so gilt  beidemale das Gleichheitszeichen. Setzen wir 

(6 .5 )  e:(*) = ~(x) ,  

so ergibt sich ~ 

1 FAVARD, a. a. O., S. 6o. 
Vgl. JENSEN, a. a. O., Bemerkung am Schluss yon Nr. I. 



Verallgemeinerung eines Mittelwertsatzes yon J. Favard 

Satz 5. I n  a ~ x ~ b sei I) g(x) stetig, 

2) f i i r  irgend zwei Wertepaare x (~), x (~) 

g(x(~)) g(x("-)) <= [g(x(~) 

31 

Dann hat die Gleichung 

(6.6) 

I, abet nicht identiseh gleieh ~; 

+: 

e t z - -  i ~- t z  

b 

a 

Jiir jedes t #  o genau eine wesentlieh positive JVullstelle z(t), und diese ist im all- 

gemeinen f i i r  t > o eine ab~ehmende, f i ir  t < o eine zunehmende Fu~ktion yon t 

Die ei~zige Ausuahme bilden in beiden F(illen die Fu~ktio~en 

(6.7) 

I 2~--a 
e ~ - ~  fiir a ~ x ~ ,  

e Mb-~ fiir ~_--<x~b,  

wo ~ eine beliebige Stelle aus a ~ x ~  b u~d ~ I >  o konstant ist. Fiir sie ist z ( t ) = ~ l  

f i i r  alle t ~ o. 

w 3. Verallgemeinerung auf Funktionen mehrerer Veritnderlichen. 

7. Die meisten der vorstehenden S~tze lassen sich ohne wesentliche Schwierig- 

keiten auf  Funkt ionen  mehrerer  Ver~nderlichen i ibertragen ~. Der Begriff ,~kon- 

vexe, bezw. konkave Fu~ktion,) ist dabei in folgender  Weise zu fassen~: 

sei ein konvexer Bereich eines n-dimensionalen euklidischen Raums, in dem 

xl, x2, �9 .. x,~ rech~winklige Koordinaten  sin& Eine Funkt ion  f (x~, x2, . . . x~) ~-f(xi) ,  

die in ~ definiert ist, heisst  konvex, bezw. konkav, wenn fiir jedes Paa r  yon 

Punk t en  x~ 1) und  ~-(2) (i = I, 2, . . . n) aus 

" I I 
(7. I) f 2 - 2  -< [f(x~/) + f(x~'/)]' bezw. => 2- [f(x~/) + f(x~21)] 

gilt. 

Das Gegenstiick zu Satz I lau te t  dann:  

1 Die e n t s p r e c h e n d e  V e r a l l g e m e i n e r u n g  des M i t t e l w e r t s a t z e s  yon F a v a r d  (mi t  n = 2) bei  

FAVARD, a. a. O., S. 6!  ft. 

JENSEN, •. •. O., B e m e r k u n g  nach ~r .  7. 
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Satz .6. Tm konvexen Bereich ~ des n-dimensionalen Baumes sei f (xi)  ~ o, 

konkav, stetig, nicht identisch Null. qD(y) babe dieselbe Bedeutung wie in Satz r. 

Dann hat die Gleichung 

(7-z) 
z (n) 

;f ~0 (y)(~* - -  y ) n - - 1  d y  = ~O(f (xi)) d V, 

o 

wo V das n-dimensionale Volumen von ~ ist, und reehts ein n-laches Integral steht, 

genau eine wesentlich positive Nullstelle z-~ BI. 

Haben weiter re(y), ~p(y) dieselbe Bedeutung wie in Satz r, so gilt 

.~ In) 

(7.3) M. f,p(v) (.~7-- y).-ldy => ~ f  W(fCx,)) d r. 
0 

wenn q~(y) und re(y) gleichsinnig monoton sind, und 

In) 

(7.4) ~i  n ~p(y)(~l--y)"- '  dy ~ ~ ~p(f(x,))dV, 
0 

wenn sie ungleichsinnig monoton sind. Das Gleichheitszeichen in (7.3), (7.4) steht 

dann und nur dann, wenn f(xi)  eine >>Dachfunktion yon der HShe BI>) ist, d. h. 

wenn die Hyperfldche y ~--f(xi) in einem (n + I)-dimensionalen euklidischen ]~aum 

mit den rechtwinkligen Koordinaten Xl, x~ , . . ,  xn, y ein Hyperkegel vonder Basis 

und der HShe ~i  ist, dessen Scheitel als senkrechte Projektion auf  die Hyperebene 

y ~ o einen Punkt ,von ~ hat. 

Beweis.  re(y) sei nicht, abnehmend, ~(y) zunehmend. Wir kSnnen wieder 

annehmen, dass ~0(o)--~ o. M sei der grSsste Wer t  von f(x~) in ~. V(y) sei fiir 

y ~ M das n-dimensionale Vohmen  des konvexen Bereichs ~(y), auf demf(xi)  ~ y  

is~, ffir y > M  Null. Die >>Inhalt,sfunktion>> V(y) ist in o-< y ~ M  st,et,ig, posit.iv 

und nieht zunehmend, bezw. konst,ant gleich V. Wir berechnen auf zwei Arten 

das (n + i)-faehe St,ielt,jes-Integral 

(n+x)  

(7.5) ~ = ~ dXl . . ,  dx,, dqD(y), 
Y8 

erstreckt fiber den Bereich ~ des (n + I)-dimensionalen Raumes, der von der 

t typerebene y - - o ,  dem Mant,el des zu ihr senkrecht,en tIyperzylinders fiber 

und der Hyperfliiche y = f ( x i )  begrenzt, ist,, und erhalten so 
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(n) M 

v(~) ~ (7.6) q5=~. q~(f,x,))dV=~; dq~(y). 
at o 

Insbesondere huben die Dachfunktionen j(x~, ~i), die ihren grSssten Wer t  J]~/> o 

(B~r zuniichst beliebig) im Punkte ~i von ~ unnehmen, alle die Inhaltsfunktion 

(7.7) (~ (y) = ( ~ Y ) ! I  V. 
j~1  n 

Mun erh~tlt duher durch Teilintegmtion 

(7. s) f f i ' i '( ,a)df(v)= f ( , j ) ( i  y)"-~ ~l,~, 
t~ 0 0 

Durch zweifache Berechnung des (n + i)-fachen Integrals 

(7.9) 

finder man ebenso 

i( 
(7. ~o) ~ = ~ .  

( 'n+ 1) 

~ = ~ .  ,~(~/) d X 1 �9 �9 �9 d x n  d ~ ( y )  

(n) 3I 

~ I 
~p d t = f (,,) v (,,) (,,), 

,~ o 

und fiir Duchfunktionen f (x~, ~) vonder HShe ffl entsprechend 

(,o Yt . ft 
i f  i f  n j  (7.1 ~) p ~ ( ] Ix i ,  ~;~) ~ v = ~ .~ (y) ~ (y) d f (,j) : ~t,~ 

,~ 0 0 

Wegen (7-6), (7. lo) h~t ~ und ebenso ~p ffir ulle in ~ stetigen positiven 

konkaven Funktionen f(x~) mit der gleichen Inh~ltsfunktion V(y) denselben 

Wert. Man kann also in jeder Hyperebene y = k o n s t ,  den n-dilnensionalen 

Schnittbereich mit dem Bereiche ~ durch einen Bereich ersetzen, der dasselbe 

~-dimensionale Volumen V(y) h~t, ohne dadurch F u n d  ~ zu ~indern, wofern 

nur der yon den neuen Schnittbereichen gebildete (n + I)-dimensionale Bereich 

wieder konvex ist. Wir errichten insbesondere in einem inneren Punkt  ~I ~) yon 

ein Lot 1 zur Hyperebene y = o  und wiihlen die neuen Schnittbereiche mit 

jeder Hyperebene y =  konst, so, d~ss jeder yon ihnen beziiglich eines ~uf l 

liegenden Ahnlichkeitszentrums zu ~ ~ihnlich und ~ihnlich gelegen ist. Der da- 
,~ 61491112 A c t a  m a t h e m a t i c a .  7!) 



34 L. Berwald. 

dutch entstehen,le (n + I)-dimensionale Bereieh !~ o ist konvex 1. Wi r  besehr~inken 

uns weiterhin auf  !3o und den fiber ~ s tehenden Bereieh !3 o, dessert obere Be- 

raudung  yore HyperkegeXmantel y = f ( x ~ . , ~  ~ gebildet  wird. Dementspreehend 

bedeutet  f(xi) im folgenden die Funkt ion,  die in die Gleiehung y = f ( x i )  der 

oberen Berandung yon ~o auftritl;. 

Sehreiben wir (7.2) in der Form 

( 7 .  - - v ) " - ' d Y  - ,-5. 
0 

so isl; die (n - - I ) - t e  Ableil;ung G(~-i)(z) rail; der Funkl;ion F(z)  im Beweise des 

Sal;zes I idenl;iseh. Aus den Eigensehafl;en yon F(z) folgl; dann leiehL dass G(z) 
yon G ( o ) =  o bis zu einer Stelle ~ >  o abnimml;, wobei es zuniiehsl; konkav, 

dann konvex isl;, und fiir z > ~ zunimml; und konvex isl;. Also hat; (7.12) genau 

eine wesenl;lieh positive Nullsl;elle. 

Wi r  idenl;iflzieren nun  die bisher willkiirliehe Zahl 21I rail; dieser Nullsl;elle 

und sel;zen voraus, dass f(xi) keine Daehfunkl;ion isl;. Dann  folgl; analog wie 

im Beweise des Satzes I, dass keiner der Bereiehe ~o, ~o ein Teiibereieh des an- 
^ 'x~, ~(0)) deren isl;. Da ~okonvex isl;, so hal; jede Erzeugende des Hyperkegels  y - ~ f (  - i . 

ausser einem etwaigen Randpunkl;e yon ~' mi t  der Randhyperfl~che y ~ f ( x i ) v o n  
!~ 0 n u t  einen Punkl; gemeinsam. Infolge der Konsl;rukl;ion, die zu ~o gefiihrl; 

hal;, erfiillen diese Schni t tpunkte  eine ( n -  I)-dimensionale Mannigfall;igkeil;, die 

beziiglich des Scheil;els des Hyperkegels  als Ahnlichkei tszentrum zum l~ande yon 

~hnlich und 5hnlich gelegen isl;. Sie liegl; also in einer zur Hyperebene y----o 

parallelen Hyperebene y-----y")). Die weil;eren Schliisse sind dieselben wie im 

Beweise des Satzes I. Es tril;t nur  die Differenz V ( y ) -  V(y) an Sl;elle von 

s(y)-- ~(y), V an Sl;elle yon b - -  a und ~ an Stelle des Interval ls  a < x < b. 

8. Ebenso, wie die S~tze in Nr. 4, 5 aus Sal;z I, erh~ilt man  aus Sal;z 6 

die folgenden S~itze: 

Satz 7. /m  ~vdimensiolmlen kouvexen Bereich ~ vom Volumen V sei f(xi)>= o, 
konkav, stetig, nicht identisch ~Vull. Dam~ ist 

(n) 1 

+ L f (x , ) tdV t o) [(t.  )vf ] (t> 
i S i e h e  F u s s n o t e  S. 20. 
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eine abnehmende Funktion yon t, wem~ f (x i )  keine Dachfunktion ist, u~d konstant 

f i ir  Dacl~unktionen. 

Satz 8. Im  n-dimensionalen konvexen Bereich ~ vom Volumen V seien die 

Fu~ddio~en fi(xi)  >= o, konkav, stetig, nicht identisch Null, uml die Konstanten 

ak > o (k=- i, z, . . . m). Dann gilt  

(., i~  + ,q l~. + ,q [~.~ + ,q (, 

,) vf/:(x,> . . . . . .  d ;  (~+ f.z~x,~ :,,:~. 

[n  (8. I) stem das Gleichheitszeiche~ f i ir  m >  I dann und nu t  dann, wenn alle f~(xi) 

Dachfunktionen si.nd, die ihren grb'ssten Wef t  an derselbeu Stelle des Bereiches 

annehmen. 

Schlussbemerkung. 

9. Auf dieselbe Weise kann fiir beliebige konkuve oder konvexe stetige 

Funktionen uuch eine Abschftzung nach der anderen Seite abgeleitet werden: 

Sat:~ 9. In  a ~ x ~ b sei f ( x )  konkav oder ko~wex und stetig mit dem Maximmn 
h 

M , , d  de,~ ~ r i , , i , , , , , ~ ,  _--< i .  fe,.,~,, p (~) >= o. ~t~tig. f p  (:0 ~lx > o. I,~ ,,, _<= , / ~  ~[ 
a 

sei q~(y) monoton im engeren St'm2 trod stetig. Dam~ gibt e,~' in ~ < y < M genau 

ei~w Stelte M,  so dass 
b 

.f ~, (x) r ( f ix~),ix 
( 9 "  I )  ~0 ( ) ] )  = : a - - - - -  h- . . . . .  

f p(,,,)~l~ 
ff 

Welter sei re(y) i~z !t <= y ~ M beschrii~&t uncl ~noi~otolt, ~tnd 

Y 

W(y) = f ,~(t) ~l~(t) (:, ~ y ~ ,11). 
Dann gilt :~ 

b h 

f p (x) ~p (f(x~) d x  f p(.c) ~ (f(.c) dx 
- - -  a 

(9.2) ~ (M) =< ,, bezw. ~ " ,, 

(t a 

je  naehclem q~ (y) m~d re(y) gleichsimdg oder ungleichshmlg wom, lm~ ,iml.  Das Gb ich- 

heitszeichen in (9.2) steht immer und, wem~ p(x )>  o in a ~-: x < b, auch mtr Jfir 

y(x) = M. 
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Ffir ~ ( y ) : y  geht Satz 9 bis auf die Aussage fiber das Gleiehheitszeichen 

in einen besonderen Fall eines bekannten Satzes yon JE~s~s ~ fiber. (9. I), (9.2) 

gndern sich bei Addition einer Konstanten zu ~(y) bezw. ~p(y)nicht. 

Der Beweis werde nur skizziert. ~(y) sei zunehmend, q~(tt)= o, re(y) nicht 

abnehmend, f ( x )  konkav, nicht konstant. Die Existenz und Einzigkeit einer 

Nullstelle M yon (9. I) in tt < y < M folgt aus dem ersten Mittelwertsatz der 

Integralrechnung und der Stetigkeit und Monotonie yon ~(y). An Stelle der 

>>Sehnenfunktion~ s(y) tri t t  jetzt eine Funktion a(y), die so erklgrt ist: Es seien 

xm(y(~176 (~ die Abszissen der Schnittpunkte der Kurve y : f ( x )  
mit tier Geraden y : y(O) (t t ~ y(O, ~ M). 

z (2) {y) 

(9.3) a(y) = f p(x)dx ffir 
x m  (y) 

a(y) ist in t t ~ y ~ M  stetig, positiv, 

p ( x ) > o  in aGx_--<b ist 

Dann ist 

t t_- -<y~M, = o  sonst. 

b 

nicht zunehmend, a ( t t ) = f p ( x ) d x .  
a 

F fir 

(9.4) a ( t , ) - - a ( y ) > o  in / , < y < M ,  a ( y ) > o  in M < y < M .  

Daher folgt aus 
b M M 

2 f } 
I 

('~ ( f (x ) )dx  = [~(,,) -- , ,(v)] d~(v) - o(v)d~(v)  = o (9.5) ~(M) b 

f p (x)ax ~ 
a 

wegen der Monotonie yon re(y) 

b 

_ , f (9.6) ~p (M) ~ ~p (f(x)) dx  = 
fp(x)dx~ 
a M M 

f ; ]  

In (9.4), (9.6) kann auch das Gleichheitszeichen eintreten, wenn p ( x ) ~  o. Es 

steht ausschliesslich, wenn f(x) konstant ist. Die fibrigen MSglichkeiten ffir ~(y), 

re(y) erledigen sich ebenso wie im Beweise des Satzes I. Der Beweis ffir kon- 

kaves f (x)  verlguft entsprechend. 

Satz 9 fibertrggt sich mutatis mutandis auf konkave und konvexe stetige 

Funktionen mehrerer Vergnderliehen. 

i J E N S E N ,  a.  a .  O.~ N r .  4. 
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Die in :~Tr. 4 getroffene Wahl  der Funktionen qD(y), re(y)ergibt nut  bekannte 

Siitze, die in Nr. 7 getroffene den Satz, dass fiir eine stetige nicht konstante 

Funktion g (x) > o m i t  der Eigenschaft 2) des Satzes 5 oder der entgegengesetzten 

Eigenschaft 

fiir t > o zunimmt, fiir t < o abnimmg, wenn p(x)> o und s~etig isk 


