VERALLGEMEINERUNG EINES MITTELWERTSATZES VON
J. FAVARD FUR POSITIVE KONKAVE FUNKTIONEN.

vVox

L. BERWALD.

Einleitung.

1. Nach J. L. W. V. Jexsex?® heisst eine Funktion f(x), die fiir je zwei Ar-

gumentwerte ¥, ® aus ihrem Definitionsintervall der Ungleichung

(r.1) j(M) =

2

/@) + £ @), bezw. = [f(@") + /()]

I
2
geniigt, konvex bezw. konkav. J. Favarp® hat vor einigen Jahren fiir positive

konkave Funktionen folgenden Mittelwertsatz ausgesprochen:
In a=x =0 sel flx)=o0, konkav, stetig*, nicht identisch Null, und

(1.2) f= b—iaff(q) d.r.

! 1n 1939, BERWALD lost his position as a professor of mathematics at the German University of
Prague hecause he was regarded as a »non-aryan». On the 26th of October, 1941, he was deported
to Lodz (Litzmannstadt) Ghetto. There he died in February or March, 1942, Before he left Prague
he handed me five manuseripts of mathematical papers which he had composed, but had not been
able to publish during the war. Two of these manuscripts are printed here. H. LOWIG {Prague).

% J. L. W. V. JENSEN, Sur les fonctions convexes et les inégalités entre les valeurs moyennes.
Acta matb. 30 (1906, 175—193.

8 J. Favarp, Sur les valeurs moyennes. Bull. Seci. Math. (2) 57 {1933), 54—064. Herr FAVARD

nimmt als Integrationsintervall das Intervall 0 < xr =<1 und schreibt an Stelle des Integrals links
1

in (I.3" einen #quivalenten Mittelwert, in unserer Bezeichnungsweise [w(z x fdx.
0

* Die Stetigkeit in @ < x <D folgt aus den vorhergehenden Voraussetzungen.

2 - 61491112 Acta mathematica. 79
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v

m(y) set tn 0 <y = 2.f beschrinkt und nicht abnehmend®, w(y)=fm(t) dt o=<y=z2f).
0

Dann gelt

2__f— b
(1.3 5 [vwivzg 2 fuireas

In (1.3) steht das Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn f(x) eine » Dach-
Junktion von der Hohe 2 f» wst, d. h. tn a<x=b den grossten Wert 2 f hat und
aus zwet linearen Stiicken zwischen den Werten f(a) =f(b) = o besteht, von denen
eznes auch fehlen kann.

Favard stellt auch einen entsprechenden Satz fiir konkave Funktionen
mehrerer Veriinderlichen auf und leitet aus beiden Sétzen einige besondere Un-
gleichungen her.

Im folgenden wird zunichst der Mittelwertsatz von Favard (§ 1), sodann
die von ihm angegebenen Ungleichungen fiir Funktionen einer Verinderlichen
(§ 2) veraligemeinert. Ferner wird die entsprechende Verallgemeinerung fiir
konkave Funktionen mehrerer Veriinderlichen abgeleitet und auf besondere Un-
gleichungen angewendet (§ 3). Schliesslich wird ein entsprechender Satz fiir die
Abschitzung nach der anderen Seite angegeben. Der Grundgedanke des Beweises
ist durchwegs der des Beweises von Favard fiir Funktionen mehrerer Verdnder-

lichen.

§ 1. Siitze iiber positive konkave Funktionen einer Veriinderlichen.

2. Wir beweisen zunichst folgende Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes
von Favard:

Satz 1. In a<x<0b set f(x)=o0, konkav, stetiy, nicht identisch Null. In
o=y =Y, woX hinreichend gross ist, sec @(y) monoton tm engeren Sinn und stetig.

Dann hat die Gleichung
b

(2.1) ifqv(y)dy=b—iaf¢(f<x>)dx

a

genau eine wesentlich positive Nullstelle z = I

! Im folgenden wird stets vorausgeseizt, dass die nicht abnehmende (und ebenso die nichi zu-
nehmende, bezw. monotone) Funktion im Inmern ihves Definitionsintervalls nicht konstant ist.
Andernfalls miissen die Angaben iiber die Giltigkeit des Gleichheitszeichens in den Sidtzen dieser
Arbeit gedindert werden.
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Weiter set m(y) in 0=y <M beschrinkt und monoton, und
u

w(y) = [ m(t) do(t) (0

0

A
=
A
a >

wo rechis ein Stieltjes-Integral steht. Dann gilt

(2.2)

W) dy = -‘~f (f@) dw,

wenn @(y) und m(y) gleichsinnig monoton sind und

M
(2.3) fwv/ )dy = fw @) d

wenn sie ungleichsinnig monoton sind. Das Gleichheitszeichen steht in (2. 2), (2.3)
dann und nwur dann, wenn f(x) eine Dachfunktion von der Hohe M dst.

Fiir die Giltigkeit des Satzes 1 ist offenbar Y = M hinreichend. Der Satz
von Favarp geht aus Satz 1 fiir ¢ (y) =y und nicht abnehmendes m(y) hervor.
(2. 1)—(2. 3) dindern sich bei Addition einer Konstanten zu ¢(y) bezw. ¥ (y) nicht.

Beweis. x, y seien rechtwinklige Koordinaten. Zuniichst sei m(y) nicht ab-
nehmend, @(y) zunehmend. Wir kénnen annehmen, dass ¢ (o) =o0. M sei der
grosste Wert von f(x) in a<x = b, s(y) filr y < M die Liinge der Strecke, auf
der f(x) =y, fiir y> M Null. Die »Sehnenfunktion» s(y) ist in o=y =M stetig,
positiv und nicht zunehmend bezw. konstant gleich b — a.

Wir berechnen auf zwei Arten das Stieltjes-Doppelintegral

(2. 4) §=b“_{_—;ffdxdq>(y)

erstreckt iiber den konvexen Bereich B, der von der x-achse, dem Kurvenbogen

y = f(x) und den Geraden x =a und x ="> begrenzt ist, und erhalten so

M
(2.5) = f p(ra)az= -t [ sl o)
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Insbesondere haben die Dachfunktionen f(z,&), deren grosster Wert M > o
(M zuniichst beliebig) die Abszisse £ (¢ < & <b) hat, alle die Sehnenfunktion

(2.6) s)=(1—2)o—a

Durch Einsetzen dieses Wertes in (2.5) und Teilintegration ergibt sich

1= e

~

M

I g
(2.7) b—af¢ (x,8)d =72 $(y)

(]

{ —

Durch zweifache Berechnung des Doppelintegrals

. 5) Tyt [ [maz g

2
findet man ebenso

(2.9) b_afw f@)d —f_—afm(z/)S(y)dw(y‘),

und fiir Dachfunktionen f(x,§) von der Hohe M entsprechend

i i
(10) f wifwaz= - [ut)st)agh) =+ [y

Wegen (2.5), (2.9) hat @ und ebenso ¥ fiir alle stetigen positiven konkaven
Funktionen f(xr) mit derselben Sehnenfunktion s(y) den gleichen Wert. Man
kann also alle zur z-achse parallelen Sehnen des Bereiches B in ihrer Richtung
beliebig so verschieben, dass dadurch ein neuer konvexer Bereich entsteht, ohne

@ und ¥ zu dndern. Wir beschrinken uns daher weiterhin auf diejenigen Be-
a+b

reiche B,, B, mit der Sehnenfunktion s(y) bezw. $(y), die zur Geraden x =

symmetrisch liegen'. Der -ntsprechend bedeutet f(x) im folgenden die Funktion,

die in der Gleichung y-- , (x) der »oberen> Randkurve von B, auftritt. B, ist
ein Dreiecksbereich mit der oberen Randkurve y =f(ac, a:b)-

L 8B, ﬁo sind konvex. B, entsteht aus B darch »Transformation dureh homothetische Schnitte».
Vgl. etwa T. BONNESEN, Les problémes des isopérimétres et des isépiphanes. Paris 1929, S. 124 f;
T, BONNESEN und W. FENCHEL, Theorie der konvexen Korper. Berlin 1934, 8. 73.
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Zunichst beweisen wir, dass (2. 1) oder

(2.11) ﬁ’(z)Efzw(y)dy—Ez:o

eine einzige wesentlich positive Wurzel hat. Die Ableitung F’(z) ist fiir z= 0o

stetig, zunehmend, und

2.12) Flo)=—F<o, F'(M)=pl)=5=;2- [B—a—slldplzo.

Also hat F’(z) genau eine positive Nullstelle zo(0 << 2z, =< M). F(z) selbst ist
daher konvex, nimmt in o <<z <z, von Null ausgehend ab und fiir z > 2, zu.
Da eine fiir x = x, stetige zunehmende konvexe Funktion K (x) durch jeden Wert
> K (x,) genau einmal hindurchgeht, ist die Behauptung bewiesen.

Wir setzen jetzt voraus, dass f(x) keine Dachfunktion ist, und wihlen fiir
die bisher willkiirliche Zahl I > o die positive Nullstelle von (2. 11). Dann ist
M> M. Denpn wire Mé M, so wire der Bereich Q}D wegen der Konvexitdt von

B, ein echter Teilbereich von B, also

A

(2.13) $y)—sly) <o in o<y< M,

und wegen der Stetigkeit von s(y), §(y) in diesem Intervall

(2.14) PO =72 [l = sl dgl) <o

Andererseits ist auch B, kein Teilbereich von 580. Denn aus
(2.15) §ly)—sy)=o in o<y<M, >oin M<y<M

wiirde ebenso F(M)> o folgen.
Da B, konvex ist, hat jede der beiden Randgeraden y =f (m,a+

?) von 8§,
mit der Randkurve y = f(x) von B, ausser etwaigen Schnittpunkten (a, o) bezw.
(b,0) genau einen Punkt gemeinsam. Die Verbindungslinie dieser Punkte ist
wegen der Symmetrie von B, Q}o zur Geraden x = g—_zt—b parallel zur x-achse.

Ihre Gleichung sei ¥y = %% (0 <y® < M). Dann ist

(2. 16) sly)—38y)>0 in o<y<y? <o in y‘°’<y<1f[,
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also b )
(2.17) b_i;f¢(f(x))dx__lﬁfq)(y)dy=
b—a{ﬂs ) — $W)]do) f[s — sy dely )}=

Yy

Da m(y) nicht abnimmt und in o<y <J nicht konstant ist, so folgt wegen (2. 16)

(2.18) ﬁ;f’#(f(x))dx—éfw(y)d =

y(O)

_L{f v(y) [s(y) — $ ()] dp() [M ) [5(y) — syl dely )}

b—a
)/(0)

Ist f(x) Dachfunktion von der Héhe M, so ist

a+b

A

=, s)=sw). fa

und in (2.2) gilt das Gleichheitszeichen.
Wenn m(y) in 0<y<M nicht zunimmt, so ist offenbar in (2. 18) bezw. (2. 2)

) =6

das Ungleichheitszeichen umzukehren.
Nimmt @(y) in 0=<y=<Y ab, so setzen wir

(z.19) @) =—g¢ily) fym fum (t)dg,(t) =— yu(y).

Fir ¢;(y), ¥, (y) gilt dann das bisher Bewiesene. Beim Ubergang von ¢,(y),
Y,(¥) zu @(y), Y(y) dndert sich (2.1) nicht und in (2.2), (2. 3) kehren sich die
Ungleichheitszeichen um.

b b
3. In § 2 benutzen wir, dass flogf(ac) dx und ff(x)‘dx, (—1 <t<o) fir
a a

jede in a <2 = b positive konkave stetige Funktion f(x), die nicht identisch Null

ist, existiert. Das folgt aus

Batz 2. In a=<x<b sei f(x)=o0, konkav, stetigy und habe das Maximum
M=>o. fla)-f(b) ses Null. @(y) sei in o<y <M monoton und nicht beschrinkt, aber
b3

b
das uneigentliche Integral f @ (y) dy konvergiere. Dann konvergiert auch f o (@) d.
0 a
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Beweis. Zuniichst nehme @ (y) in o<y <M nicht ab. Ferner sei f(§”)=2M, und

‘ME%—;_CJ in aZx=§9
(3.1) S, 59) = b —
Mz-—m in §‘°) =rs b,
—-s

endlich 0 <g <(9—gq, 0 <eg<b—E? Dann ergibt eine einfache Rechnung

b—:s M M

. 0 __ ()
62 [elesie=5 [ ol >dy+b1,; plo)dy.

atg

£ _ &

Moo
fw—gq b— b— ()

M
Wegen der Konvergenz des Integrals f o (y) dy folgt aus (3.2) fir ¢ >0, &g>0
0

M
= jlq f ply)dy.
0

Da @(y) <o fiir hinreichend kleine y > 0, so ergibt sich aus (3.2), (3.3)

(3.3)

(3.4) — [w (f@, £) dx>M/ oly

a+s;

Setzen wir jetzt etwa f(a)= f(b)=o0 voraus! In a=<x <b folgt dann aus
der Konkavitit von f(z) f(x)= f(z,£”) und aus der Monotonie von ¢(y) weiter
p(f@)= w(f(x, E?). Daher ist

bl

f@)dx = -#fq) (fx, &) doc> q)(y)dy.

a+s, a--£,

(3.35)

Somit konvergiert f ¢(f@)dz und man hat
¢ b n
1 1
o , -~
(3.6) b_afw(f(m)dx:quv(y)du
a 0

Ist f(a) = o, f{b) >0, bezw. f(a)> o, f(b) = o, so gelten die gleichen Schliisse
mit & =0, bezw. &,=0. Wenn ¢(y) in 0 <y = M nicht zunimmt, so folgt die
Behauptung aus dem fiir die nicht abnehmende Funktion — ¢ (y) Bewiesenen.
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Mit Hilfe des Satzes 2 beweisen wir schliesslich noch einen

Zusatz zu Satz 1. Satz 1 blecbt auch wunter folgenden Voraussetzungen iiber
ply) und Ply) geltig: In o<y=7Y st p(y) vm engeren Stnn monoton, stelig, nichi
beschrimkt, aber y*@(y) fir esn p aus o <p <1 beschrankt. (y) ust fir jedes &
aus 0 < ¢ = M durch

¥
wly)=wle) + [m(t)de(t) (esy=M)
erkldrt. ‘

In die beim Beweise des Satzes 1 benutzten Integralformeln gehen jetzt
uneigentliche Integrale ein. Wir zeigen, dass bei etwas anderer Schreibweise
dieser Formeln die auftretenden uneigentlichen Integrale konvergieren. Dabei
beschrinken wir uns auf den Fall, dass g({y) zunimmt, m(y) nicht abnimms. Die
iibrigen Fille erledigen sich ebenso.

Zunichst sei f(a) = f(b)=o0. In hinreichend kleinen Intervallen a < x = §",
EP < <p (£V<E?) nimmt die stetige konkave Funktion y=f(x) zu, bezw. ab.
Sie hat also in den entsprechenden y-Intervallen je eine stetige inverse Funktion
fily) bezw. f3(y) mit fi(o)=a, f3(0)=0. Wir berechnen auf zwei Arten das
Doppelintegral

(5.7 7 =i [ [z o),
)

erstreckt iiber den Bereich B*, der vom Kurvenbogen y = f(x) und der Geraden
y =¢(e > o0, hinreichend klein), begrenzt ist und erhalten bei gleicher Bezeich-

nungsweise wie im Beweise des Satzes 1

T M
o o @)~ glalde =32 [ st dpt)
oder 7t :
{0 . o
,b_Ia fw (f@)dz+ Z‘i(j (b“f (o) , /3 (62“ “) = (M)— b_‘a (b—a—s) do(y).
240 N

Da f(x) konkav ist, so ist

J{ECLZE@,E{‘/ wenn f(EV) =M, a<ax =2
Also gilt
o fild—a _z—a E—a
= & floy — M
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b—_leb—@- Wegen lim ¢ @(g) = 0 ergibt

]

Entsprechend folgt die Beschrinktheit von
der Grenziibergang ¢ —~ o

M

f'(b —a—s@)de(y).

4]

1
b—a

Go [ e@ae =g -

Das Integral links konvergiert nach Satz 2. Also konvergiert auch das Integral
rechts. Ist f(a) > o0, bezw. f(b) >0, so ist im Vorstehenden f3(s) durch a, bezw.
J3(e) durch b zu ersetzen.

Ebenso ist fiir die im Beweise des Satzes 1 auftretenden Dachfunktionen

A

M

fw )*ﬁ;f(b—a—ﬂy))dw(y)-

0

(3 10) f o {(f@,&) =
Fir die Funktion ¢(y) ergibt Abschiitzung des Integrals in

/s
(3-11) W) =y + [ m(O) de(d), o<y < M)
die Ungleichungen !
(3-12) y[Ww(31) — m () @ (W] + m () y g (y) < ywly) =
= [y (3l) — my) @ ()] + m(y)y* o(v).
Da m(y) und y*¢(y) in o<y§M beschrinkt sind, so ist es auch y*¥(y). Daher
i o b
konvergiert j W(y) dy und fiir M= M auch ftp(y) dy, also nach Satz 2 fw(f(a:)) dx
] 0 a

Zweifache Berechnung des Doppelintegrals

=2 [ [ minac g

und Grenziibergang & ~ 0 ergibt auf dieselbe Weise wie oben

(3.13)

G s [ wi@de—wr )—m-[m )b —a—sw)dpl)
und '

G15) 5, [wliwg)de = fw )y = (i)~ 52~ [mly) 0 —a—sw)dpo).

a 0
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Die in (3.14), (3. 15) neu auftretenden uneigentlichen Integrale konvergieren
also. Aus (3.9), (3.10), (3. 14), (3:15) folgt weiter

b Max (¥, H)

i el f #l)dy = [ [st6)~ s dgly)

und fiir =M

A

M

G 5 f y(f@)de— % f w)dy= [ ml) s — sl dpt).

0

Damit ist die Giltigkeit aller im Beweise des Satzes 1 benutzten Formeln unter
den neuen Voraussetzungen gezeigt. Die aus diesen Formeln gezogenen Schliisse

bleiben im wesentlichen unverindert.

§ 2. Anwendungen.

4. Eine erste Anwendung des Satzes 1 erhalten wir fiir

p) =1, my)=Lyre a0 wh)=yt  <a<p)

Es ist dann

2

i .
I z 1 ME
;fqv(y)dy—aﬂ’ ﬁfw(y)dy—ﬂﬂ’
0

0

und fiir M folgt aus (2.1) der Wert

b 1
it = [£22 [ papas]
(2. 2) ergibt daher

v efere sl fref

Fir —1 <e<p <o folgt (4.1) aus dem Zusatz zu Satz 1.
Es gilt also
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Satz 3. In a2 =b sei f(x)=o0, konkav, stetig, nicht identisch Null. Dann

ist das Funktionall

[t+1ff d;r] fir —1<t<o0, o<t < o0,
b
(4.2) DO(f(); t) = 1+ mflogf(x)dz
lim @(fx);f)=e @ filr ¢t =o,
t—0
lim @(f(x);t)= Max f(z) fiir t =00
t—o00 a=x=b

eine abnehmende Funktion von t, wenn f(x) keine Dachfunktion ist, und konstant
JSitr Dachfunktionen.

In (4.1) ist fiir e=1, =2 die mit einer Ungleichung von Frank und Pick®
identische Ungleichung

_%k[f 2dx<:4[ j}' dx],

fir e =1, =p > 1 die Ungleichung von Favarp®

biaff(x)l’dx épj_pl [b_laff(x) dx]p

enthalten. Weiter folgt aus Satz 3 fiir >0

_aff

[ flog(f(xt)dx

(4.4) SLA . f Fa) dx

¢ b—a

(4.3) }g;fUP

(4. 3) ergibt fiir £ =1 eine Ungleichung von Favarp?® (4.4) die Ungleichung

— f fl@) do

! Vgl. etwa G. PoLYA und G. Szecd, Aufgaben und Lehrsiitze aus der Analysis I., Berlin
1925, II. Abschnitt, Kap. 2, Aufgabe 83, 8. 55; Loésung 8. 210.

2 PH. FRANK und G. PICK, Distanzschitzungen im Funktionenraum I., Math. Ann. 76 (1915),
354—357, bes. Satz I a, S. 359. Vgl. auch FAVARD, a. a. 0., S. 58 f. und H. KNESER, Bemerkung
iiber die gemischten Inhalte in vier Dimensionen, Math. Ann. 115 (1937), 132—I35.

} FAVARD, a. 3. O, 8. ;8.

b

1
log f(z) dz
(4-5) ;“!

Y
[ M
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zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel einer positiven konkaven
stetigen Funktion. Das Gleichheitszeichen gilt iiberall nur fir Dachfunktionen.
Fir Funktionen f(z), die in ¢ =<2 =5 nicht konkav und positiv sind, branch$

Satz 3 nicht erfiillt zu sein. Z. B. nimmt

Jieen f (o= 3 e =5 GEA)

I
fiir —£<t<o und ¢ > 0 zu.

5. Wir leiten jetzt aus (4.1) eine Ungleichung fiir eine endliche Anzahl von
positiven konkaven Funktionen her.
Fir 2m Zahlen a;>0, b;>0 ({=1, 2,...m) gilt bekanntlich®

1
T by + ayb, + -+ anbn

1 po paz | pim)mtagt - 4a Sall s Uy m
(5 ) (1 2 m) "= a1+a2+...+am

)

und fir m > 1 steht hier das Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn
by=1b,=: = by Somit ist fiir &;>0, ;>0 (f=1,2,...m)

alﬂl.lz,+a2+- sty aﬂﬂg,+a2+- ke, 4 am/g;znﬁa?-%- e ohayy,

.2 o Qe gm <
(s.2) Brdy. .. 8 o Ty -+ an ’

wo fiilr m > 1 das Gleichheitszeichen immer und nur fir 8, = 8;=---= fn steht.
Wir benutzen (5.2) zum Beweise folgender Erginzung zu einem Satz von
JENSEN®:
Die Funktionen f;(x) seien in a <x <b stetig, in a <x<<b wesentlich positiv,

SJerner set ;>0 (i=1,2,...m). Dann gilt

! L. J. RoGERS, Messenger of Math. (2) 17 (1888). Vgl. POLYA und SzEG), 2. a. O., II. Ab-
schnitt, Kap. 2, Aufgabe 78, 8. 53; Losung S. 209. — Ich verdanke Herrn G. PICK folgenden ein-
fachen Beweis (m > 1): Bei der Ersetzung a;,~>g¢a;, b;—>0db; (¢ >0, 6>0,i=1,2,... m) #ndert

m m
sich (5. 1) nicht. Man kann daher durch Y a,=1, ¥ a;b,=1 normieren. Dann steht rechts in (5. 1)
Eins und zu beweisen ist i=1 i=1

m
Ya,logh o
i=1
Das folgt aber aus log x = x — I unmittelbar. Das Gleichheitszeichen steht nur fiir b; =1
i=1,2,...m). Aufhebung der Normierung ergibt (5. 1).
* JENSEN, a.a, 0., Nr. 4. Dort werden die f;(x)= 0 und integrabel vorausgesetzt, und. die

m
o; durch ¥ ;=1 normiert.
i=1
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ﬁ;;ﬁﬂﬁ%( < falefmd éﬁ{ fﬁmm++MMPM* 3

und das Gleichheitszeichen steht fiir m=>1 dann und nur dann, wenn in a<x=>b
(5-4) fil@): folm): o fmla) =Fy ky: o e,
wo die k; Konstanten sind.

Beweis. Da sich (5.3) bei der Ersetzung fi(x) — e:fi(x) (e: > o, konstant,
Z=1,2,...m) nicht dndert, konnen wir die fi(x) durch

(5.5) fﬁ@wwﬁm+%dx=x

b—a

normieren. Dann vereinfacht sich (5.3) zu

b
1
(5.6 o [ A A ez s v
Nun folgt aus (5.2) fiir 8 = fi(x), wenn z in a <z <} liegt,
@ “m ai — 2 - 7% SRR J
I R T

und hieraus mit Riicksicht auf (5.5) durch Integration (5.6). Das Gleichheits-
zeichen steht dabei fiir m > 1 stets und nur, wenn die normierten Funktionen
fi{x) alle einander gleich sind. Aufhebung der Normierung fiihrt zu dem aus-
gesprochenen Satz.
Dieser gilt insbesondere, wenn in a <z = die Funktionen f;(z) (i=1, 2, ... m) =0,
konkav, stetig, nicht identisch Null sind. In diesem Fall erhidlt man aber ausser-
m
dem aus (4.1) fir m>1, e =a;, = D\ a; flz)=fi(x) die Ungleichung
i=1

b a;

fﬁ (x)a1+az+ s tag, dx)a1+°‘2+ ) =

= .
o, o+

wo das Gleichheitszeichen dann und nur dann steht, wenn f;(z) eine Dachfunk-
tion ist. Aus (5.3), (5.8) folgt

5.9 |

b—a

I Ttat - ta, O+
a,+a,+ cta, &2 fﬁ “1 dx,
ot ot 1 b—a
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Satz 4. Sind in a<x<b die Funktionen f;(x)=o0, konkav, stetig, nicht iden-
tisch Null, und die Konstanten ¢;>o0 (i=1, 2,...m), so gilt

b
I ,
(5.9 5 [Alr Al falnde <
‘ (@t e+ 1) et O Py 1 [
o+ 1) g+ 1). .. (am e
g(b—afﬁ(x) dx).
a

IA

ottt aptl

In (5.9) steht das Gleichheitszeichen fiir m=>1 dann und nur dann, wenn alle
fi(x) Dachfunktionen sind, die ihren grissten Wert an derselben Stelle des Intervalls
a=x=b annchmen.

Der besondere Fall o) =¢;="--=a, =1 der Ungleichung (5.9) ist schon

von J. Favarp! aufgestellt worden.

6. Eine andere Anwendung des Satzes 1 erhalten wir fiir
6.1)  @ly)=-ev, my) =§e(5‘““/, also yYly)=efr—1, (@<B, af>0).

Wir driicken aus, dass (2. 1) die Nullstelle z = M (M > o) hat:

b
cufl___.__ 74 LA SizNe
(6. 2) ¢ 1+ aM[b_af(e ) dx].

4]

Wenn f(x) keine Dachfunktion von der Héohe I ist, so ergibt die Ungleichung
(2.2) bezw. (2.3)

b b
(6.3) ef>y+ ﬂM[I:I:?z f(ef(x))ﬁ dx] , bezw. <1+ ﬂlf[[biaf(ef(x’)ﬁ dx] )

a

je nachdem « >0 oder ¢ <o. Die wesentlich positive Nullstelle der Gleichung

(6. 4) efr =1 +,83[b_l_afb(ef(“))ﬁ dx]

a

ist also im ersten Falle kleiner, im zweiten grosser als M. Ist f(x) Dachfunktion
von der Hohe ]f[, so gilt beidemale das Gleichheitszeichen. Setzen wir

(6.3) /@ = g (),

so ergibt sich?

! FAVARD, a. a. O., 8. 6o.
*® Vgl. JENSEN, a. a. 0., Bemerkung am Schluss von Nr. I.
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Satz 5. Ina<ax=<b sel 1) glx) stetig, = 1, aber nicht identisch gleich r;
®

JUCVENPRULS T
L)

b

(6.6) ei=1+tz [b:afy(x)‘dx]

a

2) fiir irgend zwei Wertepaare xV, x

(1)) (2))

IA

gla™) gl

Dann hat die Gleichung

Sir jedes ts“0 genau eine wesentlich positive Nullstelle z(t), und diese ist im all-
gemeinen fiir t> o0 eine abnehmende, fiir t << O eine zunehmende Funktion von t

Die einzige Ausnahme bilden in beiden Fillen die Funktionen

e

e ¢ fir asxr=§
(6.7) o =1° "

e % fiir f=a=<bh

~

wo § eine beliebige Stelle aus a <x=<b und M > o konstant ist. Fiir sie ist z(t)=M
Siir alle t## o.

§ 3. Verallgemeinerung auf Funktionen mehrerer Veriinderlichen.

7. Die meisten der vorstehenden Sitze lassen sich ohne wesentliche Schwierig-
keiten auf Funktionen mehrerer Verinderlichen iibertragen'. Der Begriff »kon-
vexe, bezw. konkave Funktion» ist dabei in folgender Weise zu fassen?:

R sei ein konvexer Bereich eines n-dimensionalen euklidischen Raums, in dem
Zy, Xy, . .. Za rechtwinklige Koordinaten sind. Eine Funktion f(z,, x,, . . . 2n) = f(2:),
die in R definiert ist, heisst konvex, bezw. konkav, wenn fiir jedes Paar von
Punkten ¥ und «{¥ ((=1,2,...7n) aus &

{1 2
) + 2

2

7.1) .4 )éguww+ﬂw% bezw. = L[faf) + £ (o))

gilt.

Das Gegenstiick zu Satz 1 lautet dann:

! Die entsprechende Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes von Favard (mit n = 2) bei
FAVARD, a.a. O., 8. 61 f.
? JENSEN, a. a. O., Bemerkung nach Nr. 7.
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Satz 6. Im konvexen Bereich & des n-dimensionalen Raumes ser f(x:) = o,
konkav, stetig, nicht identisch Null. @(y) habe dieselbe Bedeutung wie in Satz 1.
Dann hat die Gleichung

z (n
n

)
(7.2) pm qv(y)(z—y)"“dy=%f¢(f<xi>)dV,

wo V das n-demensionale Volumen von R ist, und rechts ein n-faches Integral steht,
genau exne wesentlich positive Nullstelle 2= DI
Haben weiter m(y), w(y) dieselbe Bedeutung wie in Satz 1, so gilt
i (n

)
(7.3 2wt —gp-ray = 5 [ wir@ar,
1} £

wenn @ (y) und m(y) gleichsinnig monoton sind, und

o (n)
n A _ 1
(7.4) @fw(y)(M—y) ldyé?,fw(ﬂxi))dV,
0 8

wenn ste ungleichsinnig monoton sind. Das Gleichheitszeichen in (7.3), (7. 4) steht
dann und nur dann, wenn f(x;) eine »Dachfunktion von der Hohe M> ist, d. h.
wenn die Hyperfliche y = f(x:) in einem (n + 1)-dimensionalen euklidischen Raum
met den rechtwinkligen Koordinaten xy, &, ... xn, y etn Hyperkegel von der Basis &
und der Hohe I tst, dessen Scheitel als senkrechte Projektion auf die Hyperebene
y =0 etnen Punkt von & hat.

Beweis. m(y) sei nicht abnehmend, @(y) zunehmend. Wir koénnen wieder
annehmen, dass @(0)=o0. M sei der griosste Wert von f(x;) in R V(y) sei fiir
¥ = M das n-dimensionale Volumen des konvexen Bereichs & (y), auf dem f(x;) =y
ist, fir y > M Null. Die »Inhaltsfunktion» V(y) ist in 0 =< y < M stetig, positiv
und nicht zunehmend, bezw. konstant gleich V. Wir berechnen auf zwei Arten
das (» + 1)-fache Stieltjes-Integral

(n+1)

_ 1
(7.3) ¢:T/fdxl...dxndq)(y),
$

erstreckt iiber den Bereich B des (n + 1)-dimensionalen Raumes, der von der
Hyperebene y =0, dem Mantel des zu ibhr senkrechten Hyperzylinders iiber &
und der Hyperfliche y = f(x;) begrenzt ist, und erhalten so
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(7.6) :-[ (f@) dV——VfV(J)dw(y).

Insbesondere haben die Dachfunktionen f(x,,‘g’) die ihren grossten Wert M>o
(M zuniichst beliebig) im Punkte § von & annehmen, alle die Inbaltsfunktion

M—
(7.7) i) =My
In
Man erhilt daher durch Teilintegration
i 14
- — n—1
(7.8) f¢ fwl,§, VAV = V[ ’l["fq) ]l[ yrtdy.

Durch zweifache Berechnung des (n + 1)-fachen Integrals

(n+1)
R
(7.9) V= [m(z/) duy...dx.dely)
%
findet man ebenso
(n) N
(7.10) ?[ (P ay =3 [ mlo) V) d o o)

0

und fiir Dachfunktionen f (z;, &) von der Hohe M entsprechend

A~

M

(n)
(7.11) Vfi/) fs, &) (lV—~fm YV ( () doly) 5 ]w ]l[—z/)” tdy.

Wegen (7.6), (7.10) hat ¢ und ebenso i fiir alle in § stetigen positiven
konkaven Funktionen f(x;) mit der gleichen Inhaltsfunktion ¥V (y) denselben
Wert. Man kann also in jeder Hyperebene y = konst. den #-dimensionalen
Schnittbereich mit dem Bereiche B durch einen Bereich ersetzen, der dasselbe
n-dimensionale Volumen V(y) hat, ohne dadurch ¢ und ¢ zu i#ndern, wofern
nur der von den neuen Schnittbereichen gebildete (n -+ 1)-dimensionale Bereich
wieder konvex ist. Wir errichten insbesondere in einem inneren Punkt §§‘” von
R ein Lot ! zur Hyperebene y=o0 und wiihlen die neuen Schnittbereiche mit
jeder Hyperebene y = konst. so, dass jeder von ihnen beziiglich eines auf !

liegenden Ahnlichkeitszentrums zu & #hnlich und dhnlich gelegen ist. Der da-
3 — 61491112 dcta mathematica. 19
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darch entstehende (# + 1)-dimensionale Bereich B, ist konvex'. Wir beschrinken
uns weiterhin auf B, und den iiber & stehenden Bereich 2}0, dessen obere Be-
randung vom Hyperkegelmantel y = f(x;, £l) gebildet wird. Dementspréchend
bedeutet f(x;) im folgenden die Funktion, die in die Gleichung y = f(x;) der
oberen Berandung von 8, auftritt.

Schreiben wir (7.2) in der Form

(7.12) 6= [ s e —vrtay— 315 —o,

so ist die (»m—1)te Ableitung G~1(z) mit der Funktion F(z) im Beweise des
Satzes 1 identisch. Aus den Eigenschaften von F(z) folgt dann leicht, dass G{(z)
von G (0)=o0 bis zu einer Stelle {>o0 abnimmt$, wobei es zunichst konkav,
dann konvex ist, und fiir 2 >{ zunimmt und konvex ist. Also hat (7.12) genau
eine wesentlich positive Nullstelle.

Wir identifizieren nun die bisher willkiirliche Zahl M mit dieser Nullstelle
und setzen voraus, dass f(x;) keine Dachfunktion ist. Dann folgt analog wie
im Beweise des Satzes 1, dass keiner der Bereiche B, QASO ein Teilbereich des an-
deren ist. Da B,konvex ist, so hat jede Erzeugende des Hyperkegels y = f (@, )
ausser einem etwaigen Randpunkte von & mit der Randhyperfiiche y = f(x;) von
B, nur einen Punkt gemeinsam. Infolge der Konstruktion, die zu B, gefiihrt
hat, erfiillen diese Schnittpunkte eine (72 — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit, die
beziiglich des Scheitels des Hyperkegels als Ahnlichkeitszentrum zum Rande von
® #dhnlich und iihnlich gelegen ist. Sie liegt also in einer zur Hyperebene y=o0

y¥. Die weiteren Schliisse sind dieselben wie im

parallelen Hyperebene y=
Beweise des Satzes 1. Es tritt nur die Differenz V(y) — V(y) an Stelle von

s(y) —$(y), V an Stelle von b —a und & an Stelle des Intervalls a <z = b.

8. Ebenso, wie die Sitze in Nr. 4, 5 aus Satz 1, erhilt man aus Satz 6
die folgenden Siitze:

Satz 7. Im n-dimensionalen konvexen Bereich §& vom Volumen V sei f(x:) = o,
konkav, stetig, nicht identisch Null. Dann ist

[(t . n) %f( ?(xi)tdv]‘l (t> o)

! Siehe Fussnote 8. 20,
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etne abnehmende Funktion von t, wenn f(x;) keine Dachfunktion ist, und konstant
Sfiir Dachfunktionen.

Satz 8. Im n-dimensionalen konvexen Bereich { vom Volumen V seien die
Funktionen fi.(x:) = o, konkav, stetiq, nicht identisch Null, und dic Konstanten
a,>0 k=1, 2,...m). Dann gilt

- (al + 11) (a2+ n) o (am—!— n) n
I n n (1 (. ,

(2 [t

1) —V;fﬁ(xi)“‘fz(w) Sul@f AV = (a, ooyt o+ amgﬁ)w.l

n

In (8.1) steht das Gleichheitszeichen fiir m>1 dann und nur dann, wenn alle fi(x;)
Dachfunktionen sind, die thren grossten Wert an derselben Stelle des Bereiches

annchmen,

Schlussbemerkung.
9. Auf dieselbe Weise kann fiir beliebige konkave oder konvexe stetige
Funktionen auch eine Abschiitzung nach der anderen Seite abgeleitet werden:
Satz 9. In a=x =) sel flx) konkav oder konvex zmd stetig mat dem Maximom
M wnd dem Minimum p = M, ferner p(x)=o, stetig, fp Ydz>o0. Inusy=M
~se¢ @(y) monoton im engeren Sinun und stetig. Dann g1bt es tnou <<y < M genau
eine Slelle Zﬁ so dass

{ ple) @(f) da
(9-1) g(M) ="

fp Ydx

Weiter sei m(y) in u <<y =< M beschrdnkt und monoton, wnd

”

Yly) = [ m(t) do(t) {1 2
Dann gilt .ufm 7

fp Y(fix)de fp Vdu
(0.2) w(Mng_d — besw. =°

fp(a:) dx fp de

Jje nachdem @ (y) und m(y) gleichsinnig oder wngleichsinnig woncton «ind. Das Gleich-

fIA
«
A

heitszeichen in (9.2) steht immer und, wenn p(x)>o0 (n a < 2 < b, auch nur fiir

flx)= M.
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Fir ¢(y)=y geht Satz 9 bis auf die Aussage iiber das Gleichheitszeichen
in einen besonderen Fall eines bekannten Satzes von Jewsex! iiber. (9.1), (9.2)
dndern sich bei Addition einer Konstanten zu ¢(y) bezw. 1(y) nicht.

Der Beweis werde nur skizziert. @(y) sei zunehmend, ¢ (u) = 0, m(y) nicht
abnehmend, f(z) konkav, nicht konstant. Die Existenz und Einzigkeit einer
Nullstelle M von (9.1) in p<y< M folgt aus dem ersten Mittelwertsatz der
Integralrechnung und der Stetigkeit und Monotonie von ¢(y). An Stelle der
»Sehnenfunktion» s(y) tritt jetzt eine Funktion o(y), die so erklirt ist: Es seien
(), 2® (y?) = 2V (y'®) die Abszissen der Schnittpunkte der Kurve y = f(x)
mit der Geraden y = y? (u < y® < M). Dann ist

=@ {y)
(9.3) aly) =fp(x)d:c fir u<y=<M, =o0 sonst.

W (y)
4

oly) ist in u =y =< M stetig, positiv, nicht zunehmend, a(u)=fp(x)dx. Fiir
pl@)>oina=x =0 ist ¢

(9.4) ow)—aly)>0 in p<y<M, o(y)>0 in M<y< M.
Daher folgt aus B
b by B
(0-5) (30— o — [ptr@as= Ll o) - ol dgle) - [ow) dgin)] =
plr)dx e w M

wegen der Monotonie von m(y)

fb S@)d
T—{fm Jo{w) — o(y)] do(v) fm )}<0-

In (9.4), (9.6) kann auch das Gleichheitszeichen eintreten, wenn p(x) = o. Es

(9.6) w(M)—

steht ausschliesslich, wenn f(x) konstant ist. Die iibrigen Méoglichkeiten fiir ¢(y),
m(y) erledigen sich ebenso wie im Beweise des Satzes 1. Der Beweis fiir kon-
kaves f(x) verliuft entsprechend.

Satz g iibertrigt sich mutatis mutandis auf konkave und konvexe stetige

Funktionen mehrerer Verinderlichen.

! JENSEN, a. a. O., Nr. 4.
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Die in Nr. 4 getroffene Wahl der Funktionen ¢(y), m(y) ergibt nur bekannte
Sitze, die in Nr. 7 getroffene den Satz, dass fiir eine stetige nicht konstante
Funktion g(x) > o mit der Eigenschaft 2) des Satzes 5 oder der entgegengesetzten
Eigenschaft

1

[p@) gy dz |*

[ p(x)dz

fir £ > o zunimmt, fiir £ <o abnimmt, wenn p(x) > o0 und stetig ist.



