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Introduction. Notations et énoncés des théorémes.
1. Soient, pour #>1, %, ..., Zx les n coordonnées d'un point général de
I'espace S, py, . . ., pr leurs dérivées par rapport & un paramétre z. Alors, les 2%

grandeurs x,, p, sont les coordonnées d'un élément de ligne dans S, les p, sont
en particulier les coordonnées (homogeénes) de direction.

Dans le présent mémoire nous considérons les transformations

(1) Yo =Y (X1, - - o Ty, D1y - - - Pn)s y=1,...,mn,

ot les ¥, sont homogénes de dimension o en py, . . ., pn, jouissant de la propriété
suivante:
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En dérivant (1) par rapport & T et en posant

_dy,
&= dt

) y=1,...,mn,

on peut, en éliminant les p, et leurs dérivées, exprimer les x, en fonctions des

Yu €l Qu:

(2) Zy =x"’(y11 vy :’/774 Qh AR} Qn), v = I) RIS} ny

les x, étant homogénes de dimension O en ¢y, . . ., qn; 6t Vice versa, on peut déduire
les relations (1), en dérivant les relations (2) et en éliminant les q, et leurs dérivées.
Les fonctions y, et x, sont supposées douées de dérivées premiéres con-
tinues.
On peut évidemment envisager mnos transformations comme transforma-
tions entre les éléments de ligne (x,, p,) dans S et (v, ¢») dans l'espace T’ des

Yir - - o Yn. Mais ici les expressions des g, dépendent non seulement des x, et
des p,, mais aussi des dérivées secondes @d%” De méme, les expressions des p,
tirées de (2), dépendent des ¥, des ¢, et des %‘{; Il ne s’agit donc pas ici

nécessairement des tramsformations de contact dans le sens de 8. Lie. Nous
appelons nos transformations les transformations réversibles de premier ordre ou
bien les transformations R tout court.

Toutefois, on peut démontrer que pour » = 2 les transformations R coincident

avee les transformations de contact.! Pour » > 2 il en est autrement:

Théoréme I. Pour n> 2 une transformation R qus est une transformation de
contact, est une transformation ponctuelle. (§ 1.)

Cela veut dire évidemment que, si les expressions des g, tirées de (1), ne
contiennent que les x, et les p,, et si celles des p,, tirées de (2) ne contiennent
que les y, et les g,, les fonctions y, sont indépendantes des p, et les . ne dépen-
dent pas des g..

Pour # =3 le théoréme I est équivalent a un résultat donné dans le traité

de Lie-Scheffers sous une forme différente’.

1 A. OSTROWSKI: On the definition of contact transformations. Bul. Am. M. Soc. 47 (1941),

pp. 760—763.
? Cf. LIE-SCHEFFERS: Geometrie der Beriihrungstransformationen, T. I. (1896}, pp. 478—480
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2. Pour arriver a4 une premiére classification des transformations R, considérons
les deux Jacobiens

(3) (9(?/1, G ?/n)’ 0(‘761) ) xn)
0(1’1, A ‘7p7l) a(Qh LR} Qn)

On démontre facilement le

Théoréme II. Les rangs des deuxr jacobiens (3) sont égaux entre eux et
n

=2

=7 § 1)

La valeur commune % des rangs des jacobiens (3) sera appelée le rang de la
transformation R considérée. % = o0 caractérise évidemment les transformations
ponctuelles. Dans ce qui suit, nous supposerons toujours, sans le dire explicite-
ment, que & > o.

Du théoréme II il résulte évidemment qu'il existe 2% fonctions

4) m=r(®y . o Tn Dy Dn); =8 Yn e )y, x=T1, ...,k
homogénes de dimension o, les r, par rapport aux p,, ..., pn et les s, par rap-
port aux ¢, ..., ¢s, telles que les x, et les y, s'expriment respectivement par
Yiy oo o Yny Sy, . . ., Sk eb par g, . . ., T, 1y, . L, TR

(s) Yo=Y, (s, . . o, Tn, 71y -« o T, y=1,...,mn,

(6) Ly == X’"(yh s Yny Sy oy Sk)v YV=1,.. 4,0,

et que r. et s, s'expriment par les x, et les g,:
(7)) m=Ri(@y - Tny Y-~ 0 Un), =80 (Xyy -+ 0, Ty Yy - - o Yn), %=1,..., kK

En introduisant les expressions (5) dans les S; et les expressions (6) dans les Ry,
on obtient:
(8) S ="8u(®yy . - o Tn, Ty, - . o TH), r=1,...,k
(9) re=Ru(yy, ..., Un, 85, - . ., St), x=1,...k

On peut naturellement choisir les fonctions (4) de maniéres trés différentes.
Mais, les fonctions (4) une fois choisies, on obtient dans les formules (5), (8) de

l'un cbté, et (6), () de I'autre, une transformation ponctuelle R* entre les deux
espaces & »n + & dimensions

(10) @y oo Ty o8 Way e Yy Sy - e ey S
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Nous appelons RB* la transformation caractéristique de la transformation R
donnée.

Les résultats que nous allons exposer se groupent autour du probléme
suivant: Une transformation arbitraire (non-singuliere) R*{(s), (6), (8), (9)} entre les
deux espaces (10) étant donnée, on demande de trouver les 2k expressions (4) les plus
générales satisfaisant & (8) et (9), et telles que les transformations (3), (6) Jormées
avec ces expressions, représentent une transformation R, dont B* est la transformation
caractéristique.

‘3. Voici deux exemples de transformations réversibles:

Exemple I: Soit pour n=2, k=1,

(A) Y1 =Xy + 1%y, Yo=7,
ol
Do
A ==
(1) 2

En différentiant (A) par rapport &4 une variable paramétrique on a

Q1 =ps + rp, + @', g =1,
done, en éliminant 7',

(As) Qi — X1 Qs = Py + 7 Py.

Or, pour notre choix de r, 'expression de droite disparait. Donc on a z, =§1,
-2

et l'on obtient maintenant de (A)

(A,) X1 =8, Xyg=Y1— Yo,
ou
a2,
A Ty
(Ag) ol

La transformation est donc réversible sous 1'hypothése (A,).

La transformation caractéristique de cette transformation réversible est
Y=Ly + 7%y, Yg=7, S$=1uy;
(A4) .
Ty=8, Ly=Y1— Y T=Ys.

En partant de (A;) on obtient par le méme calcul qui nous a conduits & (A,),

(Aq) 9 — 893 =Dy + 7Py



Sur les transformations réversibles d’éléments de ligne. 155

Il est évident que chaque fois qu'on parvient & définir une fonction
7 (a4, 23, Py, Ps) et une fonction s(y;, ¥, 01, 0s), telles que (Ag) soit satisfaite en
vertu des relations (Aj), on aurait défini une transformation réversible correspon-
dant & la transformation caractéristique (Aj). Or, ceci n’est possible que pour les
expressions (A;) et (A,) des 7 et s. Ce fait résulte de notre théoréme IV du texte.

: . . .
En général, on verra que pour k= 5 la transformation réversible est compléte-

ment définie par sa transformation caractéristique sans qu'on puisse introduire

dans son expression des constantes ou des fonctions arbitraires.

4. Exemple II: Soit pour n=3, k=1,

(B) Y=Ly T 7%y, Yg=17, Ysg= L,
ou
T
(B p—=— P27 Ps,
N 0

En différentiant (B) par rapport & une. variable paramétrique et en éliminant

7', on a .
@ =ps + o+ 37, 4= Y, = ps;

(8) X

Q— 2.0 =P TP, ¢a=1, (3= Ps.

Des relations (B,) il résulte en introduisant la valeur (B,) de 7,

| +
9y — 19 = — Ps = — (s “’1=u§
ds

done, en résolvant avec cette valeur de x, les équations (B) par rapport aux z,,

(Bs) Xy =28, Xy=1Y; —S8Ys XL3=1Ys,
ou
(B,) g— Bt s

gz

et mnotre transformation est réversible. Elle correspond & la transformation
caractéristique

Y1 =72y T 1%, Yo=17, Y= %3 = &y
(B5) .

Ty=38, Xyg=1Y — Yy Lg= Y3 T Ya
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Or, dans ce cas on trouve facilement encore d’autres transformations réver-
sibles correspondant i la transformation caractéristique (B;). Par exemple, en

posant au lieu de (B,),
—_ D taps
y 2

”

on obtient, par un calcul analogue 4 celui qui nous a conduits & la relation {B,),
pour s la valeur
_ W tags

4]

s
Plus généralement il suffit, par exemple, que r satisfasse comme fonction des
«, et p, & une relation de la forme:

Dy + 0y =@ (ps, @3 + 7@y, 1, ),
ou @ est une fonction »arbitraire» de ses quatre variables. En effet, il en résulte
par le méme calcul que plus haut:

9 —8$@¢:= ¢ (pg, s + 12y, 7, 25) = @ (437 Yi> Yo, Ys)s

s = 0 — @95 Y1, Ys: Ys) .

qs

Toutefois ces formules n’embrassent pas encore le cas général. Nous indi-
quons au No. 19 un procédé permettant d’obtenir les transformations réversibles
les plus générales correspondant & la transformation caractéristique (Bj).

5. Avant d'aborder la résolution de notre probléme, nous considérons dans

le § 2 les formes linéaires homogénes en p,, .. ., pu:
n

(11) t= > fobv,
=1

ol f, sont des fonctions de toutes les 2% + 2% grandeurs z,, yu, #x, s« liées par
la transformation caractéristique R*. Nous dirons que ¢ jouit de la propriété C,
si ¢ peut étre mise, en vertu des relations (6) et (9) et de celles obtenues en les
dérivant, sous la forme

(12) u:Zg’qh
v=1
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oi les coefficients g, sont aussi des fonctions des 2x + 2% grandeurs
Zuy Yuy Try Sne

De méme, la forme (12) de ¢y, .. ., ¢» jouit de la propriété D, si elle peut
dtre mise, en vertu des relations (5) et (8) et de celles obtenues par dérivation,
sous la forme (11).!

Dans l'exemple T du No. 3 les formes p, + 7p, ¢, — s¢; jouissent en vertu
de (A,) des propriétés C, D.

Dans l'exemple 1T du No. 4 les formes p, + »p,, ps jouissent de la propriété
C, et les formes ¢, — s¢s, g5 de la propriété D.

6. Pour trouver toutes les formes (11) jouissant de la propriété C, il suffit
évidemment de trouver une base de l'ensemble de ces formes, c¢'est-d-dire un
nombre minimum de ces formes, par lequel toutes les formes ¢ jouissant de
la propriété C s'expriment linéairement, en admettant comme coefficients des

fonctions des xyu, yYu, 7x Sx

9. Or, nous montrons {§ 2) gu'une base pour ces formes consiste en » — %
éléments et nous donnons une expression explicite des formes d'une telle base.

Supposons que le jacobien

(X, ..., Xy
(13) = S )

est £0. Ceci est évidemment permis aprés un changement de numérotage des X,,
puisque, R* étant non-singuliére, le rang de la matrice fonctionnelle des X, par
rapport aux s, est =% Alors, une base pour les formes f jouissant de la
propriété C est donnée par les n — k formes

Pa Py Pr
Xig, Xiggovvn-. Xis,

(14) hi=1: : : , A=k+1,..., n
Xig Xigp oo Xis,

! Donc, dans la définition des propriétés C et D les quantités r,, s, sont & considérer comme

coordonnées des espaces (10), liées seulement par la transformation R¥*, et non comme les ex-
pressions (4).
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8. De méme, une base pour les formes u, jouissant de la propriété D,
consiste en les #» — k formes suivantes

/7 T ar

(15 | T T T
Vi Ving oo i,

si I'on suppose que le jacobien

(o o [

est 0, ce qui est permis aprés un changement de numérotage des Y,.

9. Les t;s’expriment linéairement par les u; et réciproquement. On obtient:(§ 2):

n AA).

(17) = 2 % t
u=k+1

(18) U = Z _‘Bji/'_'/t#,
uw=k+1

si I'on pose

o(Xs X,, .. . Xo)
A — 2 11 )
(19) e 9 (?/{4’ Sy« + o Sk)

) _O(Yly Yla"'i Yk)
(20) Bip=—5 (@, 745+« o 7E)

v A=kA4 1,0 0m p=1,...,n

En appliquant les formules (14), (15) & nos exemples I, IT on obtient comme
bases pour les formes ¢; et u; jouissant des propriétés C, D les formes p,+7p,
et sq; — ¢, pour.I, les formes p, + 7p;, p; b sgs — 4y, g5 pour IL.

10. A coté des formes linéaires en Py TESp. en ¢, jouissant des propriétés
C, D, dont la définition dépend -seulement de la transformation R* et pas des

expressions (4) de.ry et sy, nous considérons des fonctions

U(xla LIRS xn, pl? ] ﬁn): V(yla LR} ] y”h QD cey Qn),

homogénes de dimension o par rapport aux p,, ¢, et jouissant de la propriété
qu'en vertu de notre transformation R, c’est-d-dire en vertu des formules (1), (2)

et des relations qu'on én dérive par différentiation, on ait

(2'41) U(xn <oy Ty Pyy - - -,pn) = V(f’/b e Yn Q- Qn)



Sur les transformations réversibles d’éléments de ligne. 159

11. On peut facilement caractériser les fonctions U, V par les équations
différentielles suivantes qui sont fondamentales pour les. démonstrations de nos
résultats. Il résulte de (6), en dérivant:

n k
(22) pv‘:Z‘lX;yﬂan + ZX':su 3;,

u=1 x=1

ou les %k dérivées s, des s, par rapport & = représentent % formes linéaires

homogénes en i, . .., gn, lnéairement <ndépendantes. 11 suffit done, pour

s . 9z . o 0 U .
caractériser les fonctions U, d'écrire les conditions pour que — =o0. On obtient
b p d S
x

les k£ équations

o v 00U
(23) Z‘Xvsna—-pw—_—o, x=1I,... k,'

=1

auxquelles doit étre adjointe 1'équation

> ou
2 » 0, =0,
(24) Zpam

=1

exprimant 1’homogénéité de dimension o.

12. Les équations (23) sont linéairement indépendantes d’aprés nos hypothéses
sur les s, tandis que l'équation (24) peut tréds bien 8tre une conséquence des
équations (23). Désignons par £* le nombre maximum des intégrales du systéme
(23), (24), indépendantes par rapport & p,, ..., p». On a évidemment

(25) k* =k,

les % fonctions 7, jouissant de la propriété caractéristique des fonctions U,

d’aprés (4) et (9).
Pour I'exemple I du No. 3 'équation (23):

oU  0U _
op, opy °
devient pour (A,):
oU . oU

—— + Pz =0,
pldpl p2ap2

c'est-d-dire, identique & (24).
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Dans 'exemple II du No. 4 V'équation (23) devient en vertu de (B,):

oU oU
—— + (pg + ps) 7— =o.
P1dp1 (ps + py 9y

Elle est done indépendanie de l'équation (24), et lon vérifie immédiatement
qu'elle est méme en involution avec (24).

13. La valeur exacte de %* est donnée par le

Théoréeme III. Pour k= 7—:: n pair, on a k¥=k= g: et U'équation (24) est une
conséquence des équations (23) qui forment un systéme complet. (§ 3.)

Pour k <;—j on a k¥=mn—k—1, et les éguations (23), (24) sont linéairement
indépendantes et forment un systéme complet. (§ 4.)

n—1 . .
il existe des

Il résulte en particulier du théoréme III que pour k<

fonctions U qui ne s’expriment pas par les x, et », seuls.

14. Pour pouvoir énoncer les théorémes contenant une solution du probléme
du No. 2, représentons les expressions (14), (15) des &, u; sous la forme

(26) bh=Ti=d(xy, ..., Tn, Ty - - o ") D21 +

x
+ Zﬁ,(xl, oy Ty e - TE P A=k+1,...,mn,
%=1

(27) Uy = UlEK(yh cey Yny Sy -y Sk) q +

k
+Zg“(y1,...,y,,,sl,...,sk)qx, A=k+1,...,n
%=1

ou les coefficients sont exprimés, moyennant les formules (5), (6), (8), (9) par les
Ty, ¥x, respectivement par les y,, s,.

Dans ce qui suit, 7% resp. U, désigneront les fonctions, univoquement
déterminées, des 2 + k variables x,, p,, x T€SP. Yy, ¢y, Sy, données par les ex-
pressions de droite en (26), (27).
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15. Au moyen des expressions (26), (27) la solution compléte de notre

. . n
probléme s'énonce trés simplement pour £ = e

Théoréme IV. Pour k= 121 s m=2Fk, la condition nécessairve et suffisante pour

que la transformation R*{(s), (6), (8), ()} soit la transformation caractéristique d'une

transformation R, est que les 2k expressions

ﬁu xl, e xn,‘rl PR 7‘1;)
28 ! 2 - \ A=k+1,...n
(28) 2Jxl,...,xn,rl,...,n)p"

Jix ?l], IR yﬂy 811 ey Sk)
2 , i=k+1,... n,
(29) ZKyl,...,yn,sl,...,sk)q"
sotent indépendantes, les k premiéres par rapport auwx 1y, ... i, les k derniéres
par rapport aux s, ... S Si cette condition est remplie, les expressions (4) des
Tx(@is o v oy Ty Dpy -« oy D)y Sx Yy, - o oy Uny 4, - - -, @n) SObtienment des 2k équations

obtenues de (26), (27), en posant
(30) T:=o0, Ui=o, A=k+1,...,n
Dans I'exemple I on obtient par ce procédé immédiatement
P+ rp; =0, 41— 84> = O;
Ps q

re=—, §=

ot Qs

Le théoréme IV est démontré au § 3.

16. 8i, pour k< g et une transformation R donnée, les fonctions (4) ont été

choisies, la transformation caractéristique R* est univoquement déterminée, donc les
expressions (14) et (15) des # et des u; le sont aussi, dés que, aprés un changement
de numérotage, J et K ne s’annulent pas. En substituant dans ces expressions
des t1, pour les y, et les s, les expressions (5) et (8) et en remplagant les r, par
leurs expressions (4), on obtient pour chaque # une expression, univoquement

déterminée, en x, et p, que nous désignons par tJ:
(31) =1tz ..., ZTn, D1y . « -, Pu), A=k+1,..,n
De méme, on obtient pour les u; les expressions

(32) wa=ul Yy, . Yn Qyy + « - qu)r A=k+1,...,n
11
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'z . . £ n
17. Dans l'énoncé du résultat analogue au théoréme IV pour k < 5’ hous
faisons usage de quelques notions que nous allons introduire d’abord: Soit
F(Tl, PER 'S ety - - o t-n, L1y - ooy .’I/'n)

une fonction des 2 » variables indiquées, homogéne par rapport aux fiii, .. ., fa
Remplagons y les r, et les x, par les expressions (9) et (6), et les #; par les ex-

pressions (17), en y exprimant les coefficients %‘ par les y, et les s, Alors, on

obtient de ¥ une fonction univoquement déterminée

G Sy, - - o Sty Wkt1, -« - Uny Yyy + « = Yn)

de ses 2n arguments que nous appelons la transformée de F par la transforma-
tion R*.
En remplagant dans F et G les t), wa par T, U;, on obtient les fonctions

F¥(ry, .. 0% D1+ s Prs Ty, o -, Tn) TSP G¥(sy, ..y Sk, G0 - - o Gy Y1 - - o Yn)

que nous appellerons les expressions développées de F resp. G. Un systéme de %
équations de la forme '

Fi(ryy oo %% Poy-- o Pny Xy ., Tn) =0, x=1,...,k%
sera dit »de rang k en 7y, ..., 1 par rapport aux p,, ..., pn>, si ces équations,
considérées comme équations en 7y, ..., 7, ne possédent pas de solutions dans
lesquelles une de ces variables »y, . .., 1 reste indéterminée; mais possédent au
contraire une solution composée de % fonctions ry,...,7: en p,, ..., Pu, Ty, - . ., T
qui sont indépendantes par rapport aux p,, ..., pa». Une notation analogue sera
utilisée pour les équations en s, ..., 8 Q1 - -« Gny Y1 - - - Yne

18. Pour l'exemple II du No. 4 l'expression développée de la fonction

1"(7', t27 ta, 2y, Zg, 2'3)
est donnée par

F* (7‘3 D1y va ps’ Ly, Lo, xs) = B’(T, y 2 + 7’291, D3, Xy, Xy, xs)—

L'équation F*=o0 est alors de rang 1 en » par rapport aux p,, ps, p,, si elle
posséde une solution en », qui dépend effectivement de I'une au moins des trois
variables p,, ps, ps.
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Il est facile d'établir les conditions nécessaires et suffisantes pour que ce
fait se présente, si I'on fait I'hypothése que F soit un polynome en r, by, ty, 2,, X5, X,
Si alors F contient effectivement f;, on peut supposer que les coefficients des
différentes puissances de f; en F soient des polyndémes en r avec le plus grand
commun diviseur 1. Mais alors, si I'équation F = o était satisfaite pour une
fonction 7 (x,, x5, x;) indépendante des p,, on aurait évidemment une relation
entre p;, Pg, Ps, &y, La, Ty

De l'autre coté, si F ne dépend pas de t,, il est, évidemment, nécessaire et
suffisant que le polyndéme F ne se décompose pas en un produit d'un polyndéme
en r indépendant de ¢, et d'un polynéme en ¢, indépendant de . Nous avons
done le résultat:

F(r, ty, ty, 2y, 2y, x,) 6tant supposé un polyndme en ses six variables, la condition
nécessaire et suffisante pour que U'équation F* = o soit de rang 1 en r par rapport
ilg F
Or dp,

aux Py, Ps, Py est que, ou bien Fi =0, ou bien =0

19. Théoréme V. Soit une transformation R donnée par les relations (4), (s),
(6), (8), (9), et soit R* sa transformation caractéristique. Alors, Pune au moins des
expressions 17 ne s’annule pas identiquement en p,, ..., Pn, Ty, . . ., Tn. En plus, il
existe un systéme de k équations ’

(33) Folry, .. orbigry ooy tay @y o, Zn) =0, x=1,...k,
ot 1) les F, sont homogénes par rapport aux tiiy, . . ., ta; 2) les k équations
(34) Fr(ry oo Tty Pry e oy Py Zyy + - oy Tn) = O, X=1,...,k
o les Iy sont les expressions développées des F,, sont de rang k en r,, . . ., rr par
rapport aux p,, . .., pn et 3) les k équations
(35) Gulsy, - - oy St @1y« oy Qny Y1y -+ - Yn) = O, x=1,...k
ol les Gy sont les expressions développées des transformées
GulSyy - - oy SEy Y41, « - o) Uny Yy + + oy Yn)
des Fy par R*, sont de rang k en sy, . . ., sy par rapport aux q, - - ., ¢

Réciproquement, si pour une transformation R* donnée on part d'un systéme de
k équations (33) jouissant des trois propriétés indiquées, on obtient, en résolvant le
systéme (34), (35), les 2 n fonctions (4), telles qu'en les substituant dans les relations
de la transformation R*, on obtient une transformation R dont R* est la trans-

Jormation caractéristique.
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En appliquant le théoréme V & la transformation caractéristique (B;) de
I'exemple II du No. 4, on est amené & considérer une fonction F'(r, &, ty, 2,, 5, X)
homogéne par rapport aux ?, ¢, et telle que 1'équation

Fr,ps + 7Py, pay %1, Ty, %) =0
soit de rang 1 en 7 par rapport aux p,, p,, p; et I'équation

F(ys, ¢y — 845, G5, S, Y1 — Y3, Y5) = O

soit de rang 1 en s par rapport aux g,, ¢s, gs.

En résolvant ces deux équations par rapport aux », s on obtient les
expressions‘ de r et s donnant la transformation réversible la plus générale
correspondant & la transformation caractéristique (B;).

De T'autre c6té, si, par exemple, F se réduit a4 une fonction f(r, ¢, x;) ne
dépendant que de 7, ¢, x;, les deux dernidres équations se réduisent &

f(r! Ds, xﬂ) == 0, f(?/sa QB, yS) =0,

dont la seconde n'est assurément pas de rang 1 en s par rapport aux gq;, gs, ¢s,
tandisque la premiére est en général de rang I en r par rapport aux p,, py, Ps.
On voit donc que des deux conditions 2), 3) du théoréme V chacune peut étre
satisfaite sans que l'autre reste valable. .

Dans la démonstration du théoréme V il S’agit surtout de montrer que
certains systémes d'équations sont d'un rang déterminé. Or, on ne connalt qu'un
cas suffisamment général dans lequel on peut affirmer qu'un systéme d'équations

soit résoluble pour les valeurs générales des paramétres — c'est le cas d'un
systéme d’'équations de la forme L, (z,, .. Za) =1¢s, (¥=1, ..., n), si le jacobien

des T, est 0 (systeme d'inversion). Et la principale difficulté qu'on a & sur-
monter dans les démonstrations de ce genre consiste dans la réduction aux
systémes d’inversion. ('est pourquoi les raisonnements des Nos. 38—47 sont
nécessairement plus détournées qu'il ne convienne & leur idée générale.

L il résulte évidemment du théoréme 111,

20. Dans le cas k=g ou k=
qu'on puisse exprimer. toutes les intégrales du systéme (23), (24) par les x, et r,.
Pour % < ﬁ:—l ce n'est plus possible, mais il est trés facile de montrer que

dans ce cas toutes les intégrales du systéme (23), (24) s’expriment au moyen des
expressions %, r, et x,. C'est le
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Théoréme VI. Pour k< n-2—1

les expressions (4) des 1. par les z, et p, et les

quotients des t satisfont aux égquations (23), (24), et chaque intégrale du systéme (23),
(24) peut étre exprimée par les 1y, les quotients des &} et les x,, . . ., Zn.
Nous démontrons les théorémes V et VI au § 4.

21. Au § 5 nous montrons sur quelques exemples, que les conditions du
théoréme 1V sont généralement satisfaites, et, en plus, que les conditions 2) et
3) de ce théoréme sont indépendantes l'une de l'autre.

Quant au théoréme V, nous montrons qu’il est applicable pour chaque trans-
formation R* si l'on suppose que les dérivées secondes des fonctions (3), (6),
(8), (9) sont continues. On est forcé, naturellement, & se borner aux voisinages
de certaines valeurs convenablement choisies. Au No. 55 nous appliquons le
théoréme V & un cas particuliérement simple, mais assez général.

Enfin, anx Nos. 56—58, nous considérons les différentes transformations
caractéristiques correspondant 4 la méme transformation R — done, dans
un certain sens, équivalentes entre elles — et nous montrons que »l'znvariant
caractéristique> de cette équivalence est donné par la correspondance de rang
n—k entre les espaces S et 7T, obtenue en éliminant les r, et les s, des équations

(s), (6), (8) et (9).

22. Nous avons déjd consacré au cas spécial » =3, donc k=1, c'est-d-dire
aux transformations d'éléments de ligne dans l'espace a trois dimensions une
étude étendue!, dans laquelle nous développons la théorie de ces transforma-
tions, en partant d'un point de vue différent de celui auquel nous nous sommes
placés ici.

La différence consiste surtout en ce que nous avons alors choisi, pour n=3,
les expressions 7, s, de maniére univoque. Dans ces circonstances, la trans-
formation caractéristique R* ne pouvait plus étre choisie arbitrairement, mais
était assujettie & la condition de transformer une certaine forme de Pfaff dans
une autre.

Quant 2 la fonction correspondant & l'expression de gauche en (33), elle se
simplifie considérablement pour n= 13, puisque F) est alors une forme binaire en
ty, t;-et peut donc étre remplacée par une forme linéaire en fy, f3, donc aussi

en p, Ps Ps.

1 A. OSTROWSKI: Sur une classe de transformations différentielles dans l'espace & trois
dimensions. Comm. Math. Helv. 13 (1940/41), pp. 156—194; 14 (1941/42), pp. 23—60.
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C'est grace a ce fait que nous sommes parvenus a établir, pour »=3, un
lien entre la théorie des transformations R et celle des transformations de contact,
auquel est consacrée la deuxidme partie du mémoire cité.! — Enfin, dans le
mémoire cité, la variable indépendante ¢ a été identifiée avec x,. Les formules
perdaient par cette raison en symétrie, mais devenaient plus concrétes et plus
conformes aux notations habituelles dans la théorie des équations différentielles
aux dérivées partielles du premier ordre.

Toutefois, dans l'espace & n dimensions, la symétrie des formules joue un
rble beaucoup plus considérable. C’est pourquoi nous avons préféré d’employer
dans le présent mémoire les coordonnées homogénes de direction.

§ 1. Les théorémes I et II.

23. Pour démontrer le théoréme I, supposons qu’il soit possible d’exprimer

les quotients des p, par les y, et les g, seuls. En désignant les dérivées %‘

par g, on obtient de (2):

n n
_ ’ Y ’
Pr= D0y, Qu + D Trq, du-
p=1 p=1

Done, si les quotients ﬁ—”, v 7 A, étaient indépendants des g, on obtiendrait pour
2

chaque couple », A, v 4, les relations

n
Z x:' ¥y x

4
v 9o __ x=1

—=T,;, A=1,..,n, v=1,...,n

= e
Tiq, P
S, @i 0o
x=1

Mais alors le rang de la matrice fonctionnelle des «, par rapport aux » variables

g, serait =1, et x, ..., z, seraient exprimables, comme fonctions de ¢y, . . ., ¢n,
par une seule fonetion Q(y,, ..., ¥s ¢y - - -, ¢n), homogéne de dimension o par
rapport aux ¢y, .. ., @n:

Ty = 3:%(?/1; vy Yny Q)

! I1 existent aussi dans le cas général considéré dans ce mémoire des relations entre les
transformations réversibles et les transformations de contact, mais ces relations sont beaucoup moins
simple que pour n = 3.
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On aurait donc en dérivant

n

S, L, 4@

Py = levy,,‘h + xvq—dz )
—

aQ

done, puisque les dérivées secondes des y, ne sont contenues qu’en e
T

v T
.Z_)_;__.,_sz,,(yl, c e Yn, Q)v

P ZiQ
et les 2% — 1 quantités indépendantes x,, . . ., x,,,%’—, . .,% geraient représentées
M 1 1
en fonctions des n + 1 grandeurs 4y, ..., ¥n, @. 1l en résulte
2n—1=n-+1, n = 2,

et le théoréme I est démontré.

24. Pour démontrer la premiére partie du théoréme II, désignons les rangs
des Jacobiens (3) resp. par k, [, et supposons qu'on ait, contrairement 4 l'assertion
du théoréme, k>1. Alors, il existerait & fonctions r.(x,, .. ., Tn, Py, . . -, Pu) €t
! fonctions s,(yy, ..., ¥n, quy - - ., @u), indépendantes, les r, par rapport aux p,,
et s; par rapport aux g, telles qu'on aurait

(36) o= Xo(Wyy .. o Yn, Sp» - - - SI), y=1,....Mn,
(37) s = Si @y o o Ty Uiy -« Yn)s A=1,...,1
(38) Yo = Yo {2y, . . o Zny Iy - - oy TR, y=1,... %,
(39) o= Ry (), . . . Tay Yyy -+ - Yn), x=1,...k

25. Mais, en substituant les expressions (36) dans les relations (39), on

obtient des expressions des . par les y, et les s;:

(40) o= RulUy, . . ., Un, 8y, . . ., SO r=1,...k

Maintenant les #» + k& expressions (36) et (40) sont exprimées en fonctions des
n+1<n+k variables y,, ..., ¥n, 8, ..., 8 1l en résulte une relation non-
identique entre les », ..., 7%, oy, . . ., Zn, tandis que les 7, sont indépendants par
rapport aux p,, ... pn. Donc on a k=1, et puisqu'on obtient par un raisonne-

ment symétrique au précédent k=1, il résulte k=1 et les rangs des deux

Jacobiens (3) sont égaux.
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26. Pour démontrer 'inégalité k < 1—22 , remarquons que le systéme (23), (24)

contient en tous eas au moins & équations linéairement indépendantes. On a done
pour k*, nombre de ses intégrales indépendantes par rapport aux p,, ..., p:
k* < n—k, donc par (25)

k=n—k, k= -
2

et le théoréme I1 est démontré.

§ 2. Les t; et u;.

27. Dérivons les relations (6) de la transformation R* considérée comme
transformation ponctuelle entre les espaces (10), par rapport 4 un paramétre z.
Désignons les dérivées des x., Yu, 7x, Sx par rapport i T resp. par Pu, qu, Tx, S
On a

n k
(41) Py = Z X;y,‘ qu + Z Xie, 80

u=1 =1

28. Alors, en substituant pour un A > k les expressions (41) dans le déter-
minant de (14), on obtient pour # la somme des deux déterminants suivants:

* it n
Y\ 7 , ,
2‘ ley, q#-’ 2 le[.l. q,t, ...... y 2 Xky‘u q#
u=1 #=1 a=1
’ , ,
Xj- & ) Xl EN g e e e , stl ,
~rr . 2,
X)\'gk ’ Xl & y e e e e e , Xkak
k k E
5 5 4 ! W\ ’ 4
Z X“% S, Z X”u Say e ’ st,‘ Sx
x=1 x=1 x=1
’ , ,
Xlsn s Xl 8 Y e e e e y X’“‘x
‘, - )
Xl 8. ] -Xl 8y s s e s e e y Xk 8
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Or, ici le second déterminant s’annule, et 1'on obtient, en développant le premier
déterminant snivant les g, et en utilisant les expressions (19) des 4;,:

n
(42) tl=ZA1‘uqlu, l=k+1,..., n.
u=1

Done, les ¢ jouissent de la propriété C. En plus, elles sont linéairement
indépendantes, puisque chaque #; contient effectivement un p; manquant dans les
autres 7,.

29. Supposons maintenant que la forme (11) jouisse de la propriété C, et

substituons dans le produit J¢ pour Jp;, A=Fk+1,... n les expressions
&
tl - Z f). % px
x=1

obtenues de (26). On obtient alors
n k
(43) Jt= 3 fats + 3 4. ps,

A=k+1 y==]1

les A, étant des fonctions des X, yu, 7x, Sx. L’expression
k
2 4. pr
=1

jouit done de la propriété C. Mais alors on obtient, en substituant pour les p,
les expressions (41) et en écrivant que les coefficients des s, s’annulent:

k
ZAVXL,,,,‘:o, x=1,... k
y=1
Donc, puisque J><£0, tous les 4, s’annulent, et I'on obtient de {43) la représentation

n

(44) t=> 31 ta.

A=k+1

On voit que les #; forment en effet une base pour toutes les formes ¢ jouissant
de la propriété C, et U'on obtient la représentation (44) de t par les t; en remplagant

dans (11) les p, avec v <k par o et les p, avec v>k par f_}
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30. Les résultats analogues sont valables par symétrie pour les wu; et
n
la propriété D. Or, la forme D\ A4i.g. dans la relation (42) est une forme «

u=1
jouissant de la propriété D. Donc, en la représentant d'aprés la régle analogue

4 celle du No. 29 par la base #ii1, . . ., %, on remplace dans (42) les g, avec
u =k par o et chaque ¢, avec u>£% par %, et la relation (17) est démontrée.

La relation (18) s'obtient par symétrie.

§ 3. Le cas k=

NS

31. Pour » = 2k les expressions ry, . . ., 7 forment % intégrales indépendantes
des équations (23), (24). Or, si l'équation (24) était linéairement indépendante
des équations (23), ce systéme ne pourrait posséder plus de n —k — 1=} — I
intégrales indépendantes, donc, dans notre cas, I'équation (24) est une combinaison
linéaire des équations (23), et le systéme (23), possédant k ==n — %k intégrales
indépendantes, est complet. La partie du théoréme IIT se rapportant au cas

n pd yd
k= 5 est démontrée.

32. D’aprds ce que nous venons de montrer sur l'équation (24), le systéme

d’équations linéaires

k
(45) Zy,,X;sx+,u0p.,=o, y=1,...,n
%=1
posséde une solution en pu,, u,, . .., ur avec yy 0.
Or, en prenant les équations (45) avee v=1,..., & 4>k, et en éliminant
Ho, L1, - - - ik, OD Voit que le déterminant de droite en (14) s’annule. Done, dans
notre cas, les expressions (26) s’annulent quand on y remplace r,, . . ., 7¢ par leurs

valeurs (4).

33. De l'autre coté, on obtient de (26) pour ¢, =o0:

k
(46) _p).:Z.f“(x,,..., Xny Fiy o < o W:k;px, l:k-}-l,.,,"n,

e L S A T ¢
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Si les expressions de droite n'étaient pas indépendantes par rapport aux r,, ..., 1%,
il en résulterait une relation non-identique entre x,, . . ., Zn, py, . - ., Pn, ¢’ est-d-dire
une équation différentielle de premier ordre entre les » fonctions arbitraires
%, ..., %y de z. Done, les expressions (28) sont indépendantes par rapport aux
", .. . Tx, et, le raisonnement analogue étant valable pour les expressions (29), la
nécessité de la condition du théoréme IV est démontrée.

34. Supposons de l'autre cbté, que la condition du théoréme IV soit remplie.
Alors, en résolvant les équations (46) par rapport aux r, ..., 7, on obtient &
expressions (4) pour 7y, . . ., 7. Ces k expressions seront évidemment indépendantes
par rapport aux pr+i, ..., pn, donc aussi par rapport aux p,, ..., v En effet,
désignons par o le jacobien des expressions de droite en (46) par rapport aux
74, ... % et par A, le jacobien des r, ... 7 par rapport aux prii, ..., Pn.
Alors il résulte de (46): g4, = (— 1), 4, 0.

Formons & partir des expressions des 7y, . . ., 7, tirées des équations (46) les
fonctions s, moyennant les relations (8). Il résulte des formules (18) qu'avec

toutes les formes ¢; les formes u; s’annulent elles aussi. En écrivant les u; sous

la forme
3
(47) w=Kaq + Z GixlYir oo o Uny Sty v o 0 SK) Gy, A=+ 1,.. .m0,
%=1
on voit que les expressions des s, ..., s, tirées de (8), satisfont aux relations
d Jix (7/1» ey Yy Sy, sk)
(48) —qu= 3 Wt Sy )

w A=k+1,...,mn
K(:{/lv e Yny 8y oy Sk)q

¥=1
35. Or, d’aprés 'hypothése du théoréme IV, les expressions de droite en
(48) sont indépendantes par rapport aux s, ..., s, les & fonctions s, ..., s
peuvent done étre représentées, moyennant les équations (48), en fonctions des
Yiy « « oy Yny Gis - - - Gn. Alors on a obtenu les 2% fonctions (4) satisfaisant aux
équations (5), (6), (8), (9}, donec unme transformation R, dont R* est la trans-
formation caractéristique. Et la transformation R de rang %, obtenue de cette
facon, est évidemment la plus générale possédant R* comme transformation
caractéristique. La démonstration du théoréme IV est terminée.
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§ 4. Le cas k<g’-
36. Sik< g’ il est impossible que pour une transformation R les n— %k
relations
(49) #=o, A=k+1,...,n,

soient valables toutes ensemble. En effet, de (49) on aurait les représentations

(46) pour n—k grandeurs pri1, . . ., pn par les £ <n—k grandeurs r, .. ., 7% et
par les p,, ..., pr. En éliminant #, ... 71, on obtiendrait donc une équation
différentielle pour les z,, . . ., » comme fonctions de .

87. 11 en résulte que, pour k <g, I'équation (24) est linéairement indépendante

des équations (23). En effet, dans le cas contraire, les #» équations (45) posséde-
raient une solution en ug, p, . . ., un avec u, 5% 0, et il en résulterait comme au
No. 32 que tous les #; s'annulent. On a donc pour %*, le nombre des intégrales
indépendantes du systeme (23), (24):

(50) *<n—k—1.

38. En changeant, s'il est nécessaire, le numérotage des k41, ..., Zn, on
peut donc admettre que {30 pour notre transformation E. Mais alors, les

expressions
1 a1
(SI) - 1t t.
n n
sont homogénes de dimension 0 en p,, . .., p, et puisque ces expressions, d'aprés

la définition des #;, sont exprimables par les z,, p, aussi bien que par les y,, ¢s,

elles représentent » — &k — 1 > 0 intégrales du systéme (23), (24).
Or, les k fonctions

(52) 7 (xla ooy Iy Py - p")7 SEIRTI 7 (xlw <o oy Ty pl’ RS} p‘")

représentent, elles aussi, % intégrales des équations (23), (24).
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39. Soit ! le nombre maximum des expressions (51), (52) qui sont indépen-
dantes par rapport aux p,, ..., pn. On a évidemment, les ¥ expressions (52)
étant indépendantes,

(s3) kE<1s k%

En changeant le numérotage des k41, . . ., Zn—1, On peut supposer qu'en particulier
les ! expressions

(34) y r th1 N t

54 1otk t; t,‘;

soient indépendantes par rapport aux p, ..., #». On a alors, en exprimant les

m=mn—1—1[ autres expressions (51) par les (54), les relations

» * tk‘-{-l fl‘
tl+1—tn,f1 Py oo 0 Thy )2 Xy - s 5 T =0,
tn n
(s5)
174 i
s — S lry ooyt o2y, xn) = 0.
tn in

Dong, le systéme de m équations

tr. ¢
tz+1—-tnfl(r1,. ooy Ty -k—+'l) v -,l,xl,. caXy) =0,
tn tn
(56)
i t
tos—tofulre oo —+-xx)=o
tn tn

est satisfait si l'on y remplace les ¢, par les ¢, et les 7. par leurs expressions (4).

40. Or, lexpression J reste 20 si l'on y remplace les r, par leurs ex-
pressions (4), les r, étant indépendants. Donc, on obtient des relations (56), en
y substituant les expressions 7, pour les ¢, et en résolvant par rapport aux

Plsy, - - Pn—1, les m équations

pr4+1— [ 2] (rlv e s Ty D1y oo s PPy Xy ey -’L’n) =0,
(57)

Pr—1— ¢m(7'1y et Phoe s S PP Ty, L. xn) =0,

homogenes de dimension 1 par rapport aux p,, qui sont satisfaites si l'on y
remplace les 7, par leurs expressions (4).
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41. Ici les fonctions ¢, . . ., ¢m sont indépendantes par rapport aux r,, .. ., 1%,
puisque dans le cas contraire, en éliminant de (57) 7y, .. ., rr, on obtiendrait une
relation entre les p, et 2,. Done,onam=n—I1l—1=k n—k—1=1, donc
par (53) et (50):

n—k—1=sl=skF=n—Fk—1.
Il en résulte premiérement

(58) l=k*=n—Fk—1,

ce qui démontre les théorémes III et VI

42. De l'autre coté, pour l=n—%k—1 on a m==~% Nous avons donc en
(57) % équations résolubles par rapport aux 7y, .. ., 7

Done, pour les relations (56) la condition nécessaire 2) du théoréme V est
satisfaite,

43. Nous avons maintenant & démontrer que le fait analogue a lieu pour
les transformées des expressions de gauche en (56) par R*.
Or, tout d’abord, il est clair par symétrie qu'aprés un changement du

numérotage des Yr+1, . . ., ¥n, il existe un systéme de % équations
. . Uk+1 Un—k—1 .
Un—k— Un G181, & Sky — 2" ° « 'Y Y] =0,
Un Un
(59)
» -
. . Uk+1 Un—k—1
Un—1— Un Gk Spy -y Sky —m 1 — Y .., Yn) =0.
Un Un,

44. Désignons les k transformées des expressions de gauche en (56) par la
transformation R*, par G, ..., Gy, et leurs expressions développées par G1, .. ., Gi.
Le systéme

(60) Gi=o, ... Gt=o0

est évidemment égquivalent au systéme consistant en équations (56) et en équations
des transformations employées pour le passage de (56) 4 (60), c'est-d-dire en
équations (5), (6), (8), (9), (17), (18). Donc, il suffit de montrer que 1'ensemble
des équations ‘

(61) {(56), (5), (6), (8), (9), (17), (18)}

peut é&tre résolu par rapport aux s;, ..., sy comme fonctions des y,, ¢,, sans qu'il
soit possible de laisser indéterminée une des s.
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. . B,
45. Or, en exprimant en (18) les coefficients »j‘—‘ par les z, et 7., on peut
représenter les quotients
Ui+ Un—1
(62) o ——
Un Un
en fonctions des
) i tn—1
Yy « o o Vhy t*"'wT’.’lll,...,xn,
(1 (3

done, en utilisant les équations (56), c'est-a-dire (55), en fonctions des 2n — %k — 1

grandeurs

(63) fi+1 . tr—k—1

Piy vo oy Ty 7 ’ ) —_t‘
n n

7 .’L‘l, . . .,xn.

Et les équations (8) et (5) donnent les représentations des

Sty « o Sky Y1 - -y Yn

par les mémes 27 — k — 1 grandeurs (63).

46. De l'autre cdté, d’aprés le théoréme VI et les formules (59), les 2n—k—1

quantités
&
6 Uk+1 Un—i—1
( 4) Sty - S8y Y1y - - -y Yn,y ’u’”‘fl y re —u—‘—;
sont indépendantes comme fonctions des v, ..., ¥u, ¢y, ..., @n. Donc, leurs

expressions en fonctions des 2n—k—1 paramétres (63) sont aussi indépendantes,
puisque dans le cas contraire on aurait une relation identique entre les 2n—k—1
grandeurs (64).

47. Donc, les 2% — k— 1 paramétres (63) peuvent &tre représentés en fonc-
tions des 2n —k — 1 grandeurs (64). En introduisant ces expressions dans les
expressions des

6 Unn—; Un—1
(63) et
Un Un

par les (63), on obtient les expressions des (65) par les (64), c'est-a-dire k relations
(59) qu'on a tirées des équations (60). Les «transformées> des équations (56) par
R* sont donc équivalentes aux équations (59). Mais maintenant on arrive,
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a partir des équations (59), aux expressions des s, ... s par les ¥, ¢, par
le raisonnement symétrique 4 celui appliqué aux équations (53) dans les Nos.
39—42.

La nécessité des conditions du théoréme V est donc démontrée.

48. Supposons de l'autre c6té que les conditions 1), 2), 3) du théoréme V
soient satisfaites. Alors on tire des équations (34) les expressious des 7y, . . ., 7%
en fonctions des x, et des p,. En introduisant ces valeurs dans les équations (8),
on obtient % fonctions s, ..., s qui peuvent étre représentées, en résolvant les
équations (35), en fonctions des y,, ¢». On a donc obtenu les 2% fonctions
(4), indépendantes respectivement par rapport aux p,, ..., p» et aux ¢, ..., ¢n et
satisfaisant aux relations (5), (6), (8), (9), cest-a-dire une transformation R possédant
R* comme sa transformation caractéristique, et la démonstration du théoréme V

est terminée,

§ 5. Exemples et remarques additionnelles.

49. Nous allons d’abord analyser les conditions du théoréme IV relatives
aux expressions (28), (29). Notre but est de montrer que 1) ces conditions sont
«en général» satisfaites et que 2) les conditions portant sur les expressions (28)
peuvent &tre satisfaites sans que les conditions portant sur les expressions (20)
restent valables, et vice versa.

Nous pouvons, dans cette analyse, supposer que l'on a:

xn=Su, yx=rx, x=1,...,k,

ce qui se réduit & une transformation, évidemment permise, de B*. Alors on a
évidemment K=dJ =1, et l'on tire immédiatement des formules (14), (15) les
expressions suivantes de #;, wu;:

x

ti=pi — D Xis, Px, A=k+1,...,m
x=1
k

=g — N Yir, s, A=k+1,...,n
%=1

Les conditions du théoréme IV se réduisent alors & ce gue les % expressions

k
(66) 2 X; 8 Px,

%=1
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exprimées en fonctions des x,, »,, px sont indépendantes par rapport aux ry, . . ., 1y,

et que les k expressions
k

(67) Z 7;*7',‘ q%7

=1

exprimées en fonctions des ¥,, s, ¢, sont indépendantes par rapport aux s, .. ., si.

50. Pour montrer que ces conditions sont généralement satisfaites, spécialisons

la transformation R* comme suit:
Lhtn =Yx + S Ykt+x, Tux=8x, Tn=Yx, x=1,...k
On a évidemment, en résolvant ces formules par rapport aux y, et s,

Lpen~—Tu
R |

Yu = Tuy, Su =Ty, x=1,...,k
7

Yi+x =

Les k expressions (66) deviennent maintenant pour A =% + x:

Ltx—Tx
Yrtx Pr = Pxy x=1I,... k,
X
et sont évidemment indépendantes par rapport aux 7, .. ., 7.

Quant aux expressions (67), elles deviennent pour i =% + x:

_%=_&, x=1,...,k
Zx S
et sont en effet indépendantes par rapport aux s, ..., s.

Les conditions du théoréme IV ne font donc défaut que dans certains cas

exceptionnels.

51. Considérons de l'autre c6té la transformation R* suivante:

Xy == &, Xg = Sy, Tg=Yy + Y, + 81 Y3

Ty =Y t Yy + S Yy r1r=¥5 Yo = Y
et son inverse

— Xy 1
Yi=T1, Y2 ="y Y= — —

Zy =17
4 1 2
y4:w—, Sl_'-::xl, SQ:wz'
Ly

12
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Ici les expressions (66) deviennent pour i = 3, 4:

_ Ty T — Ty _ Ty Ty
Ysh x, D YyPe z, P
et ne sont évidemment pas indépendantes par rapport aux r,, r,, tandis que les
expressions (67) deviennent pour 1= 3, 4:

_p1+p2=__p1+p2 bty Pt s
z, s Xy e

et sont donc en effet indépendantes par rapport aux s, 8.
Done, dans notre cas, les conditions du théoréme IV sont satisfaites pour
les expressions {20) et ne le sont pas pour les expressions (28).

52. Comme nous venons de le montrer, le théoréme IV n’est pas applicable

pour certaines transformations R* exceptionnelles. Il en est autrement pour
k< g Dans ce cas, dés que les dérivées secondes des fonctions (5), (6), (8), (9)

restent continues, il est toujours possible de trouver un systéme d'équations (33)
jouissant des trois propriétés indiquées dans le théoréme V, aux voisinages de
certaines valeurs convenablement choisies des x,, ¥, 7, Sk

Tout d'abord, on peut évidemment trouver 2 k constantes a,,...,az, by,..., b
telles que les % expressions

(68) Ay Ty + be Sy, x=1,... ]{J,

soient d'un c6té indépendantes par rapport aux ry, ... ¢ si 'on y exprime les
sx au moyen des équations (8), et de l'autre co6té indépendantes par rapport aux

84 -+ ., Sk 8i l'on y exprime les r, au moyen des équations (g).

53. Soient maintenant
(69) x5, Y5, T S

les «valeurs initiales» des x,, %, 7« S, satisfaisant aux équations de B* et telles
que pour ces valeurs 1) le jacobien «total> des %k fonctions (68) par rapport
aux 7y, ... 7% soit £ o0 en (69); 2) le jacobien «total> des % fonctions (68) par
rapport aux s, ..., s soit 20 en (69); 3) les & formes fy—y, . . ., ta—t restent

linéairement indépendantes.
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Soient ¢, x = 1, ..., k, resp. les valeurs des expressions (68) en (69).
Considérons les & équations

Tﬂ—'x .

T, o, xr=1I,...,k

(70) Ax s + bySy — Ox —

c'est-a-dire, d’aprés (26):

k
Jpﬂ—x + Z f;z—x,i.pl

Ay ¥y + bnsx—(’x— 1:_1 =0, r=1I,... k.
Jpn + Z fn, 2P
1=1
D’aprés nos hypothéses, ces équations sont résolubles par rapport aux 7y, ..., 7

pour p,=1, p,=0, ¥ # n, au voisinage de (69), et le Jacobien des expressions
de gauche en (70) reste =0 pour nos valeurs des p,. Donc les équations (70)
gsont résolubles par rapport aux 7, ..., 7 pour les valeurs des @, au voisinage
des z, et celles des p. au voisinage des valeurs spéciales indiquées.

54. Pour montrer que les fonctions obtenues en résolvant (70) par rapport
aux 7, sont indépendantes par rapport aux p,, choisissons un ensemble de %
variables p,:(ps,, ..., D), Pv 7 Dn, tel que le déterminant des formes fn—, . . .,
tu—1 par rapport aux p,, ..., p, reste ¥ o en (69), et désignons les expressions
de gauche en (70) par F,. On a alors la relation entre les jacobiens

a(F,, ... F _ OFy, ... Fr) d(ry, ...
N R I P

(=1

Pn Pn Dn Dn
dont il résulte que le jacobien des 7, par rapport aux 1—;&, S P reste ¥£0.
n n

De Yautre c6té, si I'on forme les équations transformées des équations (70)
par R* on voit de la mdme fagon que ces équations sont résolubles par rapport
aux s, ... s au voisinage de (69) et des valeurs des ¢, correspondant aux
P="""=Pp1=0, pa=1, et que les expressions des s, .. ., sr ainsi obtenues
en fonctions des ¢, ... ¢ sont indépendantes par rapport aux g, ..., gn—,
puisque les formes f#—1, . .., st restent linéairement indépendantes, si 1'on les

exprime par ¢, . . ., ¢
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55, Nous donnons enfin un dernier exemple, particuliérement simple, pour
V'application du théoréme V. Soit, pour » =4, k=1, la transformation R*

$1=%y Y1 =Ty, y’”=x7 (‘V:: 2, 37 4);

=Y, X =81, Tn=4y, (v=2,3,4)
Alors on obtient

tl:p)-’ U= qQ, Pr= q, l=2, 3 4,

et le systéme (33) se réduit & une équation

F(rl’ Ds, ps) Pa Xy - 584) =0,

résoluble par rapport & r; et telle que sa transformée

F(yl’ Qs 43, 44> S1y Ty, Xy Z'4) =0

soit résoluble par rapport 4 s;. On choisira donc I tel que les deux dérivées
Fy, F;, ne s'annulent pas. En spécialisant F on obtient p. ex. 'équation

71 + = ' (pb y 2 m L3, Xg, x4)
4 laquelle correspondent les valeurs de r;, s;:

71 == @ (Ds, P, Py» T3,y Ty, ) — Ty,

$1= (0 95 90 Y3 Y3 Yd) — Y1

La transformation B correspondante est

(1) {% =@ (121 D3, Pis X3, X, Zy) — Xy, Yp == Ty, Y3 = Ty, Yy = %y,
71

=@ (20 93 Qo> Y, Ysr Ys) — Y1> Tz = Ys, X5 = Y3, T4 =Yy,

transformation qui est évidemment znvolutive.
@ est ici une fonction arbitraire de ses 6 variables, homogéne par rapport
aux trois premidres et douée de dérivées premiéres continues.

56. Les transformations caractéristiques correspondant aux transformations
R, ne sont pas univoquement déterminées par ces derniéres. En effet, on peut
remplacer les 2k fonctions (4) par 2% autres expressions 7 en ,, p» et 5 en
¥», g exprimables resp. par x,, 7. et par y,, Sx:

(72) Fe=Ru(@sy. .o Tny 1y oy Ty, B= Sy oy Yn Sy w8, x=1,...,k
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si les équations (72) sont résolubles par rapport aux 7., s,. En éliminant r,, s,
des relations (5), (6), (8), (9) et (72), on obtient une nouvelle transformation

caractéristique appartenant a la méme transformation R. C'est une «deforma-
tion permise» de R*.

57. Quels sont les éléments invariants, communs & toutes les transformations
caractéristiques’ d'une transformation R donnée? Il est facile de voir qu'en
éliminant les 7, et s, des relations (5), (6), (8), (9), on obtient » — k équations
entre les x, et les y,, qui sont indépendantes et déterminent une correspondance
C entre les espaces S et 7. Par cette correspondance, aux points de l'espace S
correspondent des wvariétés de dimension n-—k de lespace T et vice versa. Une
telle correspondance sera appelée une correspondance de rang n —£.

Or, il est clair que C ne dépend pas de la transformation caractéristique
R* individuelle, mais seulement de la transformation R elle méme, puisqu’on
obtient évidemment la méme correspondance, en éliminant les p, des équations (1),
ou bien les ¢, des équations (2). Donc, on ne change pas la correspondance C,
en exercant une déformation permise sur la transformation R*. Or, l'inverse est
aussi exact: Deux transformations caractéristiques R*, R* conduisant & la méme

correspondance O, sobtiennent Uune de Uautre par une déformation permaise.

58. On démontre ce fait en observant que, par une déformation permise,
la transformation caractéristique peut étre toujours réduite & la forme ol chaque
7. est égal 4 un des y, et chaque s, est égal & un des z,. On peut donc réduire,
par des déformations permises, nos deux transformations caractéristiques R*, R*
aux formes suivantes:

1 k’ (R*)’
, k, (R¥).

{C}y Yy = y’v,‘y Sy = xyn, x=1I,...
(73) 1

{C}’ F%:?/F,,) gz:xﬁx, n =

Ici {C} désigne l'ensemble des n—%k équations déterminantes de la correspondance
C, et ces n—k équations sont résolubles par rapport a chacun des 4 systémes
suivants de # — % variables: 1) tous les y, autres que y,; 2) tous les y, autres
que les y;,; 3) tous les x, autres que les z,, et 4) tous les x, autres que les xz,.

Mais alors, en éliminant des équations (73) les k variables y, et en résolvant
les équations {C} par rapport aux y, restants, on obtient évidemment les ex-
pressions des 7, par les 7, et les =, ..., @s; et de la méme fagon on exprime
les 5 par les s, et les ¥, ..., #n R* s'obtient donc en effet de R* par une
déformation permise.
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59. On pourrait d’'ailleurs développer la théorie des transformations R, en
partant de la correspondance C obtenue directement de la transformation (1),
sans utiliser les transformations caractéristiques. Les formules qu'on obtient
ainsi sont moins explicites que dans la théorie donnée dans le présent mémoire,
mais de l'autre c6té ce point de départ permet de former toutes les transforma-
tions réversibles non seulement dans le cas d’éléments de ligne, mais aussi dans
le cas ol l'on considére des éléments différentiels de dimension supérieure & 1.
Nous exposerons ces résultats dans un autre mémoire.



